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Resumen

Estimar la incerteza en los calculos perturbativos de fisica de altas energias es fundamental para la compa-
racién entre experimento y teoria. La mayor contribucién a la incerteza viene dada por el truncamiento de
ordenes superiores desconocidos en la serie perturbativa. El método ‘tradicional’ para estimar esta incerteza
es demasiado arbitrario y no posee un fundamento probabilistico. En el presente trabajo presentamos dos
modelos basados en un enfoque probabilistico bayesiano que permiten obtener distribuciones de probabili-
dad para los observables fisicos. Ambos modelos utilizan informacién de los 6rdenes conocidos del célculo
para inferir sobre los érdenes desconocidos. El primer modelo se basa en modelar el comportamiento de la
serie perturbativa como una serie geométrica, cuyos pardmetros son inferidos de los 6rdenes conocidos. El
segundo modelo propuesto se basa en el hecho de que la dependencia con la escala de renormalizacién p
es formalmente del orden superior al calculado, propone que los 6rdenes desconocidos estan acotados por
alguna medida de la dependencia de escala. Los modelos funcionan a una escala de renormalizacién fija,
para distinto valor de y obtenemos distintas distribuciones. Con el objetivo de independizarlos del valor de
la escala, presentamos un procedimiento sencillo que asume a g como un parametro desconocido del modelo

*e~ — hadrones,

bayesiano. Validamos los modelos para diferentes observables fisicos de altas energias: e
el factor giromagnético anémalo (g — 2)/2 y, la produccién de Higss en fusién de gluones. Para los tres
observables obtuvimos estimaciones de la incerteza aplicando los distintos métodos. En el caso del proceso

*e~ — hadrones realizamos un analisis detallado de todos los modelos. Luego propusimos separar el obser-

e
vable en “sub-procesos”, dados por los factores de color y, estudiar los métodos aplicdandolos a cada uno por
separado. Para el factor giromagnético anémalo concluimos que el error perturbativo del término QED es
despreciable frente a otros errores (incertezas en medicién experimental de agpp y la masa de los leptones)
presentes en calculo. Incluso es del mismo orden de magnitud que la incerteza de la contribucién hadrénica.

Por 1dltimo, para la produccién de Higgs en fusién de gluones obtuvimos incertezas levemente mayores a las

que se obtienen con el método tradicional.
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"La aspiracion a la verdad es mds preciosa que su posesion sequra’.

Gotthold Ephraim Lessing.



Capitulo 1

Introduccion

El Modelo Estandar para las particulas y las interacciones elementales abarca todo el conocimiento actual
que tenemos acerca de la fisica de altas energias. Se trata de una teoria cudntica de campos (QFT) de
gauge que describe las interacciones electromagnéticas, débiles y fuertes entre las particulas subatomicas.
Todas las particulas elementales adquiridas al modelo fueron observadas experimentalmente a lo largo de las
ultimas décadas. Estas consisten en 12 fermiones de espin 1/2 y sus respectivas antiparticulas (organizados
en tres familias leptonicas y tres familias de quarks), y los bosones de gauge de espin 1 mediadores de las
tres fuerzas: el fotén para el electromagnetismo, 8 gluones mediando la fuerza fuerte, y los bosones masivos
Z y W= para la interaccion débil. Adicionalmente el modelo postula la existencia de una particula de espin
cero, el bosén de Higgs, necesaria para proveer de masas, a través del llamado mecanismo de Higgs [5], a los
fermiones y a los bosones W+ W—y Z.

Por diversas razones sabemos que el Modelo Estandar no es la teoria final para la fisica de particulas ele-
mentales, entre ellas podemos nombrar que en la teoria no esta incluida la gravedad, ni puede explicar la
existencia de materia v energia oscura. Incluso se espera que aparezca nueva fisica mas alla del modelo
estandar a escalas de energia del TeV. A pesar de esto, el modelo es altamente predictivo y la concordancia
entre el experimento y la teoria es sorprendente. Hasta el momento la mejor manera de estudiar las inter-
acciones entre particulas subatémicas y poner a prueba el Modelo Estandar es mediante experimentos en
colisionadores de altas energias. A lo largo de los anos, se desarrollaron, y se siguen planificando, muchos
colisionadores de particulas (protén-electrén, protén-protén, ete.) que permiten acceder a la estructura de
los hadrones (particulas compuestas de quarks). Siendo el LHC (Large Hadron Collider), perteneciente al
CERN (European Organization for Nuclear Research, Suiza) [1], el mas importante de los colisionadores. En
él se colisionan haces de protones con una energia de centro de masa de hasta 14 TeV, la mas alta alcanzada
hasta la fecha. Para poder obtener informacion certera a partir de los resultados de los experimentos es

necesario que los cédlculos tedricos sean lo suficientemente precisos. Si bien el cdlculo exacto de observables



fisicos en teorias QFT sigue siendo un tema de discusion abierto, cuando el acoplamiento de la teoria es
suficientemente pequenia se pueden obtener predicciones mediante cdlculos perturbativos. Es decir podemos
expresar los observables fisicos como una serie de potencias en el acoplamiento. El cédlculo de los coeficien-
tes de las series se puede realizar de forma sistematica utilizando la técnica de los diagramas de Feynman
[16][15]. Por supuesto, a mayor orden perturbativo mayor es la dificultad del célculo. Es por esto que en la
practica solo se pueden obtener un niimero limitado de coeficientes para un observable. Al truncar la serie
perturvativa, el observable calculado va a tener una incerteza tedrica. Esta incerteza es fundamental para la
comparacién con los datos experimentales.

El método “tradicional” para estimar incertezas en calculos perturbativos se basa en el hecho de que los
calculos en una teoria QFT dependen de una escala p, llamada escala de renormalizacién. Esta es una escala
no fisica, por lo tanto, el observable fisico en si no depende de . Es decir, si se lograse realizar el cilculo de
forma exacta, entonces el mismo no tendria una dependencia en la escala. Formalmente, la dependencia es
de un orden superior al célculo realizado. Por lo tanto, la idea del método es estimar la incerteza variando
la escala, como resultado, el valor caleulado cambiara en una cantidad que es formalmente del mismo orden
que lo que esta incerteza quiere cuantificar. Para llevarlo a la practica, la receta del método consiste en variar
la escala no fisica g en un factor dos alrededor de un valor central pg, v luego usar la variacién maxima del

o

observable ¥ con respecto al valor central como medida de la incerteza, esto es

Y= Epm't (f‘:ﬂ) + o max |Epe'rt(”) - me't (f‘:ﬂ)| (11)
B <p<2p0

donde ¥,,.,.(p1) es el cdlculo del observable dependiente de la escala, ,,.,4(j1) represente el valor central de
la prediccion. La mayor contrariedad del método es que este puede ser demasiado arbitrario, tanto en la
eleccion de la escala central pip como del intervalo de variaciéon (usualmente un factor de dos). Otro aspecto
negativo es que no se tiene una interpretacion probabilistica de la incerteza calculada. En 2011, Cacciari
y Houdeau (CH) [2] abordaron estos problemas y construyeron un método probabilistico bayesiano basado
en algunos supuestos sobre el comportamiento de las series perturbativas para estimar la incerteza de los
ordenes superiores. En términos generales, el modelo asume que los coeficientes de la expansion perturbativa
estan delimitados por un parametro desconocido. El conocimiento de los primeros érdenes de la expansion
perturbativa permite realizar inferencias bayesianas sobre este parametro. y a su vez la informacién sobre
el parametro adquirida puede utilizarse para hacer inferencia sobre los coeficientes de 6rdenes superiores no
conocidos. Entonces definiendo la distribucién de los coeficientes dado el pardametro y la distribuciéon a priori
de este (que compacta la informacion que tenemos del mismo antes de hacer la inferencia), el método puede
calcular distribuciones de probabilidad para los coeficientes desconocidos.

Si bien el enfoque CH parece ser una mejora al método tradicional, ya que por sobre todo incorpora una



interpretacion probabilistica, tiene algunas limitaciones. Condujo a buenos resultados para observables de
QCD como e e’ a hadrones [2], pero tuvo una peor performance para colisién protén-protén [3][4], que
tiene correcciones perturbativas mas grandes. Otro aspecto a tener en cuenta es que CH no se ocupa de la
dependencia con la escala no fisica. Las predicciones se calculan fijando una escala de renormalizaciéon. Por lo
tanto, para cada valor de esta se tendran distintas distribuciones de probabilidad para un mismo observable.
En un trabajo reciente [6] publicado en 2020 dieron un paso més alld del modelo CH, complejizando el
método bayesiano y, luego removiendo la dependencia con la escala.

En el presente trabajo avanzaremos en el estudio del enfoque bayesiano para encontrar las distribuciones de
probabilidad de un observable. El mismo se organizara de la siguiente manera: en el capitulo 2 explicaremos
algunos conceptos generales sobre las series perturbativas en fisica de altas energias y, luego introduciremos
el enfoque probabilistico bayesiano en ese marco. En el capitulo 3 presentamos los modelos bayesianos a
utilizar, sus hipotesis y sus caracteristicas. Al final de este capitulo vamos a presentar un procedimiento
para remover la dependencia con la escala no fisica en los modelos bayesianos. En el capitulo 4 daremos

ejemplos de aplicaciéon para cada modelo. Finalmente en el capitulo 5 presentamos las conclusiones el trabajo.



Capitulo 2

Conceptos generales: Series perturbativas

y estadistica Bayesiana

2.1. Series perturbativas en fisica de altas energias

En este apartado vamos a introducir algunos conceptos basicos de teoria de perturbaciones en fisica de
altas energias. En lo que sigue del trabajo vamos a considerar una teoria QFT que depende de un tinico
acoplamiento «, como puede ser por ejemplo la cromodindamica cudantica (QCD) o la electrodinamica cuantica
(QED). Cualquier teoria QFT predice un valor definido para un observable ¥, llamamos a ese valor X,..,;.
Sin embargo, usualmente no podemos calcularlo de forma exacta, pero podemos aproximarnos al valor real
utilizando un enfoque perturbativo. Dentro de este marco tedrico se expresa a un observable fisico ¥ como

una serie de potencias en el acoplamiento a:

Z'rt:u.f = Z Cka’k (21)
k=0

donde ¢ son los coeficientes de la expansion perturbativa, y n es algiin orden en el que detenemos la
expansion, llegando a (next-to-)"-leading order (o N"LO, como se denota habitualmente). Podria pensarse
que si n — oc se tiene la igualdad en 2.1. Sin embargo nunca se puede llegar a este limite porque las
series perturbativas, a partir de un cierto orden kg, son divergentes es decir, solo podriamos calcular la
serie hasta el orden kqsym [8][9],. La explicaciéon de este hecho se basa en la suposicién de que las series
perturbativas son expansiones asintdticas del resultado exacto. Esto implica que hasta cierto orden kg,
anadir términos a la expansion mejora la precision de la prediccion, pero mas alld de kqsym las contribuciones
divergentes de la serie dominan y, la suma se aleja del valor real. Un ejemplo cualitativo de una expansiéon
asintéticamente convergente se muestra en la figura 2.1. Es evidente que al truncar la serie el orden kg,

se comente un error en el cdlculo, a ese error lo llamaremos Aggym.
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Figura 2.1: Expansion asintéticamente convergente de un observable X.

Otro error tedrico que debemos incorporar es el que se deriva de las contribuciones no perturbativas intrinse-
cas del proceso, estas contribuciones no estan siendo tenidas en cuenta en la teoria. Por ello conllevan un
error irreducible sin importar el orden del cdlculo. A este error lo llamaremos A,,,, _per. De este modo,

expresamos un observable como

kasym

Z'r(:a! — Z Ckak + Aasym + Ano—pm't (22)
k=0

En general trabajamos bajo la hipétesis de que A, per¢ ¥ Agsym son chicos respecto a la expansion de la

serie hasta el orden kggym [10].

kasym
|A|:(I.T:Lm| ~ |A'rw—pc'rt| < | Z Ckak| (23)
k=0

esta condicion se cumple si el acoplamiento de la teoria es suficientemente pequetio. Si bien la expansién ideal
en las series perturbativas es hasta orden kg, en general no se llega a tal orden debido a la dificultad de
los calculos. Incluso como el comportamiento asintético de las series es usualmente desconocido, no podemos
siquiera saber cual es el valor de kssym. Normalmente solo unos pocos érdenes son conocidos. Por esto
suponemos que los érdenes calculados estdn lejos del orden kygy,,. Por lo tanto, podemos expresar X,.4

CcOomo:

Th

Erca! = Z Cko'-k + AESL() + Aasym + A'rw—pe'rt (24)
k=0

donde AEGLO es el error que cometemos por truncar la serie en el orden n:

kasym
(n)  _ k .
Ayigo = E cro (2.5)
k=n+1



Suponiendo que n < kqsym podemos trabajar bajo la hipdtesis de que el error de truncamiento A(':;’)HO es

mayor que los errores A, —pert ¥ Dasyms

IAT 1 | Anon—pert] ~ | Aasym| (2.6)

Esto implica que nuestro conocimiento del observable ¥ estd determinado por la expansién perturbativa
truncada en el orden n con una incertidumbre que esta dominada por el término de orden superior faltante
AELO. Lograr estimar esa incerteza es el objetivo principal de este trabajo.

Como ya detallamos en la introduccién, en los calculos perturbativos de cualquier teoria QFT renormalizable
surge la aparicion de una escala p no fisica. Esta toma lugar en el procedimiento con el cual se regularizan
las divergencias ultravioletas de la teorfa [14][15][16]. Los observables fisicos no dependen de ella, pero la
dependencia esta presente en cada orden del calculo perturbativo. Es necesario resaltar que la dependencia
con la escala es formalmente del orden siguiente al orden calculado. Este hecho va a ser fundamental para
el desarrollo de los métodos bayesianos que estudiaremos en la seccion 3.2. Entonces expresamos la serie de

la ecuacién 2.7 parametrizada por la escala de renormalizacién p,

T

E'rcm' - Z Ck(_u,)(_tk(}l) + AE’SL()(H) + Aasy‘m(”) + Ano—pm’t (27)
k=0

tanto los coeficientes ¢ como el acoplamiento @ dependen de la escala . Dado que esta dependencia es
universal y estd gobernada por la funciéon 8 de la teoria con la que se trabaja, es posible obtener los
coeficientes ¢ () en cualquier valor de p conociendo el coeficiente en algtin valor particular de la escala[13].

Los detalles estan presentados en el apéndice B.

2.2. Construccion de la distribucion de probabilidad

Antes de presentar los modelos vamos a introducir algunos conceptos bésicos del enfoque probabilistico
bayesiano[11][12]. Dentro de este marco se define como probabilidad al grado de credibilidad de un evento,
donde esta credibilidad se actualiza a medida que se obtiene mas informacién sobre el evento estudiado. Los
objetos basicos de la probabilidad bayesiana son: la hipétesis (o conjunto de hipétesis {H;}, en general un
modelo matemético, con pardmetros que a priori son desconocidos, p), el set de datos D y la informacién I,
que debe proporcionar cierta informacion previa sobre los datos y la hipétesis. El objetivo de la inferencia
es llegar a obtener la probabilidad de una hipétesis (o mejor dicho de sus parametros p) dado los datos y la
informacién, esto es P(p'| D, I). Como minimo, I debe especificar la clase de hipétesis considerada (espacio

de hipétesis de interés) y la relacion entre las hipétesis y los datos (el modelo estadistico).



La regla béasica que se utiliza manipulando probabilidades bayesianas es:

P@E,D[I)=PE|I)PD|pl)
(2.8)
— P(D| DP(F| D, 1).
conocida como la regla del producto, donde P(A | B) es la distribucién de probabilidad del evento A dado
el evento B. Y (A, B) indica la conjuncién légica de A y B (una proposicién que es verdadera solamente si
Ay B son ambas verdaderas). De esta regla se puede obtener el teorema de Bayes:

P(D | p, )PP 1)
P(D[1)

P(p| D, 1) = (2.9)

con

P(D D)=} PG| DP D51 (2.10)

El teorema de Bayes describe cémo debe modificarse la probabilidad de una hipétesis al obtener nueva
informacion, D. Las probabilidades de las hipdtesis (o parametros p) en ausencia de D se denominan pro-
babilidades a priori (prior), P(p'| I). El prior debe codificar la informacién previa que tenemos sobre los
parametros p. Las probabilidades que incluyen la informaciéon D se denominan probabilidades posteriores,
P(p'| D,I). La cantidad P(D | p,I) se llama verosimilitud de H;, que codifica la relacién entre los pardme-
tros de la hipétesis y los datos. Y por ultimo, la cantidad P(D | I) se llama evidencia. En la figura 2.2
mostramos una representacion grafica del teorema de Bayes. La curva superior (verde) representa el prior
de los parametros p, luego aparece en rojo la verosimilitud, y en azul la distribucién de los pardametros dado
los datos (posterior). En cierta forma el teorema de Bayes nos dice que la distribucién de probabilidad final
de los pardmetros p’es un compromiso entre los prejuicios que tenfamos sobre los mismos (prior) y los datos

que observamos.
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Figura 2.2: Representacion grafica del teorema de Bayes

Podemos resumir el método bayesiano en tres pasos fundamentales:

» Especificar una hipétesis para el modelo y, junto con los datos armar la verosimilitud. La hipétesis
vendra dada por un cierto conjunto de parametros desconocidos. Proponer también un prior para

dichos pardmetros.

= Actualizar el conocimiento sobre los pardmetros desconocidos, agregando la informacién que propor-

cionan los datos observados, por medio del teorema de Bayes.
» Evaluar el ajuste del modelo a los datos y predecir.

Es decir, cuando no hay informacion disponible, la probabilidad de un evento es dada por el prior, que
codifica las hipétesis y prejuicios previos. Luego por medio de inferencia estadistica se adquiere informacién
sobre el evento lo que cambia su distribucién probabilidad. Por tanto, agregar mas informacion actualiza
la probabilidad haciéndola cada vez menos dependiente en el anterior. En el caso de interés del trabajo el
evento sobre el cual queremos hacer inferencia es el observable fisico ¥ a un dado orden y, la informacién que
utilizamos para realizar la inferencia bayesiana viene dada por los 6rdenes anteriores en la serie perturbativa.
Cabe senalar que no tenemos un suceso repetidas veces con el cual se calcula una probabilidad de que ocurra,
sino que tenemos un evento ¥ desconocido que puede tomar distintos valores. Por ello seria imposible utilizar
un enfoque probabilistico frecuentista [11][12]. En la figura 2.3 mostramos el esquema bésico de la inferencia

bayesiana que utilizan todos los modelos.



Esquema de inferencia

bayesiana
Asunciones
previas.(H, 1) _
Teoremade | | Parémetros | Ordenes
Bayes 7 | desconocidos | superiores
] | desconocidos
Ordenes

conocidos (D)

Figura 2.3: Esquema bésico de la inferencia bayesiana que aplican los modelos

Partiendo de los 6rdenes conocidos bajo algunos supuestos del modelo se puede hacer inferencia sobre los
parametros (desconocidos). La informacién adquirida sobre estos parametros se utiliza a su vez para inferir
la distribucién de probabilidad de los ordenes superiores desconocidos. La forma en la cual se utiliza la
informacién va a depender de cada modelo que implementemos, estos modelos se van a discutir en detalle

en la seccidén 3. Esquematicamente, tenemos

P(6rdenes desconocidos | 6rdenes conocidos) = / dparsP(érdenes desconocidos | pars ) P(pars | 6rdenes conocidos)
(2.11)

ademas, por el teorema de Bayes 2.9 tenemos
P( pars | érdenes conocidos ) oc P(6rdenes conocidos | pars ) Py(pars) (2.12)

que depende de la distribucién a priori Fy(pars) de los parametros desconocidos y de los supuestos del

modelo a través de la verosimilitud P(dérdenes|pars), que aparece también explicitamente en la ecuacién

2.11. Estos dos ingredientes son suficientes para realizar la inferencia bayesiana.

Nétese que conocer la distribucién de probabilidad para el término de 6rdenes superiores desconocidos
Tn . . - . . - ’ P

(AEH)HO: de la ecuacién 2.7, despreciando las contribuciones divergentes y no perturbativas) es practicamente

lo mismo que conocer la distribucion para X. Es decir, la ecuaciéon 2.11 pueden utilizarse para construir

eventualmente una distribucién de probabilidad para el observable ¥ dados los 6rdenes anteriores,
P(S|e (1), (), H) (2.13)

donde H indica cualquier supuesto del modelo (hipétesis) y co, ..., ¢, son los coeficientes de los primeros n+1
términos de la serie perturbativa que dependen de la escala p. Esta distribucién contiene toda la informacién
que se desea sobre el conocimiento del observable. En la seccion 2.3 veremos con mayor detalle como construir

esta distribucién de probabilidad. Interpretando a g como otro parametro del modelo podemos escribir la



misma expresion

P(Xl|co, ..., en, pu, H), (2.14)

donde los coeficientes ¢, estan pensados como funciones, para ser calculados en el valor p expresado ahora
como un parametro adicional. Esta dependencia de la escala es claramente indeseable, porque esta distribu-
cién de probabilidad es la distribucion del verdadero observable, que es independiente de p. En la seccién 3.3
vamos a presentar un proceso que nos permitird remover la dependencia con la escala en las distribuciones

finales. Otra observacion es que en el limite de conocimiento infinito, la ecuacién 2.14, deberia tender a
P(E|Ercal) - 6(2 - Et‘rue): (215)

que representa X = ¥, independientemente del valor de la escala y de las asunciones e hipétesis previas.
Por lo visto en la seccién 2.1 es evidente que nunca se podria llegar a este limite, debido a los términos
divergentes y no perturbativos de la ecuacién 2.7. Pero el limite 2.15 nos dice que a medida que agreguemos
érdenes conocidos hasta kg, la distribucién de probabilidad tiene hacerse mas localizada y estrecha. Si

esto ocurre lo vamos a interpretar como un buen comportamiento del modelo utilizado.

2.3. Inferencia sobre 6rdenes superiores

En este apartado vamos a dar un paso méas en la construccién de la distribucién de probabilidad para un
observable ¥ (ecuacion 2.14). Antes de avanzar presentamos la notacion que usaremos en lo que sigue del
trabajo y algunas caracteristicas generales de los modelos. Llamaremos ¥,,(p) a la suma parcial de la serie

perturbativa, ecuacién 2.2, hasta orden n dependiente de la escala u. Esto es,

n

Sa(p) =Y ex(p)a* o () (2.16)

k=0
donde introducimos ky de tal forma que el observable empiece en ¥(a*?). Con esta notacién el LO sera
k = 0. Una vez especificado el valor de @ y de kg, la secuencia de sumas parciales ¥g, X1, ¥s... contiene
codificada toda la informacién contenida en los coeficientes ¢;. Sin embargo, es conveniente trabajar con los

coeficientes adimensionales §;, definidos como:

S (p) — Eg—1 (1)
Yo(p)

dada esta definicién expresamos ¥, (p) de la siguiente manera:

Op(p) = (2.17)

Th

Ln(p) = So(p) (L + Y Sk(p)) (2.18)

k=1
nuevamente estos coeficientes d contienen toda la informacién de la serie perturbativa necesaria para realizar

la inferencia. De ahora en mas estos seran nuestros objetos bdsicos, dejando de lado los coeficientes cy.
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El hecho de que d; = 1 establece un tamano comin para todas las expansiones perturbativas (1til a la
hora de definir el modelo), y también nos dice que el LO no contiene ninguna informacién util sobre el
comportamiento de la expansién y, por tanto, sobre la incerteza debida a la falta de érdenes superiores (lo
cual es obvio, ya que con solo el LO no se puede saber lo grandes que serdn las correcciones perturbativas)
De acuerdo con la ecuacién 2.3 la incertidumbre de una prediccién tedrica basada en la teoria de perturba-
ciones estd dominada por los érdenes superiores que faltan. Calcularemos la distribucién para ¥ a través de
estos ordenes superiores desconocidos, ignorando las otras contribuciones del truncamiento de la expansién

asintotica y la parte no perturbativa. En otras palabras, aproximaremos el observable ¥ como,
Y~ Ek(f‘:) Vk < km-;ym ’ (219)

la mejor aproximacion posible sera por supuesto k = k. La inferencia sobre el valor de ¥ se va a obtener
a partir de la inferencia de los érdenes conocidos hacia los 6rdenes superiores no conocidos. Asumiendo que
conocemos la serie hasta orden n y aproximamos el valor del observable con la serie hasta orden n + j, la

distribucion de probabilidad se puede expresar como:

P(X,0,,...,01,50 | p)
P(6n,...,01,%0 | )
- [ dbntj- déni1P (2,604,501, %0 | 1)
N P(0n,...,01,%50 | 1)
[ dbpyj--dpi1P (2] Opgjseen 01, L0, 1) P (Gpgjs -, 01,0 | 1)
P(6n,...,01,%0 | 1)

:/d(sn-i—j”‘d(s'n-}-lp(z | 5‘fi+.j7"'1511 E[]':.LL)P((STL-f—j_“':(STL-f—] | (s'n:---u(slu EU:.U’)

P(E | 51’:.‘1"'761720‘1;“') -

= /d&n-{—j e d(s'n-}-l(s (E - En-i—j (f‘:)) P ((Sn-i—j: LERR 6n+l | 6?“ RR (Sl: E['l': .u')
(2.20)

donde en el 1dltimo paso usamos la aproximacién
P (E | 6n+ff‘1 ] 617 E[}, ,U.) ~0 (2 - 2'fi+,j(ll‘£)) (221)

que es consecuencia de la ecuacion 2.19 y la definicién 2.18. En la dltima linea de 2.20 la funcién P (6,4, ..., 0,41 |
Oy .., 01,20, i) representa la probabilidad de tener los érdenes superiores (v no conocidos) dado los coefi-
cientes hasta orden n. También agregamos ¥y como informacién conocida, ya que algunos modelos utilizan
esta informacién para realizar la inferencia (lo veremos con mayor detalle en la seccién 3). Se puede usar la

delta de Dirac de la ecuacion 2.20 para integrar en d, j, integrando llegamos a

1
P (S| 60,01, S0, 1) = m/déw_l e dBui

¥ — Zn-l—j—l(:u)
Yo(r)

(2.22)

x P ((S‘n-{-,j = 1 (STL-f—j—l: ] 6fi+1 | 5‘:’“ s 617 201 .ru') .

11



El resto de las integrales son dificiles de resolver analiticamente, la debemos resolver numéricamente en
la mayoria de los casos, sin embargo, muchas veces trabajamos con la aproximacién del observable solo a

primer orden no conocido, es decir, j = 1. En ese caso queda:

. =1 1 Y—3n(p), .
P2 6ns.. 01,50, 0) '~ ——P(6pp1 = =0 5 61, Yo, 2.2
(8 180reeesb B0 = P (dua = 52 6 6o (2:23)
La probabilidad P(0,4,...:0u41 | On,--., 01,20, 1) va a depender del modelo que se implemente, sin em-

bargo, para todos los modelos se puede expresar como:

P ((Sn—}—j: R 5-:1-{-1 | (Sn: SRR ] 517 E[}, ,U.) - (22"1)

P(6ny...,01,50 | p)
el denominador y el numerador del lado derecho de la ecuacién son el mismo objeto, difieren tinicamente
en el nimero de & en el argumento. La probabilidad que debemos obtener para calcular esos términos es
P (bp,...,01,%0 | ). Esta distribucion es el objeto béasico que necesitamos en cada modelo para realizar
la inferencia en 6rdenes superiores. Para cada modelo tendremos por hipdtesis una serie de parametros g
desconocidos que lo caracterizan. Marginalizando sobre los parametros p'la distribucion se puede expresar

CcOomo:

PG 160,50 | 1) = /dﬁP (Grs- 281,50, | 1)
(2.25)

— [P (G- 8150 | o) P | )
donde en la segunda linea escribimos explicitamente la distribucién prior de los parametros Py(p' | p) v la
verosimilitud del modelo P (6,,,...,d1,% | P, ) . Este procedimiento es andlogo al planteado en la ecua-
cién 2.11 solo que no aparece de forma explicita el cdlculo de la distribucién posterior de los parametros
desconocidos. A parir de aca lo que queda es plantear para cada modelo una hipétesis y un prior para los
parametros que tenga dicha hipétesis. Luego, junto a los datos obtener la verosimilitud, y calcular la integral
de la ecuacion 2.25. Por 1ltimo reemplazando en la ecuacién 2.24 calcular la distribucién de probabilidad de

los siguientes 6rdenes no conocidos.
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Capitulo 3

Modelos bayesianos

En esta seccion presentamos los modelos bayesianos que utilizaremos en lo que sigue del trabajo. Daremos
a a conocer las hipétesis de cada uno y los asunciones previas de los parametros. Estudiaremos en principio
dos modelos diferentes: el modelo geométrico y el modelo de variacién de escala. Los dos modelos trabajan
con una escala de renormalizacién p fija. En la seccién 3.3 veremos como remover la dependencia con la

escala.

3.1. Modelo geométrico

Presentamos el primer modelo, este solamente usa informacién de como es el comportamiento de la expansiéon
perturbativa. Este modelo se puede aplicar a diversos problemas no solo en teorias QFT. El supuesto basico
es que todos los términos d; estan acotados en valor absoluto por una serie geométrica. De este modo el
modelo va a tener dos ‘pardametros desconocidos’ a y ¢, que describen dicha serie y, los coeficientes 8, deben

cumplir entonces,

|5£(Ju)| < Cak Vk < kau-;ylrl ’ (31)

donde aclaramos que la condicién solo se tiene que cumplir para k& menores a kygm. que es la region donde
nos interesa de acuerdo con lo discutido en las secciones 2.1 y 2.2. Hay que tener en cuenta que tanto los
parametros como los términos dependen de la escala de renormalizacién p. El siguiente paso es expresar la
condicién 3.1 en términos probabilisticos y, de esa forma, obtener la verosimilitud del modelo (P (& | ¢, a, p)).

Para que la condicién 3.1 se cumpla estrictamente podemos escribir,

1 .
P (6k | C.,(IT,U,) - mg (Cak - |Ok(:”)|) , k< kusyun (32)
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donde #(x) es la funcion theta de Heaviside y el factor multiplicativo lo agregamos para que la distribucién

esté normalizada a 1. Asumimos que todos los dj son independientes entre si (fijado a, ¢ y p) entonces

P (8c,6) | e;a, 1) = P (8 | e,a,p) P (5

cap) kg, k#j (3.3)

esta condicion se generaliza a cualquier §;. En la figura 3.1 mostramos esquematicamente la red bayesiana

de este modelo.
(02 (8

AN \ f\ 8

-~ Ca P(6x|c,a,p)

Figura 3.1: Red bayesiana del modelo geométrico. Los coeficientes ;. se relacionan con los parametros a y ¢

por medio de la verosimilitud P(é | ¢, a, p).

Para completar el modelo hace falta definir los prior de los parametros desconocidos, que tienen que expresar
el conocimiento que tenemos de estos antes de hacer la inferencia. Asumimos que los pardametros a priori no

estan correlacionados, entonces

Fo(e,a | p) = Po(e| p)Fola | p), (3.4)

Ahora lo que resta es elegir la forma funcional de los prior. Empezamos con el prior de ¢, dado que no tenemos
conocimientos previos sobre el orden ¢, lo mas légico es utilizar como prior una distribucién monétona.
Utilizaremos una ley de potencias dejando un parametro € libre que servira para variar el prior y ajustar los

resultados. En la seccidon 4.2.3 estudiaremos distintas variaciones del prior para un caso particular.

Pole|p) = ﬁﬁ(c —-1), €>0 (3.5)

B(c—1 p .. .
donde ¥ la agregamos para que el pardmetro ¢ este condicionado a ser mayor a 1. Esto debe ser asi
debido a la condicién 3.1 evaluada en k = 0 (por definicién dp = 1). En otras palabras, la inferencia bayesiana
de dp sobre el pardmetro ¢ lo condiciona a ser mayor a 1 y, decidimos agregar esa condicién directamente

(e—1)
[

. Y 2] .
en el prior de ¢. Olvidandonos del factor por un momento, vemos que si tomamos € = 1 obtenemos

una distribucién uniforme para la variable log(c), puede ser 1itil justificando que el orden del parametro es
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totalmente desconocido. Otro limite interesante es € — 0, en ese caso se tendria una distribucién que tiende
a ser uniforme en la variable ¢. Notese también que no agregamos ninguna dependencia en la escala p en el
prior.

De la condicién 3.1 vemos que el comportamiento de la serie geometrica que funciona como cota es conver-

gente solo si @ < 1. Por eso proponemos como prior
Pola | p) = (1 +w)(l-a)*0(a)f(1-a), w=0 (3.6)

nuevamente proponemos un prior independiente de p. El pardmetro w estd libre y distintas elecciones del
mismo pueden llevar a distintos resultados. Si se fija w = 0 se tiene una distribucién uniforme para a en el
intervalo [0,1], mientras que paraw > 0 favorecemos valores pequenos de a. En la seccién 4.2.3 consideraremos
variaciones de los priors y estudiaremos su efecto en las distribuciones finales para un ejemplo de fisica de
altas energias.

Hasta aca hemos definido los prior y las hipétesis del modelo, lo que queda es inferir sobre los érdenes des-
conocidos (recordar que la funcién basica que necesitamos para construir la inferencia es 2.24). Es necesario
marcar que debido a la condicién 3.1 solo se puede predecir un niimero limitado de érdenes, aquellos que
cumplan & < kg, Ademas, podemos eliminar la dependencia con Y en este modelo, ya que no aparece

en 3.1 y no tiene ningin peso en la inferencia. Entonces reescribimos la ecuacion 2.24 como

P ((S-n-{-j-; sy 51’:.-{—1-: 6'(!.-: tee 51 | .u')

P(SpiineesOis | Gren 60 p1) = 0 ,
(n-{—‘_n y +1| ! 1}1) P(Jn,...701|{£)

j > ]-: n +J < kusym (37)

De acuerdo con la ecuacién 2.25 y lo discutido en la seccién 2.3 el objeto base que aparece en la ecuacién

3.7 se puede expresar como,

P (0my-..y 01 | ) :]dc/daP(ﬁ.,,li...,él

c,a, .u) PU(C: a | )u‘)

_ ] de / daP (3, | ca,p)- P (51 | ¢,asp) Polcya | o) (3.8)
= o [Pl [ SRl o (_m [MMD
2 g c a a

donde en la primera linea introducido los parametros desconocidos, en la segunda linea utilizamos la inde-
pendencia de los coeficientes, ecuacion 3.3, y en la tercera linea escribimos explicitamente la probabilidad
ecuacién (3.2) y utilizamos la independencia a priori de los parametros ocultos ecuacion (3.4). La integral de
la ecuacion (3.8) puede calcularse analiticamente para nuestra eleccién de priors ((3.5) y (3.6)). La integral
en el parametro ¢ viene dada por

] e p el w6 ( i [wlmn L) D S € max [1: LA |am(m|] T 39)
a m -+ e ' :

(a'f mn a_'f T a a T





































































































































Apéndice B
Dependencia con u

En este apéndice mostramos cémo reconstruir la dependencia de la escala de renormalizacion de los obser-
vables fisicos a partir de la expansién perturbativa a una escala de referencia . Consideramos el caso de
QCD, pero los resultados pueden extenderse facilmente a otras teorias QFT. Supongamos que conocemos la

expansion de un observable como,
T

Zn (:u'ﬂ) = Z Eka§+k{) (Bl)
k=0

donde ¢ = ¢ (po) son los coeficientes (conocidos) de la expansién calculada a la escala = g hasta el
orden fijo k = n, y ag = a,(p) es el valor del acoplamiento de QCD a esta escala, que suponemos conocido.
También incluimos en la expansién un desplazamiento ky para tener en cuenta las expansiones que comienzan

en ¥(a*?). Queremos reescribir la expansién perturbativa a una escala diferente p,

n

Sn(p) =Y cr(p)ab ™o () (B.2)

k=0

Para ello, utilizamos la definicién de la funcién 3 de la ecuacion de Callan-Symanzik,

d
?—as(p) = B (as(p
W g s (1) = B (as()) (B.3)

= —a (1) [Bo + Bros(p) + Baol (1) + Bsari () + Bacis () + .. ]
y consideramos la solucién de dicha ecuacién B.3 para expresar oy = a4(pg) en términos de a4(p). Luego
introducimos ag en la ecuacién B.1, y finalmente desarrollando en potencias de ag(p) extraemos los coefi-

cientes resultantes ci(p) por comparacién con la ecuacién B.2. La solucién de la ecuacién B.3 hasta cinco



loops [13] y expandida en potencias de ay es:

a0 = as(p) {1 + as()Bol + o5 (1) (B3E° + Brt) + od(n) ( 0l + gﬁlﬁnfz + w)

+ ay(p) ([3334 + %5351«‘33 + (350[32 + gﬁf) 24 53«‘3)

(B4)
7 35 7
+a3(k) (65’85 + 5Bt + (66%62 + Eﬁnﬁf) £+ 2 (BoBa + Bif2) £ + mf)
+0 (af)]
con
2
I
I =log(—
()
A primer orden se puede despejar facilmente a(pt):
(12
as (p
Qs (”2) _ ( 0) (B5)

- 2

1+ byoig (,ug) In &5

Ho
donde el resultado se puede expresar en términos del acoplamiento a una cierta escala de referencia pig.
En la Figura B.1 mostramos la dependencia en escala de ag obtenida en QQCD con un valor inicial para la
escala de la masa del bosén Z que es consistente con datos de varios experimentos [25]. Como se puede ver,
para valores de energias altos el acoplamiento tiende a cero, haciendo valido el uso de teoria perturbativa
(libertad asintética). Para energias bajas, en cambio, as aumenta haciendo que quarks y gluones interactiien

intensamente (confinamiento).

April 2016
o 2 v Tdecays (N*LO)
Q) s DIS jets (NLO)
0 Heavy Quarkonia (NLO)
03} o e'e jets & shapes (res. NNLO)
® c.w. precision fits (N*LO)
v Pp—> jets (NLO)
v pPp —> IL(NNLO)
0.2+
0.1} : bt
— QCD ay(M,) = 0.1181 + 0.0011
1 100 1000

" QIGev)

Figura B.1: a4(p), grifico extraido de [25]

Para completar, mostramos los resultados de los primeros coeficientes ¢i(u) para kg = 0,1,2. Con ky = 0
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(procesos que comienzan con O(1) en LO) tenemos

ci(p) = ¢
ca(p) = e2 + Pocr?
c3(p) = &3+ (Bré1 + 2Bpe2) £+ Bier £
=
ca(p) = €4+ (Bac1 + 28162 + 35pc3) £ + (%[305151 + 35352) 2+ B 8
_ _ _ _ _ 3 _ _ _
C5(I”’) =c5+ (63(21 -+ 2[32(22 + 3[31(33 =+ 4,6(](2(1) £+ [(Eﬁf + 36052) c] + 75{]161(32 + 66303 fQ (Bﬁ)
13
+ (353[3151 + 4[3352) 0+ Byt
ce(p) = €6 + (Bac1 + 283¢2 + 3P2¢3 + 4581€4 + 550¢Cs) ¢
7 27
+ [5 (B1B82 + BoBs) e + (455 + 8B0B2) & + 3[30[3153 + 10[3(2}54} s
35, o9 2 AT o 35| 43 TT 3, | ot /A 1 356 45
+ 5 BoBi +65552 | ¢1 + 3 ByBicz + 1085¢e3 | €7 + 12[30[3101 +58,¢2 + Bper 7.
Para ko = 1 (Proceso que empieza con O (o) at LO) tenemos

c1(p) = e1 + Pocol
ca(p) = G+ (Bréo + 2Bpe1) £ + Bieot?
-
e3(p) = 3+ (Bacy + 26161 + 3Ppca) £ + (%ﬁﬂﬁléﬂ + 35351) % 4 B3egl®

_ _ _ _ _ 3 _ _ _
ca(p) = ¢4+ (B3co + 208261 + 35162 + 4Bpc3) £+ [(Eﬁf - 3[3052) o + TBoBreL + 682¢, | £2

13 o 3 3 pda gl (B.7)
+ (3[30[3150 +4[3561) 0° + Bycol

es(p) = €5 + (Baco + 203¢1 + 3P2c2 + 46163 + 5[3054) 4

1

g (B1B2 + Bops) co + (481 + 8B0f2) &1 + ﬁnﬁu‘z + lﬂﬁnf‘q} s

M |

35 _ _ _ _ q- _
(Fﬁnﬁf + 6[33[32) cp + 35%51(31 + 1053(32] 0+ (Eﬁgﬁlcn + 550101) 0+ Bacol®.

1
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Para kg = 2 tenemos

c1(p) = €1 + 2Bpcol
ca(p) = 2 + (26160 + 3Bocr) £ + 355¢0l*
c3(p) = &5 + (28201 + 36181 + 4B0ea) £ + (TBoSrio + 683¢1) €2 + 485 col?

22
ca(p) = €a + (2B81¢1 + 35261 + 4P162 + 5Poc3) £ + [(4[312 + 88132) € + ?[30[3151 +10533¢e2| £
B3)

A7
+ ( 3636160 + 105361) 7+ 5650l

_ 15 ~ _ _
+ [9 (8182 + BoBs) co + (?512 + 15[3052) ¢+ 226pP1¢ + 155303} s
59 5Y) 4 = =
+ [ %[30512 + 20[33{5’2) ¢o + 3788 pier + 20[33?:2} 6+ (?[336160 + 15{30‘(:1) o+ 6850,

El coeficiente LO sigue siendo siempre el mismo, ¢y = ¢y, ya que siempre es independiente de la escala. Cabe

senialar que para conocer la dependencia de escala de los coeficientes utilizamos funcién 3, que es conocida

hasta N°LO para kg = 0 y hasta N°LO para ko > 0.
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bellas que podian ser las matematicas.

Por 1ltimo agradecer infinitamente a la Facultad piblica y gratuita de Ciencias Exactas y Naturales de la

UBA vy, a todes les profesores que la hacen de excelencia dia a dia.
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