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RESUMEN

En esta tesis estudiamos la fidelidad de la dinámica trotterizada de varios mode-
los de espines y su relación con la caoticidad del sistema efectivo subyacente. La
trotterización es un método de simulación cuántica digital que consiste en descom-
poner la evolución temporal del sistema a simular en pasos discretos (pasos de
Trotter) y expandir el operador de evolución como una secuencia de compuertas
primitivas basadas en las fórmulas de Trotter-Suzuki.

Trabajos recientes mostraron la existencia de un umbral (un threshold) en la fi-
delidad del método en función del paso de Trotter donde los errores proliferan
rápidamente, y la dinámica digitalizada del sistema se vuelve caótico cuántica.

Nuestros resultados indican que no hay una relación intrínseca entre la prolif-
eración de errores del método y el desarrollo de caos cuántico en la dinámica trot-
terizada. Encontramos sistemas integrables que no transicionan a caos en función
del paso de Trotter, como sistemas ya caóticos, y en ambos casos los errores prolif-
eran. Hallamos que el threshold, como característica de la dinámica trotterizada,
es ampliamente dependiente del estado inicial considerado, y en general la transi-
ción es suave. También observamos la existencia de "islas de estabilidad", donde
la dinámica es regular y los errores decrecen incluso para valores grandes del paso
de Trotter, y las relacionamos con fases de cristal temporal de Floquet para un sis-
tema forzado periódicamente. Sin embargo, observamos que para un estado inicial
arbitrario no se puede esperar una reducción significativa de los errores.
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1 INTRODUCCIÓN

La computación cuántica trae consigo la promesa de resolver ciertos problemas
computacionales exponencialmente más rápido de lo que se puede lograr con una
computadora clásica [1]. Una de sus principales aplicaciones es la simulación de la
dinámica de sistemas cuánticos de muchos cuerpos [2] que resultan demasiado de-
mandantes para una computadora clásica. Para encarar estos problemas se utilizan
principalmente dos tipos de computadoras cuánticas: computadoras analógicas,
las cuales son especialmente construidas y controladas para generar una dinámica
que emule las propiedades del sistema de muchos cuerpos que se quiere estudiar;
y computadoras cuánticas digitales, donde la dinámica deseada se construye en un
número de pasos discretos a partir de una secuencia de interacciones primitivas
accesibles experimentalmente, llamadas compuertas. Éstas últimas son flexibles, y
ofrecen la posibilidad de programación universal [3]. Los dispositivos disponibles
en la actualidad son caracterizados por su tamaño intermedio (de ∼ 100 qubits) y la
falta de corrección de errores robusta (dispositivos NISQ, por sus siglas en inglés).

Uno de los métodos utilizados para implementar simulaciones cuánticas digi-
tales bajo la arquitectura de compuertas es conocido como trotterización [3, 4], que
consiste en la discretización de la evolución temporal en pasos finitos (pasos de
Trotter) y en la aproximación del operador de evolución del sistema que se desea
simular como una serie de compuertas primitivas determinadas por las fórmulas
de Trotter-Suzuki [5–9].

Trabajos recientes [10–12] presentaron la existencia de un valor umbral (un thresh-
old) en función del paso de Trotter a partir del cual el método de trotterización
pierde validez rápidamente, y la dinámica digitalizada muestra señales de caos
cuántico. A lo largo de éstos trabajos, se desarrolla la idea de que el mecanismo
de fondo para la proliferación de errores en el algoritmo (errores de Trotter) es el
desarrollo de caos cuántico en el sistema efectivo que realiza dicha dinámica. Esta
interpretación recibe su apoyo en una equivalencia entre la dinámica que realiza un
sistema trotterizado y aquella proveniente de un sistema forzado periódicamente,
utilizando como ejemplo la generación de caos cuántico en el kicked top [11, 13].
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1 Introducción

Sin embargo, la interpretación anterior deja de lado algunas consideraciones: La
primera es que las transiciones al caos son suaves en función del parámetro de caos,
y por lo tanto la existencia de un threshold resulta particular. En segundo lugar, los
sistemas estudiados para los cuales se correlacionó robustamente el caos cuántico
con la proliferación de errores de Trotter son integrables, por lo que queda por in-
vestigar qué sucede en la trotterización de un sistema que ya es caótico. Frente a
las observaciones anteriores es natural adicionar la cuestión de si existen sistemas
donde los errores proliferen sin una transición al caos. Por último, en Ref. [12] se
remarca la universalidad en el comportamiento observado en los sistemas que se
estudiaron.

La motivación principal de esta tesis es indagar en las cuatro cuestiones que
acabamos de mencionar. Para hacerlo, realizamos simulaciones de la dinámica
trotterizada de varios modelos, analizando varios aspectos de la dinámica, y con
distintos esquemas de trotterización. A su vez, analizamos las propiedades espec-
trales de la unitaria trotterizada para cuantificar el caos del sistema en función del
paso de Trotter. Exploramos un modelo de Ising con campo magnético transverso-
longitudinal, el cual posee una transición al caos paramétrica, de forma tal de estu-
diar la proliferación de errores en un modelo que ya es caótico. También aplicamos
el análisis anterior a un modelo de Heisenberg, el cual posee una trotterización que
preserva la integrabilidad del sistema. Luego estudiamos la robustez de los resul-
tados anteriormente obtenidos ante distintas elecciones del estado inicial con el que
se desarrolla la dinámica. Como parte de estos resultados observamos la existencia
de "islas de estabilidad", que son regiones en función del paso de Trotter para las
cuales la dinámica se vuelve regular incluso más allá de la región en donde prolif-
eran los errores, y éstos se reducen significativamente. Este fue un aspecto más de
la dinámica trotterizada que estudiamos.

Nuestros resultados indican que no existe una correlación estricta entre la pro-
liferación de errores de Trotter y la generación de caos cuántico en la dinámica
trotterizada, y que tampoco ésta última es una característica robusta de sistemas
trotterizados. Encontramos sistemas integrables que no sufren una transición al
caos en función del paso de Trotter pero que sus errores se vuelven no controlados,
y sistemas ya caóticos (y que por lo tanto tampoco sufren una transición al caos)
donde también los errores proliferan. Por otro lado, obtuvimos que el threshold,
como una característica de la dinámica trotterizada, es ampliamente dependiente
del estado inicial considerado, y que para uno arbitrario la transición es suave. Si
bien existen algunos aspectos básicos de la dinámica trotterizada que parecen pre-
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sentarse en todos los sistemas y trotterizaciones estudiadas, encontramos que hay
otros en los cuales existen una gran variedad de comportamientos, entre los cuales
se encuentran los resultados ya mencionados. Por último, encontramos que las is-
las de estabilidad están relacionadas con fases de cristal temporal de Floquet para
un sistema forzado periódicamente, y que en general no serán una herramienta útil
para mejorar el rendimiento del algoritmo para valores grandes del paso de Trotter.

La tesis se encuentra organizada como detallamos a continuación. El capítulo
2 sienta la base conceptual y teórica sobre la que se apoya esta tesis, sus resulta-
dos y sus conclusiones. Empezaremos definiendo la expansión de Trotter-Suzuki
en la sección 2.1, y luego en la sección 2.2 daremos una introducción a la teoría
de Floquet y la expansión de Magnus, la cual nos ofrece una forma alternativa de
interpretar los errores de Trotter. En la sección 2.3 definiremos la noción de cristal
temporal de Floquet, que nos permitirá caracterizar el comportamiento de los sis-
temas trotterizados sobre las islas de estabilidad mencionadas. La última sección
de este capítulo es la sección 2.4, en la cual resumimos los resultados sobre los que
se basa esta tesis, y plantearemos las cuestiones principales que la motivan. En
el capítulo 3 presentamos los resultados principales de la tesis. En la sección 3.1
estudiamos la dinámica trotterizada mediante varios indicadores y medidas de er-
ror, y las propiedades espectrales de la unitaria trotterizada en función del paso de
Trotter, para los regímenes integrables y caóticos de un modelo que posee una tran-
sición integrabilidad-caos paramétrica. En la sección 3.2 estudiaremos la robustez
de los resultados obtenidos anteriormente en función del estado inicial elegido para
realizar las simulaciones. Luego, en la sección 3.3 realizamos el mismo análisis para
un modelo que posee una trotterización construida de forma tal que preserva la in-
tegrabilidad del sistema. La sección 3.4 es la última del capítulo de resultados, y
en ella estudiaremos particularmente las regiones en función del paso de Trotter
(y para valores grandes) donde la dinámica se vuelve regular. Finalmente, el capí-
tulo 4 posee un resumen de los resultados obtenidos y sus interpretaciones. Allí
presentaremos las conclusiones de la tesis y las posibles direcciones en las cuales se
podría dirigir la investigación a futuro. La tesis posee varios apéndices. El apéndice
A define todas las cantidades que utilizamos para caracterizar la dinámica de cada
sistema estudiado. Por otro lado, el apéndice B contiene un resumen de la teoría
de matrices aleatorias y su relación con el caos cuántico, y cómo las utilizamos. Por
último, el apéndice C muestra resultados que sirven como apoyo y contextualizan
aquellos mostrados en el cuerpo principal de la tesis, pero que en sí mismos no
aportan nada significativamente nuevo a las conclusiones obtenidas.
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2 MARCO TEÓRICO

En este capítulo daremos una breve introducción a las ideas y conceptos que com-
ponen la base teórica sobre la que se basa esta tesis, sus resultados y conclusiones.
Empezaremos en la sección 2.1, donde definiremos la expansión de Trotter-Suzuki,
cuya teoría sienta las bases matemáticas del método para realizar simulaciones
cuánticas digitales que llamamos "trotterización". En la sección 2.2 introducire-
mos algunos resultados básicos de la teoría de Floquet y la expansión de Magnus,
lo cual nos permitirá reinterpretar la expansión de Trotter-Suzuki como un oper-
ador de Floquet para un sistema forzado periódicamente. La sección 2.3 define
la noción de cristal temporal en mecánica cuántica, que resultará útil para inter-
pretar algunos de los resultados que veremos posteriormente. Por último, en la
sección 2.4 repasamos los resultados previos sobre los que se basa esta tesis, a la
vez que exponemos la relación entre el método de trotterización y el caos cuántico.
Luego daremos un resumen sobre la construcción de la idea de que el mecanismo
de fondo para la proliferación de errores de Trotter es el caos cuántico generado
por la expansión de Trotter-Suzuki, discutiremos las formas en las cuales tal inter-
pretación resulta insatisfactoria, y plantearemos las preguntas cuya respuesta es la
motivación principal de esta tesis.

2.1 TEORÍA DE TROTTER-SUZUKI

La trotterización es un método que permite implementar simulaciones cuánticas en
una arquitectura basada en compuertas primitivas, y consiste en la aproximación
de la evolución temporal de un sistema discretizándola en pasos temporales finitos
(pasos de Trotter). El método se basa en los resultados de Trotter [5], que fueron
luego expandidos por Suzuki como una teoría para construir aproximantes de ex-
ponenciales de operadores [6–9]. En este esquema [3] se descompone el hamilto-
niano del sistema que se desea simular como una suma de hamiltonianos locales
individuales H = ∑L

k=1 Hk y luego, al discretizar la evolución temporal en n pa-
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2 Marco teórico

sos finitos, las fórmulas de Trotter-Suzuki nos permiten aproximar el operador de
evolución completo como

U(t) = e−itH ≈
(

e−i t
n H1 . . . e−i t

n HL
)n

(2.1)

donde τ = t/n es lo que llamamos el paso de Trotter. Ésta representa una de-
scomposición de primer orden en el número de pasos n, escalando como n−1, pero
también existen descomposiciones de orden mayor. Se han encontrado cotas gen-
erales para el error al utilizar expansiones de este tipo para valores de n finito [4].
En particular, para el caso de dos sumandos H = H1 + H2 se obtiene la cota para el
error en la unitaria ∥∥∥U(t)−

(
e−i t

n H1 e−i t
n H2
)n∥∥∥ ≤ t2

2n
∥[H1, H2]∥ (2.2)

donde ∥·∥ es la norma espectral.

2.2 TEOREMA DE FLOQUET Y EXPANSIÓN DE MAGNUS

Como veremos a continuación, la expansión de Trotter-Suzuki (2.1) se puede rela-
cionar con la dinámica de un sistema forzado periódicamente, con período dado
por el paso de Trotter, lo cual nos permitirá obtener una formulación alternativa
para los errores (2.2) que se presta más inmediatamente a interpretaciones físicas.
Para llegar a ello, daremos un breve resumen de la teoría de Floquet y la consigu-
iente expansión de Magnus.

El teorema de Floquet [14] nos permite escribir la evolución correspondiente a
un hamiltoniano con dependencia periódica τ en el tiempo H(t) = H(t + τ) como

U(t) = P(t)e−itHF (2.3)

donde P es un operador unitario y periódico P(t) = P(t + τ), y el segundo término
representa la evolución temporal con respecto a un hamiltoniano independiente
del tiempo llamado hamiltoniano de Floquet. Notemos que P(nτ) = 1, y por lo
tanto a tiempos t = nτ tenemos que la dinámica estroboscópica es efectivamente
generada por el hamiltoniano estático de Floquet U(t = nτ) = e−itHF , y es ésta
unitaria a la que típicamente se le llama operador de Floquet.

El resultado anterior nos permite describir la dinámica del sistema a tiempos
estroboscópicos de forma efectiva mediante un hamiltoniano independiente del
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2.2 Teorema de Floquet y expansión de Magnus

tiempo. En general, obtener una expresión cerrada para HF no es posible, y se re-
curre a expansiones en frecuencia. Una de ellas es la expansión de Magnus [14,15],
que es un desarrollo perturbativo en el período τ a partir de escribir el operador de
Floquet como un producto ordenado temporalmente U(τ) = T e−i

∫ τ
0 dtH(t) e inver-

tir la relación
e−iτHF = T e−i

∫ τ
0 dtH(t) (2.4)

obteniendo

HF = H0 +
τ

2π

∞

∑
l=1

1
l
([Hl , H−l ]− [Hl , H0] + [H−l , H0]) +O(τ2) (2.5)

donde Hl son las componentes de Fourier H(t) = ∑∞
l=−∞ Hlei 2πl

τ t. Ésta es una ex-
pansión en frecuencias altas, y su convergencia está relacionada con la capacidad
del sistema de absorber energía a una dada frecuencia del forzado que da a lugar
la dependencia temporal periódica. Que la serie de Magnus converja quiere decir
que el hamiltoniano de Floquet es un operador local y la evolución del sistema está
gobernada por un hamiltoniano local y estático, de forma tal que la energía del
sistema se conserva [14, 16].

Como adelantamos al inicio de la sección, existe una conexión entre sistemas
trotterizados y sistemas forzados periódicamente, que explayamos a continuación.
Consideremos un hamiltoniano delta-forzado con periodo τ de la siguiente forma:

H(t) = H1 + λH2

∞

∑
n=−∞

δ(t − nτ) (2.6)

donde H1 y H2 no dependen del tiempo. La evolución estroboscópica del sistema,
desde un tiempo ϵ antes de un pulso hasta un tiempo ϵ antes del siguiente, está
dada por el operador de Floquet

U(τ − ϵ,−ϵ) = U(τ − ϵ, ϵ)U(ϵ,−ϵ) = e−i
∫ τ−ϵ

ϵ dt′H(t′)e−i
∫ ϵ
−ϵ dt′H(t′) (2.7)

La primera integral resulta (τ− 2ϵ)H1 y la segunda 2ϵH1 +λH2, por lo que tomando
el límite ϵ → 0 encontramos que el operador de Floquet para este sistema es

U(τ) = e−iτH1 e−iλH2 (2.8)

En efecto, identificando λ ≡ τ como el paso de Trotter, llegamos a que cualquier
hamiltoniano independiente del tiempo H = H1 + H2, al ser trotterizado a primer
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2 Marco teórico

orden según (2.1), describirá una dinámica proveniente de un sistema delta-forzado
periódicamente con período e intensidad dadas por τ.

Este resultado nos permite interpretar la evolución trotterizada del hamiltoni-
ano independiente del tiempo H como la dinámica estroboscópica de un sistema
dependiente del tiempo dado por (2.6) bajo algún hamiltoniano de Floquet HF, de
forma tal que la unitaria trotterizada para la evolución en un paso de Trotter cumple
U(τ) = e−iτH ≈ e−iτH1 e−iτH2 = e−iτHF . Luego, como el sistema H que se desea sim-
ular mediante trotterización y el hamiltoniano de Floquet HF son independientes
del tiempo, podemos cuantificar los errores de Trotter de forma alternativa a (2.2), y
a nivel del hamiltoniano, mediante la expansión de Magnus (2.5). Aplicando dicha
expansión a la unitaria trotterizada dada por (2.1) se obtiene

HF − H = −i
τ

2 ∑
j<k

[Hj, Hk] +O(τ2) (2.9)

En Refs. [10, 11] estudian los errores en cantidades dinámicas, como valores de
expectación, y encontraron que para valores pequeños del paso de Trotter, dichos
errores concuerdan con los predichos por una expansión perturbativa basada en la
expansión de Magnus (2.9).

2.3 CRISTALES TEMPORALES DE FLOQUET

En esta sección definiremos y daremos una breve introducción a la noción de cristal
temporal en sistemas cuánticos forzados periódicamente, que podemos tratar me-
diante el formalismo de Floquet ya visto. Luego vamos a dar un ejemplo que resul-
tará útil en la interpretación de algunos de los resultados de esta tesis.

Un cristal temporal de Floquet es un estado de la materia en el cual la dinámica
de algún observable rompe con la simetría de traslación temporal discreta del hamil-
toniano forzado periódicamente H(t) = H(t+ τ) que modela el sistema, en analogía
con un cristal ordinario donde se rompe la simetría de traslación espacial [17–19].

Existen varias formas de definir una fase de cristal temporal, basadas en la re-
spuesta del sistema ante el forzado, o la longitud de correlación de operadores
locales en un conjunto de los autoestados del operador de Floquet [18, 19]. En gen-
eral, una fase de cristal temporal puede ser definida [20] mediante un conjunto de
estados iniciales {|ψ⟩} y la existencia de algún observable O, tal que los valores
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2.3 Cristales temporales de Floquet

de expectación en la dinámica estroboscópica t = nτ del observable en el límite
termodinámico

f (t) = lim
N→∞

⟨ψ(t)|O|ψ(t)⟩ (2.10)

cumplan las siguientes tres condiciones:

(i) Ruptura de la simetría de traslación temporal: f (t) ̸= f (t+ τ), a pesar de que
H(t) = H(t + τ).

(ii) Rigidez: f (t) tiene un período de oscilación fijo sin necesidad de un conjunto
particular de parámetros del hamiltoniano.

(iii) Persistencia: las oscilaciones de f (t) sobreviven por un tiempo infinitamente
largo.

Estas condiciones definen un criterio por el cual se pueden distinguir las oscila-
ciones debidas a una fase de cristal temporal de otros fenómenos oscilatorios típi-
cos en sistemas cuánticos, como oscilaciones de Rabi, o de Bloch [20].

Una fase de cristal temporal tiene consecuencias en el espectro del operador de
Floquet U(τ): sus autoestados se convierten en estados de tipo gato y las fases
asociadas conforman grupos en el círculo unitario separados entre sí en un án-
gulo 2π/k, siendo k el número de estados que componen la superposición [18, 19].
Como consecuencia, el espectro de Uk(τ) está compuesto por grupos de fases en el
circulo unitario degeneradas k veces, y la dinámica de f (t) muestra una respuesta
subarmónica de periodo kτ, lo cual rompe explícitamente la simetría de traslación
temporal discreta en un tiempo τ.

Como ejemplo, consideremos un sistema de N espines 1/2 cuya dinámica estro-
boscópica a tiempos t = nτ está dada por el operador de Floquet

U(τ) = e−it2 He−it1 ∑N
i=1 σ

(i)
x (2.11)

donde H es un hamiltoniano de muchos cuerpos interactuantes que depende de
σ
(i)
z , por ejemplo un modelo de Ising H = ∑N

i=1 giσ
(i)
z σ

(i+1)
z + ∑N

i=1 hiσ
(i)
z , y τ = t1 +

t2 es el período del forzado. Si tomamos t1 = π/2, podemos escribir e−it1 ∑N
i=1 σ

(i)
x =

∏N
i=1(−i)σ(i)

x , por lo que su efecto en la dinámica estroboscópica del sistema será
invertir todos los espines en cada paso, y sus autoestados son las superposiciones
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1√
2
(|{mi}⟩ ± |{−mi}⟩), con |{mi}⟩ = |m1 . . . mN⟩. En este caso, y si H es el hamil-

toniano de Ising, los autoestados del operador de Floquet se escribirán

|ϕ±({mi})⟩ =
1√
2
(eit2Ez({mi})/2|{mi}⟩ ± eit2Ez({−mi})/2|{−mi}⟩) (2.12)

con autovalores ±eit2Eg({mi}), donde Eg({mi}) y Ez({mi}) son las energías prove-
nientes de cada término de H. Notemos entonces que |ϕ±⟩ son estados de tipo gato,
y que, como −eit2Eg({mi}) = ei(t2Eg({mi})+π), sus fases de Floquet asociadas están sep-
aradas por un ángulo π. Como consecuencia, para cada fase dada por conjunto de
valores {mi} existe otra en la posición diametralmente opuesta del círculo unitario.
Vale la pena mencionar que este comportamiento se da para un entorno finito del
valor t1 = π/2 elegido y que la discusión anterior es independiente del tamaño del
sistema, por lo que se cumple la condición de rigidez.

En suma, vimos un ejemplo donde el sistema responde de forma subarmónica
con un periodo 2τ ante un forzado de periodo τ, a su vez que las fases de la unitaria
de Floquet se organizan en el círculo unitario de a pares separados por un ángulo
2π/2, lo cual está asociado a que los autoestados de Floquet son superposición de
2 estados macroscópicamente distinguibles.

2.4 TROTTERIZACIÓN Y CAOS CUÁNTICO

En Refs. [10–12] se presenta la existencia de una transición a caos cuántico en sis-
temas trotterizados, a través de la cual los errores de Trotter proliferan. A lo largo
de éstos trabajos, se desarrolla la idea de que el mecanismo de fondo para dicha
proliferación es efectivamente la aparición de caos. Por otro lado, se observa que
dicha transición sucede de forma repentina al atravesar algún valor del paso de
Trotter, por lo que se presenta la idea de la existencia de un threshold. El último tra-
bajo citado anteriormente estudia varios aspectos de la transición para tres modelos
distintos, remarcando la universalidad de aquellos. En esta sección vamos a repasar
estos resultados, presentando una transición a un régimen caótico cuántico en la
trotterización de varios sistemas de espines e interpretarla en función de la relación
entre sistemas trotterizados y sistemas forzados periódicamente, utilizando como
ejemplo el kicked top [13]. Por último, vamos a discutir algunos aspectos que dicha
interpretación y los resultados sobre los que se basa no dejan en claro, y cuyas re-
spuestas son la motivación principal de esta tesis.
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2.4 Trotterización y caos cuántico

2.4.1 DESLOCALIZACIÓN Y PROLIFERACIÓN DE ERRORES

En Ref. [10] estudian el comportamiento de errores en la dinámica trotterizada
de observables locales para un modelo de Ising con campo magnético transverso-
longitudinal y lo relacionan con las propiedades de localización del sistema. Existe
un regimen donde los errores sobre dichos observables son controlables, y menores
a lo que sugiere la teoría a nivel del hamiltoniano, y otro donde el sistema se en-
cuentra deslocalizado y proliferan los errores. Ambos regímenes están separados
por un threshold en función del paso de Trotter, por debajo del cual se encuentra el
regimen localizado y por encima el deslocalizado.

El modelo está dado por el hamiltoniano

H = hx

N

∑
i=1

S(i)
x + hz

N

∑
i=1

S(i)
z + g

N−1

∑
i=1

S(i)
z S(i+1)

z (2.13)

con parámetros h/J = g/J = 1 (h ≡ hz = hx, y tomamos J = 1) y se considera la
trotterización

U(τ) = e−iτH ≈ e−iτHz e−iτHx (2.14)

siendo Hx el primer término del hamiltoniano y Hz los dos últimos.

Para estudiar las propiedades de localización del sistema en función del paso de
Trotter, se considera una medida basada en el IPR (A.2):

λIPR

λD
:= − log(IPR)

log(D)
(2.15)

donde el IPR se aplica al estado |ψ0⟩ = ⊗i|↑(i)⟩ (todos los espines hacia arriba
en ẑ) respecto a la base B = {|ϕi⟩}D

i=1 de autoestados de la unitaria trotterizada,
que para valores pequeños de τ corresponde a los autoestados del hamiltoniano
de Floquet. Con esta definición, un valor de λIPR/λD = 1 implica deslocalización
total, mientras que λIPR/λD = 0 localización total. Notemos que el estado |ψ0⟩
permanece fijo, y su localización respecto a la base B cambia debido a la variación
de ésta misma en función del paso de Trotter. Como podemos apreciar en la figura
2.1, existe un valor crítico τ∗ ≈ 1.3(h−1) a partir del cual el estado se deslocaliza
rápidamente en la base de la unitaria trotterizada a medida que se incrementa el
paso de Trotter.

Los restantes gráficos en la figura 2.1 muestran el valor medio temporal de la
magnetización (A.1) en función del paso de Trotter, y su error en comparación con
el caso ideal (τ = 0): ∆⟨⟨ J̄z⟩⟩t = ⟨ J̄z⟩t −⟨ J̄z⟩τ=0

t , donde el estado inicial fue el |ψ0⟩ ya
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mencionado. Vemos que existe una correlación entre la deslocalización del sistema,
su desmagnetización y la proliferación de errores.
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0.1
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λ
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λ
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∆
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〉〉

t
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Figura 2.1: Comportamiento de varias cantidades en función del paso de Trotter. (a) Lo-
calización del estado |ψ0⟩ = ⊗i|↑(i)⟩ en la base de autoestados de la unitaria
trotterizada (2.14) para N = 13 espines. (b) Valor medio temporal de la mag-
netización y (c) su error en comparación con el caso ideal (τ = 0) para N = 11
espines. El estado inicial es el |ψ0⟩ ya mencionado, y para cada valor de τ la
evolución se hizo por un tiempo t = 800(h−1).

2.4.2 CAOS EN LA TROTTERIZACIÓN DEL MODELO DE ISING A2A

En Refs. [11, 12] estudian, entre otros, un modelo de Ising con interacciones a larga
distancia. En particular, interacciones de todos los espines con todos los demás
(modelo de Ising A2A). Como en la sección anterior, se estudia la localización en
el sistema y la proliferación de errores, pero con nuevas medidas. Además se es-
tudian las propiedades espectrales del sistema, como la estadística de autovalores
y autovectores de la unitaria Trotterizada (ver apéndice B), en función del paso de
Trotter.

Al igual que en el caso anterior, en este modelo se encuentra una transición re-
pentina que separa dos regímenes, uno localizado donde los errores de observables
locales se mantienen controlados y otro deslocalizado donde proliferan. A su vez,
la estadística espectral del sistema indica una clara transición al caos.

El hamiltoniano del modelo es

H = hx

N

∑
i=1

S(i)
x + gx

N

∑
i<j

S(i)
x S(j)

x + hz

N

∑
i=1

S(i)
z + gz

N

∑
i<j

S(i)
z S(j)

z (2.16)
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y notando que

N

∑
i<j

S(i)
µ S(j)

µ =
1
2

N

∑
ij

S(i)
µ S(j)

µ =
1
2

(
N

∑
i

S(i)
µ

)(
N

∑
j

S(j)
µ

)
=

1
2

S2
µ

donde Sµ = ∑N
i=1 S(i)

µ es el operador de espín colectivo, podemos reescribir el hamil-
toniano como

H = hxSx +
gx

2
S2

x + hzSz +
gz

2
S2

z (2.17)

Como se conserva el impulso angular total del sistema S2 = S2
x + S2

y + S2
z , pues

[S2, H] = 0, la dinámica se desarrolla en un subespacio del Hilbert con espín total
definido j. En particular, tomando el subespacio de máximo espín total j = N/2,
los operadores de espín colectivos se reducen a los operadores de impuso angular
Jµ para una partícula con espín j. Así, la dimensión del espacio de Hilbert se ve
reducida a D = 2j + 1 = N + 1. Notemos que, si bien empezamos con un sistema
de muchos cuerpos, la dinámica se reduce a la de una única partícula con espín j.

Se suele introducir un reescaleo de los parámetros gµ → 2gµ/(2j + 1), con lo que
el hamiltoniano queda

H = Hx + Hz = hx Jx +
gx

2j + 1
J2
x + hz Jz +

gz

2j + 1
J2
z (2.18)

Los parámetros toman valores gz := g, hz = 0.3g, gx = 0.7g y hx = 0.1g. En
particular, para lo que sigue tomamos g = 1.

La trotterización considerada para este modelo es

U(τ) = e−iτH ≈ e−iτHz e−iτHx (2.19)

Inspeccionemos primero la dinámica del sistema. Las figuras que siguen mues-
tran la dinámica entera del sistema en función del paso de Trotter. Para cada valor
de τ hacemos una simulación del sistema utilizando la unitaria trotterizada. El eje
y izquierdo muestra el avance del tiempo para un τ determinado, mientras que el
eje y derecho, asociado a la línea sólida, muestra el promedio temporal para cada
evolución. Para las simulaciones que siguen tomamos N = 128 (j = 64), y el estado
inicial es todos los espines hacia arriba en ẑ.

En la figura 2.2 mostramos la evolución de la magnetización (A.1) y analizamos
la localización en la dinámica mediante el PR del estado evolucionado (A.3) so-
bre la base del operador de espín total colectivo Sz. El estado inicial se encuentra
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localizado sobre esta base, de forma tal que PR(t = 0) = 1/D. Para la magne-
tización, podemos observar que la dinámica del observable local mantiene su pe-
riodicidad (o cuasiperiodicidad) hasta un valor de τ∗ ≈ 0.45(2πg−1) a partir del
cual este aspecto de la dinámica se pierde completamente, a su vez que el estado
del sistema deja de ser polarizado, y la magnetización decrece hasta anularse. Tal
despolarización puede ser interpretada rápidamente al observar la localización del
estado del sistema. Para τ < τ∗ la cadena se encuentra aproximadamente polar-
izada —cerca de su estado inicial— durante toda la evolución y por lo tanto en un
estado localizado. Cruzado el valor crítico el sistema se deslocaliza rápidamente,
y al extenderse por todos los estados posibles la magnetización decrece. Sin em-
bargo, notemos que la deslocalización no es total, sino que satura en PR ≈ 0.5,
lo cual puede entenderse en función de teoría de matrices aleatorias (RMT) [11].
Tanto la pérdida de periodicidad en el sistema como la deslocalización de su es-
tado sugieren dinámica caótico cuántica más allá de τ∗, lo cual es reforzado por la
predicción del PR mediante RMT.
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Figura 2.2: Dinámica del sistema en función del paso de Trotter. (a) Magnetización. (b)
Localización del estado evolucionado.

La figura 2.3 muestra medidas de error en la dinámica del sistema, que comparan
la evolución ideal (sin trotterizar) con la trotterizada. Éstas son la fidelidad de sim-
ulación (A.4) y el error en la magnetización (A.5). A medida que se avanza en el
valor del paso de Trotter, podemos observar tres regímenes en la fidelidad. Par-
tiendo de una región de muy alta fidelidad para valores pequeños de τ, a medida
que éste aumenta surgen oscilaciones periódicas cuya amplitud aumenta junto al
paso de Trotter. En la segunda región la dinámica se vuelve cuasiperiódica, y la
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fidelidad empieza a decrecer rápidamente. La tercera región queda definida por
el mismo valor crítico τ∗, a partir del cual la fidelidad se vuelve nula. En el error
en la magnetización también se pueden observar tres regiones: en la primera el
error crece linealmente con el paso de Trotter, como se espera que suceda con una
discretización temporal. Luego el error satura, entrando en la segunda región para
aproximadamente el mismo valor de τ que con la fidelidad. Por último, el error
salta rápidamente al cruzar el valor crítico, saturando en un nuevo valor. Para am-
bas medidas la forma funcional en las primeras dos regiones podrían describirse
analíticamente, lo cual indica la posibilidad de controlar los errores. Este no es el
caso una vez ocurrida la transición.
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Figura 2.3: Medidas de error en la dinámica del sistema en función del paso de Trotter. (a)
Fidelidad de simulación. (b) Error en la magnetización.

Por último, veamos el comportamiento del espectro del sistema en función del
paso de Trotter. Como detallamos en el apéndice B, tanto la estadística de niveles
como de autoestados del sistema puede ser utilizada para diagnosticar la presencia
de caos cuántico. Para cuantificar la estadística de niveles utilizamos el prome-
dio del cociente de espaciado de niveles ⟨r̃⟩ (B.2) y para detectar la estadística
en los autoestados del sistema utilizamos un test de Kolmogorov-Smirnov tKS

RMT

(B.7) comparando la distribución cumulativa obtenida a partir del operador de
Floquet respecto a la base de autoestados del operador de espín Jz, con aquella
proveniente de las distribuciones teóricas para cada ensamble. En la figura 2.4
mostramos dichas medidas aplicadas al espectro de la unitaria trotterizada, las
cuales indican una clara transición (que ocurre aproximadamente para el valor
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crítico τ∗ ≈ 0.45(2πg−1) antes visto) al caos, siendo que dicho espectro posee es-
tadística que concuerda con la del ensamble ortogonal en ambos casos.
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Figura 2.4: Medidas espectrales de caos cuántico aplicadas al operador de Floquet en fun-
ción del paso de Trotter. (a) Promedio del cociente de espaciado de fases. (b) Test
de Kolmogorov-Smirnov comparando la distribución cumulativa correspondi-
ente a los autoestados de la unitaria con las distribuciones cumulativas teóricas
para cada ensamble.

En lo que sigue conectaremos los resultados ya explayados con la transición al
caos en un modelo relacionado al actual, brindando una interpretación a la prolif-
eración de errores observada en función del caos.

2.4.3 EL KICKED TOP Y CAOS CUÁNTICO

La transición al caos en función del paso de Trotter en el sistema anteriormente
estudiado puede entenderse a partir del kicked top, cuyo hamiltoniano es

H(t) = hJx + kJ2
z

∞

∑
n=−∞

δ(t − nτ) (2.20)

y posee una transición al caos [13] en función de la intensidad del forzado k. Éste
sistema posee límite clásico y es un ejemplo paradigmático de las conjeturas BGS
y de Berry-Tabor (para más detalle ver el apéndice B) para sistemas dependientes
del tiempo, pues posee estadística de espaciado de fases en concordancia con RMT
en su régimen caótico, correspondiéndose con la proliferación de caos en el límite
clásico. A su vez, es un ejemplo donde la estadística de autoestados de su operador
de Floquet se corresponde también con matrices aleatorias [21] en dicho régimen.
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La conexión entre el kicked top y el hamiltoniano de Ising con interacciones de
todos los espines entre sí estudiado anteriormente surge a partir de la conexión en-
tre sistemas trotterizados y sistemas forzados periódicamente que explayamos en
la sección 2.2. Al haber trotterizado la evolución del hamiltoniano de Ising de la
forma (2.19), la dinámica que realiza éste operador se corresponde con el hamilto-
niano delta-forzado

H(t) = hx Jx +
gx

2j + 1
J2
x +

(
hz Jz +

gz

2j + 1
J2
z

)
τ

∞

∑
n=−∞

δ(t − nτ) (2.21)

que posee una forma muy similar al hamiltoniano del kicked top (2.20). Como
consecuencia, al trotterizar la evolución del sistema dado por (2.18) se introduce
un forzado periódico cuya intensidad aumenta con el paso de Trotter. Luego, la
transición al caos del kicked top al aumentar la intensidad del forzado implica una
transición al caos al aumentar el valor de τ. Dado que la dinámica ideal del sis-
tema (sin trotterizar) es integrable, esto implica necesariamente que la expansión
de Trotter-Suzuki ya no describe el sistema original y la simulación falla, dando a
lugar la proliferación de errores.

Resumen y observaciones

En esta sección exploramos algunos resultados previos mostrando la existen-
cia de una transición repentina en la dinámica de sistemas trotterizados, en
la cual la aproximación de Trotter deja de funcionar y proliferan los errores.
Este fenómeno está acompañado por una transición al caos, según lo indican
tanto la localización dinámica del sistema como los indicadores espectrales
de caos usuales. Por último, interpretamos la proliferación de errores en uno
de los modelos estudiados en función del caos cuántico del kicked top. Esto
refuerza la idea de que el mecanismo de fondo para la transición observada
en la trotterización de éstos sistemas es efectivamente el desarrollo de caos
cuántico.
Sin embargo esta interpretación deja lugar a algunas preguntas, que motivan
esta tesis:

⋄ Ante lo observado, se propone como mecanismo genérico para la
proliferación de errores de Trotter la aparición de caos cuántico en
la dinámica efectiva del sistema, ¿es realmente el caos cuántico el
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mecanismo de fondo, o existen sistemas donde los errores proliferan
sin la generación de caos?

⋄ De serlo, usualmente las transiciones al caos son suaves en función del
parámetro de caos, ¿por qué, entonces, existe un threshold?

⋄ La mayoría de los sistemas estudiados en los trabajos anteriores son in-
tegrables en el límite de paso de Trotter pequeño1. Si es que el mecan-
ismo de fondo es el caos cuántico, ¿qué sucede en la trotterización de
un sistema que ya es caótico cuántico?

El modelo de Ising de la sección 2.4.1 es caótico, pero sin embargo allí [10] se habla de una
transición al caos. En todo caso, sí existe una transición en la cual el sistema se deslocaliza
significativamente, y que entenderemos en el siguiente capítulo.
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3 RESULTADOS

En este capítulo presentaremos los resultados principales de la tesis, los cuales ob-
tuvimos buscando responder las preguntas planteadas al final del capítulo ante-
rior, y dividimos en cuatro secciones. La primera de ellas es la sección 3.1, donde
estudiamos la dinámica trotterizada en función del paso de Trotter de un modelo
que posee una transición integrabilidad-caos paramétrica, con el cual podremos in-
vestigar la proliferación de errores en un modelo que ya es caótico. En la sección
3.2 estudiaremos la robustez de algunos de los resultados previos expuestos en
el capítulo anterior, pero también de los resultados obtenidos para el modelo que
acabamos de mencionar, en función de la condición inicial del sistema en las simu-
laciones. La tercera sección 3.3 estudia la dinámica trotterizada en función del paso
de Trotter para un modelo integrable el cual posee una trotterización que preserva
su integrabilidad. En las secciones hasta aquí mencionadas encontraremos la ex-
istencia de "islas de estabilidad" en la trotterización de éstos sistemas para ciertos
valores del paso de Trotter, y de su estudio se ocupa la sección 3.4.

3.1 MODELO DE ISING CON CAMPO MAGNÉTICO

El primer modelo que estudiamos es un modelo de Ising con campo magnético
transverso-longitudinal e interacciones antiferromagnéticas. Este sistema posee
una transición integrabilidad-caos según la relación entre las componentes hx y
hz del campo magnético, por lo que nos es útil para explorar la trotterización de
sistemas caóticos. Su hamiltoniano está dado por

H =
N

∑
i=1

hxσ
(i)
x + hzσ

(i)
z − g

N−1

∑
i=1

σ
(i)
z σ

(i+1)
z (3.1)

Notemos que, salvo un cambio en la notación de los parámetros del sistema, las
interacciones antiferromagnéticoas, y factores 1/2 en las matrices de Pauli, éste es
el mismo sistema que el de la sección 2.4.1.
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3 Resultados

Debido a que los acoplamientos con los campos y entre los espines son uniformes
a lo largo de la cadena, y que ésta es abierta, el sistema posee simetría de reflexión
respecto a su centro. Como consecuencia se conserva el operador de paridad, el
cual intercambia la posición de cada espín con el de su opuesto simétrico. Sea el
operador de intercambio P(i,j), que intercambia los espines en los sitios i y j, el
intercambio de un espín en la posición i con su opuesto simétrico es efectuado por
P(i,N+1−i). Luego, el operador de paridad se expresa

P =
⌊ N

2 ⌋
∏
i=1

P(i,N+1−i) (3.2)

Su conservación implica que, al descomponer el Hilbert H = Himpar ⊕ Hpar, la
dinámica queda totalmente contenida en uno de estos subespacios siempre y cuando
el estado inicial respete también la simetría de paridad. La dimensión de cada sube-
spacio es Dimpar/par ≈ D/2, si D es la dimensión del espacio de Hilbert total, que
para este sistema es D = 2N .

El régimen integrable de este sistema se da cuando hz ≫ hx (campo totalmente
longitudinal) o cuando hx ≫ hz (campo totalmente transversal) y caótico cuando
ambas componentes son comparables hz ≈ hx. En la figura 3.1 mostramos la caoti-
cidad del sistema en función del parámetro hz cuantificada mediante las medidas
espectrales usuales, fijados hx = 1 y g = 1, para N = 10 espines. Podemos encon-
trar ambos regímenes mencionados con los siguientes conjuntos de parámetros:

Integrable: hx = g, hz = 3g

Caótico: hx = g, hz = 0.5g

donde tomamos g = 1 para todos los cálculos hechos.

Con motivo de estudiar la universalidad mencionada consideramos varias trot-
terizaciones de primer orden basadas en la descomposición H = Hx + Hz + Hi,
donde el primer término es la interacción de los espines con la componente x̂ del
campo, el segundo la interacción con la componente ẑ y el último la interacción
entre los espines. Las trotterizaciones consideradas fueron:

U(τ) = e−iτH ≈ Ui−zx(τ) := e−iτHi e−iτ(Hz+Hx) (3.3)

U(τ) = e−iτH ≈ Uiz−x(τ) := e−iτ(Hi+Hz)e−iτHx (3.4)
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Figura 3.1: Caoticidad del sistema en función de la magnitud de la componente longitudi-
nal del campo magnético, según (a) el promedio del cociente de espaciado de
niveles, (b) un test de Kolmogorov-Smirnov comparando la distribución cumu-
lativa proveniente de la estadística de autoestados del hamiltoniano, obtenida
respecto a la base de autoestados del sistema desacoplado (g = 0), con la dis-
tribución correspondiente al ensamble ortogonal.

U(τ) = e−iτH ≈ Uix−z(τ) := e−iτ(Hi+Hx)e−iτHz (3.5)

y las denominamos i-zx, iz-x e ix-z, respectivamente. Con esta notación, la trotteri-
zación iz-x aquí definida es análoga a la trotterización (2.14) utilizada en la sección
2.4.1. Todas estas trotterizaciones preservan la simetría de paridad del sistema orig-
inal [P, Ui−zx(τ)] = [P, Uiz−x(τ)] = [P, Uix−z(τ)] = 0.

A continuación mostramos los resultados provenientes de la trotterización i-zx.
Relegamos los resultados de las trotterizaciones iz-x e ix-z al apéndice C.1, pues
si bien nos fueron útiles para interpretar aquellos que presentaremos a contin-
uación, la mayoría de los aspectos que deseamos resaltar ya son aparentes aquí.
Analizamos el comportamiento de la dinámica, los errores y las características es-
pectrales de la unitaria trotterizada en función del paso de Trotter, con los mis-
mos cuantificadores que mostramos para el modelo de Ising con interacciones a
larga distancia (sección 2.4.2). Para cada trotterización, lo hicimos tanto con los
parámetros tales que el sistema es integrable como con los que es caótico (en el
límite de paso de Trotter pequeño) que ya definimos. En todas las simulaciones
de la dinámica del sistema tomamos como estado inicial |ψ0⟩ = ⊗i|↓(i)⟩ (todos los
espines hacia abajo en ẑ). Éste es autoestado del operador de espín total colectivo
Sz, y por lo tanto se encuentra localizado en su base de autoestados, y es la que
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utilizamos como referencia para cuantificar la localización del sistema en todas las
evoluciones hechas. Como mencionamos, este modelo conserva paridad y por lo
tanto la dinámica se desarrolla en un subespacio de paridad definida, cuya simetría
respeta el estado inicial elegido. Debido a esto todas las simulaciones fueron hechas
habiendo reducido el hamiltoniano al subespacio de paridad positiva. Para todas
las simulaciones de la dinámica tomamos N = 8, y para las medidas espectrales
N = 10, con lo que la dimensión efectiva del Hilbert es Dpar = 136 y Dpar = 528
respectivamente.

La figura 3.2 muestra la dinámica de la magnetización (A.1) y la localización
del sistema según el PR (A.3) con parámetros integrables en el límite de paso de
Trotter pequeño. Lo que observamos es substancialmente distinto a los resultados
para el modelo de Ising A2A (figura 2.2). Si bien aún se distingue una transición,
pues la dinámica del sistema cambia abruptamente, no hay un valor de τ para el
cual la transición se "estacione" y la cadena quede totalmente desmagnetizada. La
localización del sistema concuerda con esta última observación, ya que el estado
evolucionado no se deslocaliza significativamente, y por lo tanto tampoco alcanza
un valor que indique dinámica caótico cuántica. El comportamiento en función del
paso de Trotter más allá de la transición es errático y vemos la presencia de "islas
de estabilidad" donde la dinámica parece volverse regular y localizada. Estas islas
suceden cuando el paso de Trotter coincide con ciertas periodicidades del sistema,
y son el objeto de estudio de la sección 3.4. Cabe mencionar que su existencia ya
había sido notada en Ref. [11], y en principio podríamos identificar el pico más allá
de la transición en el modelo de Ising A2A (ver la figura 2.2 y menos notable en 2.3)
como una de ellas, pero más débil.

En cuanto a las medidas de error en la dinámica (la fidelidad de simulación (A.4)
y el error en la magnetización (A.5)) del sistema con parámetros integrables (figura
3.3), persisten en gran medida los tres regímenes que habíamos remarcado anteri-
ormente para el modelo de Ising A2A: errores controlados pequeños que aumentan
en una región de cuasiperiodicidad, y luego crecen rápidamente durante la transi-
ción. También en las medidas de error la transición está marcada por un compor-
tamiento errático y la presencia de islas. Respecto a éstas, notemos que si bien tanto
la fidelidad como el error en la magnetización alcanzan valores comparables con
aquellos previos a la transición, inspeccionando la dinámica de la magnetización
en la figura 3.2 podemos ver que en las islas el sistema se encuentra totalmente po-
larizado en la dirección −ẑ durante toda la evolución, que no es lo que sucede en
la dinámica ideal. Una última observación es la presencia de "picos" para valores
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Figura 3.2: Dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros integrables
y utilizando la trotterización i-zx (3.3). (a) Magnetización. (b) Localización del
estado evolucionado.

particulares de τ donde la dinámica simulada se desvía de la ideal incluso antes
de la transición, en la región cuasiperiódica, donde previamente sugerimos que los
errores eran corregibles.

La figura 3.4 muestra la caoticidad del sistema en función del paso de Trotter
cuantificada según las medidas ya establecidas, aún con parámetros integrables.
Vemos tanto en la estadística de espaciado de fases como en los autoestados de
la unitaria trotterizada que, si bien deja de haber acuerdo con integrabilidad al
aumentar el paso de Trotter, no hay una transición clara a caos cuántico, sino que,
al igual que vimos en la dinámica, hay fluctuaciones que nunca se estacionan en
algún valor correspondiente a los ensambles. Sin embargo, cabe notar que ambas
medidas muestran comportamiento integrable en las islas.

Para esta combinación de sistema, parámetros y trotterización hallamos una tran-
sición en función del paso de Trotter con varias características que difieren de lo
visto anteriormente en el modelo de Ising A2A. Aquí encontramos que existe una
transición a partir de la cual proliferan los errores de Trotter, y estos son aproxi-

23



3 Resultados

10−3 10−2 10−1 100

Paso de Trotter τ (2πg−1)

0

20

40

60

80

Ti
em

po
(2

π
g−

1 )

(a) F (ψtrot(t), ψide(t))

10−3 10−2 10−1 100

Paso de Trotter τ (2πg−1)

0

20

40

60

80

Ti
em

po
(2

π
g−

1 )

(b) |〈 J̄ide
z 〉 − 〈 J̄trot

z 〉|

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

Pr
om

ed
io

te
m

po
ra

l

10−2

10−1

100

Pr
om

ed
io

te
m

po
ra

l

0

1

1.14

0.0

Figura 3.3: Error en la dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros
integrables y utilizando la trotterización i-zx (3.3), cuantificado mediante la (a)
fidelidad de simulación y el (b) error en la magnetización.

madamente de la misma magnitud que en aquél caso. Sin embargo, tanto la local-
ización dinámica del sistema como la estadística espectral de la unitaria trotterizada
no muestran una transición clara a caos. La presencia de las islas introduce incer-
tidumbre a las conclusiones que se podrían obtener de lo observado: podría ser
que su cantidad y densidad sea tal que no permita que la estadística se estacione, y
si se examinasen las figuras anteriores con una mayor densidad de puntos en fun-
ción de τ se lograría ver que fuera de las islas sí se tiene estadística indicando caos
cuántico. De hecho, veremos más adelante ejemplos donde hay menor densidad
de islas y fuera de ellas el sistema exhibe comportamiento caótico. Dicho esto, la
densidad de puntos utilizada fue igual para todas las figuras anteriores (excepto
en la estadística de autoestados, donde es menor), y podemos ver que fuera de
las islas cada medida de error alcanza aproximadamente un mismo valor. Vale la
pena mencionar que se ha observado la proliferación de errores de Trotter sin una
transición al caos en ciertos sistemas de espines, para valores del paso de Trotter
anteriores al threshold [22].
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Figura 3.4: Caoticidad del sistema en función del paso de Trotter con parámetros inte-
grables y utilizando la trotterización i-zx (3.3), según (a) el promedio del co-
ciente de espaciado de fases y (b) un test de Kolmogorov-Smirnov compara-
ndo la distribución cumulativa correspondiente a los autoestados de la unitaria
trotterizada, obtenida respecto a la base de autoestados del hamiltoniano de-
sacoplado (g = 0), con las distribuciones cumulativas teóricas para cada en-
samble.

Inspeccionemos ahora la transición para parámetros donde el sistema ya es caótico
en el límite de paso de Trotter pequeño. La figura 3.5 muestra resultados para
la magnetización y la localización de la dinámica que resultan similares a lo que
sucede con el modelo de Ising A2A, pues hay una transición repentina donde el
sistema se deslocaliza y consecuentemente también se desmagnetiza. A diferencia
de aquel modelo, aquí tenemos islas de estabilidad donde, al igual que en el caso
integrable, la cadena se encuentra totalmente polarizada durante toda la evolución.
Sin embargo, sí podemos ver que fuera de las islas el PR satura en un valor indica-
tivo de caoticidad (PR ≈ 0.5 como ya mencionamos en la sección 2.4.2, [11]). Antes
de la transición el sistema ya es caótico, y por lo tanto tiende a deslocalizarse. Esto
explica la mayor variabilidad de la magnetización en función del tiempo, y por lo
tanto también el mayor promedio temporal de la misma para cada evolución, a su
vez que implica un aumento del promedio temporal del PR, en comparación con
el caso integrable. Una posible pregunta que puede surgir al observar el compor-
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Figura 3.5: Dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros caóticos y
utilizando la trotterización i-zx (3.3). (a) Magnetización. (b) Localización del
estado evolucionado.

tamiento de la localización en función del paso de Trotter es: si el sistema ya era
caótico, y por lo tanto tiende a deslocalizarse, ¿por qué se encuentra relativamente
localizado antes de la transición? Una posible respuesta se encuentra en la con-
servación de la energía. Si bien antes de la transición ya hay caos, los estados que
puede ocupar el sistema están limitados a un subespacio de energía. Al aumentar
el paso de Trotter, la equivalencia entre trotterizar un sistema y forzarlo (ver sección
2.4.3) rompe con la conservación haciendo disponible una fracción mucho mayor
del Hilbert. Qué fracción del mismo será ocupada podría ser descrito mediante
RMT.

En la figura 3.6 vemos, en los errores de la simulación en función del paso de Trot-
ter, las mismas tres regiones que ya notamos y mencionamos en figuras anteriores,
y la presencia de las islas. Una consecuencia de que en este caso el sistema tienda a
deslocalizarse ya para paso de Trotter pequeño, y que por lo tanto la cadena no se
encuentre aproximadamente polarizada durante toda su evolución, es que el error
en las islas no se ve tan reducido como en el caso integrable, si bien la reducción
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sigue siendo apreciable. Notemos que en ambos casos la cadena se encuentra to-
talmente polarizada durante toda la evolución para valores de τ en las islas. Esto
nos dice que no se puede esperar que en aquellas los errores sean pequeños para
un estado inicial arbitrario. Esto se hará evidente cuando estudiemos la dependen-
cia de los errores en función del estado inicial, en la sección 3.2 y el apéndice C.2.
Como último comentario respecto a los errores, notemos una diferencia entre el
caso caótico y el integrable: en el primero los errores aumentan significativamente
más en la región cuasiperiódica.
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Figura 3.6: Error en la dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros
caóticos y utilizando la trotterización i-zx (3.3), cuantificado mediante la (a) fi-
delidad de simulación y el (b) error en la magnetización.

Según lo muestra la figura 3.7, la estadística de espaciado de fases de la unitaria
trotterizada no indica una transición al caos, pues el sistema ya es caótico antes
de la proliferación de errores. Sin embargo, hay un cambio cualitativo en su com-
portamiento, que se ve en el alejamiento de la estadística del ensamble ortogonal,
para luego volver una vez hecha la transición en τ > τ∗ ≈ 0.1(2πg−1), aunque con
fluctuaciones. Luego, en las islas se reduce la repulsión de fases para dar a lugar
a estadística poissoniana, indicando integrabilidad en aquellas regiones. Notemos
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que las islas son más aparentes en las medidas espectrales. Por ejemplo, la isla en
τ ≈ 0.25(2πg−1) se ve claramente en el espaciado de fases, y es particularmente
visible en el PR pero no tanto en la magnetización y los errores, donde parece tener
el efecto de aumentarlos. Las mismas observaciones son válidas para la estadís-
tica de autoestados dado que, para todo valor del paso de Trotter fuera del área de
transición y de las islas, siempre concuerda con alguno de los ensambles, indicando
caos cuántico. Un aspecto interesante en el que ésta medida difiere del espaciado
de fases, es que ocurre un intercambio de simetrías durante la transición. Para val-
ores de τ pequeños la estadística corresponde con el ensamble ortogonal, al igual
que vimos en la figura 3.1, pero a medida que se entra en la región cuasiperiódica
hay menos acuerdo con éste ensamble, y más acuerdo con el unitario, de forma
tal que el acuerdo con el último es total para τ > τ∗, excepto en algunas regiones
donde la relación se invierte. Recordemos que el ensamble unitario está asociado a
sistemas sin simetría de inversión temporal (ver el apéndice B).
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Figura 3.7: Caoticidad del sistema en función del paso de Trotter con parámetros caóticos
y utilizando la trotterización i-zx (3.3), según (a) el promedio del cociente de
espaciado de fases y (b) un test de Kolmogorov-Smirnov comparando la dis-
tribución cumulativa correspondiente a los autoestados de la unitaria trotteri-
zada, obtenida respecto a la base de autoestados del hamiltoniano desacoplado
(g = 0), con las distribuciones cumulativas teóricas para cada ensamble.
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Para el régimen caótico (en el límite de paso de Trotter pequeño) de este modelo y
trotterización encontramos en la dinámica del sistema resultados que se asimilan a
los del modelo de Ising A2A. Salvo la mayor presencia de islas, el comportamiento
de la simulación en función del paso de Trotter es cualitativamente similar a aquél
modelo, en cuanto a la desmagnetización y deslocalización simultánea de la cadena
y la forma y magnitud de la proliferación de errores. Sin embargo, hay una difer-
encia fundamental, y es que en este caso no podemos correlacionar la proliferación
de errores con el surgimiento de caos cuántico en función del paso de Trotter, pues
el sistema es caótico antes y después de la transición, aunque la estadística de au-
toestados de la unitaria trotterizada sufre un cambio de ensamble indicando la pér-
dida de simetría de inversión temporal en el sistema efectivo. Si bien uno podría
plantear el correlato entre el crecimiento de errores con este cambio de simetría,
notemos que para el modelo de Ising A2A la simetría es la misma para todo τ más
allá de la transición (figura 2.4), lo cual está asociado a que el operador de Floquet
(2.19) posee simetría de inversión temporal [13, 21].

Antes de avanzar con el resto de resultados de estas tesis, discutamos por qué
la trotterización i-zx preserva la integrabilidad del modelo cuando éste ya lo es en
el límite de paso de Trotter pequeño, lo cual no sucede para las otras dos trotteri-
zaciones propuestas (ver el apéndice C.1). Recordemos que este sistema (sin trot-
terizar) tiene una transición al caos paramétrica en función de la relación entre las
amplitudes del campo magnético hx y hz, de forma tal que la dinámica es integrable
cuando hz ≫ hx, y caótica cuando hx ≈ hz. Es decir, la caoticidad del sistema está
enteramente contenida en la relación entre estos dos parámetros (siempre y cuando
sean ambos también comparables con la interacción g). La peculiaridad de la trot-
terización i-zx es que preserva esta relación, pues los trata en pie de igualdad, de
forma tal que cuando hz ≫ hx la acción del operador Hx en la unitaria trotterizada
3.3 será despreciable y el operador de espín total colectivo Sz será una simetría del
sistema, tanto en el límite de τ ≪ 1 como τ ≫ 1.

Resumen y observaciones

En esta sección exploramos la dinámica, proliferación de errores de Trot-
ter y estadística espectral para un modelo con transición integrabilidad-caos
paramétrica para valores pequeños del paso de Trotter, con el afán de re-
sponder algunas de las preguntas planteadas al final de la sección 2.4. Para
ambos regímenes del modelo encontramos que existe una transición en fun-
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ción del paso de Trotter de forma tal que proliferan los errores. También
hallamos la presencia de islas de estabilidad donde la dinámica se vuelve
regular, aunque no necesariamente es una buena representación de la ideal, y
allí los errores pueden disminuir dependiendo del estado inicial del sistema.
Fuera de éstas la proliferación de errores es cualitativamente similar al mod-
elo de Ising A2A. Sin embargo, para el caso integrable no encontramos una
transición al caos en función del paso de Trotter la cual correlacionar con
dicha proliferación de errores, sino que la dinámica del sistema se encuentra
relativamente localizada, y la estadística espectral del sistema efectivo oscila
sin nunca alcanzar un acuerdo con RMT. Esto es debido a que la trotteri-
zación preserva la relación entre los parámetros de caos del sistema original.
Por otro lado, para el caso caótico tampoco encontramos una transición en
la estadística del espectro, pues ésta indica caoticidad para todo valor del
paso de Trotter.

3.2 DEPENDENCIA CON EL ESTADO INICIAL

Para los resultados obtenidos hasta ahora utilizamos estados iniciales completa-
mente polarizados. Tal elección no es arbitraria, en la medida que son estados rel-
evantes por la sencillez de su preparación en un simulador cuántico. Sin embargo,
desde un punto de vista fundamental, es necesario analizar la robustez de los re-
sultados anteriormente obtenidos en función del estado inicial elegido. En esta sec-
ción haremos esto repitiendo los cálculos ya hechos tomando una base completa
(o un gran conjunto de la misma) de estados como condición inicial, de forma tal
que tendremos una noción del comportamiento que obtendríamos para un estado
inicial arbitrario. Lo haremos para los resultados previos sobre la localización del
modelo de Ising en la sección 2.4.1, y también para los que obtuvimos en la sección
precedente 3.1 con dos de sus trotterizaciones.

Empezamos retomando el resultado previo para la localización del modelo de
Ising con campo magnético transverso-longitudinal que mostramos en la sección
2.4.1. Allí vimos una transición en función del paso de Trotter en la cual el estado
|ψ0⟩ = ⊗i|↑(i)⟩ se deslocaliza repentinamente en la base de la unitaria trotterizada
(2.14) para un valor de τ = τ∗ ≈ 1.3(h−1), introduciendo la idea de un threshold en
función del paso de Trotter (figura 2.1.a). Repetimos aquellos cálculos pero ahora
tomando como |ψ0⟩ cada estado de la base de autoestados del operador de espín
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total colectivo Sz. Nos limitamos a considerar sólo aquellos con paridad definida
positiva, y tomamos N = 10, lo cual equivale a haber considerado ≈ 250 estados
iniciales. El motivo de esta elección no fue nada más que para reducir la carga de
cómputo.

Los resultados se encuentran en la figura 3.8, donde resaltamos la curva corre-
spondiente al estado originalmente considerado en la figura 2.1.a (tener en cuenta
que en aquel caso N = 13, y aquí N = 10), y graficamos también el promedio de
todas las curvas correspondientes a los distintos estados iniciales. Vemos que el
estado considerado originalmente no es representativo del comportamiento medio
de cada estado en la base, sino que posee una transición relativamente pronunci-
ada. Si bien existen varios estados para los cuales la transición es tal, podemos ver
que no es el caso para la gran mayoría de ellos, como lo indica el promedio.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Paso de Trotter τ (h−1)

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

λ
IP

R
/

λ
D

|ψ0〉 = ⊗i |↑(i)〉
Promedio

Figura 3.8: Localización de cada autoestado del operador de espín colectivo Sz en la base de
autoestados de la unitaria trotterizada (2.14) en función del paso de Trotter para
N = 10 espines. La curva resaltada en verde corresponde al estado considerado
originalmente en la figura 2.1.a, y la curva de tono oscuro indica el promedio de
todas las demás.

Ahora inspeccionamos la dependencia de los resultados obtenidos en la dinámica
del modelo de Ising con campo magnético transverso-longitudinal (sección 3.1) con
el estado inicial elegido. Originalmente consideramos el estado |ψ0⟩ = ⊗i|↓(i)⟩, y
al igual que en el caso anterior, ahora consideramos todos los autoestados del oper-
ador de espín total colectivo Sz. Si bien mantuvimos el tamaño del sistema (N = 8),
para reducir la carga de cómputo consideramos sólo estados con paridad positiva,
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y en este caso nos limitamos a sólo la mitad de ellos (tomados uniformemente),
totalizando 69 posibles estados iniciales.

Las figuras 3.9 y 3.10 muestran el valor medio temporal en función del paso de
Trotter de la localización dinámica y las medidas de error utilizadas originalmente
para la trotterización i-zx (sección 3.1), con parámetros integrables y caóticos re-
spectivamente. En el apéndice C.2 se pueden encontrar los resultados para la trot-
terización ix-z, y son ampliamente análogos. En cada gráfico resaltamos la curva
correspondiente al estado originalmente considerado en las figuras 3.2, 3.3 (parám.
integrables) 3.5 y 3.6 (parám. caóticos), e incluimos el promedio de todas las curvas.
De nuevo, vemos en ambos casos que el estado inicial totalmente polarizado que
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Figura 3.9: Localización y medidas de error en la dinámica del sistema (3.1) en función del
paso de Trotter con parámetros integrables y utilizando la trotterización i-zx
(3.3), para distintos estados iniciales. (a) Localización del estado evolucionado.
(b) Fidelidad de simulación. (c) Error en la magnetización. En verde se resalta
la curva proveniente del estado inicial ya considerado en la sección 3.1 y en azul
oscuro se marca el promedio de todas las curvas.

32



3.2 Dependencia con el estado inicial

utilizamos originalmente no es necesariamente representativo del comportamiento
de un estado arbitrario. En todos los casos (excepto en la figura 3.9.a) el estado
resaltado desarrolla una dinámica en función del paso de Trotter de forma tal que
la transición resulta bastante más pronunciada que para un estado promedio. En
suma, el promedio de las curvas correspondientes a cada estado indica que para
un estado inicial arbitrario la transición será suave, al menos para el tamaño de
sistema considerado.

En cuanto a la localización del sistema con régimen integrable todos los estados
iniciales llevan a un comportamiento similar. Esto tiene sentido, pues la integrabil-
idad del sistema en el límite de paso de Trotter pequeño asegura que la dinámica
sea localizada, independientemente del estado inicial. Por otro lado, vemos que
la dinámica sigue siendo localizada más allá de la transición, donde proliferan los
errores, para cualquier estado inicial considerado, y por lo tanto vale la misma ob-
servación. Por el contrario, cuando el sistema es caótico para τ pequeño el estado
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Figura 3.10: Localización y medidas de error en la dinámica del sistema (3.1) en función del
paso de Trotter con parámetros caóticos y utilizando la trotterización i-zx (3.3),
para distintos estados iniciales. (a) Localización del estado evolucionado. (b)
Fidelidad de simulación. (c) Error en la magnetización. En verde se resalta la
curva proveniente del estado inicial ya considerado en la sección 3.1 y en azul
oscuro se marca el promedio de todas las curvas.
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de la cadena tenderá a deslocalizarse, pero no lo hará por igual para cada estado
inicial. Esto puede entenderse por la conservación de la energía, por la cual un
estado que en un inicio se encuentra aproximadamente localizado en la base de
autoestados del hamiltoniano no podrá deslocalizarse demasiado sin romper con
la conservación. Por ejemplo, el estado totalmente polarizado posee IPR ≈ 0.42
en la base de autoestados del hamiltoniano (3.1) indicando un gran grado de lo-
calización, a la vez que es el estado cuya dinámica es más localizada en la figura
3.10.a. Observamos que esta misma relación entre localización del estado inicial en
la base de autoestados del hamiltoniano y localización dinámica media en la base
del operador de espín total colectivo Sz se cumple para todos los estados consider-
ados. Más allá de la transición todos los estados se deslocalizan por igual. Bajo la
observación anterior, si allí no se conserva la energía, hay una fracción del Hilbert
mucho más amplia disponible a cada estado inicial. Por otro lado, los autoestados
de la unitaria trotterizada cumplen con RMT (figura 3.7), y por lo tanto cualquier
estado inicial es deslocalizado por igual.

En las medidas de error podemos hacer algunas observaciones. Para empezar,
verificamos la hipótesis hecha en la sección 3.1 de que no se puede esperar que en
las islas los errores se reduzcan significativamente para un estado inicial arbitrario.
La segunda observación es que en el caso integrable hay una gran dispersión en
función del estado inicial elegido y para todo valor de τ, tanto para la fidelidad de
simulación como para el error en la magnetización, lo cual no sucede con parámet-
ros caóticos, donde el error posee mucha menos dependencia con el estado inicial.

Las observaciones hechas para esta trotterización valen también para la ix-z,
cuyos resultados se encuentran en el apéndice C.2.

Resumen y observaciones

En esta sección estudiamos la robustez de los resultados anteriormente
obtenidos en función del estado inicial elegido, tanto en la localización del
modelo estudiado en la sección 2.4.1 como en la dinámica y errores de aquel
en la sección 3.1. En ambos hallamos que el comportamiento del estado orig-
inalmente considerado no es representativo de uno arbitrario, sino que es
particularmente distinguible de todos los otros estados en la base del oper-
ador Sz total, dando a lugar a una transición más pronunciada en la mayoría
de los casos. Considerando el promedio sobre dicha base, encontramos que
en promedio la transición es suave, en contraste con la idea de un thresh-
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3.3 Modelo de Heisenberg con anisotropía

old, al menos para los tamaños de sistema utilizados. Este hecho se pre-
sentaba ya en las medidas espectrales, las cuales son globales en el sentido
en que no dependen de un estado particular elegido. Comparemos la tran-
sición en la dinámica del modelo de Ising A2A (figura 2.2) con aquella en
su espectro (figura 2.4). En la dinámica la transición sucede en un rango
∆τ ≈ 0.1(2πg−1), mientras que en la estadística espectral ∆τ ≈ 0.3(2πg−1).

3.3 MODELO DE HEISENBERG CON ANISOTROPÍA

En esta sección estudiamos la simulación en función del paso de Trotter para un
modelo de Heisenberg con interacciones XXZ. El motivo para elegir este sistema es
su utilización en la Ref. [23], en donde aplican una trotterización que preserva la in-
tegrabilidad del sistema. Sin embargo, estudian únicamente los efectos en función
del paso de Trotter en el ensamble de Gibbs generalizado que describe los valores
de expectación de observables en el límite de tiempos largos. En ese trabajo en-
cuentran que para pasos de Trotter pequeños la dependencia del ensamble con τ

se puede describir analíticamente, pero que existe una transición señalizada por la
aparición de magnetización no nula. Aquí investigaremos este modelo y trotteri-
zación mediante las medidas ya establecidas en secciones anteriores.

El hamiltoniano del sistema en cuestión es

H =
1
4

N

∑
i=1

σ
(i)
x σ

(i+1)
x + σ

(i)
y σ

(i+1)
y + ∆(σ(i)

z σ
(i+1)
z − 1) (3.6)

donde tomamos el parámetro de anisotropía ∆ = 2 y consideramos N par. Este
modelo es integrable, con una gran cantidad de conservaciones locales [24]. En par-
ticular, conserva la paridad (3.2) y la componente ẑ del espín total Sz = ∑N

i=1 S(i)
z .

Además, como los parámetros son homogéneos y la cadena es cerrada (identifi-
camos σ

(N+1)
µ ≡ σ

(1)
µ ), es invariante ante la traslación de toda la cadena en un sitio.

El operador de traslación T que realiza esta transformación puede ser escrito como
un producto de operadores de intercambio de sitio P(i,j) sucesivos

T =
N

∏
i=1

P(i,i+1) (3.7)

tal que, por ejemplo T|abc⟩ = P(1,2)P(2,3)|abc⟩ = P(1,2)|acb⟩ = |cab⟩.
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Como mencionamos, el interés por este modelo reside en la existencia de una
trotterización que preserva la integrabilidad del sistema, pues introduce un am-
plio número de conservaciones locales [25]. La unitaria trotterizada está definida a
partir del operador unitario de dos cuerpos

V(i,i+1)(τ) = e−i π
4 [σ

(i)
x σ

(i+1)
x +σ

(i)
y σ

(i+1)
y +∆(σ(i)

z σ
(i+1)
z −1)] (3.8)

que podemos leer como un operador de evolución para el subsistema de los sitios
i e i + 1. Luego, la trotterización considerada es U(τ) ≈ Ue(τ)Uo(τ) donde

Ue(τ) =
N/2

∏
i=1

V(2i−1,2i)(τ) y Uo(τ) =
N/2

∏
i=1

V(2i,2i+1)(τ) (3.9)

La acción de esta unitaria consiste en dos pasos, en el primero se evolucionan todas
las parejas de sitios impares (2,3), (4,5), etc. y en el segundo todas las parejas de
sitios pares (1,2), (3,4), etc. (cada una independientemente de las demás), como
esquematizamos en la figura 3.11. Cabe notar que esta trotterización rompe con la

Figura 3.11: Esquema de la evolución implementada por la unitaria trotterizada (3.9).

simetría de traslación en un sitio T presente en el sistema original, mientras que
preserva la simetría de paridad y Sz. Sin embargo, sí posee simetría de traslación
en dos sitios [T2, U(τ)] = 0.

Para las simulaciones de la dinámica que mostraremos a continuación tomamos
como estado inicial el estado de Néel |ψ0⟩ = ⊗N/2

i=1 |↓(2i−1)↑(2i)⟩, el cual es autoes-
tado de Sz y T2, pero no tiene simetría de paridad ni de traslación en un sitio. De-
bido a que este sistema conserva Sz, en lugar de la magnetización consideramos la
dinámica de la polarización del primer espín ⟨σ(1)

z ⟩, y su medida de error asociada
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3.3 Modelo de Heisenberg con anisotropía

(A.6). A pesar de las conservaciones de este modelo, no redujimos el hamiltoniano
a algún subespacio con Sz, P y/ó T2 definido para realizar las siguientes simula-
ciones. Esto es debido a que observamos diferencias en la dinámica a tiempo largo
entre el sistema completo y el sistema reducido, que adjudicamos a la posible in-
troducción de errores numéricos. No vimos que esto sucediese en otros modelos.
Por último, las simulaciones fueron hechas con N = 8 espines.

Los resultados para la dinámica del observable y la localización del sistema se en-
cuentran en la figura 3.12, y muestran algo muy distinto de lo visto para modelos
anteriores. Si bien el efecto de variar el paso de Trotter es visible en la cuasiperi-
odicidad del sistema, no existe una transición señalizada por un cambio repentino
en el promedio temporal de la polarización del primer espín, sino que se mantiene
aproximadamente constante para todo valor de τ, excepto alrededor de τ = 0.5(2π)

donde hay una isla. Debido a la integrabilidad del sistema y su trotterización no
es sorpresa que la dinámica se encuentre localizada, incluso para pasos de Trotter
grandes, aunque sí vemos que existe algún grado de deslocalización. El compor-
tamiento del PR en este caso se asimila a aquél en la figura 3.2, aunque con menos
fluctuaciones.
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Figura 3.12: Dinámica del sistema en función del paso de Trotter. (a) Polarización del
primer espín. (b) Localización del estado evolucionado.
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La figura 3.13 muestra que tampoco hay una transición clara en las medidas de
error. En ambas podemos identificar las primeras dos regiones que mencionamos
en el modelo de Ising A2A y de Ising con campo transverso-longitudinal (figuras
2.3, 3.3 y 3.6), la primera de fidelidad alta y crecimiento lineal del error en el ob-
servable local, y la segunda en la región de cuasiperiodicidad donde la primera
decae y el último satura. Sin embargo no existe un valor particular del paso de
Trotter para el cual haya un aumento apreciable del error en ninguna de las medi-
das. Esto podría ser un efecto del estado inicial elegido, pues como vimos (sección
3.2 y apéndice C.2) pueden existir muchos estados iniciales para los cuales no hay
un aumento particularmente alto del error. Un aspecto a tener en cuenta es la apari-
ción de fluctuaciones, que podrían indicar que las cantidades estudiadas no pueden
ser descritas analíticamente. Dichas fluctuaciones aparecen aproximadamente para
el mismo valor del paso de Trotter donde aumenta la deslocalización del sistema
τ ≈ 0.2(2π).
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Figura 3.13: Error en la dinámica del sistema en función del paso de Trotter cuantificado
mediante la (a) fidelidad de simulación y el (b) error en la polarización del
primer espín.
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Recordemos que para cuantificar la caoticidad mediante el espaciado de nive-
les/fases es necesario desimetrizar el sistema, es decir, reducirlo a un subespacio
de simetría con números cuánticos definidos y así eliminar degeneraciones (como
mencionamos en el apéndice B.1). Este sistema tiene una gran cantidad de can-
tidades conservadas, pero en principio para estudiar la estadística de niveles nos
limitamos a considerar las conservaciones "triviales" [26, 27] T, P y Sz. Para los
resultados en esta sección desimetrizamos respecto a Sz y P, pues fue suficiente
para dar lugar a estadística correspondiente con alguno de los valores universales
y, por otro lado, porque la trotterización aquí utilizada rompe con la simetría de
traslación en un sitio. Verificamos que si lo hacemos con las tres conservaciones
anteriores obtenemos un resultado que no concuerda con ninguna clase de univer-
salidad para valores grandes del paso de Trotter, ya que allí se hace relevante la
ruptura de la simetría T que introduce la trotterización. Sin embargo, sí consider-
amos también la posibilidad de desimetrizar respecto a T2, P y Sz, y obtuvimos un
resultado análogo al que exponemos a continuación.

En la figura 3.14 mostramos la estadística de espaciado de niveles, habiendo des-
imetrizado con P = 1 y Sz = 1, y para N = 14. El acuerdo es con estadística
possoniana, indicando integrabilidad para todo valor del paso de Trotter, excepto
en valores de τ correspondientes a la islas, en las cuales simetrías adicionales pro-
ducen degeneraciones, dando a lugar a estadística subpoissoniana.
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Figura 3.14: Caoticidad del sistema en función del paso de Trotter según el promedio del
cociente de espaciado de fases.
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Resumen y observaciones

En esta sección estudiamos la dinámica, proliferación de errores de Trot-
ter y la estadística del espectro para un modelo integrable que posee una
trotterización que conserva tal propiedad. Tanto en la dinámica como en
las medidas de error, no hallamos una transición abrupta clara, donde la
dinámica cambie repentinamente y los errores aumenten apreciablemente.
En todo caso, ya vimos que tal característica puede depender del estado ini-
cial elegido. Para todo valor del paso de Trotter el sistema se mantiene lo-
calizado, y la estadística de niveles indica integrabilidad. De haber una
transición de algún tipo, quizás podríamos definirla según la posibilidad
de describir los errores de manera analítica, pues los errores empiezan a
percibir fluctuaciones en función del paso de Trotter para valores que co-
inciden con el pequeño pero perceptible aumento en la deslocalización de la
dinámica.

3.4 ISLAS DE ESTABILIDAD

En secciones anteriores vimos, en ambos el modelo de Ising con campo magnético
transverso-longitudinal y el modelo de Heisenberg con anisotropía, la aparición
de "islas de estabilidad" en función del paso de Trotter, en las cuales la dinámica
es localizada y la estadística espectral indica integrabilidad. En esta sección hace-
mos una inspección más cercana a este aspecto de la dinámica trotterizada. Em-
pezamos describiendo el caso sencillo de la trotterización iz-x para el modelo de
Ising, y analizaremos las demás trotterizaciones. En cada caso, identificaremos las
islas como fases de cristal temporal de Floquet inducidas por un forzado periódico,
según lo muestran los indicadores que explayamos en la sección 2.3, en algunos
casos de forma estricta y en otros aproximada.

Para tener una mejor perspectiva sobre el comportamiento de las islas, en la
figura 3.15 nos concentramos en el PR del modelo de Ising con campo magnético
transverso-longitudinal que tratamos en la sección 3.1 para las tres trotterizaciones
definidas, y hasta valores del paso de Trotter mayores. Vemos que para la trot-
terización iz-x ((c) y (d)) hay una periodicidad estricta de las islas en función de
τ, mientras que en i-zx ((a) y (b)) e ix-z ((e) y (f)) hay variabilidad según régimen
integrable o caótico. Para estas dos trotterizaciones, algunas islas se dan periódica-
mente, mientras otras parecen poseer cuasiperiodicidad en función de τ.
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Figura 3.15: Localización del estado evolucionado en función del paso de Trotter para el
modelo de Ising con campo transverso longitudinal y las trotterizaciones i-zx
((a) y (b)), iz-x ((c) y (d)), y ix-z ((e) y (f)). Los gráficos en la columna izquierda
corresponden a parámetros integrables, y en la derecha caóticos en el límite
de paso de Trotter pequeño. Las líneas verticales marcan islas que son men-
cionadas en el texto.

A continuación analizaremos de forma exacta el caso de las trotterizaciones iz-x
e i-zx.

3.4.1 ISLAS DE LA TROTTERIZACIÓN IZ-X

Como muestran las figuras 3.15.c y 3.15.d, para la trotterización iz-x existen islas
comunes a los parámetros integrables y caóticos, y se encuentran en valores del
paso de Trotter τ̃n = n

4 (2πg−1) (líneas verde claro y cian para n impar y par, re-
spectivamente). Para ambos conjuntos de parámetros se tiene PR = 1/D (con
D = Dpar = 136) en estos valores de τ, indicando que la dinámica se encuentra
siempre localizada en la base de autoestados del operador Sz.

Para entenderlo, notemos que el operador de Floquet trotterizado (3.4) es exac-
tamente un caso particular del ejemplo que vimos en la sección 2.3. Efectivamente,
para n impar la dinámica es periódica con período 2τ̃n y en cada paso temporal
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los espines de la cadena se invierten, polarizándola totalmente en la dirección ẑ en
un paso, y totalmente en la dirección −ẑ en el siguiente. Para n par el estado del
sistema diferirá del inicial sólo en una fase ∀k ∈ N, por lo que la dinámica es es-
encialmente constante. Comportamientos tales son justamente lo que vemos que
sucede en estas islas (ver figuras C.1 y C.4).

Para el régimen integrable de esta misma trotterización existe al menos un con-
junto más de "islas" que se encuentran entre medio de las ya vistas (líneas rojas
en la figura 3.15.c), de forma tal que, en total, para parámetros integrables hay en
τ̃n = n

8 (2πg−1) con n ∈ N. Aquellas con n impar existen sólo para el régimen
integrable, por lo que su existencia depende del parámetro hz. Además observa-
mos que su periodicidad tiene dependencia con el número de espines en la cadena,
de forma tal que para mayor N, menor la frecuencia con la que responde el sis-
tema. Como ejemplo, en la figura 3.16 mostramos un fragmento de la dinámica de
la magnetización para los tres tipos de islas aquí discutidas, con parámetros inte-
grables, N = 8 y estado inicial |ψ0⟩ = ⊗i|↓(i)⟩, por un tiempo t = 300(2πg−1).
Acompañamos los gráficos anteriores con su espectro en frecuencias, mostrando
que para n = 1 el sistema responde con un período 12τ̃1. Recordemos que esta-
mos usando como unidades de tiempo 2πg−1, por lo que la frecuencia asociada es
f = 1

12τ̃1
= 1

12

( 1
8 2πg−1)−1

= 2
3 (g/2π).
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Figura 3.16: (a) Dinámica de la magnetización utilizando la trotterización iz-x y parámetros
integrables para valores del paso de Trotter correspondientes a las islas τ̃n =
n
8 (2πg−1) con n ∈ N y (b) espectro de frecuencias correspondiente a cada
evolución. Cada amplitud fue escalada para mejor visibilidad.
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Como mencionamos en la sección 2.3, un aspecto fundamental de una fase de
cristal temporal es que se da a lugar un ordenamiento de los autoestados del op-
erador de Floquet de forma tal que sus fases forman grupos en el círculo unitario
separados entre sí en un ángulo 2π/k, si kτ̃ es la periodicidad del cristal, y conse-
cuentemente el espectro de Uk(τ̃) es compuesto por grupos de fases degeneradas
k veces. En la figura 3.17 mostramos que esto sucede en el espectro de la uni-
taria trotterizada (3.4) para las islas aquí encontradas. A la izquierda mostramos
los autovalores del operador de Floquet en el círculo unitario (anillo exterior) y
los de su k-ésima potencia (anillo interior), y a la derecha el espectro de Fourier
obtenido a partir de la dinámica de la magnetización con una duración de 1000
períodos τ̃. En cada caso, para dicha dinámica se utilizó N = 8 y como estado
inicial |ψ0⟩ = ⊗i|↓(i)⟩.
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Figura 3.17: Ordenamiento de autoestados (izquierda) de la unitaria trotterizada (3.4) (azul)
y de su k-ésima potencia (verde), y respuesta en frecuencias en la dinámica de
la magnetización (derecha). La línea vertical se corresponde a la frecuencia
dada por f = 1/kτ̃(g/2π). Se muestran los correspondientes a las islas dadas
por τ̃ = 1/8(2πg−1), k = 12 (a) y por τ̃ = 1/4(2πg−1), k = 2 (b).

En particular para la isla dada por n = 1 (figura 3.17.a) vemos un claro orde-
namiento de las fases, de forma tal que se forman 24 grupos degenerados que co-
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lapsan en tan solo 2 al elevar el operador de Floquet a la potencia k = 12. Cor-
respondientemente, vemos en el espectro de Fourier que el sistema responde de
forma subarmónica con una frecuencia f = 1

12τ̃1
(g/2π) = 2/3(g/2π). Si tomamos

valores de n impar nos ubicamos en islas análogas a ésta, y observamos exacta-
mente el mismo comportamiento. Estas islas son robustas, en la medida en que se
tienen para un rango finito del paso de Trotter. Lo análogo observamos para las
islas con n = 2 (figura 3.17.b), las cuales exhiben una respuesta subarmónica con
f = 1

2τ̃2
(g/2π) = 2(g/2π).

3.4.2 ISLAS DE LA TROTTERIZACIÓN I-ZX

Con esta trotterización es difícil estimar las posiciones de las islas a simple vista, y a
diferencia del caso anterior, no se comparten entre el caso integrable y caótico (ver
figuras 3.15.a y 3.15.b). Para entender su origen, escribamos el operador que ejecuta
el primer paso en la acción de la unitaria trotterizada (3.3) como e−iτ(Hz+Hx) =

e−iτ ∑N
i=1 h⃗·⃗σ(i)

= ∏N
i=1 e−iτ⃗h·⃗σ(i)

donde h⃗ = (hx, hz) y σ⃗z
(i) = (σ

(i)
x , σ

(i)
z ). Expresando la

exponencial del operador en serie de potencias y utilizando la conocida propiedad
(A⃗ · σ⃗)(B⃗ · σ⃗) = A⃗ · B⃗ + i(A⃗ × B⃗) · σ⃗, obtenemos

e−iτ(Hz+Hx) =
N

∏
i=1

(cos(τh)− i sin(τh)ĥ · σ⃗(i)) (3.10)

con h =
√

h2
x + h2

z y ĥ = h⃗/h.

Recordemos que en las islas "principales" de esta trotterización, la cadena se en-
cuentra totalmente polarizada durante toda la evolución, como podemos apreciar
en las figuras 3.2.a y 3.5.a, y además, la dinámica es totalmente localizada, como lo
indica el PR = 1/D, con D = Dpar = 136. Por otro lado, el estado inicial utilizado
en estas figuras está ambos totalmente polarizado en la dirección −ẑ, y totalmente
localizado en la base de autoestados de Sz (también observamos que, tomando un
estado inicial arbitrario, la magnetización en las islas se preserva). El otro operador
de la unitaria trotterizada es e−iτHi , y depende únicamente de σ

(i)
z , por lo cual si el

operador (3.10) actúa trivialmente obtenemos la fenomenología que acabamos de
mencionar. Es decir, si τh = nπ con n ∈ N, obtenemos posiciones para estas islas

τ̃n =
nπ√

h2
x + h2

z
=

g
2

n√
h2

x + h2
z
(2πg−1) (3.11)
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Con parámetros integrables (g = 1, hx = 1 y hz = 3) obtenemos

τ̃i
n =

n
2
√

10
(2πg−1) (3.12)

y con parámetros caóticos (g = 1, hx = 1 y hz = 0.5)

τ̃c
n =

n√
5
(2πg−1) (3.13)

que son exactamente las posiciones de las islas que buscábamos, como marcamos
con las líneas verticales en las figuras 3.15.a y 3.15.b. Notemos que si bien obtuvi-
mos las islas más prominentes, no son todas. Podemos ver tanto en el régimen in-
tegrable como en el caótico regiones intermedias donde hay comportamiento cual-
itativamente similar.

Las islas aquí obtenidas son completamente análogas a aquellas de la trotter-
ización iz-x que también actúan trivialmente (n = 4k para el caso integrable, y
n = 2k para el caótico, con k ∈ N, marcadas con líneas verticales color cian en
las figuras 3.15.c y 3.15.d). Sin embargo, en este caso observamos que ante una
perturbación en el paso de Trotter τ = τ̃ + δτ el sistema muestra, además de la
componente constante dominante, una respuesta subarmónica consistente con un
cristal temporal de Floquet, aunque imperfecto, para un rango finito de la pertur-
bación δτ. Mostramos esto en las figuras 3.18.a y 3.18.b para islas en el régimen
integrable y caótico, respectivamente. Para el caso integrable tomamos τ = τ̃i

1 + δτ

con δτ = 0.0025(2πg−1), y para el caótico τ = τ̃c
1 + δτ con δτ = 0.0018(2πg−1).

Como podemos ver en las figuras mencionadas, surge un ordenamiento de autoes-
tados de la unitaria trotterizada de forma tal que en el caso integrable el sistema re-
sponde de forma subarmónica con un período 3τ, y en el caso caótico 10τ, aunque
tanto la respuesta y el ordenamiento no resultan ser tan limpios como en el caso
de los cristales temporales de la trotterización iz-x. Al variar la perturbación δτ, en
ambos casos observamos que la periodicidad de la respuesta subarmónica no cam-
bia, pero sí varía qué tan bien definido es el cristal. Obtenemos comportamientos
análogos en islas para otros valores de n. Al igual que antes, el espectro de Fourier
fue obtenido a partir de la dinámica de la magnetización con una duración de 1000
períodos τ̃, con estado inicial |ψ0⟩ = ⊗i|↓(i)⟩. Tanto la dinámica como el espectro
de la unitaria trotterizada se obtuvieron con N = 8.
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Figura 3.18: Ordenamiento de autoestados (izquierda) de la unitaria trotterizada (3.3) (azul)
y de su k-ésima potencia (verde), y respuesta en frecuencias en la dinámica
de la magnetización (derecha). La línea vertical se corresponde a la frecuen-
cia dada por f = 1/kτ̃(g/2π). Se muestran los correspondientes a las islas
dadas por (a) τ = τ̃i

1 + δτ, con δτ = 0.0025(2πg−1) y k = 3 (con parámetros
integrables) y por (b) τ = τ̃c

1 + δτ, con δτ = 0.0018(2πg−1) y k = 10 (con
parámetros caóticos).

3.4.3 ISLAS DE LA TROTTERIZACIÓN IX-Z

Para esta trotterización la mayoría de las islas parecen tener posiciones identifica-
bles a simple vista: τ̃i

n = n/6(2πg−1) con parámetros integrables y τ̃c
n = n/2(2πg−1)

con caóticos, como mostramos en las figuras 3.15.e y 3.15.f. Sin embargo, también
es visible que estas no son perfectas, pareciéndose a lo que sucede con el modelo
de Ising A2A (ver figura 2.2). Una inspección analítica del origen de las islas para
esta trotterización queda pendiente, pero sugerimos que la forma funcional de la
unitaria es tal que sucede algo similar que en los casos anteriores, pero de forma
aproximada.

Como muestra la figura 3.19, en este caso también observamos comportamiento
de tipo cristal temporal, en la medida en que existen respuestas subarmónicas con
un período múltiplo del paso de Trotter, aunque no necesariamente es obvio obser-
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Figura 3.19: Ordenamiento de autoestados (izquierda) de la unitaria trotterizada (3.5) (azul)
y de su k-ésima potencia (verde), y respuesta en frecuencias en la dinámica de
la magnetización (derecha). La línea vertical se corresponde a la frecuencia
dada por f = 1/kτ̃(g/2π). Se muestran los correspondientes a las islas dadas
por (a) τ̃ = 1/6(2πg−1), k = 16 (con parámetros integrables) y por (b) τ̃ =
1(2πg−1), k = 21 (con parámetros caóticos).

vando el espectro del operador de Floquet o el de su potencia. En el caso integrable
(figura 3.19.a) es visible algún tipo de ordenamiento de los autovalores de la uni-
taria, pero no es sencillo identificar una periodicidad definida, lo mismo se puede
decir para el de su k-ésima potencia. Aquí tomamos τ = τ̃i

1, y k = 16. En cuanto a
la respuesta del sistema, vemos que existe al menos una componente subarmónica
con período ≈ 16τ̃i

1, pero también hay otras de amplitud menor que no necesaria-
mente son múltiplos enteros. Ésta respuesta también está presente en las otras islas
que se obtienen al variar n, y en cada una, existen en un intervalo finito del paso de
Trotter. Con parámetros caóticos existe un ordenamiento más aparente, y también
vemos una respuesta subarmónica. En la figura 3.19.b lo mostramos para τ = τ̃c

2 ,
y la potencia de la unitaria es k = 21. Aquí también vemos que hay respuestas en
otras frecuencias, y de amplitud del mismo orden que la subarmónica con período
≈ 21τ̃c

2 . Al igual que con el caso anterior, ésta respuesta está también presente en
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islas con otro valor de n, y cada una sobrevive ante una variación finita del paso
de Trotter. En este caso obtuvimos los resultados con N = 7, para que haya menor
densidad de fases en el círculo unitario y sea más fácil inspeccionarlo, y al igual
que antes el espectro de Fourier proviene de la dinámica de la magnetización con
condición inicial |ψ0⟩ = ⊗i|↓(i)⟩ y una duración de 1000 períodos τ̃.

Cabe mencionar que incluso en una fase de cristal temporal estricta, no necesari-
amente será fácil detectarla inspeccionando visualmente el espectro del operador
de Floquet en el círculo unitario. En el ejemplo que vimos en la sección 2.3 tenemos
que el espectro se ordena en pares separados por un ángulo π, por lo que el sis-
tema mostrará una respuesta subarmónica clara de período 2τ. Sin embargo, como
cada par posee una fase distinta a la de los demás pares, la organización del total
de las fases en el círculo unitario puede parecer arbitraria. Por otro lado, también
es posible la convivencia de varias respuestas subarmónicas con distinta periodi-
cidad, que también dificultaría la visibilidad del ordenamiento. Para lo visto con
esta trotterización sugerimos que lo que estamos observando es una fase de cristal
temporal aproximada, por lo que el ordenamiento de autoestados no será perfecto
y la respuesta del sistema no será exactamente un múltiplo del paso de Trotter. Para
probar esta hipótesis haría falta un análisis riguroso de la unitaria trotterizada (3.5),
que dejamos pendiente.

Resumen y observaciones

En esta sección estudiamos las posiciones y el comportamiento del sistema
en las "islas de estabilidad" encontradas para las distintas trotterizaciones
del modelo de Ising con campo transverso-longitudinal. Para detectarlas
nos guiamos principalmente por el comportamiento de la localización, en
particular mediante la observación de que decrece considerablemente o se
minimiza. En todos los casos, vimos que en las islas el sistema muestra
comportamiento de tipo cristal temporal, de forma exacta para la trotteri-
zación iz-x, y aproximada en las trotterizaciones i-zx e ix-z, según lo indi-
can el ordenamiento de autoestados de la unitaria trotterizada y la respuesta
subarmónica del sistema.
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En esta tesis se estudiaron varios aspectos de la relación entre el rendimiento de
la simulación digital de sistemas cuánticos mediante trotterización y la caoticidad
de los mismos. En particular, el interés se centró en la interpretación para la pro-
liferación de sus errores que adjudica al caos cuántico como su mecanismo funda-
mental, sirviéndose como ejemplo el caos del kicked top, pues la misma deja varios
aspectos sin considerar; como la existencia de un threshold en una transición al
caos y la proliferación de errores en sistemas que ya son caótico cuánticos sin ser
trotterizados. Para realizar el estudio, se implementaron computacionalmente los
distintos sistemas considerados, y para cada uno se simuló la dinámica trotterizada
de distintas medidas en función del paso de Trotter con varios esquemas de trot-
terización. Al mismo tiempo, se utilizaron las medidas espectrales usuales para
realizar un diagnóstico conclusivo de la presencia de caos cuántico. El análisis fue
luego expandido al considerar un conjunto representativo de posibles estados ini-
ciales para la dinámica. Por último, se investigó el origen de ciertas regiones en
función del paso de Trotter donde la simulación mostraba rendimiento mejorado,
llamadas islas de estabilidad.

Los resultados de este estudio indican una falta de relación causal estricta entre
la proliferación de errores de Trotter y el desarrollo de caos cuántico en la dinámica
trotterizada, y que incluso existen conjuntos de sistemas y trotterizaciones donde
no sucede una transición al caos. En particular, se mostró la existencia de sistemas
integrables que no transicionan a caos en función del paso de Trotter pero que sus
errores sí proliferan, y sistemas que son caóticos previamente a la trotterización
donde también los errores aumentan significativamente. Al extender este estudio a
estados iniciales arbitrarios, se mostró que el threshold no es una característica fun-
damental de la dinámica trotterizada, y que no está estrictamente correlacionada
con una transición al caos, sino que es ampliamente dependiente del estado consid-
erado. Para un estado inicial arbitrario, la transición en la que proliferan los errores
será suave. Sin embargo, la existencia de dicha transición sí se hace evidente en la
pérdida de una descripción analítica de los mismos en función del paso de Trotter,
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lo cual indica que los errores se vuelven no controlables. Los resultados concuer-
dan en la universalidad de las características presentes en la dinámica simulada
en función del paso de Trotter, en cuanto que existen tres regímenes claros y que
se comparten para todos los modelos y trotterizaciones consideradas: i. fidelidad
de simulación alta y crecimiento aproximadamente lineal del error en los observ-
ables locales, ii. decaimiento de la fidelidad y saturación del error, dentro de una
región donde la dinámica muestra cuasiperiodicidad y iii. fidelidad prácticamente
nula y errores no controlables. Por último, se relacionaron las islas de estabilidad
con regiones en función del paso de Trotter donde el sistema trotterizado responde
dando a lugar a una fase de cristal temporal de Floquet. En algunos casos el sistema
se comporta estrictamente como un cristal, mientras que en otros de forma aprox-
imada. También se concluyó que, para un estado inicial arbitrario, estas islas no
necesariamente implican un aumento significativo en la fidelidad de la simulación
trotterizada, pues la dinámica resultante en las mismas puede desviarse arbitraria-
mente de la ideal.

Los resultados de esta tesis muestran que el desarrollo de caos cuántico no es el
mecanismo fundamental para la proliferación de los errores de Trotter. Si bien es
posible que no exista un mecanismo fundamental, sino que la validez de la expan-
sión de Trotter-Suzuki tenga que ser analizada caso a caso, una dirección promete-
dora es investigar la conservación de la energía. Algunos de los resultados de la
tesis fueron interpretados en función del hecho de que la equivalencia entre trot-
terizar la evolución de un sistema y forzarlo periódicamente romperá con la con-
servación de la energía del hamiltoniano independiente del tiempo que se desea
simular, para valores del paso de Trotter lo suficientemente grandes. Esto puede
o no dar lugar a caos cuántico dependiendo de otras características que definen
la integrabilidad de un sistema, como el número de cantidades conservadas. Tal
interpretación es compatible con la expresión a nivel del hamiltoniano para los er-
rores de Trotter dada por la expansión de Magnus (2.9). En efecto, para valores
lo suficientemente pequeños del paso de Trotter dicha expansión converge y la
dinámica generada por la trotterización puede ser descrita mediante un hamilto-
niano local y estático [14, 16], lo cual es compatible con el sistema que se quiere
simular. La divergencia de la expansión para valores lo suficientemente grandes
de τ está estrechamente relacionada con la capacidad del sistema de absorber en-
ergía del forzado [14, 16, 28], incluso en sistemas integrables [29]. Físicamente, la
divergencia de la expansión de Magnus y la correspondiente absorción de energía
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se pueden entender a partir de resonancias [30] cuando la frecuencia del forzado
ω = 2π/τ es del mismo orden que las escalas de energía típicas del sistema.

Más allá del mecanismo para la proliferación de errores de Trotter, reconoce-
mos al menos dos aspectos adicionales que podrían dar a lugar a resultados in-
teresantes. En primer lugar, y en la línea de la conservación de la energía, sería
investigar la simulación cuántica digital de sistemas dependientes del tiempo. En
segundo lugar, a pesar de que destacamos que la disminución de errores de Trotter
en las islas de estabilidad no es significativo para una condición inicial arbitraria,
podría ser fructífero investigar la posibilidad de aprovechar la dinámica regular
que se da en éstas regiones para obtener una expresión analítica de los errores de
Trotter y en base a la misma aplicar alguna forma de corrección de errores, y así
reducirlos a niveles de tolerancia aceptables para valores relativamente altos del
paso de Trotter. Esto podría resultar beneficioso si se lo puede lograr aunque sea
para un subconjunto de condiciones iniciales experimentalmente relevantes.
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A MEDIDAS DINÁMICAS

En este apéndice definimos las medidas que utilizamos para detectar una transición
en la dinámica trotterizada de los sistemas explorados. Para cada uno, estudiamos
la evolución temporal de valores de expectación, la localización del estado y me-
didas de error entre la evolución ideal del sistema y su simulación trotterizada, en
función del paso de Trotter.

En esta tesis utilizamos modelos de espines, por lo que los valores de expectación
de observables que estudiamos fueron la magnetización

⟨ J̄z⟩ =
2
N

N

∑
i=1

⟨S(i)
z ⟩ (A.1)

de forma tal que vale 1 ó -1 si la cadena está completamente polarizada en las di-
recciones ẑ y −ẑ respectivamente; y para sistemas que preservan la magnetización
optamos por utilizar la polarización de algún espín en la cadena ⟨σ(i)

z ⟩ siendo i el
número de sitio.

Un sistema caótico cuántico evoluciona hacia estados deslocalizados. Para cuan-
tificar este aspecto de la dinámica utilizamos el inverse participation ratio (IPR). Dada
una base de estados {|ϕi⟩}D

i=1 y un estado |ψ⟩, se define como la suma cuadrática
de las proyecciones del estado |ψ⟩ sobre los elementos de la base:

IPR =
D

∑
i=1

p2
i =

D

∑
i=1

|⟨ϕi|ψ⟩|4 (A.2)

Para un estado distribuido uniformemente a lo largo de toda la base (completa-
mente deslocalizado) resulta IPR(|ψdeloc⟩) = 1/D, mientras que si coincide con
alguno del conjunto (completamente localizado) toma el valor IPR(|ψloc⟩) = 1.
También hicimos uso de una variante de esta cantidad basada en su inversa nor-
malizada PR := IPR−1 /D, a partir de la cual estudiamos la localización en función
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del tiempo de un estado |ψ(t)⟩ evolucionado con respecto a alguna base {|ϕi⟩}D
i=1

mediante

PR(t) :=
1
D

(
D

∑
i=1

|⟨ϕi|ψ(t)⟩|4
)−1

(A.3)

Notemos que debido a la normalización introducida el PR toma valores PR(t) =

1 si |ψ(t)⟩ se encuentra totalmente deslocalizado, y PR(t) = 1/D si está total-
mente localizado en la base elegida. Para detectar la deslocalización que produce la
dinámica caótico cuántica es importante elegir una base y estado inicial de forma
tal que éste se encuentre localizado en el inicio de la evolución. En las simula-
ciones de la dinámica de sistemas realizadas en esta tesis utilizamos siempre esta-
dos de la forma |ψ0⟩ = |m1 . . . mN⟩ como condición inicial, siendo mi = ±1 tal que
σ
(i)
z |m1 . . . mi . . . mN⟩ = mi|m1 . . . mi . . . mN⟩. Éstos son autoestados del operador de

espín total colectivo en la dirección ẑ, Sz = 1
2 ∑N

i=1 σ
(i)
z , por lo que se encuentran

localizados en su base, y es la que utilizamos.
Para cuantificar la desviación entre la dinámica trotterizada y la dinámica sin

aproximar (ideal) del sistema utilizamos dos medidas distintas de error. La primera
de ellas es la fidelidad de simulación, dada por la proyección tiempo a tiempo
del estado evolucionado por el operador de evolución ideal sobre el estado evolu-
cionado por la unitaria trotterizada

F (ψtrot(t), ψide(t)) = |⟨ψtrot(t)|ψide(t)⟩|2 (A.4)

Ésta es una medida directa del error en la dinámica a través del estado del sistema,
y por lo tanto da una noción general del rendimiento que se puede esperar de la
simulación trotterizada, independientemente de los observables que se quieran es-
tudiar. Por otro lado, estudiamos el error en la dinámica de observables locales us-
ando como referencia el error tiempo a tiempo en la magnetización (A.1), definido
como

∆ J̄z = |⟨ J̄ide
z ⟩ − ⟨ J̄trot

z ⟩| (A.5)

y para sistemas que preservan la magnetización, el error tiempo a tiempo de la
polarización del espín i-ésimo

∆σ
(i)
z = |⟨σ(i),ide

z ⟩ − ⟨σ(i),trot
z ⟩| (A.6)
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CUÁNTICO

La dinámica de un sistema caótico cuántico puede ser entendida a partir de las car-
acterísticas que comparten el espectro de su hamiltoniano y el de matrices aleato-
rias, a nivel estadístico. Es por eso que comparar las propiedades estadísticas de
un sistema con las de distintos tipos de matrices aleatorias es una herramienta
poderosa para diagnosticar la presencia de caos en un sistema cuántico. En este
apéndice daremos un resumen breve de las relaciones entre el caos cuántico y la
teoría de matrices aleatorias, y cómo las utilizamos en esta tesis.

En una matriz aleatoria, todas sus componentes son variables aleatorias prove-
nientes de alguna distribución, y el estudio de las propiedades estadísticas de estas
matrices, principalmente de sus autovalores y autovectores, es lo que se conoce
como teoría de matrices aleatorias (RMT) [31]. Las matrices aleatorias que resultan
físicamente relevantes pertenecen a alguna de tres clases de universalidad en fun-
ción de sus simetrías [32], y son el ensamble unitario, el ensamble ortogonal y el
ensamble simpléctico, que reciben sus nombres a partir de que las distribuciones
de probabilidad que los describen son invariantes ante conjugación unitaria, or-
togonal y simpléctica, respectivamente. Físicamente, el ensamble unitario modela
la estadística de sistemas sin simetría de inversión temporal, el ensamble ortogonal
sistemas con simetría de inversión temporal y el ensamble simpléctico sistemas con
simetría de inversión temporal, pero sin simetría de rotación [21, 31]. Las matrices
aleatorias también se clasifican según si son hermíticas o unitarias, y en el primer
caso se dice que pertenecen al ensamble gaussiano (G), y en el segundo al ensam-
ble circular (C). En total, una matriz aleatoria puede pertenecer a los ensambles
COE/GOE (ortogonales), CUE/GUE (unitarias) y CSE/GSE (simplécticas).
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B Medidas espectrales de caos cuántico

B.1 ESTADÍSTICA DE AUTOVALORES

Muchos trabajos han encontrado relaciones entre la estadística de niveles prove-
niente de hamiltonianos que modelan sistemas que son caóticos en el límite clásico
y la estadística de autovalores que poseen las matrices aleatorias expuestas ante-
riormente [13, 33–35], culminando en las conjeturas de Bohigas-Giannoni-Schmit
(conjetura BGS) y de Berry-Tabor. La primera propone que sistemas cuánticos que
exhiben caos en el límite clásico son tales que el comportamiento local de su es-
tadística de niveles en una secuencia simple es indistinguible al proveniente de una
matriz aleatoria [31, 36], donde una secuencia simple se refiere a los niveles con el
mismo espín, paridad, y cualquier otra conservación estricta del sistema. Luego, la
estadística de espaciado de niveles respetaría una distribución de Wigner-Dyson,
cuya expresión es

P(s) = Aβsβe−Bβs2
(B.1)

donde s es el espaciado entre niveles consecutivos y β es el parámetro de Dyson,
e indica qué ensamble de matrices aleatorias describe la distribución, y vale β = 1
para COE/GOE, β = 2 para CUE/GUE, y β = 4 para CSE/GSE, y Aβ y Bβ son
coeficientes que dependen de este parámetro. Por otro lado, la segunda conjetura
sugiere que en sistemas cuánticos con límite clásico integrable dicha estadística es
compatible con una distribución de Poisson [37]. Es importante mencionar que ex-
isten contraejemplos para ambas conjeturas [38–40], y que no siempre queda claro
cómo interpretar dicha estadística en sistemas cuánticos sin un límite clásico. Aún
así, el espaciado de niveles es una herramienta poderosa y ampliamente utilizada
para diagnosticar la presencia de caos en un sistema cuántico.

Para hacer uso de la conjetura BGS, es necesario calcular la distribución de es-
paciado de niveles del sistema en cuestión y compararla con la de Wigner-Dyson
(B.1). Una complicación de este procedimiento es que la distribución P(s) describe
los niveles de energía de un sistema real localmente, es decir, en un pequeño rango
local de energías y habiendo normalizado la densidad media de niveles. Esto se
logra mediante un proceso llamado unfolding [31, 41], que es difícil de implemen-
tar para un sistema de muchos cuerpos debido a que la dimensión del espacio de
Hilbert aumenta exponencialmente con el número de partículas. Es por eso que
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B.2 Estadística de autovectores

en esta tesis utilizamos una cantidad relacionada que evita esta complejidad [42]
definida como

⟨r̃⟩ = 1
D

D

∑
n=1

r̃n donde r̃n =
min(sn, sn−1)

max(sn, sn−1)
= min

(
rn,

1
rn

)
(B.2)

siendo sn = en+1 − en el espaciado entre autovalores consecutivos de un operador
hermítico ó sn = θn+1 − θn el espaciado de fases de un operador unitario, rn =

sn/sn−1, y D el tamaño del espacio de Hilbert. Los valores que toma esta cantidad
para las varias estadísticas mencionadas del espaciado de niveles se encuentran
tabulados [43], y son

- Poisson: ⟨r̃⟩ = 2 ln(2)− 1 ≈ 0.38629

- GOE: ⟨r̃⟩ = 4 − 2
√

3 ≈ 0.53590

- GUE: ⟨r̃⟩ = 2
√

3
π − 1

2 ≈ 0.60266

- GSE: ⟨r̃⟩ = 32
15

√
3

π − 1
2 ≈ 0.67617

En esta tesis utilizamos la cantidad propuesta calculándola para el sistema en cuestión
y comparando su valor con aquellos correspondientes a las distintas clases de uni-
versalidad.

B.2 ESTADÍSTICA DE AUTOVECTORES

También se ha utilizado con éxito la estadística de autovectores de matrices aleato-
rias para describir las propiedades de sistemas caótico cuánticos [21, 35, 44]. Una
ventaja de esta alternativa es que sus distribuciones se obtienen de forma exacta
para cualquier dimensión del sistema, a diferencia de las asociadas al espaciado de
niveles [31, 45, 46].

Los resultados de la estadística de autovectores de matrices aleatorias relevantes
para esta tesis son los siguientes. Sea {|ψi⟩}D

i=1 el conjunto de autovectores prove-
nientes de una matriz aleatoria, éstos en sí mismos son también matrices aleatorias,
y al expandirlos en alguna otra base {|ϕj⟩}D

j=1 obtenemos los coeficientes de la ex-
pansión |ψi⟩ = ∑D

j=1 cij|ϕj⟩ que cumplen la normalización ∑D
i=1 |cij|2 = 1. Luego, la
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B Medidas espectrales de caos cuántico

variable aleatoria η := |cij|2 proviene de distintas distribuciones, en función de la
clase de universalidad a la que pertenece la matriz aleatoria [21, 35, 44], dadas por

PCOE/GOE(η) =
Γ(D

2 )

Γ(D−1
2 )

1√
πη

(1 − η)
D−3

2 (B.3)

PCUE/GUE(η) = (D − 1)(1 − η)D−2 (B.4)

PCSE/GSE(η) = (D − 1)(D − 2)η(1 − η)D−1 (B.5)

siendo Γ(z) la función Gamma o factorial generalizado. Notemos que las distribu-
ciones no dependen de si la matriz aleatoria es unitaria o hermítica.

El resultado depende de la base de referencia elegida {|ϕj⟩}, y por lo tanto hay
que tomar en cuenta algunas sutilezas que surgen de su elección. Esto es debido
a que una base {|ψi⟩} que no proviene de una matriz aleatoria resultará en una
distribución de η en acuerdo con las distribuciones anteriores, si es que la base de
referencia es aleatoria, y en general una base arbitraria va a serlo. Por lo tanto, ésta
base tiene que ser elegida de forma tal que la estadística resultante se corresponda
con alguna de las clases de universalidad sí y sólo sí la base {|ψi⟩} proviene de
una matriz aleatoria. En términos físicos, al obtener el conjunto de autoestados de
un hamiltoniano u operador de evolución, se debe elegir una base de referencia de
forma tal que su estadística de autovectores se corresponda con alguna de las clases
de universalidad sí y sólo sí el sistema en cuestión es caótico. Esto se puede lograr
utilizando como base de referencia los autoestados provenientes de un sistema in-
tegrable, que es el método que utilizamos en esta tesis.

Para comparar la estadística de autoestados de los sistemas estudiados con aque-
lla descrita por las distribuciones presentadas utilizamos un test de Kolmogorov-
Smirnov, el cual es un test no paramétrico que compara la distribución cumulativa
empírica obtenida con la proveniente de alguna distribución de probabilidad de
referencia. En este caso, obtenemos una muestra de coeficientes {ηi}n

i=1 (típica-
mente n = D2 con D la dimensión del Hilbert) y con ellos construimos la distribu-
ción cumulativa empírica Fn(η) [47] de la siguiente forma

Fn(η) =
1
n

n

∑
i=1

1[0,η](ηi) (B.6)
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B.2 Estadística de autovectores

donde 1[0,η] es la función indicador, que toma valores 1 si ηi ≤ η y 0 en cualquier
otro caso. Las distribuciones de referencia serán las distribuciones cumulativas
correspondientes a las clases de universalidad (B.3), (B.4) y (B.5) que denominamos
FRMT(η) con RMT indicando alguno de los ensambles GOE, GUE o GSE si la es-
tadística proviene de un operador hermítico, y COE, CUE o CSE si proviene de uno
unitario. Definimos el estadístico de Kolmogorov-Smirnov comparando respecto al
ensamble RMT como

tKS
RMT := sup

η
|Fn(η)− FRMT(η)| (B.7)

es decir, es el supremo de las diferencias entre la distribución empírica y la de ref-
erencia. La ventaja de utilizar este estadístico, en comparación con un test χ2 por
ejemplo, es que no depende del bineado de un histograma, operando directamente
con los datos. Por otro lado, la distribución que respeta el estadístico tKS

RMT es in-
dependiente de la distribución de referencia RMT bajo la hipótesis nula de que la
muestra efectivamente proviene de la misma [47]. Es por este motivo que no hace
falta normalizar el estadístico, ni compararlo con valores tabulados para las dis-
tintas distribuciones de referencia, como hacemos con ⟨r̃⟩. Mientras menor sea el
valor de tKS

RMT, mejor se corresponde la muestra con la distribución de referencia.
En la práctica observamos, para los tamaños de muestras provenientes del espectro
de sistemas físicos utilizados en esta tesis, que un valor de tKS

RMT ≈ 0.0015 indica
buen acuerdo con la distribución de referencia.
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C RESULTADOS ADICIONALES

En este apéndice mostramos resultados adicionales que son análogos o consider-
amos útiles para brindar contexto a aquellos en el cuerpo principal de la tesis, pero
que no necesariamente aportan tan significativamente a las conclusiones obtenidas.

C.1 TROTTERIZACIONES IZ-X E IX-Z

En la sección 3.1 definimos tres trotterizaciones distintas para el modelo de Ising
con campo magnético transverso-longitudinal, que denominamos i-zx, iz-x e ix-z.
En este apéndice mostraremos los resultados para las dos últimas.

Al igual que con la trotterización i-zx, analizamos la dinámica, los errores y el
espectro de la unitaria en función del paso de Trotter, tanto en el régimen inte-
grable como caótico. El estado inicial es |ψ0⟩ = ⊗i|↓(i)⟩, y todas las simulaciones se
hicieron habiendo reducido el hamiltoniano al subespacio de paridad positiva, con
N = 8.

TROTTERIZACIÓN IZ-X

Las figuras C.1 y C.2 muestran la dinámica de la magnetización y la localización,
y las medidas de error, respectivamente, con parámetros integrables en el límite
de paso de Trotter pequeño. En este caso, a diferencia de la trotterización i-zx, el
sistema sí sufre una transición tal que el estado es deslocalizado y la cadena se des-
magnetiza. También vemos la presencia de islas, respecto a las cuales notemos que
existen algunas tales que la cadena no queda totalmente polarizada durante toda la
evolución, sino que oscila. Los errores proliferan de una manera similar a la trotter-
ización originalmente considerada, aunque con menos fluctuaciones debido a las
islas, logran estacionarse. Notemos que en aquellas previamente mencionadas el
error en la evolución del observable es indistinguible de aquél fuera de una isla,
mientras que sí hay un aumento en la fidelidad del estado. El comportamiento del
sistema en éstas islas lo describimos en la sección 3.4. Notemos también la pres-
encia de los "picos" en la región de transición, que estaban presentes también en el
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Figura C.1: Dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros integrables
y utilizando la trotterización iz-x (3.4). (a) Magnetización. (b) Localización del
estado evolucionado.

régimen integrable del caso i-zx. La estadística espectral en función del paso de
Trotter con parámetros integrables, que mostramos en la figura C.3, muestra una
transición a caos cuántico de forma similar a como sucedía para el modelo de Ising
A2A (figura 2.4). Al igual que en aquél caso, ésta transición se correlaciona con la
proliferación de errores. Notemos que debido a la menor densidad y número de is-
las para esta trotterización, éstas se definen claramente en las medidas espectrales.
Por último, notemos que la estadística de autovectores de la unitaria trotterizada
converge al ensamble unitario, indicando pérdida de simetría de inversión tem-
poral. Para la trotterización i-zx esto sucedía sólo con parámetros caóticos (figura
3.7).

Los resultados de la trotterización iz-x para parámetros donde el sistema ya es
caótico en el límite de paso de Trotter pequeño son ampliamente análogos a aquel-
los para la i-zx que mostramos en el cuerpo principal de la tesis, y se pueden hacer
las mismas observaciones. Éstos resultados se encuentran en las figuras C.4 y C.5
para la dinámica, y la figura C.6 para la estadística del espectro en función del paso
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C.1 Trotterizaciones iz-x e ix-z
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Figura C.2: Error en la dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros
integrables y utilizando la trotterización iz-x (3.4), cuantificado mediante la (a)
fidelidad de simulación y el (b) error en la magnetización.

de Trotter. Sin embargo, un aspecto a destacar es que para esta trotterización
ambos regímenes, integrables y caóticos, comparten la mayoría de las islas que
poseen, lo cual describimos en la sección 3.4. Por último, notemos que al igual que
en el caso caótico de la trotterización i-zx, aquí no hay una transición al caos la cual
correlacionar con la proliferación de errores, pues el sistema es caótico para todo
valor del paso de Trotter.

TROTTERIZACIÓN IX-Z

La dinámica y errores en régimen integrable de esta trotterización se encuentran
en las figuras C.7 y C.8, respectivamente. La estadística del espectro en este rég-
imen se encuentra en la figura C.9. Para el caso caótico, las figuras C.10 y C.11
contienen la dinámica y errores, respectivamente. Por último, la figura C.12 mues-
tra la caoticidad en función del paso de Trotter. En términos generales, todas las
observaciones que se pueden hacer sobre esta trotterización ya se encuentran pre-
sentes en las hechas para las trotterizaciones i-zx e iz-x.
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Figura C.3: Caoticidad del sistema en función del paso de Trotter con parámetros inte-
grables y utilizando la trotterización iz-x (3.4), según (a) el promedio del co-
ciente de espaciado de fases y (b) un test de Kolmogorov-Smirnov compara-
ndo la estadística de autoestados de la unitaria trotterizada, respecto a la base
de autoestados del hamiltoniano desacoplado (g = 0), con las distribuciones de
cada ensamble.

C.2 DEPENDENCIA CON EL ESTADO INICIAL: IX-Z

En la sección 3.2 mostramos la dependencia de los resultados obtenidos en la sec-
ción 3.1 con la elección de estado inicial. Aquí haremos lo mismo pero con la trotter-
ización ix-z (3.5), cuyos resultados para el estado inicial considerado originalmente
|ψ0⟩ = ⊗i|↓(i)⟩ se encuentran en el apéndice C.1.

Al igual que con los resultados mostrados en el cuerpo principal de la tesis para
la trotterización i-zx, consideramos la mitad de los autoestados del operador de
espín total colectivo Sz con paridad definida positiva y tomados uniformemente,
para un total de 69 estados iniciales. En las figuras C.13 y C.14 se encuentran los
resultados para esta trotterización, con parámetros integrables y caóticos respecti-
vamente. Las observaciones son ampliamente las mismas que antes, y es que el
estado considerado originalmente no es representativo del comportamiento medio
de la base, dando a lugar a una transición bastante más pronunciada.
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Figura C.4: Dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros caóticos
y utilizando la trotterización iz-x (3.4). (a) Magnetización. (b) Localización del
estado evolucionado.

Al igual que antes, la dispersión en función del estado inicial es mucho mayor
para el caso integrable en el límite de paso de Trotter pequeño en comparación con
el caso caótico, para el cual el comportamiento es ampliamente independiente. De
nuevo, la excepción se encuentra en la localización por los motivos ya explayados:
el caso integrable da a lugar a dinámica localizada independientemente al estado
inicial, y en régimen caótico se deslocalizará, pero la restricción de conservar el
valor medio de la energía limita su extensión. Es interesante notar que, a diferencia
de la trotterización i-zx, vemos una mayor fidelidad media en el régimen caótico
que en el integrable, donde en éste último el error crece rápidamente al aumentar
el paso de Trotter para la mayoría de los estados. Por el contrario, el error en la
magnetización es mayor en el régimen caótico para la mayoría de los valores de τ,
excepto en el límite de paso de Trotter pequeño.
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Figura C.5: Error en la dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros
caóticos y utilizando la trotterización iz-x (3.4), cuantificado mediante la (a)
fidelidad de simulación y el (b) error en la magnetización.
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Figura C.6: Caoticidad del sistema en función del paso de Trotter con parámetros caóticos y
utilizando la trotterización iz-x (3.4), según (a) el promedio del cociente de espa-
ciado de fases y (b) un test de Kolmogorov-Smirnov comparando la estadística
de autoestados de la unitaria trotterizada, respecto a la base de autoestados del
hamiltoniano desacoplado (g = 0), con las distribuciones de cada ensamble.
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Figura C.7: Dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros integrables
y utilizando la trotterización ix-z (3.5). (a) Magnetización. (b) Localización del
estado evolucionado.
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Figura C.8: Error en la dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros
integrables y utilizando la trotterización ix-z (3.5), cuantificado mediante la (a)
fidelidad de simulación y el (b) error en la magnetización.
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Figura C.9: Caoticidad del sistema en función del paso de Trotter con parámetros inte-
grables y utilizando la trotterización ix-z (3.5), según (a) el promedio del co-
ciente de espaciado de fases y (b) un test de Kolmogorov-Smirnov compara-
ndo la estadística de autoestados de la unitaria trotterizada, respecto a la base
de autoestados del hamiltoniano desacoplado (g = 0), con las distribuciones de
cada ensamble.
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Figura C.10: Dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros caóticos
y utilizando la trotterización ix-z (3.5). (a) Magnetización. (b) Localización del
estado evolucionado.
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Figura C.11: Error en la dinámica del sistema en función del paso de Trotter con parámetros
caóticos y utilizando la trotterización ix-z (3.5), cuantificado mediante la (a)
fidelidad de simulación y el (b) error en la magnetización.
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Figura C.12: Caoticidad del sistema en función del paso de Trotter con parámetros caóti-
cos y utilizando la trotterización ix-z (3.5), según (a) el promedio del cociente
de espaciado de fases y (b) un test de Kolmogorov-Smirnov comparando la
estadística de autoestados de la unitaria trotterizada, respecto a la base de au-
toestados del hamiltoniano desacoplado (g = 0), con las distribuciones de
cada ensamble.
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Figura C.13: Localización y medidas de error en la dinámica del sistema (3.1) en función del
paso de Trotter con parámetros integrables y utilizando la trotterización ix-z
(3.5), para distintos estados iniciales. (a) Localización del estado evolucionado.
(b) Fidelidad de simulación. (c) Error en la magnetización. En verde se resalta
la curva proveniente del estado inicial ya considerado en la sección 3.1 y en
azul oscuro se marca el promedio de todas las curvas.
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Figura C.14: Localización y medidas de error en la dinámica del sistema (3.1) en función del
paso de Trotter con parámetros caóticos y utilizando la trotterización ix-z (3.5),
para distintos estados iniciales. (a) Localización del estado evolucionado. (b)
Fidelidad de simulación. (c) Error en la magnetización. En verde se resalta la
curva proveniente del estado inicial ya considerado en la sección 3.1 y en azul
oscuro se marca el promedio de todas las curvas.
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