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Resumen

En la primera parte de este trabajo se presenta el modelo de dispersi�on electromagn�etica

SPM (small perturbation method) aplicado primero a super�cies rugosas y luego a super�-

cies compuestas de dos estratos, con caracter��sticas morfol�ogicas y composiciones qu��micas

independientes.

Luego se presenta el m�etodo de inferencia bayesiana y su aplicaci�on sobre las observaciones

SAR de la Misi�on Cassini seleccionada en un �area entre las regiones Belet y Senkyo de Tit�an,

la luna m�as grande de Saturno.

La �nalidad de esta tesis es combinar el modelo de dispersi�on EM y el m�etodo de infe-

rencia bayesiano para estimar los valores �optimos de los distintos par�ametros geom�etricos y

diel�ectricos que componen la funci�on de dispersi�on EM a partir de datos observacionales de

la super�cie. Luego, analizando estos valores �optimos, inferir c�omo podr��a ser la geof��sica de

Tit�an.

Por �ultimo, a trav�es de datos simulados con el modelo te�orico se estudian diferentes

con�guraciones de posibles nuevas mediciones con el �n de mejorar el m�etodo de inferencia

y conseguir as�� par�ametros geof��sicos que optimicen los datos con mayor rigurosidad.

Palabras claves: misi�on Cassini-Huygens; teledetecci�on; dispersi�on electromagn�etica; su-

per�cies rugosas; inferencia bayesiana.
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1
Introducci�on

Cassini Huygens fue una misi�on extraplanetaria muy exitosa, que oper�o m�as de una d�ecada

adquiriendo datos sobre Saturno y sus lunas. El volumen de datos que adquiri�o es enorme,

debido a que su vida �util super�o por mucho el tiempo esperado para la misi�on. La sonda

llevaba una multitud de instrumentos; entre ellos, un radar de apertura sint�etica (Synthetic

Aperture Radar, SAR) que oper�o en la Banda Ka (� = 2 ; 2 cm).

Para los est�andares terrestres, este es un instrumento b�asico, que opera en una �unica po-

larizaci�on (VV), en modo activo (como radar) y en modo pasivo (como radi�ometro, apagando

el modo activo). Sin embargo, es el radar mas avanzado utilizado fuera de la �orbita terrestre

y por supuesto, el �unico que gener�o im�agenes del sistema Saturniano. El blanco elegido mas

frecuentemente fue Tit�an, que es la luna mas grande del sistema. Esto se debi�o a varias razo-

nes, entre ellas porque su super�cie se supone compuesta principalmente de materia org�anica

y es sin embargo muy brillante al radar (coe�cientes de retrodispersi�on� 0 � 0 dB). Tanto

fue el inter�es, que Tit�an fue observado mas de sesenta veces en "pasadas de acercamiento"(o

ybys ), que permitieron estudiar casi toda su super�cie en modo radar y radi�ometro.

Despu�es de analizar casi diez a~nos de datos, desde elyby Ta (octubre de 2004) hasta el

yby T98 (febrero de 2014), el Titan Science Team proporcion�o el primer mapa calibrado del

coe�ciente de retrodispersi�on (� 0) y temperatura de brillo ( Tb) de la super�cie de Tit�an en

� = 2 ;2 cm y polarizaci�on V [2]. En combinaci�on con el mosaico global de datos en el rango

�optico y el infrarrojo VIMS [3], los datos de microondas fueron fundamentales para estimar

los rangos compatibles con las observaciones de las caracter��sticas de la super�cie de Tit�an

[4]. Al ser datos del �optico y el infrarrojo cercano, los datos del instrumento VIMS (tambi�en a

bordo de Cassini) tienen que ver principalmente con la composici�on qu��mica de la super�cie de

Tit�an, mientras que los datos de microondas (radar y radi�ometro) son una funci�on tanto de las

propiedades diel�ectricas del terreno (es decir, la composici�on qu��mica) como de las propiedades

geom�etricas (por ejemplo, la rugosidad y la estructura de la super�cie). M�as importante
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a�un, el coe�ciente de retrodispersi�on y la emisividad de microondas (" ) est�an conectados

f��sicamente por la ley de radiaci�on t�ermica de Kirchho�. Para un medio sin p�erdidas (como

se supone que es la super�cie de Tit�an), es v�alido quer + " = 1, donde r es la reectividad

de la super�cie; es decir la integral sobre el hemisferio superior de la funci�on de dispersi�on

biest�atica � (�; � ).

Uno de los primeros an�alisis simult�aneos del coe�ciente de backscattering y la emisivi-

dad de Cassini se present�o en [5]. All��, se muestra que algunas �areas espec���cas de Tit�an,

que tienen algunos de los valores m�as altos de� 0 encontrados en el Sistema Solar, tambi�en

se caracterizaron por valores relativamente altos de emisividad. Desde el punto de vista del

scattering de super�cies, este es un resultado an�omalo, ya que una disminuci�on de la reec-

tividad global es necesaria para aumentar la emisividad, comportamiento que, en principio,

es dif��cilmente compatible con un aumento de la se~nal retrodispersada.

Una vez que el mosaico de emisividad completo estuvo disponible, se llev�o a cabo un

an�alisis similar pero m�as exhaustivo con un alcance planetario en [2]. Nuevamente concluyeron

que las regiones caracterizadas por valores grandes de� 0 y valores relativamente bajos de

emisividad deber��an caracterizarse por una fracci�on signi�cativa de dispersi�on de volumen,

considerando la baja constante diel�ectrica (1;17 < � � 5) de los materiales que se espera

encontrar en la super�cie de Tit�an [6].

Se hicieron varios intentos para explicar esta aparente discrepancia. Casi todos se basa-

ron en intentar modelar la dispersi�on de volumen de la super�cie y explicar la combinaci�on

de valores relativamente grandes de los coe�cientes de retrodispersi�on y la baja constante

diel�ectrica esperada en Tit�an. Los primeras propuestas, presentadas en [7] [8] y [9], est�an

asociadas a implementaciones de modelos semi-emp��ricos, de poca validez a la hora de gene-

ralizar resultados. Sin embargo, tambi�en se introdujeron algunos modelos f��sicos (basados en

primeros principios) para explicar los datos de radar de sitios espec���cos en Tit�an, aunque

no de las zonas mas an�omalas [10, 11, 12].

En esta tesis proponemos una explicaci�on para los datos de estas zonas an�omalas, basada

en un modelo de dispersi�on electromagn�etica (principios f��sicos), que considera a la super�cie

de Tit�an como un medio estrati�cado de dos capas. Se intentar�a explicar los datos observa-

dos de retrodispersi�on y emisividad simult�aneamente, utilizando para ello el mismo modelo.

Usando este enfoque, exploraremos las diferentes propiedades geom�etricas y diel�ectricas com-
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patibles con las observaciones disponibles para un �area entre las regiones de Senkyo y Belet.

El modelo propuesto tiene dos interfaces rugosas, que separan dos materiales de baja

p�erdida diel�ectricamente contrastantes. Esta selecci�on se basa parcialmente en el hecho de

que varios autores demostraron que una segunda interfaz diel�ectrica est�a asociada con valores

grandes de� 0 para terrenos de constante diel�ectrica relativamente baja [13]. La explicaci�on

habitual es que parte de la potencia transmitida puede rebotar hacia el hemisferio superior

y contribuir al � 0 observado, pero sin aumentar la reectividad total. Por lo tanto, este mo-

delo proporciona un mecanismo f��sico de dispersi�on en volumen, asociado a discontinuidades

diel�ectricas del blanco iluminado.

Para calcular el � 0 de estas super�cies, implementaremos el modelo desarrollado por

[14], que es una extensi�on a dos interfaces diel�ectricas rugosas aleatorias del M�etodo de

Perturbaci�on Peque~na (SPM) [15, 16, 17]. Este modelo es el modelo f��sico m�as simple que

incluye alguna forma de dispersi�on de volumen y toma como entrada solo variables diel�ectricas

y geom�etricas que son observables: la longitud de onda (� ) y el �angulo de incidencia del radar

(� i ), la constantes diel�ectricas efectivas de cada medio material (� 1 y � 2), las alturas RMS (s1

y s2), las longitudes de correlaci�on (l1 y l2) de cada interfaz rugosa y la separaci�on media

(d) entre estas interfaces. El mismo modelo de interacci�on puede calcular la emisividad en

funci�on del �angulo incidente � i , integrando num�ericamente la funci�on biest�atica de dispersi�on

� (� s; � s) sobre el hemisferio superior. De esta forma, se usa un solo modelo para calcular

tanto � 0 como la emisividad, de manera simult�anea. Este hecho nos permite obtener dos

mecanismos de dispersi�on (super�cie y volumen) de manera consistente y con un conjunto

�unico de par�ametros f��sicos.

Usando este enfoque, estudiamos diferentes accidentes geogr�a�cos en un �area que fue

observada por tres ybys (que son efectivamente las �areas mas observadas de Titan). Tres

observaciones de� 0 (con diferentes �angulos de incidencia) y una estimaci�on de emisividad

(en el nadir, � i = 0°) est�an disponibles para el an�alisis. Asumiendo que no hubo cambios

temporales signi�cativos en la rugosidad y composici�on del terreno entre las tres observaciones

(distanciadas en un par de a~nos), usaremos el modelo de dispersi�on EM y los datos para

estimar los par�ametros geof��sicos que determinan la retrodispersi�on y la emisividad de Tit�an.

Espec���camente, utilizando el modelo te�orico y las observaciones disponibles de Cassini (� 0
1,

� 0
2, � 0

3 y emisividad), estimaremos la distribuci�on posterior, los valores m�as probables y los
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intervalos de con�anza para las cinco variables del terreno (f � 1; � 2; s1; s2; dg) por cada unidad

geom�or�ca. Usando este procedimiento, se podr�a restringir las posibles con�guraciones del

terreno a aquellas que son compatibles con todas las observaciones de microondas disponibles

[18]. Esto es particularmente importante para el caso de la constante diel�ectrica de la capa

superior e inferior (relacionada con la composici�on qu��mica de las capas), la distancia media

entre las interfaces rugosas y para la rugosidad de la super�cie.



2
Cassini en Tit�an: mediciones y modelo

te�orico m�as simple

2.1. Datos del radar de Cassini

El radar de Cassini es un instrumento que oper�o en banda Ka (f = 13;78 GHz, � = 2 ;2 cm)

polarizado linealmente en el modo VV (emite y recibe polarizaci�on vertical) y capaz de operar

de manera alternada como: radar de apertura sint�etica (SAR), scatterometro, alt��metro y

radi�ometro.

Operando en modo SAR, y haciendo uso de la informaci�on de tiempo y corrimiento

Doppler, se pueden generar im�agenes del coe�ciente de retrodispersi�on� 0 de la super�cie de

Tit�an. Este modo oper�o principalmente a alturas menores a 4000 km, generando p��xeles con

resoluciones que variaron en el rango (300 m ;. 1000 m). Cada sobrevuelo sobre Tit�an gener�o

mosaicos de im�agenes con grosores de aproximadamente 120 km y 450 km y de longitudes que

variaron entre 1000 km y 5000 km. Estos mosaicos est�an esquematizados en la Figura 2.1, en

donde se marcan los sobrevuelos utilizados en este trabajo.
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Figura 2.1: Sobrevuelos (ybys ) de la sonda Cassini representados sobre el mapa de Tit�an sobre las zonas

analizadas en esta tesis. Recuadrado se indica la zona de superposici�on de estos sobrevuelos, indicando las

�areas de inter�es a estudiar.

Como mencionamos anteriormente, el radar de Cassini tambi�en cuenta con un radi�ome-

tro, capaz de medir la temperatura de brillo de la super�cie. Esta temperatura es posible

convertirla a emisividad, la cual es una relaci�on entre la temperatura de brillo absoluta y la

temperatura termodin�amica [2] (esta ultima fue estimada mediante los datos obtenidos por el

espectr�ometro infrarrojo de Cassini). La resoluci�on espacial de los datos de emisividad vari�o

dependiendo la regi�on del sobrevuelo, abarcando rangos entre los 5 km y 500 km, obteniendo

las mayores resoluciones dentro de la franja del SAR.

Las im�agenes de� 0 fueron procesadas corrigiendo por topograf��a, calibraci�on del instru-

mento y reducci�on del ruido speckle(este ruido es inherente a los radares de apertura sint�etica

producido por la interferencia de la se~nal coherente del mismo radar).

2.2. Primeras observaciones sobre Tit�an: estado del arte

Uno de los primeros an�alisis en simultaneo del coe�ciente de retrodispersi�on (� 0) de Titan

y su emisividad (" ) fue realizada por Janssen [5]. En este trabajo se concluy�o que existen �areas

de Tit�an con valores de � 0 elevados que a su vez presentan valores de emisividad cercanos a

uno. Si la super�cie de Tit�an se encuentra en equilibrio termodin�amico (o sea, es v�alida la

ley de Kirchho� de radiaci�on t�ermica [16]), los resultados presentados en Janssen podr��an, en
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principio, parecer contradictorios pues implicar��a que la reectividad es chica si la emisividad

es alta. O sea, una misma super�cie tiene altos coe�cientes de retrodispersi�on (relacionado a

la reectividad de la super�cie) y, al mismo tiempo, alta emisividad.

Sin embargo, este efecto puede explicarse asumiendo que la contribuci�on principal al

coe�ciente � 0 y a la emisividad es la dispersi�on en volumen que ocurre en el medio diel�ectrico

debajo de la super�cie reectora [7, 8, 9].

La inclusi�on de scattering en volumen es una hip�otesis plausible para medios inhomog�eneos

y poco dispersivos, como suelen ser los suelos fr��os y congelados [5]. Basado en esto, en [5] se

present�o un modelo semiemp��rico que explica la presencia de valores altos de retrodispersi�on

y de emisividad.

En 2016 se mostr�o que regiones con� 0 grande y " chico tambi�en se caracterizan por

scattering en volumen [2]. Cabe resaltar que los modelos propuestos en estos trabajos son

semi-emp��ricos, no est�an basados en la f��sica del problema: se proponen modelos funcionales

que no responden a resolver las ecuaciones de Maxwell subyacentes a todo problema de

dispersi�on electromagn�etica.

Anteriormente, para explicar la presencia de regiones brillantes y manchas oscuras, en [7]

se propuso un medio estrati�cado con dos interfaces rugosas que separan el hielo de agua

y amon��aco de los tholins. Para calcular el coe�ciente� 0 se us�o un esquema que combina

dos modelos de scattering EM que incluyen dos mecanismos distintos. En este modelo, se

propone un t�ermino obtenido con una sola super�cie dispersora m�as un segundo t�ermino

semi-emp��rico que aporta la contribuci�on en volumen. El primer termino asume un medio

diel�ectrico homog�eneo debajo de la super�cie y el segundo, por el contrario, indica que este

medio es inhomog�eneo. Por lo tanto este modelo explica los datos pero resulta inconsistente

f��sicamente.

Otros trabajos buscaron explicar los valores altos del coe�ciente de backscattering usando

valores peque~nos para la constante diel�ectrica (restricci�on debida al hielo de amon��aco [7]).

Por ejemplo, en [8] se propuso un modelo de scattering super�cial basado en modelo de

reexi�on cuasiespecualar junto a una componente de scattering difuso paraacomodar las

contribuciones en volumen o de m�ultiple scattering, lo cual nuevamente carece de sentido

f��sico.
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Por otra parte, en [9] se propuso un modelo emp��rico basado en observaciones ARISAR

en la super�cie de la Tierra (donde � = 24 cm, diez veces la longitud de onda de la misi�on

Cassini) para explicar el brillo del radar de la super�cie de Tit�an. En ese trabajo, tambi�en

se concluy�o que debe haber una fracci�on signi�cativa de dispersi�on de volumen para explicar

los valores relativamente grandes del coe�ciente de dispersi�on, aunque tampoco es modelo

basado en primeros principios f��sicos.

En paralelo a estos modelos que no son auto-consistentes, tambi�en se introdujeron algunos

modelos de scattering basados en principios f��sicos para explicar los datos de radar de sitios

espec���cos en Tit�an [10, 12, 11]. En particular, las zonas brillantes al radar sobre la regi�on

Xanadu se explicaron en [12] asumiendo la presencia de dispersores esf�ericos de baja p�erdida

que podr��an actuar como retroreectores. Con un valor de constante diel�ectrica relativamente

bajo (principalmente hielo de agua pura, � � 3;13), y utilizando una soluci�on num�erica

para resolver las ecuaciones de Maxwell, se calcul�o la dispersi�on de esferoides achatados,

y se demostr�o que es posible obtener valores muy altos de coe�ciente de retrodispersi�on

(� +5dB). Este trabajo muestra, de una manera f��sicamente consistente, que el� 0 observado

puede explicarse sin apelar a modelos semiemp��ricos o enfoques que no son autoconsistentes.

Sin embargo, en [12] la emisividad de las zonas brillantes en Xanadu no fue analizada.

Varios trabajos concuerdan en la necesidad de incluir el mecanismo de scattering en vo-

lumen para explicar los valores de� 0 y emisividad en las zonas brillantes de Xanadu. Sin

embargo, la mayor��a de los modelos propuestos en la bibliograf��a no est�an basados en prin-

cipios f��sicos o introducen par�ametros no observables, lo que hace que no tengan en cuenta

variables geof��sicas que, si bien no son f�acilmente medibles mediante una misi�on orbital, tales

como la constante diel�ectrica y la rugosidad del suelo, son necesarias para describir consis-

tentemente los procesos de dispersi�on electromagn�etica intr��nsecos a una misi�on satelital.

2.3. Modelo de scattering propuesto: SPM

En este trabajo se utilizar�a el m�etodo de peque~nas perturbaciones SPM (small perturba-

tion method), que tiene en cuenta las variables biof��sicas antes mencionadas y est�a basado en

principios f��sicos, ya que se basa en resolver las ecuaciones de Maxwell de manera perturbati-

va. Un resultado destacable es que, a segundo orden en las perturbaciones, el SPM conserva la
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energ��a [17, 15, 16]. Adem�as, este modelo puede ser utilizado tanto para resolver el problema

de dispersi�on EM solo con una interfaz rugosa como en un medio estrati�cado. En este �ultimo

caso la geometr��a dispersora incluye los efectos de scattering en volumen [14, 19, 20].

Figura 2.2: Esquema geom�etrico del problema, super�cie con rugosidad descripta por distribuci�on aleatoria

z = �f (x; y ) con media cero. Junto con los frentes de onda incidentesk i y dispersadosk s y sus respectivas

polarizaciones.

Para describir a la geometr��a de la super�cie dispersora vamos a considerar como hip�otesis

que la interfaz entre dos medios diel�ectricos distintos tiene una distribuci�on aleatoria de

alturas (dada por f (x; y)) con media cero y altura cuadr�atica media (o altura RMS) s, tal

como se representa en la Figura 2.2.

8
<

:

hf (x; y)i = 0

hf 2(x; y)i = s2
(2.1)

Dado que vamos a resolver el problema de dispersi�on electromagn�etica utilizando un

esquema perturbativo, es necesario introducir un par�ametro peque~no que d�e cuenta de la

validez del m�etodo. Para ello utilizaremos el par�ametro adimensional � , el cual debe cumplir

que � s < � i siendo� i la longitud de onda del campo EM incidente.

El campo EM incidente es modelado como una onda plana monocrom�atica,

E i = E0ei k i �r (2.2)
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dada por la direcci�on incidente k i = k i
x x̂ + k i

y ŷ � k i
0zẑ = k0K̂ i

0. Dado queE0 � k i = 0 podemos

descomponer al campo el�ectrico incidente en dos vectores unitarios perpendiculares en un

plano perpendicular a la direcci�on de propagaci�on

E0 = E0 � ĥ
�
� k i

0z

�
ĥ

�
� k i

0z

�
+ E0 � v̂

�
� k i

0z

�
v̂

�
� k i

0z

�
(2.3)

Como la super�cie dispersora no es plana, la onda incidente, luego de reejarse, deja de

ser una onda plana, por lo tanto puede escribirse como una superposici�on de ondas planas en

dominio espectral. De esta forma en la regi�on superior (0) e inferior (1) podemos reescribir a

los campos el�ectricos como

E0 =
Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

nh
A+

h (k? ) ĥ (k0z) + A+
v (k? ) v̂ (k0z)

i
eik 0z z

+
h
A �

h (k? ) ĥ (� k0z) + A �
v (k? ) v̂ (� k0z)

i
e� ik 0z z

o
ei k ? �r ?

(2.4)

E1 =
Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

h
B �

h (k? ) ĥ (� k1z) + B �
v (k? ) v̂ (� k1z)

i
e� ik 1z zei k ? �r ? (2.5)

dondek? = kx x̂ + ky ŷ y dk? = d kxdky . Adem�as escribimos estas integrales como las inversas

de las transformadas de Fourier, siendok? la variable de esta transformada yA �
h;v (k? ) la

intensidad de cada componente del campo el�ectrico incidente. Por lo tanto podemos escribirlos

como

A �
h (k? ) = E0 � ĥ(� koz)� (k? � k i

? ) (2.6)

A �
v (k? ) = E0 � v̂(� koz)� (k? � k i

? ) (2.7)

siendo ambos conocidos, quedando por determinar las amplitudes del campo dispersado en

la regi�on (0) y la del campo transmitido, A+
h;v (k? ) y B �

h;v (k? ) respectivamente.

Estos coe�ciente se pueden determinar mediante la expansi�on en serie de potencias sobre el

par�ametro perturbativo � , generado nuevos coe�cientes a determinara+( m)
h;v (k? ) y b� (m)

h;v (k? )

con la etiqueta m indicando el orden del coe�ciente en la expansi�on. La relaci�on entre ambos

pares de coe�cientes es la siguiente:
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A+
h;v (k? ) �

1X

m=0

a+( m)
h;v (k? )

m!
� m (2.8)

B �
h;v (k? ) �

1X

m=0

b� (m)
h;v (k? )

m!
� m (2.9)

con � ! 0.

Para determinar estos coe�cientes hacemos uso de las condiciones de contorno, las cuales

implican la continuidad de los campos el�ectricos y magn�eticos tangenciales sobre la super�cie

que separa los medios diel�ectricos:

n̂ � E0 = n̂ � E1 jz= �f (x;y ) (2.10)

n̂ � H 0 = n̂ � H 1 jz= �f (x;y ) (2.11)

con n̂ el vector normal a la super�cie z(x; y). El campo magn�etico en cada regi�on podemos

determinarlo f�acilmente mediante las relacionesH +
n = k̂n � E n

Zn
y H �

n = K̂ n � E n
Zn

, donde

Zn =
p

� 0="n es la impedancia del medio diel�ectrico y el vectork̂n est�a de�nido como

k̂n = kx x̂ + ky ŷ + kzẑ y K̂ n la direcci�on de propagaci�on de la onda en cada medio.

Se puede notar que, utilizando estos dos vectores, podemos de�nir un sistema ortonormal

dado por (v̂(�); ĥ(�); k̂) y ( v̂(�); ĥ(�); K̂ ) entonces le campo magn�etico ser�a

H 0 =
1

Z0

Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

nh
� A+

h (k? ) v̂ (k0z) + A+
v (k? ) ĥ (k0z)

i
eik 0z z

+
h
� A �

h (k? ) v̂ (� k0z) + A �
v (k? ) ĥ (� k0z)

i
e� ik 0z z

o
ei k ? �r ?

(2.12)

H 1 =
1

Z1

Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

h
B �

h (k? ) v̂ (� k1z) + B �
v (k? ) ĥ (� k1z)

i
e� ik 1z zei k ? �r ? (2.13)

Usando la expansi�on en serie de Taylor para la exponencial enz y los coe�cientesA+
h;v (k? )

y B �
h;v (k? ) podemos reescribir los t�erminos de para las amplitudes como

A+
h;v eik oz z =

1X

m=0

a+( m)
h;v � m

m!
�

1X

n=0

(+ ik 0zf 1(x; y))n � n

n!
=

1X

m=0

mX

n=0

a+( n)
h;v (+ ik 0zf 1(x; y))m� n � m

n!(m � n)!
(2.14)
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y una expresi�on an�aloga para el termino B �
h;v .

Introduciendo estas expresiones en las condiciones de contorno podemos obtener un sis-

tema de ecuaciones basado en el par�ametro perturbativo� .

La continuidad de la componente tangencial del campo el�ectrico produce la siguiente

ecuaci�on para los coe�cientesA y B:

1X

m=0

mX

n=0

Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

�
A (k? ) a+( n)

h + B (k0z; f ) a+( n)
v

�

n!
(ik 0zf (x; y))m� n

(m � n)!
ei k ? �r ? � m +

�
A

�
k i

?

�
E h

o + B
�
� k i

0z; f
�

E v
o

�
ei k i

? �r ?

1X

m=0

�
� ik i

0zf (x; y)
� m

m!
� m =

1X

m=0

mX

n=0

Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

�
A (k? ) b� (n)

h + B (� k1z; f 1) b� (n)
v

�

n!
(� ik 1zf (x; y))m� n

(m � n)!
ei k ? �r ? � m

(2.15)

con

A(k? ) =
kx x̂ + ky ŷ

k�
(2.16)

B(knz ; f ) =
(� �f yk2

� + knz ky)x̂ + ( �f xk2
� + knz kx )ŷ

knk�
(2.17)

donde se de�ni�o a kn = !
p

� 0� n y k� =
q

k2
x + k2

y . Teniendo estas expresiones si agrupamos

las componentes ^x e ŷ de cada ecuaci�on por separado y derivamos hasta el orden deseado, a

cada orden se generar�a un sistema lineal de ecuaciones para los coe�cientesa+
h;v y b�

h;v .

An�alogamente, para el campo magn�etico se obtiene,

1
Z0

1X

m=0

mX

n=0

Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

�
�B (k0z; f ) a+( n)

h + A (k? ) a+( n)
v

�

n!
(ik 0zf (x; y))m� n

(m � n)!
ei k ? �r ? � m +

1
Z0

�
�B

�
� k i

0z; f
�

E h
o + A

�
k i

?

�
E v

o

�
ei k i

? �r ?

1X

m=0

�
� ik i

0zf (x; y)
� m

m!
� m =

1
Z1

1X

m=0

mX

n=0

Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

�
�B (� k1z; f ) b� (n)

h + A (k? ) b� (n)
v

�

n!
(� ik 1zf (x; y))m� n

(m � n)!
ei k ? �r ? � m

(2.18)
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Aqu�� se puede ver que las ecuaciones (2.15) y (2.18) generan un sistema que debe ser

resuelto de manera perturbativa: para obtener los coe�cientes de ordenN primero deben

ser obtenidos todos los coe�cientes hasta el ordenN � 1. A continuaci�on calcularemos los

coe�cientes de orden cero (correspondientes a una super�cie plana, por lo que deben ser iguales

a los coe�cientes de Fresnel). Luego calcularemos los coe�cientes de orden uno, basados en

la soluci�on de orden cero. Con esto mostraremos, de forma esquem�atica, c�omo obtener los

coe�cientes inc�ognitas hasta un determinado orden en las perturbaciones.

2.3.1. Soluci�on a orden cero: coe�cientes de Fresnel

Para el campoE a orden cero las ecuaciones (2.15) y (2.18) se escriben como

Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

�
kx

k�
a+(0)

h +
k0zky

k0k�
a+(0)

v

�
ei k ? �r ? +

 
k i

x

k i
�

E h
o �

k i
yk i

0z

k0k i
�

E v
o

!

ei k i
? �r ?

=
Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

�
kx

k�
b� (0)

h �
k1zky

k1k�
b� (0)

v

�
ei k ? �r ?

(2.19)

Notemos que siF (k? ) es la transformada def (x; y) entoncesF (k? � k i
? ) ser�a la trans-

formada def (x; y)ei k i
? �r ? y tambi�en que la transformada de Fourier de f (x; y) = 1 es � (k? ).

Por lo tanto, podemos reescribir la ecuaci�on (2.19) y las dem�as ecuaciones de orden cero como

kx

k�
a+(0)

h +
k0zky

k0k�
a+(0)

v �
kx

k�
b� (0)

h +
k1zky

k1k�
b� (0)

v = �
�

kx

k�
E h

o �
kyk0z

k0k�
E v

o

�
�

�
k? � k i

?

�
(2.20)

ky

k�
a+(0)

h +
k0zkx

k0k�
a+(0)

v �
ky

k�
b� (0)

h +
k1zkx

k1k�
b� (0)

v = �
�

ky

k�
E h

o �
kxk0z

k0k�
E v

o

�
�

�
k? � k i

?

�
(2.21)

�
1

Z0

k0zky

k0k�
a+(0)

h +
1

Z0

kx

k�
a+(0)

v �
1

Z1

k1zky

k1k�
b� (0)

h + �
1

Z1

kx

k�
b� (0)

v =

�
1

Z0

�
k0zky

k0k�
E h

o +
kx

k�
E v

o

�
�

�
k? � k i

?

� (2.22)

1
Z0

k0zkx

k0k�
a+(0)

h +
1

Z0

ky

k�
a+(0)

v +
1

Z1

k1zkx

k1k�
b� (0)

h �
1

Z1

ky

k�
b� (0)

v =

1
Z0

�
k0zkx

k0k�
E h

o �
ky

k�
E v

o

�
�

�
k? � k i

?

� (2.23)
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Podemos representar a este sistema de cuatro ecuaciones lineales para los coe�cientes de

orden cero como

[A (k? )]4� 4 � [x0(k? )]4� 1 = [ b0(k? )]4� 1 (2.24)

donde de�nimos al vector de coe�cientes comox0 =
h
a+(0)

h ; a+(0)
v ; b� (0)

h ; b� (0)
v

i t

Tras resolver el sistema de ecuaciones se obtienen los coe�cientes como

a+(0)
v =

(� 1k0z � k1z)
(� 1k0z + k1z)

E v
0 � (k? � k i

? ) = Rv E v
0 � (k? � k i

? ) (2.25)

b+(0)
v =

2
p

� 1k0z

(� 1k0z + k1z)
E v

0 � (k? � k i
? ) = Tv E v

0 � (k? � k i
? ) (2.26)

a+(0)
h =

(k1z � k0z)
(k0z + k1z)

E h
0 � (k? � k i

? ) = Rh E h
0 � (k? � k i

? ) (2.27)

b+(0)
h =

2k0z

(k0z + k1z)
E h

0 � (k? � k i
? ) = Th E h

0 � (k? � k i
? ) (2.28)

donde se utiliz�o � 0 = 1 ya que en nuestro caso el medio superior es el vac��o.

En resumen, a orden cero resolvimos el problema con una interfaz plana. Con los resultados

obtenidos recuperamos los coe�ciente de Fresnel (R) de la geometr��a a resolver. Adem�as vemos

que, tal como se espera, solo tenemos en campo dispersado en la direcci�on especular ya que

todos los coe�cientes del orden cero resultan proporcionales a� (k? � k i
? ).

2.3.2. Coe�cientes a orden uno

Continuando a un orden m�as, agrupando cada componente de las ecuaciones (2.15) y

(2.18) a primer orden obtenemos una nueva ecuaci�on para el campo el�ectrico tangencial.

Para el caso de la componente en la direcci�on ^x se llega a
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Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

�
� f y k�

k0
a+(0)

v +
�

kx

k�
a+(0)

h +
k0zky

k0k�
a+(0)

v

�
(ik 0z f (x; y)) +

kx

k�
a+(1)

h +
k0zky

k0k�
a+(1)

v

�
ei k ? � r ?

+

"

�
f y k i

�

k0
E v

o +

 
k i

x

k i
�

E h
o �

k i
0zk i

y

k0k i
�

E v
o

!
�
� ik i

0z f (x; y)
�
#

ei k i
? � r ? =

Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

�
� f y k�

k1
b� (0)

v +
�

kx

k�
b� (0)

h �
k1zky

k1k�
b� (0)

v

�
(� ik 1z f (x; y)) +

kx

k�
b� (1)

h �
k1zky

k1k�
b� (1)

v

�
ei k ? � r ?

(2.29)

como los coe�cientes a orden cero son proporcionales a� (k? � k i
? ), podemos evaluar primero

los t�erminos que los contienen en las integrales y luego integrar. Por ejemplo,

Z 1

1

Z 1

1
dk?

� f yk�

ko
a+(0)

v (k? ) = �
f yk i

�

ko
a+(0)

v=� (k i
? ) (2.30)

donde a+(0)
v=� (k i

? ) es a+(0)
v (k i

? ) hallado a orden cero, evaluado enk? = k i
? y con la delta

de Dirac suprimida.

Para aligerar la notaci�on continuamos utilizando a+(0)
v . Notemos que si a@f(x;y )

@y lo trans-

formo v��a Fourier obtengo kyF (k? ), por lo tanto llegamos a que

kx

k�
a+(1)

h +
k0zky

k0k�
a+(1)

v �
kx

k�
b� (1)

h +
k1zky

k1k�
b� (1)

v =
" 

�
(k i

0z)2k i
y

k0k i
�

+
(ky � k i

y)k i
�

k0

!

a+(0)
v �

k i
0zk i

x

k i
�

a+(0)
h �

 
(ky � k i

y)k i
�

k1
�

(k i
1z)2k i

y

k1k i
�

!

b� (0)
v �

k i
1zk i

x

k i
�

b� (0)
h �

 �
k i

0z

� 2 k i
y

k0k i
�

�

�
ky � k i

y

�
k i

�

k0

!

E v
o +

k i
0zk i

x

k i
�

E h
o

#
�
iF

�
k? � k i

?

��

(2.31)

De forma an�aloga, para la componente ^y del campo el�ectrico y para ambas componentes

del campoH se tiene

ky

k�
a+(1)

h +
k0zkx

k0k�
a+(1)

v �
ky

k�
b� (1)

h +
k1zkx

k1k�
b� (1)

v =
" 

�
(k i

0z )2k i
x

k0k i
�

+
(kx � k i
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(2.32)
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Nuevamente, tenemos que resolver un sistema lineal de ecuaciones para hallar el vector

de coe�cientes a primer ordenx1 =
h
a+(1)

h ; a+(1)
v ; b� (1)

h ; b� (1)
v

i t
,

[A (k? )]4� 4 � [x1(k? )]4� 1 = [ b1(k? )]4� 1 (2.35)

Es importante notar que esta matriz A (k? ) es la misma matriz utilizada a orden cero

y continuar�a siendo la misma para todo orden en la expansi�on. De esta forma es sencillo

seguir el procedimiento para hallar los ordenes superiores operando de igual forma en que se

triangula la matriz al orden cero pero intercambiando el vector columna [b i (k? )]4� 1 seg�un sea

el orden i trabajado, aunque los coe�cientes ser�an cada vez mas complejos, algebraicamente,

de despejar.

Luego de resolver la triangulaci�on, el campo dispersado a primer orden ser�a

E (1)
s (r ) = �

Z 1

�1

Z 1

�1
dk?

h
a+(1)

h (k? ) ĥ (k0z) + a+(1)
v (k? ) v̂ (k0z)

i
eik 0z zei k ? �r ? (2.36)

Aqu�� se pone de mani�esto que el campo EM dispersado por una super�cie rugosa tiene

un espectro continuo de direcciones de propagaci�on. La ecuaci�on (2.36) puede leerse como la
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superposici�on de ondas planas, cada onda dada por la direcci�on de propagaci�onk = k? + k0z ẑ,

con k0x =
q

k2 � k2
? y con amplitud a+(1)

p (k? ) seg�un la polarizaci�on p del campo dispersado.

Para aplicaciones de Teledetecci�on es razonable utilizar la aproximaci�on de campo lejano

(dada por k0 � r � 1) para simpli�car la expresi�on del campo el�ectrico dispersado. A su vez,

tambi�en es necesario evaluar dicho campo en la direcci�on de retrodispersi�on (obackscattering),

ya que se considera que el sistema que emite y recibe la se~nal se encuentra en la misma posici�on

en ambos instantes (aunque consideraremos la reectividad en todo el semiespacio superior

para calcular la emisividad integrando).

Bajo la aproximaci�on de campo lejano y en la condici�on de backscattering, el campo

el�ectrico dispersado puede escribirse como

E (1)
s (r ) ' � i� 2�k 0 cos� s

eik 0 r

r

�
a+(1)

h (ks
? ) ĥ (ks

0z) + a+(1)
v (ks

? ) v̂ (ks
0z)

�
(2.37)

A continuaci�on utilizaremos esta expresi�on para calcular la energ��a retrodispersada que

regresa al radar. Esta magnitud se denomina Secci�on E�caz al Radar (oRadar Cross Section)

y ser�a una de las variables que necesitaremos calcular para ajustar las mediciones tomadas

por la misi�on Cassini. La otra magnitud, que es la emisividad de la super�cie, puede ser

calculada integrando la secci�on e�caz biest�atica: la energ��a que se dispersa en una direcci�on

arbitraria dada la direcci�on la onda incidente.

2.4. Coe�ciente de backscattering y emisividad

A menudo se utiliza el modelos de scattering en microondas el coe�ciente de scattering

biest�atico � qp(� i ; � i ; � s; � s) que depende de los �angulos de incidencia y dispersados y de las

polarizaciones de la se~nal dispersada y emitida (q y p, respectivamente). Este coe�ciente

describe las propiedades de scattering de la super�cie dispersora a una dada frecuencia,

polarizaciones (p y q) y �angulos de observaci�on e incidencia. Si lo de�nimos en t�erminos de

los campos incidentes y dispersados puede ser escrito como

� q;p (� i ; � i ; � s; � s) =
4�R 2

�
�E s

p

�
�2

A0
�
�E i

q

�
�2 (2.38)
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Adem�as, considerando el caso en donde� s = � i y � s = � i � � obtenemos el coe�ciente de

backscattering � 0
q;p.

Sin embargo, esta de�nici�on es v�alida para super�cies deterministas. En el caso de super-

�cies aleatorias, en donde no se conozca la expresi�on para la interfazz(x; y) que separa dos

medios diel�ectricos, la secci�on e�caz al radar debe ser calculada a trav�es de la varianza del

campo el�ectrico dispersado. Concretamente, se debe calcular

� (k? ) =
4�R 2

A

n
hEs(k? )E �

s (k? )i � jh Es(k? )ij 2
o

(2.39)

siendoA el �area iluminada por el radar, R la distancia de observaci�on yEs(k? ) la amplitud

del campo el�ectrico dispersado en la direcci�on de observaci�onk? .

Utilizando el m�etodo perturbativo presentado en las secciones previas, en el campo el�ectri-

co dispersado hasta primer orden tenemos la contribuci�on de scattering especular (orden cero)

m�as la primera correcci�on de scattering difuso. Esquem�aticamente, esto es

Es(x) =
Z

d2k?

2�
ei k ? �x (� (0) � (k? � k i ? ) + � (1) (k? ; k i ? )F (k? � k i ? ))

Es(x) =
Z

d2k?

2�
ei k ? �x Es(k? ) (2.40)

siendo los� (n) los coe�cientes geom�etricos calculados en las secciones previas yEs(k? )

la amplitud del campo el�ectrico dispersado en la direcci�onk? .

Del termino coherente podemos decir que solo depender�a del termino a orden cero pues

la transformada de Fourier de una variable aleatoria con estad��stica gaussiana y media cero

tambi�en tendr�a media cero. Por lo tanto, obtenemos

hEs(k)i = � (0) � (k? � k i ? ) (2.41)

Para el t�ermino incoherente, por el mismo argumento que utilizamos antes, los t�erminos

que contengan ordenes impares en la transformada de Fourier ser�an nulos:hF (k? )2n+1 i = 0.

En consecuencia, el t�ermino de scattering difuso resulta,

hEs(k)E �
s (k)i = j� (0) j2 � (k � k i ) + j� (1) j2 � (0)W (k � k i ) (2.42)
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siendoW (k � k i ) el espectro de rugosidad de la super�cie de�nido como [16]:



F (k � k i )F � (k0� k i )

�
= � (k � k0)W (k � k i ): (2.43)

Esta funci�on da cuenta de la energ��a que se dispersa en la direcci�onk? si la onda incide con

direcci�on k i ? . El scattering de una super�cie aleatoria es dado por el producto entre factores

geom�etricos (contenidos en los coe�cientes� (n) y el espectro de rugusidad de la super�cie.

En este trabajo caracterizaremos a la super�cie con espectros de rugosidad gaussianos,

W (k? ) =
s2 l2

4�
expf�

k2
? l2

4
g (2.44)

Por lo tanto, la secci�on e�caz biest�atica (a primer orden en la perturbaci�on � ) es

� (k? ) =
4�R 2

A
j� (1) (k ; k i ? ) j

2 W (k? � k i ? ) (2.45)

A partir de esta expresi�on puede calcularse el coe�ciente de retrodispersi�on� 0 simple-

mente tomando el caso particulark = � k i ? .

A su vez, la emisividad de la super�cie dispersora tambi�en puede calcularse a partir

de la expresi�on (2.45). Si consideramos que el cuerpo dispersor y emisor (en microondas)

se encuentra en equilibrio termodin�amico debe veri�carse que la energ��a emitida m�as la

energ��a dispersada deben sumar uno (previa normalizaci�on respecto a la amplitud de la se~nal

incidente). Y la energ��a dispersada por la super�cie es simplemente integrar la expresi�on (2.45)

en la semiesfera superior a la super�cie dispersora (o sea, en las direcciones conk0z > 0). Por

lo tanto, la emisividad se calcula como

" = 1 �
1

4�

Z
d2k? � (k? ) (2.46)

Hasta aqu�� hemos calculado el coe�ciente de backscattering y la emisividad basados en

el m�etodo de perturbaciones peque~nas y considerando que debajo de la super�cie dispersora

se encuentra un medio diel�ectrico homog�eneo. O sea, que estos c�alculos no tienen en cuen-

ta los efectos de scattering en volumen que pueden deberse a: i) estrati�caci�on del medio

subterr�aneo; ii) inhomogeneidades en el medio diel�ectrico.
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Utilizando el esquema de scattering m�as simple (SPM + diel�ectrico homog�eneo) vamos a

analizar los datos de la misi�on Cassini obtenidos sobre la regi�on Xanadu de Tit�an. A partir

de ellos veremos cu�ales son las limitaciones que presenta esta con�guraci�on sencilla y cu�ales

deber��an ser las mejoras a realizar.

2.5. An�alisis de simulaciones basadas en SPM a primer orden

Utilizando el modelo te�orico SPM a primer orden podemos estudiar la dependencia del

coe�ciente � 0 y la emisividad en funci�on de la constante diel�ectrica y la rugosidad del suelo.

En la Figura 2.3 se muestra el coe�ciente de retrodispersi�on� 0 como funci�on de la ru-

gosidad de la super�cie (s) y de la constante diel�ectrica (� ), para una dada onda incidente

(polarizaci�on, �angulo de incidencia y frecuencia determinadas). An�alogamente, en la Figura

2.4 se muestra la emisividad correspondiente. En ambos casos se utiliz�o el campo el�ectrico

incidente en polarizaci�on vertical. Estos resultados nos permiten tener una intuici�on del rango

de valores que deber��an tener las variables (s; � ) para ajustar las observaciones.

Seg�un el modelo te�orico, para generar valores altos de retrodispersi�on (i.e.� 0 > 0) se

requiere necesariamente super�cies no solo muy diel�ectricas sino tambi�en altamente rugosas.

Ambos efectos tienen interpretaciones f��sicas inmediatas:

a mayor constante diel�ectrica, m�as reectiva es una super�cie;

si la super�cie es poco rugosa, la reexi�on es cuasi-especular (scattering coherente);

si la super�cie es rugosa dispersa en todas las direcciones posibles (scattering difuso),

consiguiendo as�� mayor retrodispersi�on.
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Figura 2.3: Modelado del coe�ciente de Backscattering en funci�on de la altura rms del suelo medido en me-

tros, y de la constante diel�ectrica.

Sin embargo, si el scattering difuso aumenta se disminuye la emisividad de la super�cie:

r + e = 1, o sea, la energ��a se conserva1. Este comportamiento se muestra en la Figura 2.4,

donde se observa claramente que la m�axima emisividad se consigue para los m��nimos valores

posibles para la rugosidad y constante diel�ectrica de la super�cie dispersora.

1Estamos considerando que la super�cie se encuentra en equilibrio termodin�amico
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Figura 2.4: Modelado de la emisividad en funci�on de la altura rms del suelo medido en metros, y de la cons-

tante diel�ectrica.

2.5.1. Ajuste de las observaciones de Cassini con el modelo SPM a primer

orden

El an�alisis param�etrico discutido m�as arriba se aplic�o para estudiar la super�cie de Tit�an

buscando obtener los valores �optimos de los tres par�ametros geom�etricos/dil�ectricos (" ), s

y la longitud de correlaci�on l que mejor ajusten las observaciones obtenidas por la misi�on

Cassini.

Utilizando estos tres par�ametros se intent�o determinar los valores del coe�ciente de backs-

cattering y de la emisividad mediante la inversi�on de la relaci�on (� 0; " ) = f (�; s; l ). Las curvas

de nivel generadas por el modelo de una super�cie se contrastaron con los datos recolectados

de Cassini.

En la Figura 2.5 se representa la emisividad y backscattering en funci�on de" para ru-

gosidad y longitud de correlaci�on �jos, a su vez en las lineas punteadas se muestra el valor

que reporta Cassini para cada zona de Titan y �angulo de elevaci�on, estas zonas siguen la
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nomenclatura propuesta en [1]. En la zona VP1 se puede apreciar que el valor reportado no

concuerda con el rango de valores te�oricos, debido a que la medici�on sugiere la presencia de

suelos mas brillantes; por otro lado las zonas HU0 y HU1 indicar��a suelos altamente diel�ectri-

cos, en la zona DU2 la �unica solucion corresponder��a a una super�cie muy poco dielectrica.

En las demas regiones los suelos no presentan comportamientos extremos en cuanto a� .

Si bien en todos los casos, a excepci�on de VP1, se puede modelar el coe�ciente� 0, al intro-

ducir el valor de emisividad vemos que no concuerdan los valores de" estimados. Por ejemplo,

en la zona HU0, como se~nalamos anteriormente,� 0 sugiere suelos altamente diel�ectricos pero

contrariamente la emisividad indica suelos con contante diel�ectrica cercana a la cota inferior.
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