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Nuevas soluciones de Sitter no perturbativas
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Especialmente a Yamil, Tomi Chase, Facu Emina, Facu Pereyra, el Pelado, Juan Pablo,

Yamila, Tincho, Luisa, el Chanta, Tomi Noten, Mati H, Gabo, Jose, Juli G, Mati L, Gabi,

Aye, Osqui, Gonza, Juliana, Guido por todas salidas al barcito de deportes para pedir la

infalible promo de pizza+birra y otras grandes juntadas. También a Maxi, Tomi Chase,

Joaco, Tob́ıas, Alan, Sol por esos altos viajes hacia y desde La Plata.

Y fuera de la facultad, les agradezco a mis amigos del secundario Mallea, Solari, Kalestein,

Mirraji, Lopez y Harry por todos los viajes y las juntadas en las que la pasé excelente, y por
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Resumen

La cosmoloǵıa invariante ante dualidad desarrollada por Hohm y Zwiebach clasifica las

teoŕıas invariantes ante O(d, d;R) que involucran la métrica, el campo b y el dilatón que solo

dependen del tiempo, a todo orden en α′. Algunas de estas teoŕıas poseen soluciones no per-

turbativas isotrópicas de Sitter en el marco de cuerdas, generadas por el número infinito de

términos con muchas derivadas de los multipletes O(d, d;R). Extendiendo el ansatz isotrópi-

co, construimos soluciones de Sitter no perturbativas, estables e inestables, en el marco de

cuerdas y de Einstein. Las ecuaciones de movimiento generalizadas admiten nuevas solucio-

nes, incluyendo métricas d + 1-dimensionales y campo b no nulo. En particular, hallamos

geometŕıas dSn+1 × T d−n con dilatón constante, y métricas con factores de escala acotados

en las dimensiones espaciales con campo b no trivial. Discutimos también la estabilidad, el

carácter no perturbativo de las soluciones, y posibles aplicaciones.

El presente trabajo fue publicado en [1].

v
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las observaciones astronómicas resultan compatibles con un universo espacialmente plano

cuya expansión actualmente se está acelerando, en una fase que puede ser aproximada por

una geometŕıa de Sitter (dS). Por otro lado, la construcción de vaćıos dS consistentes en 1+3

direcciones no compactas en teoŕıa de cuerdas resulta ser extremadamente dif́ıcil [2]. Más

aún, existe un teorema no-go según el cual no hay soluciones (macroscópicas) dSn estables

o inestables para n ≥ 4 a nivel árbol en las teoŕıas de cuerdas heterótica y de tipo II (en la

ausencia de flujos RR) [3], y además se conjetura que no pueden existir vaćıos dS estables o

meta-estables en una teoŕıa cuántica consistente de gravedad [4].

Entender las consecuencias cosmológicas que la teoŕıa clásica de cuerdas induce en las

ecuaciones de Einstein requiere del conocimiento de las infinitas correcciones en potencias

de α′, la inversa de la tensión de las cuerdas (es decir, de todos los términos de la expansión

perturbativa, que incluyen un número arbitrario de derivadas de los campos). Pero hasta

ahora, solo los órdenes más bajos se han computado expĺıcitamente. Puesto que la expan-

sión truncada puede no mostrar las propiedades de la teoŕıa de cuerdas completa, se han

construido modelos alternativos para la evolución del universo a partir de teoŕıas invariantes

ante dualidad que incluyen correcciones a todo orden en α′ relevantes para cosmoloǵıa [5]-[8].

La motivación para la cosmoloǵıa invariante ante dualidad se origina en la observación de

Sen [9] de que la teoŕıa efectiva de cuerdas a bajas enerǵıas en d+ 1 dimensiones posee una

simetŕıa ante O(d, d;R), también denominada simetŕıa ante dualidad, a todo orden en α′,

cuando los campos no dependen de las d coordenadas espaciales. Como se discutió en [10], la

teoŕıa reducida dimensionalmente se puede obtener a partir de una compactificación en un d-

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

toro T d, ignorando las excitaciones de Kaluza-Klein (masivas) que surgen de configuraciones

de los campos en las cuales hay una dependencia en las coordenadas compactificadas. En

este caso, la simetŕıa (continua) de dualidad ante O(d, d;R) emerge en la teoŕıa efectiva de

cuerdas a bajas enerǵıas a partir de la simetŕıa ante T-dualidad, que es una simetŕıa discreta

ante O(d, d;Z) de la teoŕıa de cuerdas compactificada en un d-toro [11].

Todos los términos consistentes con invarianza ante dualidad y con derivadas de orden

arbitrario fueron clasificados en los papers fundamentales [5] para campos solo dependientes

del tiempo. Usando multipletes de O(d, d;R) como campos de la teoŕıa, y asumiendo que

sus transformaciones ante dualidad no cambian a ningún orden en α′, toda la expansión

perturbativa pudo reescribirse en términos con una o múltiples trazas, que solo involucran

derivadas primeras de los campos. Esta simplificación se logra a partir de realizar redefi-

niciones de campos covariantes ante dualidad orden a orden en α′, y asumiendo que toda

la dependencia en el dilatón sin derivar está contenida en el prefactor exponencial de la

medida de integración. Implementando un ansatz con una métrica de Friedmann-Lemaitre-

Robertson-Walker isotrópica y de dimensión d+ 1, con campo de Kalb-Ramond nulo, Hohm

y Zwiebach mostraron que la cosmoloǵıa invariante ante dualidad admite soluciones dS no

perturbativas en el marco de cuerdas [5]. Este tipo de soluciones también fueron obtenidas

en presencia de fuentes de materia en [6], mientras que las condiciones para obtener un vaćıo

dS en el marco de Einstein con dilatón no constante fueron deducidas en [7] en términos

de una ecuación diferencial no lineal de segundo orden para una función que describe al

Lagrangiano, que resulta ser bastante no trivial.

Un modelo cosmológico más realista fue construido en [8], extendiendo el ansatz isotrópico

de [5] a geometŕıas con dos factores de escala: uno dinámico en n < d dimensiones espaciales,

y uno constante en las restantes d−n coordenadas espaciales. Inspirados por el escenario de

cosmoloǵıa de un gas de cuerdas [12], se mostró en [8] que las ecuaciones no perturbativas

de la cosmoloǵıa invariante ante dualidad son (en principio) compatibles con un mecanismo

dinámico en el cual el universo emerge de una fase con geometŕıa R×T 9 del espacio-tiempo,

con materia hecha de un gas de cuerdas, que evoluciona hacia cuatro dimensiones espacio-

temporales grandes. En este escenario tres dimensiones espaciales se decompactifican (se

agranda su tamaño, su radio), mientras que las restantes seis dimensiones espaciales internas

se estabilizan alrededor de la longitud de la cuerda (no se decompactifican).
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En la primera parte de este trabajo, reconsideramos el ansatz no isotrópico de [8] en el

vaćıo y reobtenemos las ecuaciones de movimiento. Hallamos las siguientes condiciones para

tener soluciones dS en el marco de cuerdas en n+ 1 ≤ d+ 1 dimensiones cuando la carga de

Noether asociada a la simetŕıa global O(d, d) se anula:

F ′n(H0) = 0 , Fn(H0) = c2 ≥ 0 ,
∂Φ

∂t
= −c , (1.0.1)

donde Fn(H) describe al Lagrangiano de la teoŕıa y está bien definido para valores no infini-

tesimales de
√
α′H, H = H0 = cte es el parámetro de Hubble, Φ es el dilatón generalizado,

y c es una constante real. Las configuraciones descriptas por (H0, c) tienen dilatón constan-

te si c = nH0 y son dS tanto en el marco de cuerdas como en el marco de Einstein. Las

condiciones para obtener vaćıos dS en el marco de Einstein, ahora son simples ecuaciones

algebraicas porque el dilatón es constante. Estas soluciones son estables (inestables) si c > 0

(c < 0), y pueden ser fácilmente clasificadas en geometŕıas dS expansivas o contractivas. Las

soluciones dS en el marco de cuerdas con c 6= 0 son nuevas en la literatura, y en especial las

soluciones dS que son dS en ambos marcos (es decir, que tienen dilatón constante, lo cual

ocurre si c = nH0) son también nuevas.

Tanto el ansatz isotrópico como el no isotrópico considerado en [5]-[8] poseen la simplifi-

cación adicional de que los términos con múltiples trazas se pueden absorber en los términos

con una sola traza porque dan la misma contribución estructural. De todos modos, para

métricas más heterogéneas o un campo de Kalb-Ramond no nulo, los términos con múltiples

trazas no pueden ser absorbidos, y deben ser considerados. Esta última situación es estudia-

da en la segunda parte del presente trabajo. Incluimos las correcciones de múltiples trazas

en las ecuaciones de movimiento de la cosmoloǵıa invariante ante O(d, d) y examinamos un

ansatz generalizado en el cual la (parte espacial gij de la) métrica, su derivada temporal, y

la derivada temporal del campo bij son matrices conmutantes. A pesar de que parece una

suposición algo general, resulta que la simetŕıa ante dualidad nos permite tomar a la métrica

como diagonal, y tomar al campo b y su derivada temporal como matrices diagonales por

bloques, sin pérdida de generalidad.

A pesar de que las correcciones de múltiples trazas no pueden ser absorbidas en correc-

ciones de una sola traza, se pueden obtener las ecuaciones de movimiento, que permiten

soluciones dS no perturbativas isotrópicas y anisotrópicas en n ≤ d dimensiones espaciales.
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Estas soluciones pueden tener dilatón constante, siendo geometŕıas dS estables o inestables

tanto en el marco de cuerdas como en el de Einstein. Los nuevos vaćıos dS también se en-

cuentran en el sector con carga de Noether de O(d, d) nula Q = 0, que resulta ser un sector

rico en soluciones dS no perturbativas. Por otro lado, se halló un efecto interesante de la

dinámica de campo b, que debe ser no trivial en dimensiones con autovalores no nulos de un

bloque de la carga de Noether (luego en el sector con Q 6= 0), y los factores de escala de

dichas dimensiones espaciales deben ser acotados, prohibiendo aśı soluciones dS.

Además de la equivalencia entre los marcos de cuerdas y de Einstein, las soluciones con

dilatón constante φ0 tienen la ventaja de que uno puede tomar gs = eφ0 � 1 para todo

tiempo, pues es constante. Esto es consistente con las teoŕıas clásicas de cuerdas, que son

puntos particulares en el espacio de teoŕıas invariantes ante dualidad.

Por otra parte, el Lagrangiano de la teoŕıa efectiva de cuerdas a bajas enerǵıas es una

expansión asintótica en potencias de α′. Aun si todas las contribuciones perturbativas fueran

conocidas, argumentaremos en el caṕıtulo 6 que se necesita información no perturbativa para

determinar si la teoŕıa admite soluciones dS no perturbativas. En cualquier caso, especificar

las condiciones que permiten dS y otras soluciones curiosas en teoŕıas invariantes ante duali-

dad es un resultado interesante que revela caracteŕısticas generales que pueden ser aplicadas

a la teoŕıa de cuerdas con todas las correcciones α′.

El presente trabajo se organiza de la siguiente forma: En el caṕıtulo 2, presentamos un

breve resumen de los fundamentos de cosmoloǵıa invariante ante dualidad (dejando algunos

detalles para el apéndice A), y deducimos las ecuaciones de movimiento incluyendo correc-

ciones con múltiples trazas (lo cual es nuevo en la literatura). Considerando un ansatz con un

factor de escala dinámico en n ≤ d dimensiones espaciales y uno constante en las restantes

d − n dimensiones espaciales con campo b nulo, determinamos en el caṕıtulo 3 las condi-

ciones para obtener soluciones dS con dilatón constante (y no constante también). Además,

analizamos la estabilidad de las soluciones y las clasificamos. En el caṕıtulo 4 introducimos

el ansatz generalizado de matrices conmutantes y calculamos las correspondientes ecuacio-

nes de movimiento, donde los detalles del cálculo se encuentran en el apéndice B. Hallamos

soluciones dS de las nuevas ecuaciones en el caṕıtulo 5, con geometŕıas anisotrópicas o con

campo b no nulo. Estas tienen Q = 0, que resulta ser un sector rico en soluciones dS, como

se explica en el apéndice C. En el caṕıtulo 6 y en el apéndice D se puede ver un resumen del
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procedimiento para obtener soluciones dS no perturbativas y una discusión sobre su carácter

no perturbativo. Finalmente, las conclusiones y posibles futuras direcciones están contenidas

en el caṕıtulo 7.



Caṕıtulo 2

Cosmoloǵıa invariante ante dualidad

En este caṕıtulo repasamos brevemente la cosmoloǵıa invariante ante O(d, d;R) a todo

orden en α′ introducida por Hohm y Zwiebach [5], dejando algunos detalles para el apéndice

A, y establecemos la notación. En 2.2 generalizamos la derivación de las ecuaciones de movi-

miento para incluir las contribuciones de las correcciones de múltiples trazas, que permiten

la construcción de soluciones no isotrópicas y con campo b no nulo (que desarrollaremos en

los próximos caṕıtulos).

2.1. La acción y sus campos

El formalismo desarrollado en [5] se basa en la observación de Sen [9] de que la teoŕıa

efectiva a bajas enerǵıas del sector gravitatorio universal de la teoŕıa de cuerdas en D = d+1

dimensiones posee una simetŕıa O(d, d;R) global a todo orden en α′, cuando los campos no

dependen de las d coordenadas espaciales. Esta simetŕıa, también denominada ‘dualidad’,

contiene la dualidad del factor de escala a↔ a−1 [13, 14]. Siguiendo [15] y usando argumentos

de la teoŕıa de campos de cuerdas [16], Hohm y Zwiebach asumieron que las transformaciones

O(d, d;R) poseen la misma forma a todo orden en α′ si la teoŕıa se expresa en términos del

dilatón generalizado invariante ante dualidad Φ,

e−Φ =
√

det gij e
−2φ , (2.1.1)

y la matriz covariante O(d, d;R) S, que debe verificar los v́ınculos S2 = 1 y St = ηSη, siendo

η = ( 0 1
1 0 ) la métrica invariante ante O(d, d). Toda matriz S que cumple estos v́ınculos se

6
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puede escribir en términos de una matriz simétrica g y una antisimétrica b como

S =

bg−1 g − bg−1b

g−1 −g−1b

 , (2.1.2)

donde g y b son las componentes espaciales gij y bij de la métrica del espacio-tiempo y el

campo de Kalb-Ramond, respectivamente, que se toman como 1:

gµν(t) =

−n2(t) 0

0 gij(t)

 con n(t) > 0 y bµν(t) =

0 0

0 bij(t)

 . (2.1.3)

Más aún, asumiendo que toda la dependencia de la acción en el dilatón (no derivado) está

contenida en el factor exponencial de la medida de integración, y realizando redefiniciones

covariantes ante dualidad de los campos 2, Hohm y Zwiebach mostraron que toda acción

invariante ante O(d, d) y ante reparametrizaciones temporales que describe la dinámica de

S y Φ puede llevarse a la forma:

I(S,Φ, n) =

ˆ
dt n e−Φ

[
−(DΦ)2 −F(DS)

]
, (2.1.4)

donde Φ(t) y S(t) son escalares ante reparametrizaciones temporales, mientras que n(t) es

una densidad. Al aplicar una transformación h ∈ O(d, d;R) ⇐⇒ hηht = η con h =cte,

S transforma como S → S ′ = hSh−1 preservando los v́ınculos, mientras que Φ y n son

invariantes. D ≡ 1

n(t)

∂

∂t
es la derivada temporal covariante, y siempre se puede elegir una

parametrización temporal tS tal que n(tS) = 1.

La función F(DS) se define por la siguiente expansión asintótica.

F(DS) ≡ −c1tr
[
(DS)2

]
−
∞∑
k=2

α′ k−1
∑

P∈ Part(k,2)

ck,P
∏
m∈P

tr
[
(DS)2m

]
, (2.1.5)

que contiene todas las correcciones α′. Part(k, 2) es el conjunto de p(k, 2) = p(k)− p(k − 1)

particiones P del número k con números mayores o iguales a 2. Notar que F(DS) contiene

correcciones con una sola traza (que corresponden a particiones con un solo elemento), y

correcciones con múltiples trazas (que corresponden a particiones con más de un elemen-

to, |P | ≥ 2). Los coeficientes c1, ck,P son constantes reales adimensionales arbitrarias que

1Sin pérdida de generalidad para campos que solo dependen de la coordenada temporal (no periódica).

Para entender porqué, ver la referencia al pie 1 en el apéndice A.
2Para más detalles sobre estas redefiniciones, ver el apéndice A. Y para entenderlo de forma expĺıcita, ver

la sección 2 de [5].
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parametrizan y clasifican las teoŕıas I(S,Φ, n) (bien definidas perturbativamente en α′) in-

variantes ante dualidad y reparametrizaciones temporales. En particular, los valores c1 = −1

8

y c2,{2} =
1

64
,

1

128
ó 0 se corresponden a la acción efectiva de bajas enerǵıas reducida dimen-

sionalmente de las teoŕıas de cuerdas bosónica, heterótica y tipo II, respectivamente, y los

coeficientes ck,P de mayor órden son solo parcialmente conocidos en teoŕıa de cuerdas.

Dado que F(DS) solo depende de trazas de potencias pares deDS, es fácil chequear que es

un escalar (ante reparametrizaciones temporales) invariante ante transformaciones globales

de dualidad, y ante inversión temporal t → −t. Por lo tanto, toda la acción I(S, φ, n) es

invariante ante O(d, d;R), ante reparametrizaciones temporales y (a menos de un signo)

también ante inversión temporal. Luego, las ecuaciones de movimiento también debeŕıan

verificar estas simetŕıas.

Es conveniente definir una función escalar adimensional F̃(X̃ ) ≡ α′F(DS) que solo de-

penda de la variable matricial adimensional X̃ ≡
√
α′ DS, y verifica F̃(X̃ ) = F̃(−X̃ ). Luego,

la teoŕıa clásica descripta por la acción I(S,Φ, n) puede ser estudiada perturbativamente,

orden a orden en α′ (asumiendo valores infinitesimales de X̃ 2), o no perturbativamente.

Finalmente, notar que es posible añadir un término de constante cosmológica 2ΛS =

O(α′−1) en la definición de F(DS) al considerar la teoŕıa de forma no perturbativa. Esto se

corresponde a añadir una constante c0 ≡ 2α′ΛS = O(α′0) adimensional a F̃(X̃ ). Por ejemplo,

2ΛS =
2(D −Dc)

3α′
en la acción efectiva de bajas enerǵıas de una teoŕıa de cuerdas en una

dimensión no cŕıtica D 6= Dc.

2.2. Ecuaciones de movimiento con correcciones de múlti-

ples trazas

En esta sección deducimos las ecuaciones de movimiento que se obtienen de extremar

la acción (2.1.4). Generalizamos los resultados obtenidos en [5] para incluir las correcciones

de múltiples trazas, que son necesarias para considerar soluciones con campo b no nulo o

métricas genéricas anisotrópicas.

Variando la acción I(Φ,S, n) con respecto a Φ,S y n,

δΦ,S,nI =

ˆ
dt n e−Φ

(
δΦEΦ + tr(δSFS) +

δn

n
En

)
, (2.2.1)
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se definen EΦ, FS y En, que son escalares ante reparametrizaciones temporales. Por un lado,

EΦ = 0 y En = 0 son las ecuaciones de movimiento para Φ y n, respectivamente. Por otro

lado, FS = 0 no es la ecuación de movimiento para S porque la variación δS debe verificar

las condiciones δS = −SδSS y δSt = ηδSη para preservar los v́ınculos S2 = 1 y St = ηSη,

respectivamente.

Para imponer los v́ınculos en S y δS, definimos los proyectores

P0(A) ≡ 1

2
(A− SAS) sobre el subespacio de matrices que verifican A = −SAS ,

P±(A) ≡ 1

2
(A± ηAtη) sobre el subespacio de matrices que verifican A = ±ηAtη ,

PT ≡ P+ ◦ P0 = P0 ◦ P+ sobre el subespacio de matrices que verifican A = −SAS y A = ηAtη .

Todos estos operadores lineales P son efectivamente proyectores (P 2 = P ) y también verifican

la propiedad

tr [P (A)B] = tr [AP (B)] = tr [P (A)P (B)] , (2.2.2)

para toda matriz A,B ∈ R2d×2d. Más aún, considerando una variación local δXP = P (δX)

que para verificar un cierto v́ınculo, debe pertenecer a la imagen de un cierto proyector lineal

P (que asumimos que verifica la propiedad (2.2.2)), las condiciones impuestas sobre la matriz

A satisfacen las siguientes equivalencias:

ˆ
dt n tr(δXPA) = 0 ∀ δXP (t) = P (δX) ∈ Im(P ) restricto

⇐⇒
ˆ
dt n tr [δXP (A)] = 0 ∀ δX(t) irrestricto ⇐⇒ P (A) = 0 .

(2.2.3)

Luego, la única información relevante en A para una variación restricta (a pertenecer a

Im(P )) es su proyección P (A) 3.

En particular, considerando δX irrestricto, podemos imponer ambos v́ınculos en δS to-

mando:

δS = PT (δX) =
1

4
(δX + ηδX tη − SδXS − SηδX tηS) . (2.2.5)

3Tomando A = A1 −A2 en (2.2.3) y usando que P (A1 −A2) = P (A1)− P (A2), se puede mostrar que

ˆ
dt n tr(δXPA1) =

ˆ
dt n tr(δXPA2) ∀ δXP (t) ∈ Im(P ) restricto ⇐⇒ P (A1) = P (A2) (2.2.4)
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Entonces, de acuerdo a (2.2.3), la ecuación de movimiento para variaciones restrictas de

S es

ES = PT (FS) = 0 , (2.2.6)

y usando (2.2.2), se tiene que tr(δSFS) = tr(δXES) = tr(δSES). Esto es consistente con la

definición ES = P0(FS) usada en [5], porque se verifica que ηEt
Sη = ES .

Más aún, notando que la imagen de P− es el álgebra de Lie

so(d, d) = {τ ∈ R2d×2d : τη + ητ t = 0} , (2.2.7)

la variación δS en (2.2.5) puede ser escrita como

δS = [τ,S] , (2.2.8)

con τ ≡ P−(δX S/2) ∈ so(d, d). Por lo tanto, vemos que toda variación δS que preserva los

v́ınculos puede ser escrita como una transformación local infinitesimal de O(d, d;R) como

(2.2.8). Por el contrario, toda transformación local infinitesimal de dualidad de la forma

δτS = [τ,S] preserva los v́ınculos. En efecto, δS = −SδSS se verifica por (2.2.8) y δS =

ηδStη dado que τ ∈ so(d, d). En particular, para τ cte, O(d, d;R) es una simetŕıa global de

la teoŕıa y hay una carga asociada de Noether conservada Q.

La relación expĺıcita entre Q y la ecuación de movimiento de S se deduce observando

que

δI =

ˆ
dt n e−Φ tr(δSFS) =

ˆ
dt n e−Φ tr [τ 2SP0(FS)] , (2.2.9)

por la ecuación (2.2.8). Luego, imponiendo τ ∈ so(d, d), se puede proyectar P−(SP0(FS)) =

SP+(P0(FS)) = SES . Además, recordando el truco usual para computar la carga de Noether

δτI =

ˆ
dt n tr [(Dτ)Q] = −

ˆ
dt n tr(τDQ) ,

se puede tomar Q,DQ ∈ so(d, d) puesto que τ,Dτ ∈ so(d, d), y usar (2.2.4) en la referencia

al pie 3 para hallar la relación

DQ = −2e−ΦS ES . (2.2.10)

Entonces la ecuación de movimiento para S resulta ser equivalente a la conservación de la

carga de Noether Q. Esto generaliza el resultado hallado en [5] para funciones F(DS) que
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solo contienen correcciones de una traza, a funciones genéricas que involucran correcciones

de múltiples trazas.

Para hallar la expresión precisa de Q, es conveniente definir J como

δτI =

ˆ
dt n tr [D(δτS) J ] =

ˆ
dt n tr ((Dτ)[S, J ]) , (2.2.11)

donde usamos (2.2.8) y asumimos que J es una combinación lineal de potencias impares

de DS (mostraremos debajo que se verifica esto) de forma que [DS, J ] = 0. Por lo tanto,

usando (2.2.4) y [S, (DS)2k−1] = 2S(DS)2k−1 ∈ so(d, d), lo cual se deduce de los v́ınculos de

S, podemos identificar

Q = P−([S, J ]) = P−(2SJ) = 2SJ ∈ so(d, d) . (2.2.12)

Variando la forma expĺıcita de la acción, obtenemos

δτI = −
ˆ
dt n e−Φ δτ [F(DS)] = −

ˆ
dt n e−Φ tr [δτ (DS) F ′(DS)] , (2.2.13)

donde definimos la derivada F ′(A) de una función escalar F(A) con respecto a la matriz A,

como una matriz tal que δ [F(A)] = tr [δA F ′(A)] [17], y luego

J = −e−Φ F ′(DS) =⇒ Q = −2 e−Φ S F ′(DS) . (2.2.14)

Vemos que J es de hecho una combinación lineal de potencias impares (DS)2k−1, a partir de

derivar expĺıcitamente la expansión asintótica (2.1.5):

F ′(DS) = −2c1DS −
∞∑
k=2

α′ k−1
∑

P∈ Part(k,2)

ck,P
∑
m0∈P

2m0 (DS)2m0−1
∏

m∈P−{m0}

tr
[
(DS)2m

]
,

(2.2.15)

donde usamos
∂ {tr [g(X)]}

∂X
= g′(X) para g(X) polinomio, ya que δ [tr(Xn)] = tr [δX nXn−1]

para todo n ∈ N0 [17]. Entonces, confirmamos que Q es una combinación lineal de términos

como S(DS)2m0−1 ∈ so(d, d), y en consecuencia Q ∈ so(d, d).

Nos concentramos en las ecuaciones de movimiento para Φ y n. La primera es trivial

EΦ = 2D2Φ− (DΦ)2 + F(DS) = 0 . (2.2.16)

Para calcular En, consideramos

δn [F(DS)] = tr [δn(DS) F ′(DS)] = −δn
n

tr [DS F ′(DS)] (2.2.17)
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y

δn
[
(DΦ)2

]
= −2

δn

n
(DΦ)2 , (2.2.18)

de lo cual se deduce

δnI =

ˆ
dt n e−Φ δn

n

{
(DΦ)2 −F(DS) + tr [DS F ′(DS)]

}
, (2.2.19)

de donde podemos identificar En.

Resumiendo, las ecuaciones de movimiento incluyendo las correcciones de múltiples trazas

son

En = (DΦ)2 −F(DS) + tr [DS F ′(DS)] = 0 (2.2.20a)

EΦ + En = 2D2Φ + tr [DS F ′(DS)] = 0 (2.2.20b)

ES = −1

2
eΦS DQ = 0 ⇐⇒ DQ = 0 ⇐⇒ Q = cte ∈ so(d, d) (2.2.20c)

Nótese que la primera es un v́ınculo entre DΦ y DS, mientras que las otras dos determinan

la dinámica de Φ y S, puesto que contienen segundas derivadas. Todas las ecuaciones son

invariantes ante O(d, d;R) y ante reparametrizaciones temporales. También son invariantes

ante inversión temporal t → −t como era esperado, ya que F(DS) solo contiene potencias

pares de DS. En otras palabras, para una cierta solución S(t),Φ(t), n(t), hay también una

solución invertida temporalmente S̃(t) ≡ S(−t), Φ̃(t) ≡ Φ(−t), ñ(t) ≡ n(−t).

Además, al aplicar una reparametrización temporal infinitesimal t→ t′ = t−λ(t) (usando

que Φ,S transforman como escalares, y n transforma como una densidad)

δλΦ = λΦ̇ = λn DΦ , δλS = λṠ = λn DS ,
δλn

n
=

1

n
∂t(λn) = D(λn) ,

(2.2.21)

la variación 2.2.1 debe ser nula debido a la invarianza de la acción ante reparametrizaciones

temporales, luego (integrando por partes el último término):

0 = δλI0 =

ˆ
dt n e−Φ (λn(DΦ)EΦ + λn tr((DS)ES) +D(λn) En)

=

ˆ
dt n e−Φnλ

(
(DΦ)EΦ + tr((DS)ES)− eΦD(e−ΦEn)

) (2.2.22)

Y como es válido para λ(t) arbitrario (infinitesimal), el integrando se anula, y obtenemos la

identidad de Bianchi:

DEn = (DΦ)(EΦ + En) + tr [(DS)ES ] (2.2.23)
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Luego, si DΦ 6= 0 para (casi) todos los tiempos, solo es necesario resolver las ecuaciones

En = 0 , ES = 0 ⇐⇒ Q = cte , (2.2.24)

dado que implican (junto con la identidad de Bianchi) que EΦ + En = 0.

Además, siempre es suficiente resolver

EΦ + En = 0 , ES = 0 ⇐⇒ Q = constante , En(t0) = 0 , (2.2.25)

donde En(t0) está evaluado en un cierto tiempo inicial t0, ya que implican En(t) = 0 para

todo tiempo t.

Para resolver las ecuaciones perturbativamente, se debe reemplazar F(DS) y F ′(DS) por

sus expansiones asintóticas hasta un cierto orden. Más precisamente, se deben resolver las

ecuaciones hasta dos derivadas, y luego corregirlas perturbativamente. Por otra parte, para

hallar soluciones no perturbativas, se debe considerar a F(DS) como una función escalar

genérica de DS, o más precisamente considerar F̃(X̃ ) como una función escalar genérica

adimensional de la matriz adimensional X̃ 2, que puede tomar valores no infinitesimales.

Nótese que añadir una constante cosmológica 2ΛS, resulta en añadir una constante a

F(DS) → F(DS) + 2ΛS, sin modificar F ′(DS). Consecuentemente, el único cambio en

(2.2.25) es la condición inicial, que pasa a ser En(t0)− 2ΛS = 0.

En los siguientes caṕıtulos, buscaremos soluciones dS de estas ecuaciones, es decir solu-

ciones con una métrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker con curvatura k = 0 y factor

de escala a(t) = eH0t, con un parámetro de Hubble H0 cte.



Caṕıtulo 3

Soluciones dS no perturbativas en

n + 1 ≤ d + 1 y b = 0

Tomando b = 0 y la métrica espacial como gij = a(t)2δij, se mostró en [5] que las ecuacio-

nes de movimiento (2.2.20) se reducen a las ecuaciones (de cuerdas) de Friedmann (halladas

por ejemplo en [18]) corregidas con derivadas de mayor orden. Estas ecuaciones pueden ser

integradas perturbativamente a todo orden arbitrario en α′, y además se argumentó que

pueden admitir soluciones dS en el marco de cuerdas que son no perturbativas en α′. Una

condición necesaria para tener soluciones dS de d + 1 dimensiones en el marco de Einstein

con dilatón no constante fue hallada en [7], que tiene la forma de una ecuación diferencial

ordinaria (ODE) no lineal de segundo orden para la función que describe las correcciones

α′. Adicionalmente, soluciones dS isotrópicas de dimensión d+ 1 también fueron discutidas

incluyendo fuentes de materia covariantes ante dualidad en [6].

En este caṕıtulo consideramos la extensión más simple posible del ansatz isotrópico, que

es una métrica con un solo factor de escala dinámico a(t) en n < d dimensiones espaciales

isotrópicas 1 y otro factor de escala constante a0 en las restantes d−n dimensiones espaciales

isotrópicas, es decir

b = 0 , ai =

a(t) si 1 ≤ i ≤ n

a0 = cte si n+ 1 ≤ i ≤ d

(3.0.1)

1Debe ser claro a partir del contexto cuando n se refiere al número de dimensiones espaciales con factor

de escala dinámico, o a la componente g00 = −n2(t) de la métrica.

14
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Este ansatz fue analizado en [8] en presencia de materia.

Si se consideran factores de escala constantes aj,0 y posiblemente diferentes para cada

una de las d − n dimensiones espaciales xj, se puede aplicar una transformación global

O(d, d;R) que corresponde a una reparametrización xj → x′j =
a0

aj,0
xj [9, 10], que resulta

en reemplazar todos los factores de escala constantes distintos aj,0 por uno solo, obteniendo

(3.0.1) (el campo b no se afecta porque b = 0). El intervalo ds2 = −n2(t)dt2+
n∑
i=1

a2(t)dxidxi+

d∑
j=n+1

a2
0dx

jdxj ciertamente podŕıa describir nuestro universo de dimensión 4 si n = 3. En

principio, cualquier rotación que mezcle las n dimensiones espaciales con factor de escala

dinámico con las restantes d− n no es una simetŕıa de la teoŕıa.

Como fue observado en [8], en este caso no es necesario incluir las correcciones de múltiples

trazas en (2.1.5). La función F(DS) resulta ser una función Fn(H) (dependiente de n) que

depende solo del único parámetro de Hubble dinámico H = D ln(a) =
Da
a

como en [5].

3.1. Métrica no isotrópica y campo b nulo

Con una métrica diagonal gij = a2
i (t)δij con diferentes factores de escala ai(t) para cada

dirección espacial xi y b = 0, la matriz S toma la forma

S =

 0 g

g−1 0

 =

 0 diag(a2
i )

diag(a−2
i ) 0

 , (3.1.1)

y su derivada covariante temporal es

DS = 2

 0 diag(Hia
2
i )

diag(−Hia
−2
i ) 0

 con (DS)2 = −4

diag(H2
i ) 0

0 diag(H2
i )

 .

(3.1.2)

Hi ≡ D ln(ai) es el parámetro de Hubble asociado a xi. Eligiendo la parametrización temporal

tS tal que n(tS) = 1, podemos expresar Hi = ∂tS ln(ai).

En el ansatz más simple (3.0.1) con g = diagn(a2(t), a2
0) ≡ diag(a2(t), · · · , a2(t)︸ ︷︷ ︸

n

, a2
0, · · · , a2

0︸ ︷︷ ︸
d−n

),

se simplifica la matriz S:

S =

 0 diagn(a2(t), a2
0)

diagn(a−2(t), a−2
0 ) 0

 . (3.1.3)
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Su derivada temporal covariante es

DS = 2

 0 diagn(Ha2(t), 0)

diagn(−Ha−2(t), 0) 0

 ≡ 2HJn , (3.1.4)

donde H ≡ D(ln(a(t))) es el único parámetro de Hubble no trivial, y

(DS)2 = −4H2

diagn(1, 0) 0

0 diagn(1, 0)

 ≡ −4H2In (3.1.5)

puesto que J 2
n = −In. Luego, se espera que F(DS) se pueda expresar como una función

de una variable Fn(H) y que las correcciones de múltiples trazas puedan ser absorbidas en

correcciones de una traza.

Para probar esto, calculamos F(DS) considerando que In es idempotente (I2
n = In =⇒

Imn = In). Entonces (DS)2m = (−1)m22mH2m In y tr
[
(DS)2m] = (−1)m22mH2m 2n, de

forma que

F(DS) = 8nc1H
2 − 2n

∞∑
k=2

α′ k−1 (−1)k22kH2k
∑

P∈ Part(k,2)

(2n)|P |−1ck,P

= 2n
∞∑
k=1

α′ k−1 (−1)k−122kH2kc
(n)
k ≡ Fn(H) ,

(3.1.6)

donde se absorbieron los coeficientes ck,P para P ∈ Part(k, 2) en un coeficiente (dependiente

de n) c
(n)
k ≡

∑
P∈ Part(k,2)

(2n)|P |−1ck,P para cada k ≥ 2, y c
(n)
1 ≡ c1. Esto se relaciona con

la forma en la que las correcciones de múltiples trazas se absorben como correcciones de

una traza en [5] 2. En efecto, expresamos expĺıcitamente F(DS) como una función de una

variable Fn(H) del único parámetro de Hubble no trivial. Evaluando en n = d, recuperamos

la función F (H) definida en [5] (con coeficientes ck = c
(d)
k ).

2Más generalmente, las correcciones de múltiples trazas pueden ser absorbidas como correcciones de una

traza si
∏
m∈P

tr
[
(DS)2m

]
= dP tr

[
(DS)2k

]
para toda P ∈ Part(k, 2), con dP una constante que puede

depender de P . Este siempre es el caso si (DS)2 es proporcional a una matriz idempotente (con autovalores

0 y 1), cuya traza debe ser un entero no negativo constante.
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También va a ser útil calcular

F ′(DS) = −2c1DS −
∞∑
k=2

α′ k−1
∑

P∈ Part(k,2)

ck,P
∑
m0∈P

(2m0) (DS)2m0−1
∏

m∈P−{m0}

tr((DS)2m)

= DS

−2c11−
∞∑
k=2

α′ k−1
∑

P∈ Part(k,2)

ck,P
∑
m0∈P

(2m0) (DS)2(m0−1)
∏

m∈P−{m0}

tr((DS)2m)

 .

(3.1.7)

Usando que (DS)2m = (−4)m H2m In y tr [(DS)2m] = 2n (−4)m H2m, se puede ver que

la matriz entre corchetes de (3.1.7) es diagonal, con componentes iguales a −2c1 en los

elementos que corresponden a los ceros de In. Además, un cálculo sencillo muestra que las

componentes diagonales restantes que corresponden a los elementos 1 de In son iguales a

−F
′
n(H)

8nH
. Entonces, podemos expresar

F ′(DS) = − 1

4n
F ′n(H)

 0 diagn (a2, 0)

diagn (−a−2, 0) 0

 = − 1

4n
F ′n(H) Jn . (3.1.8)

Ahora se pueden calcular las ecuaciones de movimiento, considerando que

tr [DS F ′(DS)] = −2H

4n
F ′n(H) tr(J 2

n ) =
H

2n
F ′n(H) tr(In) = HF ′n(H) (3.1.9)

y

Q = −2e−ΦSF ′(DS) =
1

2n
e−ΦF ′n(H)

diagn(−1, 0) 0

0 diagn(1, 0)

 . (3.1.10)

Luego Q = cte ∈ so(d, d) ⇐⇒ q ≡ e−ΦF ′n(H) = cte. Por lo tanto, en el ansatz (3.1.3) las

ecuaciones de movimiento (2.2.20) toman la forma

En = (DΦ)2 − Fn(H) +HF ′n(H) = 0 (3.1.11a)

EΦ + En = 2D2Φ +HF ′n(H) = 0 (3.1.11b)

q ≡ e−Φ F ′n(H) = cte ⇐⇒ D(e−Φ F ′n(H)) = 0 (3.1.11c)

Estas son precisamente las ecuaciones de Friedmann con sus correcciones α′ halladas en [5]

para el ansatz isótropico gij = a2(t)δij, con la única diferencia de que la función Fn(H)

reemplaza a F (H). Entonces las soluciones perturbativas con n = d halladas en [5] también
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resuelven las ecuaciones de movimiento con n 6= d, simplemente reemplazando d → n en

todos lados (incluyendo los coeficientes c
(n)
k , es decir ck = c

(d)
k → c

(n)
k ). En particular, es fácil

ver que no hay soluciones dS perturbativas.

Para discutir las soluciones no perturbativas, es conveniente separar en los casos q 6= 0

y q = 0. Dado que q =cte, estos dos casos obviamente no se solapan y cubren todas las

posibilidades.

Las soluciones para el caso q 6= 0 si n 6= d son aquellas con n = d halladas en la sección

5.1 de [5], reemplazando F (H) por Fn(H), o equivalentemente reemplazando d→ n en todos

lados. En particular, hay una solución de Minkowski no muy interesante con H = 0 =cte,

pero no hay cosmoloǵıas dS en el marco de cuerdas.

Por otro lado, el caso más interesante q = 0 que exploraremos a continuación, resulta

contener varias soluciones dS no perturbativas.

3.2. Soluciones dS en el marco de cuerdas

Si q = 0, la ecuación e−ΦF ′n(H) = q necesariamente implica que

F ′n(H) = 0 para todos los tiempos =⇒ H = H0 = cte (3.2.1)

es decir, H(t) es una constante H0 que es un cero de F ′n(H). Si H(t) no fuera una constante,

la ecuación F ′n(H(t)) = 0 seŕıa válida en un entorno abierto de un cierto H(t0) = H0. En

este caso, F ′n(H) debe ser la función nula F ′n(H) = 0 para todo H, lo cual es absurdo dado

que estamos considerando que la expansión asintótica de F ′n es no trivial.

El hecho de que F ′n(H) = 0 implica que la conservación de q = e−ΦF ′n(H) = 0 es trivial

para cualquier función Φ(t). Luego, no hay más información que pueda ser obtenida de la

ecuación ES = 0, pero śı podemos explotar las restantes ecuaciones de movimiento

0 = EΦ + En = 2D2Φ +HF ′n(H) = 2D2Φ =⇒ D2Φ = 0 ⇐⇒ DΦ = −c = constante ∈ R ,

(3.2.2)

donde usamos F ′n(H) = 0 y definimos la constante real c (con signo(c) = − signo(DΦ) = ±),

y

0 = En = (DΦ)2 − Fn(H) +HF ′n(H) = c2 − Fn(H) =⇒ Fn(H) = c2 = cte ≥ 0 . (3.2.3)
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Concluimos que las soluciones con q = 0 son aquellas con H = H0 = constante tales que

F ′n(H0) = 0 , Fn(H0) = c2 ≥ 0 , DΦ = −c , (3.2.4)

para alguna constante c que puede tomar cualquier valor real.

Dado que H = H0 = cte, estas son todas soluciones dS en el marco de cuerdas. Son

no perturbativas porque hay correcciones α′ no triviales que deben mezclarse entre ellas

para asegurar que F ′n(H0) = 0 y Fn(H0) = c2 ≥ 0. Están descriptas por las constantes

dimensionales (H0, c) que pueden ser medidas (no perturbativamente) en unidades de 1/
√
α′.

Notar que la inversión temporal de una de estas soluciones (H0, c) es una nueva solu-

ción dS con (−H0,−c), que verifica trivialmente (3.2.4) puesto que Fn(−H0) = Fn(H0) y

F ′n(−H0) = −F ′n(H0). Además, invirtiendo el factor de escala a(t)↔ a(t)−1 de una solución

dS (H0, c), lo cual es una simetŕıa incluida en O(d, d), se obtiene otra solución dS descripta

por (−H0, c). Entonces, de alguna de estas soluciones dS, siempre es posible construir otra

que sea expansiva en el marco de cuerdas, eligiendo H0 > 0, y que también verifique c > 0

por ejemplo (considerando H0, c 6= 0).

Estas soluciones dS con q = 0 y c 6= 0 son nuevas en la literatura. Un análisis detallado de

este caso se presenta en las siguientes secciones, donde se describirá un interesante zoológico

de geometŕıas dS estables e inestables que pueden llegar a ser dS también en el marco de

Einstein.

3.3. Soluciones dS en el marco de Einstein

En el caso q = 0, se obtuvieron soluciones dS no perturbativas con H =cte 6= 0 y DΦ = 0

en [5] para el ansatz isotrópico (o sea n = d). Estas son métricas dS en el marco de cuerdas,

que pueden ser trivialmente generalizadas al caso n < d reemplazando F (H) por Fn(H).

De todos modos, en el marco de Einstein se corresponden con un parámetro de Hubble

dependiente del tiempo, y consecuentemente no se corresponden con una geometŕıa dS que

describa el universo observable.

Para ver esto, recordemos el reescaleo estándar de Weyl de la métrica que relaciona el

marco de cuerdas con el de Einstein:

Gµν = e−4φ/(d−1)gµν . (3.3.1)



CAPÍTULO 3. SOLUCIONES DS NO PERTURBATIVAS 20

Para métricas de la forma (2.1.3), se tiene que −n2
E ≡ G00 = −e−4φ/(d−1)n2. Luego, una de-

rivada temporal covariante en el marco de Einstein puede ser definida como DE ≡
1

nE(t)

∂

∂t
,

con las mismas propiedades que D, ya que nE(t) es trivialmente una densidad ante re-

parametrizaciones temporales. Ambas derivadas temporales covariantes se relacionan de la

forma DE = e2φ/(d−1)D. Siempre podemos elegir una parametrización temporal tE tal que

nE(tE) = 1 ⇐⇒ DE =
∂

∂tE
, luego n(tE) = e2φ(tE)/(d−1) ⇐⇒ D = e−2φ(tE)/(d−1) ∂

∂tE
.

Tomando métricas diagonales g = diag(a2
i (t)), los factores de escala en ambos marcos se

relacionan por

aE,i(t) = e−2φ/(d−1)ai(t) . (3.3.2)

En consecuencia, el parámetro de Hubble asociado a la dirección xi en el marco de Einstein

es

HE,i ≡ DE(ln(aE,i(t))) = e2φ/(d−1)

(
Hi −

2 Dφ
d− 1

)
. (3.3.3)

En particular, para un dilatón constante φ = φ0 =cte, el reescaleo de Weyl (3.3.1) solo

resulta en multiplicar a la métrica por una constante global. Entonces, una métrica dS en el

marco de cuerdas con parámetros de Hubble Hi = Hi,0 =cte es también una métrica dS en

el marco de Einstein con parámetros de Hubble HE,i = HE,i,0 = e2φ0/(d−1)Hi,0 =cte.

Por lo tanto, el dilatón φ no puede ser constante en una solución con H0 = cte 6= 0 y

DΦ = 0 en el marco de cuerdas, ya que 2Dφ = DΦ + nH0 6= 0. Luego esta solución lleva

a un parámetro de Hubble dependiente del tiempo en el marco de Einstein, y no hay una

geometŕıa dS propia en este caso.

En cambio, las soluciones (H0, c) con DΦ = −c = cte descriptas por (3.2.4) admiten

cosmoloǵıas dS con dilatón constante cuando c 6= 0. En efecto, imponiendo la condición

2Dφ = DΦ +D(ln(
√

det gij)) = DΦ +
d∑
i=1

Hi = 0 (3.3.4)

en el ansatz g = diagn(a2(t), a2
0) y b = 0, resulta en

0 = 2Dφ = DΦ + nH0 + (d− n) · 0 = −c+ nH0 ⇐⇒ c = nH0 . (3.3.5)

Entonces, las soluciones no perturbativas dS de la forma (H0, c) = (H0, nH0) en el marco de

cuerdas tienen dilatón constante φ = φ0. En el marco de Einstein, esto se corresponde a una
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geometŕıa dS con HE = HE,0 = e2φ0/(d−1)H0 = cte en n dimensiones espaciales y parámetro

de Hubble nulo en las restantes d − n dimensiones espaciales. Si esto fuera una solución de

la teoŕıa de cuerdas, el acoplamiento de la cuerda se puede tomar como gs = eφ0 =cte � 1

para todo tiempo, de forma consistente con la teoŕıa perturbativa de cuerdas a género 0.

Este resultado parece contradecir el teorema no-go de [5], que establece que no hay

soluciones dS en el marco de Einstein con dilatón constante φ. Sin embargo, las nuevas

soluciones (3.3.5) tienen Φ 6= cte (o sea c 6= 0), lo cual viola la hipótesis del teorema, según

la cual las únicas soluciones dS en el marco de cuerdas son aquellas con Φ =cte (o sea

c = 0). Luego, el caso q = 0 es una fuente de soluciones dS en ambos marcos (ya que φ =

cte ⇐⇒ c = nH0, en particular c = nH0 6= 0).

Nótese que para toda solución dS (H0, c) con dilatón constante (es decir, c = nH0),

está también su solución dS invertida temporalmente (−H0,−c) con dilatón constante ya

que −c = n(−H0). Entonces, hay dos tipos de soluciones dS con dilatón constante: las

cosmoloǵıas expansivas (H0, c = nH0) con H0 > 0, y las contractivas (−H0,−c = n(−H0))

con −H0 < 0.

Por otra parte, una solución dS en el marco de cuerdas descripta por (H0, c) con dilatón

no constante debe verificar c > nH0 ⇐⇒ Dφ = cte < 0 o c < nH0 ⇐⇒ Dφ = cte > 0. En

el primer (segundo) caso, el acoplamiento de la cuerda gs = eφ es pequeño solo para tiempos

tard́ıos (tempranos). El parámetro de Hubble en el marco de Einstein de estas soluciones es

de la forma

HE =
e2φ(t)/(d−1)

d− 1
[c+ (d− n− 1)H0] , (3.3.6)

con φ(t) = φ0 +
(nH0 − c)

2

ˆ t

t0

dt n(t). Luego HE es una constante no nula si y solo si φ =cte

⇐⇒ c = nH0. Si c 6= nH0, se obtiene una solución expansiva (contractiva) en el marco de

Einstein (que no es dS) si c+ (d− n− 1)H0 es positivo (negativo), ver Figura 1b.

Alternativamente, se podŕıan buscar geometŕıas dS en el marco de Einstein con dilatón

no constante (es decir, que no verifican (3.2.4) y que no son dS en el marco de cuerdas).

En general, tienen que satisfacer condiciones muy no triviales. En el caso de una métrica

isotrópica gij = a2(t)δij y b = 0, la función F (H) = Fn=d(H) que describe las correcciones
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α′ debe verificar la ODE no lineal de segundo orden

− (d+ 1)

2
HF ′(H) + F (H) + dH2 = ±

√
−HF ′(H) + F (H)

(
(d− 1)

F ′(H)

F ′′(H)
+ (d+ 1)H

)
(3.3.7)

con ± = − signo(DΦ) [7]. Esto es una ODE porque H = H(t) 6= cte puede tomar cualquier

valor en un entorno abierto de un cierto H(t0), si el dilatón φ no es constante. Una solución

posible es F (H) = −H2 +BH para toda constante B ∈ R si ± = signo(H), pero esto no se

corresponde con la teoŕıa de cuerdas. Aún en el caso B = 0 (que asegura F (H) = F (−H)),

el término O(H2) no coincide con F (H) = −dH2 + · · · en la expansión asintótica (3.1.6).

Además de esta, debeŕıa haber otra solución con otra constante de integración (además de

B), que debeŕıa ser una función aceptable F (H) de acuerdo a [7] para ser una posible solución

dS no perturbativa de la teoŕıa de cuerdas a nivel árbol. Por ejemplo, el acoplamiento de la

cuerda (no constante) debe verificar gs = eφ � 1 para todo tiempo.

Nótese que las geometŕıas dS en el marco de Einstein con dilatón constante se corres-

ponden a H = H0 = cte 6= 0 en el marco de cuerdas, en particular en el caso n = d.

Luego, las únicas soluciones posibles para una métrica isotrópica son aquellas con q = 0,

es decir F ′(H0) = 0, F (H0) = c2 y DΦ = −c. Reemplazando esto en la ODE (3.3.7), con

± = − signo(DΦ) = signo(c), lleva a

c2+dH2
0 = signo(c)|c|(d+1)H0 = (d+1)cH0 ⇐⇒ 0 = c2−(d+1)H0c+dH

2
0 = (c−dH0)(c−H0) .

Entonces, hay dos soluciones posibles: Una con c = H0, lo cual implica

(d− 1)H0 − 2Dφ = (d− 1)H0 − (−c+ dH0) = c−H0 = 0 =⇒ HE = 0 ,

es decir, una métrica de Minkowski en el marco de Einstein; y la otra con c = dH0, que es

la solución dS con dilatón constante (3.3.5) (en el caso n = d). Pero ahora la hallamos por

un camino distinto, resolviendo una ecuación algebraica en vez de una ODE. De hecho, para

H = H0 y φ ctes, la ODE se torna algebraica.

3.4. Estabilidad y tipos de soluciones dS

Siguiendo [19], para estudiar la estabilidad de las soluciones dS halladas previamente,

es conveniente definir y ≡ DΦ y recordar que las ecuaciones de movimiento (3.1.11c) y



CAPÍTULO 3. SOLUCIONES DS NO PERTURBATIVAS 23

(3.1.11b) son ecuaciones diferenciales de primer orden para y y H, mientras que (3.1.11a)

es un v́ınculo entre ellas. Por lo tanto, la variación de las variables dinámicas δy = δ(DΦ) y

δH debe preservar el v́ınculo (3.1.11a),

0 = δEn = 2y δy +HF ′′n (H) δH . (3.4.1)

Luego, las variaciones de las primeras derivadas Dy y DH ante δy y δH están determinadas

por las ecuaciones (3.1.11b) y (3.1.11c) como

δ(Dy) = −1

2
(F ′n(H) +HF ′′n (H)) δH ,

F ′′n (H)δ(DH) = F ′n(H) δy + yF ′′n (H) δH − F ′′′n (H)DH δH .

(3.4.2)

Evaluando en las soluciones dS (3.2.4) descriptas por (H0, c) en el marco de cuerdas e impo-

niendo DH = D(H0) = 0, F ′n(H0) = 0 y y = DΦ = −c, podemos reescribir las variaciones

como

δ(Dy) = −c δy y δ(DH) = −c δH , (3.4.3)

donde también aplicamos el v́ınculo (3.4.1), y asumimos F ′′n (H0) 6= 0.

Por lo tanto, vemos que una solución dS en el marco de cuerdas descripta por (H0, c) es

estable si c > 0, e inestable si c < 0, para las dinámicas de H e y. Nótese que si H0, c 6= 0

y si δy puede tomar valores no nulos, el v́ınculo (3.4.1) necesariamente implica F ′′n (H0) 6= 0.

En el caso c = 0 (en el cual F ′′n (H0) = 0 si δH puede tomar valores no nulos, por (3.4.1)), se

requiere más análisis para establecer la estabilidad de la solución.

Entonces, hay cuatro tipos de soluciones dS en el marco de cuerdas con H0, c 6= 0 (ver

Figura 1a): Una solución dS (H0, c) expansiva y estable con H0 > 0, c > 0; su solución

invertida temporalmente (−H0,−c) que es contractiva e inestable; la solución (−H0, c) que

se obtiene a partir de una inversión del factor de escala que es contractiva y estable; y la

solución (H0,−c) que se obtiene a partir de una inversión del factor de escala y una inversión

temporal que es expansiva e inestable. Luego, siempre se puede elegir una solución dS estable

en el marco de cuerdas.

En particular, una solución dS (H0, c = nH0) con dilatón constante es estable si c =

nH0 > 0, es decir si es una solución expansiva. En efecto, la condición c = nH0 implica

signo(H0) = signo(c). Aśı, toda solución dS no perturbativa expansiva con dilatón constante

es estable.
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Resumimos las propiedades de las soluciones dS (H0, c) en el marco de cuerdas y de

Einstein (expansión/contracción, estabilidad, y tiempos para los cuales gs = eφ(t) � 1) en

la Figura 1. Notar que para n < d, toda solución dS expansiva y estable en el marco de

cuerdas (cuadrante verde de la Figura 1a), se corresponde a una geometŕıa expansiva y

estable HE(t) > 0 en el marco de Einstein (regiones celeste y verde claro en la Figura 1b),

mientras que para n = d esto solo ocurre para c > H0. Recordar la relación precisa entre los

parámetros de Hubble dada en (3.3.6).

(a) soluciones dS (H0, c) en el marco de cuerdas (b) soluciones dS (H0, c) vistas en el marco de Eins-

tein

Figura 1: (a) expansión H0 > 0/contracción H0 < 0 y estabilidad. La ĺınea roja es la

región φ = cte ⇐⇒ c = nH0. (b) expansión HE(t) > 0/contracción HE(t) < 0. Tarde y

temprano se refieren a los tiempos en los cuales gs = eφ(t) � 1. La ĺınea azul es la región

HE = 0 ⇐⇒ c = −(d− n− 1)H0 y la ĺınea roja es la región φ = cte con gs = eφ0 � 1.



Caṕıtulo 4

Ansatz generalizado de matrices

conmutantes

Habiendo resuelto las ecuaciones de movimiento en un ansatz simplificado que involucra

una métrica de FLRW y campo b nulo, vamos a extender el análisis para campos más

generales. Primero discutiremos un ansatz generalizado en el cual las matrices g,D(g),Db se

toman de forma que conmuten entre ellas, y mostraremos que asumiendo esto, la simetŕıa

O(d, d) nos permite tomar una métrica diagonal y matrices b,Db diagonales por bloques, sin

pérdida de generalidad. Luego mostraremos que en este caso las ecuaciones de movimiento

se pueden diagonalizar, lo cual simplifica enormemente la búsqueda de soluciones.

Para estudiar la cosmoloǵıa invariante ante dualidad de forma genérica, dado que los

términos en las funciones F(DS) o F ′(DS) son potencias pares o impares de DS, es conve-

niente calcular primero la matriz (DS)2. Después de un cálculo algo tedioso, dicha matriz

siempre se puede escribir como:

(DS)2 =

A bg−1Ag − Ab+ (g − bg−1b)Cg

C g−1Ag − g−1bCg − Cb

 , (4.0.1)

donde A ≡ D(g)D(g−1)+(D(b)g−1)2 +bC y C ≡ D(g−1)D(b)g−1−g−1D(b)D(g−1) contienen

todas las derivadas temporales en la anterior expresión.

Esta expresión parece bastante complicada. Pero, si se considera que las matrices g,D(g),Db

conmutan entre śı, entonces g−1,D(g−1) también pertenecen a dicho conjunto de matrices

que conmutan, y C = 0 mientras que A = −g−2(Dg)2 + g−2(Db)2 es una matriz simétrica

25
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semi-definida negativa. En este caso, (4.0.1) se simplifica a

(DS)2 =

A [b, A]

0 A

 . (4.0.2)

La suposición de que las matrices g,D(g),Db conmutan entre śı es un ansatz algo genérico.

Sin embargo, explotando la invarianza global ante O(d, d) (en particular la invarianza ante

rotaciones globales de las coordenadas espaciales, y traslaciones constantes en el campo b

[9, 10], que preservan la suposición del ansatz general), veremos que en este caso, la métrica g

siempre se puede tomar como diagonal, y que Db puede tomarse como diagonal por bloques,

sin pérdida de generalidad.

En efecto, como g y Dg son matrices reales, simétricas y que conmutan, entonces existe

una matriz ortogonal R = R(t), que puede depender del tiempo, que las diagonaliza: g =

RgDR
−1 y Dg = RDgR

−1 con gD y Dg matrices diagonales para todo tiempo. Tomando la

derivada temporal de la primer igualdad,

Dg = D(RgDR
−1) = R

(
DgD + [R−1DR, gD]

)
R−1 , (4.0.3)

donde usamos D(R−1R) = 0, y usando la segunda igualdad llegamos a:

DgD + [R−1DR, gD] = Dg .

Puesto que DgD y Dg son matrices diagonales, [R−1DR, gD] también es diagonal. Luego,

para elementos matriciales (gD)ij = a2
i (t)δij (sin perder generalidad pues gD es diagonal), el

conmutador viene dado por [R−1DR, gD]ij = (R−1DR)ij(a
2
j−a2

i ). En particular, los elementos

diagonales [R−1DR, gD]ii son cero, y como [R−1DR, gD] es diagonal, se tiene que:

[R−1DR, gD] = 0 ⇐⇒ DgD = Dg = diag(2a2
iHi) . (4.0.4)

Más aún, si ai 6= aj, entonces [R−1DR, gD] = 0 =⇒ (R−1DR)ij = 0.

Consideremos, por ejemplo, la métrica diagonal

gD = diag(a2
1(t)1s1 , a

2
2(t)1s2 , · · · , a2

rb
(t)1srb ) , (4.0.5)

donde cada uno de los rb bloques a2
r(t) 1sr es proporcional a la identidad 1sr de sr × sr, y

ar(t) 6= ar′(t) si r 6= r′. En otras palabras, todas las direcciones con el mismo factor de escala



CAPÍTULO 4. ANSATZ GENERALIZADO DE MATRICES CONMUTANTES 27

para todo tiempo se agrupan en el mismo bloque. De (R−1DR)ij = 0 si ai 6= aj, se obtiene

que

−R−1DR = D(R−1)R ≡ E(t) = diag(E(1)(t), E(2)(t), · · · , E(rb)(t)) , (4.0.6)

es decir, que E(t) es una matriz diagonal en bloques, con bloques E(r)(t) que corresponden

a los bloques g(r) = (a(r))2 1sr de la métrica (4.0.5) proporcionales a la identidad. Nos

referiremos a estos bloques como bloques con igual factor de escala a(r).

La condición inicial para R(t) siempre puede ser llevada a la forma R(t0) = R−1(t0) = Id

con una transformación global O(d, d), que se corresponde a una rotación de las coordenadas

espaciales con una matriz ortogonal constante R0 = R(t0)−1, que transforma a los campos

como g → R0gR
−1
0 (es decir, R(t)→ R0R(t)), b→ R0bR

−1
0 , de forma que R(t0) = Id. Luego,

la ecuación diferencial (4.0.6) es la ecuación de Schrodinger para el operador de evolución

temporal (con U(t) = R−1(t) y el Hamiltoniano (i~)−1H(t) = n(t)E(t)), con la condición

inicial R−1(t0) =Id. Entonces, puede ser formalmente resuelta con una serie de Dyson:

R−1(t) = T
{

exp

[ˆ t

t0

dt n(t) E(t)

]}
, (4.0.7)

donde T es el operador de ordenamiento cronológico. Consecuentemente, la matrix ortogonal

R−1(t) (aśı como R(t)) debe también ser una matriz diagonal por bloques, con los mismos

bloques que E(t) y gD.

Por lo tanto, considerando que cada bloque de gD es proporcional a la matriz identidad

y que R(t), R−1(t) son diagonales por bloques, la métrica g = gD puede ser tomada como

(4.0.5) (diagonal), que es lo que vamos a hacer a partir de ahora.

Con respecto al campo b, dado que Db conmuta con g = gD, debe ser una matriz diagonal

por bloques, con bloques que corresponden a los bloques g(r) = (a(r))2 1sr de g de la ecuación

(4.0.5) (es decir, bloques con igual factor de escala):

Db = diag(Db(1),Db(2), · · · ,Db(rb)) , (4.0.8)

siendo cada bloque Db(r) una matriz real y antisimétrica. Con una transformación global de

O(d, d) que se corresponde a una traslación constante del campo b, siempre podemos tomar

b(t0) = 0 sin pérdida de generalidad, y b(t) =

ˆ t

t0

dt′ n(t′) Db(t′) también debe ser una

matriz diagonal por bloques con igual factor de escala a(r). Por lo tanto, b(t) conmuta con

g, g−1,Dg, y además [b, A] = g−2[b, (Db)2].
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Resumiendo, el ansatz generalizado de matrices conmutantes nos permite tomar, sin

pérdida de generalidad, una métrica diagonal g y una matriz diagonal por bloques Db (con

bloques con igual a(r)) con b(t0) = 0, lo cual implica que b(t) conmuta con g, g−1,Dg. Esto

incluye varios casos interesantes, como una métrica diagonal genérica gij = a2
i (t) δij y b = 0;

una métrica isotrópica gij = a2(t) δij y un campo b 6= 0 genérico; una métrica con dos (o

más) factores de escala dinámicos, por ejemplo g = diagn(a2
1(t), a2

2(t)), y una matriz diagonal

por bloques Db 6= 0 con los mismos dos (o más) bloques que g; etc.

4.1. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento en el ansatz de matrices conmutantes son deducidas en el

apéndice B, y son de la forma:

En = (DΦ)2 −Fa(A) + 2 tr(AF ′a(A)) = 0 , (4.1.1a)

EΦ + En = 2D2Φ + 2 tr(AF ′a(A)) = 0 , (4.1.1b)

Q2 ≡ e−Φ g−1D(g)F ′a(A)− bQ1 = constante ⇐⇒ D
(
e−Φ g−1D(g)F ′a(A)

)
−Db Q1 = 0 ,

(4.1.1c)

Q1 ≡ e−Φ g−2(Db)F ′a(A) = constante ⇐⇒ D
(
e−Φ g−2(Db)F ′a(A)

)
= 0 , (4.1.1d)

donde F(DS) ≡ Fa(A) ya que solo depende de tr(DS2m) = 2 tr(Am), y Q2 y Q1 son cons-

tantes de integración matriciales simétrica y antisimétrica (respectivamente). Las últimas

dos ecuaciones son las ecuaciones de movimiento para variaciones de S, y son equivalentes

a la conservación de la carga de Noether

Q ≡ −2

−Q2 −g2(t0)Q1

Q1 Q2

 . (4.1.2)

Como se demuestra en B.1, las ecuaciones (4.1.1) pueden ser diagonalizadas en términos
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de una matriz compleja unitaria U(t), y resultan ser

En = (DΦ)2 −Fa(−4D2) + 2 tr((−4D2) F ′a(−4D2)) = 0 , (4.1.3a)

EΦ + En = 2D2Φ + 2 tr((−4D2) F ′a(−4D2)) = 0 , (4.1.3b)

D1 = e−Φ g−2(Db)F ′a(−4D2) = constante , (4.1.3c)

0 = Db D1 +D
(
e−Φ g−1D(g)F ′a(−4D2)

)
, (4.1.3d)

0 = [U−1DU,D1] = D(g) [U−1DU,F ′a(−4D2)] , (4.1.3e)

donde Db, D1 y D2 son las matrices diagonales reales (la última con elementos no negativos):

Db(t) = U(t)(iDb(t))U
−1(t) , Q1 = U(t)(iD1)U−1(t) , (4.1.4)

A = U(t)(−g−2(Dg)2 − g−2D2
b )U

−1(t) ≡ U(t)(−4D2)U−1(t) , (4.1.5)

Notar que las ecuaciones (4.1.3a)-(4.1.3d), que determinan Φ, la métrica y Db, pueden ser

resueltas sin preocuparse por la matriz unitaria U(t). Entonces es conveniente separar dichas

ecuaciones de la ecuación (4.1.3e), pues esta última determina U(t) y en consecuencia también

determina la base en la cual Db está escrita. En particular, podemos tomar U(t) = U0 = cte

como una solución válida de dicha ecuación.

Usando la invarianza ante O(d, d), podemos reemplazar Db(t) → Rb,0Db(t)R−1
b,0 , o equi-

valentemente U(t) → Rb,0U(t), donde Rb,0 puede ser cualquier matriz ortogonal constante

y diagonal por bloques, con bloques con igual factor de escala (para preservar la forma de

g,Dg, g−1). Tomando U(t) = U0 =cte, Rb,0 puede ser elegida de forma que cada bloque Db(r)

de Db sea una matriz diagonal por bloques de la forma

Db(r)(t) = diag
(
β

(r)
1 iσ2, β

(r)
3 iσ2, · · · , β(r)

2cr−1 iσ2,0
)
, (4.1.6)

con cr bloques de 2×2 proporcionales a la matriz de Pauli σ2, y un bloque igual a la matriz ce-

ro de (sr−2cr)×(sr−2cr). Los autovalores de−iDb son de la forma±β(r)
1 ,±β(r)

3 , (· · · ),±β(r)
2cr−1, 0,

y luego el bloque r-ésimo de la matriz diagonal Db = U−1
0 (−i)DbU0 es igual a:

D
(r)
b (t) = diag

(
β

(r)
1 ,−β(r)

1 , β
(r)
3 ,−β(r)

3 , · · · , β(r)
2cr−1,−β

(r)
2cr−1, 0, · · · , 0

)
. (4.1.7)

Definimos β
(r)
α ≡ (D

(r)
b )αα con 1 ≤ α ≤ sr. Nótese que si β

(r)
α 6= 0 hay otro autovalor β

(r)
α′ =

−β(r)
α . Más aún, con esta elección, (Db)2 = U0(iDb)

2U−1
0 = −D2

b es diagonal, y entonces

A = U0(−4D2)U−1
0 = −4D2 también es diagonal con elementos −4(H(r))2− (a(r))−4 (β

(r)
α )2.
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Dado que b(t0) = 0, el campo b(t) =

ˆ t

t0

dt′ n(t′) Db(t′) toma la forma de una matriz

diagonal por bloques, con el bloque r-ésimo

b(r)(t) = diag
(
B

(r)
1 iσ2, B

(r)
3 iσ2, · · · , B(r)

2cr−1 iσ2,0
)
, (4.1.8)

donde B(r)
α (t) ≡

ˆ t

t0

dt′ n(t′) β(r)
α (t′) son autovalores genéricos de −ib(t). Notar que b(t)

conmuta con Db(t), y luego [b, A] = 0.

Por otro lado, si se considera que la solución U(t) de la ecuación (4.1.3e) es dependiente

del tiempo, Db no puede tomar la forma simple (4.1.6), pero Db puede todav́ıa tomar la

forma (4.1.7). Más aún, en principio b(t) no puede ser tan simple como (4.1.8) y no conmuta

con Db. De todos modos, la información en U(t) no es relevante para las primeras cuatro

ecuaciones en (4.1.3), y luego no es significativa para la dinámica de Φ, de los factores de

escala (o sea de la métrica) y de los autovalores de −iDb.

Considerando la métrica en el bloque r-ésimo g(r) = (a(r))2 1sr , la componente α de las

ecuaciones (4.1.3c) y (4.1.3d) pueden ser escritas como:

−Q(r)
α /8 = e−Φ (a(r))−4 β(r)

α (F ′b(−4D2))(r)
αα = constante , (4.1.9a)

0 = −β(r)
α Q(r)

α /8 +D
(
e−Φ 2H(r)(F ′a(−4D2))(r)

αα

)
, (4.1.9b)

donde definimos a un autovalor genérico de 8 iQ1 como Q
(r)
α ≡ −8(D

(r)
1 )αα para 1 ≤ α ≤ sr.

Nótese que (4.1.9b) es equivalente a

−Q′α (r)/8 = −B(r)
α Q(r)

α /8 + e−Φ 2H(r)(F ′a(−4D2))(r)
αα = constante , (4.1.10)

donde −Q′α (r)/8 y B
(r)
α son autovalores genéricos de Q2 y b respectivamente, si U(t) =

U0. Esto es porque Q2 conmuta con Db, puesto que b conmuta con Db siempre y cuando

U(t) = U0, y luego puede ser diagonalizada en la misma base que Db. En cambio, si U(t) no

es constante en el tiempo, −Q′α (r)/8 y B
(r)
α no pueden ser interpretados como autovalores

genéricos de Q2 y b(t), respectivamente. Solo pueden ser interpretados respectivamente como

una constante de integración relacionada con Q2
1 y como una primitiva del autovalor β

(r)
α (t)

de −iDb. Más aún, no podemos concluir que b y Q2 conmutan con Db.
1Definiendo QU2 (t) ≡ U−1(t)Q2U(t) y bU (t) ≡ U−1(t)b(t)U(t), (4.1.1c) implica

−8(QU2 )(r)αα = Q′α
(r) −Q(r)

α i((bU )(r)αα − iBα (r)) , −8(QU2 )
(r)
α′α = −Q(r)

α i(bU )
(r)
α′α para α′ 6= α .

aún para U(t) dependiente del tiempo. Como Q2, b(t), U(t) son matrices diagonales por bloques, los bloques
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Además, definiendo

h(r)
α = (D(r))αα = ±

√
(H(r))2 +

1

4
(a(r))−4(β

(α)
α )2 (4.1.11)

para 1 ≤ α ≤ sr y 1 ≤ r ≤ rb, y sin especificar el signo por el momento, tenemos que

F(DS) = Fa(A) = Fa(−4D2)

= 8c1

d∑
i=1

h2
i +

∞∑
k=2

(−α′) k−1 22k
∑

P∈ Part(k,2)

2|P |ck,P
∏
m∈P

d∑
i=1

h2m
i

≡ Fh(h1, h2, · · · , hd)

(4.1.12)

es una función de múltiples variables que depende de los autovalores de A (h
(r)
α se pueden

reetiquetar como hi para 1 ≤ i ≤ d ya que

rb∑
r=1

sr∑
α=1

=
d∑
i=1

= d).

Adicionalmente, F ′a(−4D2) es una matriz real diagonal con elementos

(F ′a(−4D2))ii =

=
−1

8hi

16c1hi +
∞∑
k=2

(−α′)k−122k
∑

P∈ Part(k,2)

2|P |ck,P
∑
m0∈P

2m0h
2m0−1
i

∏
m∈P−{m0}

d∑
i′=1

h2m
i′


= − 1

8hi

∂Fh(h1, h2, · · · , hd)
∂hi

.

(4.1.13)

Observar que si hi = 0, o equivalentemente si Hi y βi son ambos cero, esta expresión es igual

a −2c1. Entonces

tr(DS F ′(DS)) = 2 tr(AF ′a(A)) = 2 tr((−4D2) F ′a(−4D2)) =
d∑
i=1

hi
∂Fh
∂hi

, (4.1.14)

y las ecuaciones de movimiento diagonalizadas pueden ser reescritas en términos de la función

no diagonales (con r 6= r′) de Q2,QU2 (t), b(t), bU (t) son cero. Notar que Q
(r)
α = 0 ∀ (r, α) =⇒ Q1 = 0. Si

además Q′α
(r) = 0 ∀ (r, α), entonces QU2 = 0 =⇒ Q2 = 0, y finalmente Q = 0. A la inversa, si Q = 0

entonces Q1 = Q2 = 0 y QU2 = 0, por lo tanto Q
(r)
α = Q′α

(r) = 0 para todo (r, α).
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de múltiples variables Fh(h1, · · · , hd) y sus derivadas parciales de primer orden como

Q(r)
α = e−Φ (a(r))−4 β(r)

α

1

h
(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

= constante , (4.1.15a)

0 = Q(r)
α β(r)

α +D
(
e−Φ 2H(r) 1

h
(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

)
, (4.1.15b)

En = (DΦ)2 − Fh(h1, · · · , hd) +

rb∑
r=1

sr∑
α=1

h(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

= 0 , (4.1.15c)

EΦ + En = 2D2Φ +

rb∑
r=1

sr∑
α=1

h(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

= 0 , (4.1.15d)

Notar que la segunda ecuación es equivalente a

Q′α
(r) = Q(r)

α B(r)
α + e−Φ 2H(r) 1

h
(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

= constante , (4.1.16)

en términos de la primitiva B
(r)
α de β

(r)
α .

4.2. Conservación de la carga de Noether y dinámica

del campo b

Para analizar las condiciones de la conservación de la carga de Noether Q, recordemos

que son equivalentes a la conservación de todas las cargas de Noether escalares Q
(r)
α y Q

′(r)
α ,

junto con la condición (4.1.3e) para U(t) (que la podemos ignorar desde ahora, dado que

no afecta a las otras ecuaciones). Consideraremos solo una componente diagonal i (o r, α)

y trabajaremos por separado con los casos i) Q
(r)
α = Q

′(r)
α = 0; ii) Q

(r)
α = 0, Q

′(r)
α 6= 0 y iii)

Q
(r)
α 6= 0.

i) Q(r)
α = 0 y Q′

α
(r) = 0:

En este caso, las ecuaciones (4.1.15a) y (4.1.16) implican

0 =

[
(H(r))2 +

1

4
(a(r))−4(β(r)

α )2

]
1

h
(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

= h(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

, (4.2.1)

y entonces se tiene que vale
∂Fh

∂h
(r)
α

= 0 o que vale h
(r)
α = 0 ⇐⇒ H(r) = β

(r)
α = 0. Más aún,

la solución h
(r)
α = 0 está contenida en la ecuación

∂Fh

∂h
(r)
α

= 0 , (4.2.2)
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y luego esta ecuación es equivalente a (4.1.15a) y (4.1.16). Podemos elegir ± = signo(h
(r)
α ) =

signo(H(r)), o si H(r) = 0 podemos elegir ± = signo(h
(r)
α ) = signo(β

(r)
α ), sin pérdida de

generalidad.

ii) Q(r)
α = 0 y Q′

α
(r) 6= 0:

Q′α
(r) 6= 0 =⇒ 1

h
(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

6= 0 y luego Q(r)
α = 0 =⇒ β(r)

α = 0 , (4.2.3)

lo cual trivialmente verifica (4.1.15a). Por otra parte, puesto que β
(r)
α = 0 =⇒ h

(r)
α = H(r)

(eligiendo ± = signo(h
(r)
α ) = signo(H(r))), (4.1.16) implica h

(r)
α = H(r) 6= 0 y toma la forma

1

2
Q′α

(r) ≡ q(r)
α = e−Φ ∂Fh

∂h
(r)
α

= constante 6= 0 . (4.2.4)

iii) Q(r)
α 6= 0:

En este caso
1

h
(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

6= 0 y β
(r)
α 6= 0 para todo tiempo. Entonces, (4.1.15a) puede ser

reescrita como:

e−Φ 1

h
(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

= Q(r)
α

(a(r))4

β
(r)
α

(4.2.5)

Reemplazando esto en (4.1.16), esta ecuación es equivalente a:

B(r)
α +

1

2

D((a(r))4)

D(B
(r)
α )

=
Q′α

(r)

Q
(r)
α

≡ q′α
(r) = constante

⇐⇒ D
(
(a(r))4 + (B(r)

α )2 − 2q′α
(r)B(r)

α

)
= D

(
(a(r))4 +

(
B(r)
α − q′α (r)

)2
)

= 0 ,

(4.2.6)

que puede ser expresado en términos de una constante de integración no negativa R2
r como:

(a(r))4 +
(
B(r)
α − q′α (r)

)2
= R2

r = constante ≥ 0 , (4.2.7)

o equivalentemente como:(a(r))2 = Rr cos(θ
(r)
α (t)) =⇒ 2H(r)(a(r))2 = −Rr sin(θ

(r)
α (t)) Dθ(r)

α (t)

B
(r)
α − q′α (r) = Rr sin(θ

(r)
α (t)) =⇒ β

(r)
α = Rr cos(θ

(r)
α (t)) Dθ(r)

α (t)

(4.2.8)

con θ
(r)
α (t) ∈ (−π/2, π/2) de forma que (a(r))2 ≥ 0. El hecho de que β

(r)
α 6= 0 implica que

Rr 6= 0, a(r)(t) 6= 0 y Dθ(r)
α (t) 6= 0.

Observar que (a(r)(t))2 ≤ Rr < ∞ está acotado, y que esto no se puede corresponder a

una cosmoloǵıa dS en el marco de cuerdas en las sr direcciones espaciales del bloque r-ésimo.

Esta es una curiosa caracteŕıstica de la dinámica del sistema cuando el campo b tiene una
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dinámica no trivial en este caso: El factor de escala a(r) correspondiente a un autovalor no

trivial β
(r)
α (t) de Db está acotado.

Más aún, usando (4.2.8) y eligiendo ± = signo(h
(r)
α ) = − signo(Dθ(r)

α ), vemos que:

H(r) = −1

2
tan(θ(r)

α (t))D(θ(r)
α (t)) y h(r)

α = − Dθ(r)
α

2 cos(θ
(r)
α )

,

luego ± = signo(h
(r)
α ) = − signo(β

(r)
α ) y

h
(r)
α (a(r))4

β
(r)
α

= h(r)
α (a(r))2 (a(r))2

β
(r)
α

= −Dθ
(r)
α

2
Rr

1

Dθ(r)
α

= −Rr

2
. (4.2.9)

Aśı, volviendo a (4.1.15a), se obtiene:

e−Φ ∂Fh

∂h
(r)
α

= −Rr Q
(r)
α

2
≡ q(r)

α = constante 6= 0 . (4.2.10)

Resumiendo, en el ansatz generalizado, las ecuaciones de movimiento (diagonalizadas)

son:

En = (DΦ)2 − Fh(h1, · · · , hd) +

rb∑
r=1

sr∑
α=1

h(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

= 0 , (4.2.11a)

EΦ + En = 2D2Φ +

rb∑
r=1

sr∑
α=1

h(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

= 0 , (4.2.11b)

e−Φ ∂Fh

∂h
(r)
α

= q(r)
α = constante (4.2.11c)

q(r)
α 6= 0 =⇒



caso ii): Q
(r)
α = 0 y Q′α

(r) 6= 0 =⇒ β
(r)
α = 0

caso iii): Q
(r)
α 6= 0 =⇒


h

(r)
α = − Dθ(r)

α

2 cos(θ
(r)
α )

(a(r))2 = Rr cos(θ
(r)
α (t))

B
(r)
α − q′α (r) = Rr sin(θ

(r)
α (t))

(4.2.11d)

donde (4.2.11c) y (4.2.11d) para todo par de ı́ndices (r, α) son equivalentes a la ecuación de

movimiento (diagonalizada) para variaciones de S.

La ecuación (4.2.11c) para todo (r, α), junto con (4.2.11a) y (4.2.11b), determinan la

dinámica de los parámetros h
(r)
α (t) y del dilatón generalizado Φ.

Adicionalmente, la ecuación (4.2.11d) establece que β
(r)
α = 0 y H(r) = h

(r)
α en el caso ii);

mientras que en el caso iii), determina θ
(r)
α (t) con una ecuación differential de primer orden
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en términos de h
(r)
α (t), que a su vez determina (a(r))2, B

(r)
α − q′α (r) y luego también H(r)(t)

y β
(r)
α (t).

En el caso i) q
(r)
α = 0, o equivalentemente Q

(r)
α = Q′

(r)
α = 0, la componente (r, α) de la

ecuación de movimiento diagonalizada para S es equivalente solo a la ecuación
∂Fh

∂h
(r)
α

= 0.

Si las ecuaciones de movimiento son consideradas perturbativamente hasta orden O(α′ 0),

entonces Fh(~h) = 8c1

d∑
i=1

h2
i + O(α′), y luego (4.2.11c) implican (e−Φh

(r)
α )0 =

(q
(r)
α )0

16c1

=cte.

Para construir una solución dS perturbativa en al menos una componente (o sea H(r) =

H
(r)
0 6= 0 para al menos un r), se necesita que Q

(r)
α = 0 para todo 1 ≤ α ≤ sr (para evitar un

factor de escala acotado), y (Q′α
(r))0 = 2(q

(r)
α )0 6= 0 (para evitar una solución de Minkowski

con (H
(r)
0 )0 = 0). Nos queda entonces el caso ii), en el cual β

(r)
α = 0, h

(r)
α = H(r) 6= 0.

La ecuación e−Φ0(t)(H(r))0 = (q
(r)
α )0 =cte solo permite un parámetro de Hubble constante

no nulo (H(r))0 si Φ0(t) es constante, pero la ecuación (4.1.15d) implica 0 = |2(D2Φ)0| =∣∣∣∣∣
rb∑
r=1

sr∑
α=1

(
h(r)
α

∂Fh

∂h
(r)
α

)
0

∣∣∣∣∣ = 16|c1|
rb∑
r=1

sr∑
α=1

(h(r)
α )2

0 =⇒ (h(r)
α )0 = 0 =⇒ (H(r))0 = 0, entonces

no hay solución de la ecuación con hasta dos derivadas con un parámetro de Hubble constante

y no nulo. Por lo tanto, vemos que en el ansatz generalizado, la teoŕıa no permite soluciones

dS perturbativas hasta O(α′ 0), ni siquiera en una componente espacial. Aunque solo se

demostró esto al orden más bajo, tiene sentido que no hayan soluciones dS perturbativas a

todo orden ya que Hi =cte debeŕıa tener unidades de 1/
√
α′, y luego no seŕıa perturbativo.

Es por esto que ahora nos concentraremos en buscar soluciones no perturbativas.

De forma similar al caso del ansatz isotrópico considerado en el caṕıtulo previo, el sector

con carga de Noether nula resulta muy interesante porque contiene muchas soluciones dS no

perturbativas, tanto con campo b nulo como con campo b no nulo. En efecto, se demostró

en el apéndice C que si todo hi es constante, lo cual es una clave para la construcción de

soluciones dS, entonces Q = 0.



Caṕıtulo 5

Vaćıos dS generalizados no

perturbativos

Para buscar soluciones dS en el caso Q = 0, se recuerdan las ecuaciones de movimiento

(2.2.20), copiadas aqúı por conveniencia

En = (DΦ)2 −F(DS) + tr [DS F ′(DS)] = 0 , (5.0.1a)

EΦ + En = 2D2Φ + tr [DS F ′(DS)] = 0 , (5.0.1b)

ES = −1

2
eΦS DQ = 0 ⇐⇒ DQ = 0 ⇐⇒ Q = constante ∈ so(d, d) . (5.0.1c)

La condición Q = −2 e−Φ S F ′(DS) = 0 necesariamente implica que F ′(DS) = 0 para todo

tiempo cuando e−Φ 6= 0 y S es invertible. Luego (5.0.1b) implica D2Φ = 0 ⇐⇒ DΦ = −c =

cte ∈ R y (5.0.1a) requiere que F(DS) = c2. Resumiendo, las soluciones genéricas con carga

de Noether nula deben satisfacer:

F ′(DS) = 0 , F(DS) = c2 ≥ 0 , DΦ = −c , (5.0.2)

que son una generalización natural de las condiciones (3.2.4).

Considerando que F(DS) = G(DS2) solo depende de (DS)2 y F ′(DS) = 2 DS G ′(DS2),

en principio solo podemos concluir de (5.0.2) que G ′(DS2) pertenece al subespacio de matrices

que es aniquilado al ser multiplicado por DS. Las soluciones que verifican (5.0.2) pueden ser

construidas imponiendo (DS)2 = cte de forma que DS G ′(DS2) = 0 y G(DS2) = c2 ≥ 0.

Imponer DS2 =cte sin un ansatz que simplifique la expresión (4.0.1) parece bastante no

trivial, puesto que es necesario asegurar que tanto los bloques de la primera columna A, C

36
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como los de la segunda columna (escritos en términos de A, C) sean todos constantes. Sin

embargo, en el ansatz generalizado de matrices conmutantes, esta expresión toma la forma

simple (4.0.2), y DS2 =cte es equivalente a A =cte, lo cual implica que hi =cte.

Como se explicó en el caṕıtulo previo, con el ansatz de matrices conmutantes la condición

Q = 0 es equivalente a Q1 = Q2 = 0 o a cargas de Noether escalares nulas Q
(r)
α = Q′α

(r) = 0

para todo (r, α). Por lo tanto, como se demostró en el caso i) de la sección 4.2, las ecuaciones

(4.1.15a) y (4.1.16) en este caso son equivalentes a
∂Fh

∂h
(r)
α

= 0 para cada (r, α).

Las restantes ecuaciones de movimiento En = EΦ +En = 0 implican que DΦ = −c =cte

∈ R y Fh(h1, · · · , hd) = c2 (ver ecuaciones (4.1.15c) y (4.1.15d)). Por lo tanto, la condición

(5.0.2) para una solución con Q = 0 resulta ser equivalente a

∂Fh

∂h
(r)
α

= 0 ⇐⇒ ∇Fh = ~0 , Fh(h1, · · · , hd) = c2 ≥ 0 , DΦ = −c , (5.0.3)

para lo cual se requiere que los parámetros h
(r)
α sean constantes, de forma de asegurar que

valga la condición ∇Fh = ~0. De nuevo, estas soluciones son la generalización natural de las

condiciones (3.2.4), ahora escritas en términos de la función multi-variable Fh(h1, · · · , hd).

Estas soluciones tienen h
(r)
α =cte, lo cual no es equivalente a H(r) = cte, excepto por ejemplo

si Db = 0 donde h
(r)
α = H(r).

Entonces, imponer que H(r0) = constante para un cierto bloque r0, es decir una solución

dS en el marco de cuerdas para dicho bloque, requiere que valga β
(r0)
α (t) = cteα · (a(r0)(t))2,

o equivalentemente Db(r0)(t) = (a(r0)(t))2Y (r0) para el caso U(t) = U0, con Y (r0) una matriz

real antisimétrica y constante de sr0 × sr0 . De todos modos, para esta solución en el sector

Q = 0, la condición (h
(r)
α )2 = cte debe ser verificada para todo valor de r, no solo para r0.

En principio, algunos parámetros de Hubble pueden no ser constantes si hay un campo b no

trivial que compense la dependencia temporal de H(r)(t) y si la dimensión sr del bloque es

par, ya que D
(r)
b no puede tener un elemento igual a cero. Por supuesto, si no hay interés en

este caso, se puede simplemente tomar H(r) = cte para todo r.

5.1. Soluciones dS en el marco de Einstein y ejemplos

Como se discutió en la sección 3.3, se pueden obtener soluciones dS en el marco de Einstein

a partir de soluciones dS en el marco de cuerdas si el dilatón φ = 1
2
[Φ + ln(

√
det gij)] es
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constante. Para una métrica diagonal gij = a2
i (t) δij, (5.0.2) requiere que

D(ln(
√

det gij)) =
d∑
i=1

Hi = c = constante ∈ R . (5.1.1)

En una solución con parámetros de Hubble constantes y no nulos solo en n < d dimensiones

espaciales, es decirHi = H0,i = constante 6= 0 para i = 1, · · · , n, la anterior ecuación resulta
d∑

i=n+1

Hi = c −
n∑
i=1

H0,i =cte. Observar que los restantes parámetros de Hubble que no son

una constante no nula pueden tener una dependencia temporal si al sumarlos se obtiene una

constante, o en otras palabras la dependencia temporal se debe cancelar en la suma. Esto no

puede ocurrir si la métrica es isotrópica en las d − n dimensiones espaciales extra, en cuyo

caso la geometŕıa de aquellas dimensiones extra se corresponde a una cosmoloǵıa estática, y

la condición (5.0.2) para un dilatón constante toma la forma c =
n∑
i=1

H0,i.

Si las constantes hi = h
(r)
α = h0,i que resuelven la ecuación (5.0.3) para un cierto valor de

c son conocidas, se pueden construir algunas soluciones dS particulares que son interesantes,

como discutiremos a continuación.

Geometŕıa dS isotrópica y b 6= 0

Consideremos una geometŕıa dS isotrópica en n dimensiones espaciales y una solu-

ción estática en las restantes d − n dimensiones espaciales, es decir la métrica es g =

diagn(a2(t), a2
0), con a(t) tal que H = D(ln a(t)) = H0 = cte y a0 = cte. Entonces, hay

dos bloques:

1. El bloque r = 1 de tamaño n × n con g(1) = a2(t) 1n, H(1) = H0 =cte 6= 0 y

Db(1) = a2(t)Y (1) con Y (1) =cte.

2. El bloque r = 2 de tamaño (d− n)× (d− n) con g(2) = a2
0 1d−n =cte, H(2) = H2 = 0

y Db(2) = a2
0Y

(2) =cte.

Asumiendo U(t) = U0 por simplicidad, la dependencia temporal de Db(r)(t) = (a(r)(t))2Y (r)

es necesaria para tener h
(r)
α =cte. Estas constantes deben verificar (5.0.3) para ser una

solución en el sector Q = 0.

Si la condición para un dilatón constante c = nH0 se verifica, la solución es dSn × T d−n

en ambos marcos. La diferencia con la solución previa de (3.2.4) es que ahora permite un
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campo b no trivial. En particular, si n = d esta es una solución dS, isotrópica en todas las d

dimensiones espaciales con H = H0 = cte, y un campo b no trivial tal que Db = a2(t)Y (1)

para el cual la condición de que Db sea diagonal por bloques siempre se verifica puesto que

hay solo un bloque.

Geometŕıa dS anisotrópica y b = 0

Si b = 0, entonces hi = Hi. Una solución con Q = 0 se obtiene simplemente cuando hi =

h0,i son las constantes que resuelven la ecuación (5.0.3). Esto corresponde a una solución dS

anisotrópica en todas las n dimensiones espaciales, y una geometŕıa estática en las restantes

d− n dimensiones espaciales. Más aún, si c =
n∑
i=1

Hi,0, esta geometŕıa dS anisotrópica tiene

dilatón constante, y luego es dS en ambos marcos.

5.2. Estabilidad de las soluciones dS

Generalizando el análisis de estabilidad realizado en 3.4, se define y ≡ DΦ y se recuer-

da que las ecuaciones de movimiento (4.2.11c) and (4.1.3b) son ecuaciones diferenciales de

primer orden para y y para todos los parámetros hi respectivamente, mientras que (4.1.3a)

es un v́ınculo entre dichas variables. Por lo tanto, una variación de las variables dinámicas

δy = δ(DΦ) y δhi debe preservar el v́ınculo:

0 = 2y δy −
d∑
i=1

∂Fh
∂hi

δhi +
d∑
i=1

(
δhi

∂Fh
∂hi

+ hi

d∑
i′=1

∂2Fh
∂hi′∂hi

δhi′

)

= −2c δy +
d∑
i=1

d∑
i′=1

hi
∂2Fh
∂hi′∂hi

δhi′ ,

(5.2.1)

donde todo está evaluado en la solución con Q = 0, excepto las variaciones; por ejemplo:

y = −c y hi = hi,0.

Realizando una variación en EΦ + En = 0, obtenemos

D(δy) = −1

2

d∑
i=1

d∑
i′=1

hi
∂2Fh
∂hi′∂hi

δhi′ = −c δy , (5.2.2)

evaluando en la solución con Q = 0 y tomando
∂Fh

∂h
(r)
α

= 0. Luego, la dinámica de y = DΦ es

estable en la solución Q = 0 si c > 0, o es inestable si c < 0.
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Pasando ahora a las ecuaciones (4.2.11c) que determinan la dinámica de hi:

0 = D
(
e−Φ∂Fh

∂hi

)
⇐⇒ 0 = −(DΦ)

∂Fh
∂hi

+D
(
∂Fh
∂hi

)
= −(DΦ)

∂Fh
∂hi

+
d∑

i′=1

∂2Fh
∂hi′∂hi

Dhi′

(5.2.3)

y realizando las variaciones δy y δhi, se obtiene:

0 = −δy ∂Fh
∂hi
− y δ

(
∂Fh
∂hi

)
+D

(
δ

(
∂Fh
∂hi

))
⇐⇒ D

(
δ

(
∂Fh
∂hi

))
= −c δ

(
∂Fh
∂hi

)
(5.2.4)

donde
∂Fh
∂hi

= 0 fue evaluado en la solución con Q = 0.

En consecuencia, la dinámica de cada derivada parcial
∂Fh
∂hi

es estable en la solución con

Q = 0 si c > 0, o es inestable si c < 0.

Más aún, (5.2.4) puede ser escrita como:

d∑
i′=1

(
∂2Fh
∂hi′∂hi

D(δhi′) +D
(

∂2Fh
∂hi′∂hi

)
δhi′

)
= −c

d∑
i′=1

∂2Fh
∂hi′∂hi

δhi′

⇐⇒
d∑

i′=1

∂2Fh
∂hi′∂hi

(
D(δhi′) + c δhi′

)
= 0 ⇐⇒ D(δhi′) = −c δhi′ ,

(5.2.5)

donde en el segundo renglón usamos que D
(

∂2Fh
∂hi′∂hi

)
= 0, ya que hi =cte, y asumimos

que la matriz Hessiana de Fh es invertible. Entonces, la dinámica de cada parámetro hi es

estable en la solución con Q = 0 si c > 0, o es inestable si c < 0.

Por lo tanto, una solución (posiblemente dS) con Q = 0 descripta por (h0,1, · · · , h0,d, c)

es estable si c > 0 o es inestable si c < 0, para la dinámica de Φ y de hi. En el caso c = 0,

se requiere un análisis más profundo. En particular, una solución con Q = 0 con dilatón

constante es estable si c =
d∑
i=1

Hi = constante > 0.

Nótese que la simetŕıa ante inversión temporal siempre permite obtener una solución

dS estable a partir de una solución con c 6= 0, ya que transforma (h0,1, · · · , h0,d, c) a

(−h0,1, · · · ,−h0,d,−c). Más aún, si ~h0 = (h0,1, · · · , h0,d) resuelve (5.0.3), entonces cualquier

otro de los posibles 2d − 1 vectores (±h0,1, · · · ,±h0,d) que se obtienen de cambiar algunos

signos de las componentes también la resuelve. Luego, siempre se puede elegir una solución

dS (h0,1, · · · , h0,d, c) que sea estable y expansiva en algunas direcciones, y contractiva en las

otras, siempre y cuando estas direcciones no sean estáticas.



Caṕıtulo 6

Sutilezas en el carácter no

perturbativo de las soluciones dS

En este caṕıtulo resumimos el procedimiento para obtener soluciones dS no perturbati-

vas, y en particular aquellas con dilatón constante. También discutimos los obstáculos para

determinar si hay o no soluciones dS, si solo se conoce como dato la expansión asintótica de

la función Fn(H). Para una mayor claridad, presentamos los argumentos en el caso simple

de una geometŕıa dS isotrópica con b = 0 analizado en el caṕıtulo 3, y la extensión al caso

generalizado se presenta en el apéndice D.

Si la función Fn(H) se define para valores finitos (no infinitesimales) de
√
α′H y todos los

coeficientes c
(n)
k son conocidos, entonces contiene información no perturbativa de la teoŕıa.

Como se discutió en los caṕıtulos previos, en este caso la teoŕıa admite soluciones dS no

perturbativas si F ′n(H) = 0, Fn(H) = c2 ≥ 0 y DΦ = −c. Para hallar explicitamente

estas soluciones, y especialmente para determinar si admiten un dilatón constante, se deben

implementar los siguientes pasos:

1. Calcular las ráıces H0 6= 0 de F ′n. Puesto que Fn(H0) = Fn(−H0) =⇒ F ′n(H0) =

−F ′n(−H0), dada una ráız H0 va a haber otra −H0, y luego uno puede elegir solo las

ráıces positivas H0 > 0, correspondientes a cosmoloǵıas expansivas en el marco de

cuerdas.

2. Quedarse solo con las ráıces H0 tales que Fn(H0) = c2 ≥ 0 es un número no negativo.

3. Para cada uno de estos valores de H0 hay una solución dS no perturbativa en el marco

41
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de cuerdas como (3.2.4) si DΦ = ∓
√
Fn(H0) = ∓|c| = −c, para cada elección de

signo(c). Luego, asumiendo c 6= 0, hay dos soluciones dS: una estable para c > 0, y una

inestable para c < 0. La solución estable es una métrica dS expansiva en el marco de

cuerdas, correspondiente al cuadrante verde (H0 > 0, c > 0) de la figura 1a. Entonces

es también una solución expansiva en el marco de Einstein con HE(t) > 0 si n < d o

si c > H0 (regiones celeste y verde claro en la figura 1b).

4. En particular, si c = nH0 ⇐⇒ Dφ = 0, hay una solución dS no perturbativa con

dilatón constante φ, que puede ser tomada como estable y expansiva en ambos marcos.

Para ilustar el procedimiento, consideremos por ejemplo (no relacionado con teoŕıa de

cuerdas) que: Fn(H) = F0 cos(
√
α′H) con F0 = F̃0/α

′ > 0 una constante dimensional. Los

pasos previos resultan:

1. F ′n(H0) = −F0

√
α′ sin(

√
α′ H0) = 0 =⇒

√
α′ H0 = m1π ⇐⇒ H0 = H0,m1 =

m1π√
α′

con m1 > 0 entero positivo ya que solo nos quedamos con las soluciones con H0 > 0.

2. Nos quedamos con las ráıces H0 = H0,m1 tales que

Fn(H0) = F0 cos(m1π) = F0 (−1)m1 = c2 ≥ 0 ⇐⇒ (−1)m1 = +1 ,

es decir, nos quedamos solo con las ráıces con m1 = 2m par y positivo.

3. Para cada uno de estos valores H0 = H0,2m, hay dos soluciones dS con DΦ = −c: una

estable con c = +
√
F0 y una inestable con c = −

√
F0. Eligiendo la primera, para cada

m ∈ N hay una solución estable y expansiva en el marco de cuerdas descripta por(
H0,2m =

2mπ√
α′
, c = +

√
F0

)
. Si n < d o si c > H0, también es expansiva en el marco

de Einstein.

4. En particular, si F0 = n2H2
0,2mφ

para un cierto mφ ∈ N, hay una solución dS no

perturbativa

(
H0,2mφ =

2mφπ√
α′

, c = +
√
F0 = nH0,2mφ

)
con dilatón constante φ, que

puede ser tomada como estable y expansiva en ambos marcos.

En cambio, si la única información disponible de la teoŕıa es la expansión asintótica de

Fn(H), no es posible determinar si hay o no soluciones dS no perturbativas. Para mostrar

esto, supongamos que solo los valores de los coeficientes c
(n)
k de la expansión perturbativa son
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conocidos, y que F̃n(x̃) ≡ α′Fn(H) es una función adimensional de la variable adimensional

x̃ ≡
√
α′H. En este caso, no se puede distinguir entre F̃n(x̃) y otras funciones con la misma

expansión asintótica alrededor de x̃ ∼ 0, como F̃n(x̃) + h̃(x̃) con h̃(x̃ ∼ 0) ∼ 0. En otras

palabras, se necesita información no perturbativa de la teoŕıa para distinguir entre funciones

perturbativamente equivalentes que pertenecen a la misma clase de equivalencia

[F̃n] = {F̃n(x̃) + h̃(x̃) : h̃(x̃ ∼ 0) ∼ 0} . (6.0.1)

Una función h̃(x̃) con expansión asintótica trivial h̃(x̃) ∼ 0 se dice que es subdominante [20]:

decae más rápido que cualquier polinomio x̃n cuando x̃ ∼ 0. Dado que F̃n(x̃) es par (es decir,

solo depende de x̃2 ∝ α′ tr(DS2), y luego preserva las simetŕıas de dualidad y de inversión

temporal), las funciones subdominantes también deben ser pares: h̃(x̃) = h̃(−x̃).

Por ejemplo, una función con expansión asintótica de la forma (3.1.6) (o sea, que pertenece

a [F̃n]) que admite una solución dS (H0, c) = (H0, nH0) =

(
x̃0√
α′
,
nx̃0√
α′

)
con dilatón constante

para algún x̃0 a elección, siempre puede ser construida añadiéndole a F̃n(x̃) una función

subdominante h̃(x̃) como

h̃(x̃) = χ0

(
e−

χ1
2x̃2 − e−

χ1
x̃2

)
− χ2 e

− 1
2x̃2 , (6.0.2)

con χ0, χ2 ∈ R, χ1 > 0. De hecho, dada una cierta F̃n ∈ [F̃n] y un cierto valor x̃0 > 0, los χi

pueden ser elegidos de forma que F̃ ′n(x̃0) + h̃′(x̃0) = 0 y F̃n(x̃0) + h̃(x̃0) = n2x̃2
0. Por ejemplo,

tomemos χ1 como

e
− χ1

2x̃20 =
1

2
⇐⇒ χ1 = χ1(x̃0) = 2x̃2

0 ln(2) > 0 , (6.0.3)

χ2 como

h̃′(x̃0) = −F̃ ′n(x̃0) ⇐⇒ χ2 = χ2(x̃0) = x̃3
0 e

1

2x̃20 F̃ ′n(x̃0) , (6.0.4)

y finalmente χ0 como

h̃(x̃0) = n2x̃2
0 − F̃n(x̃0) ⇐⇒ χ0 = χ0(x̃0) = 4

(
n2x̃2

0 − F̃n(x̃0) + x̃3
0 F̃

′
n(x̃0)

)
, (6.0.5)

donde usamos las expresiones particulares de χ1,2(x̃0) y despejamos χ0, expresándolo en

términos de x̃0. Por lo tanto, la teoŕıa descripta no perturbativamente por F̃n(x̃) + h̃(x̃)

admite una solución dS (H0, c) =

(
x̃0√
α′
,
nx̃0√
α′

)
con dilatón constante, que es estable y

expansiva en ambos marcos.



CAPÍTULO 6. SUTILEZAS EN LAS SOLUCIONES DS NO PERTURBATIVAS 44

Consecuentemente, el conocimiento de la expansión asintótica de la teoŕıa (o sea, de los

coeficientes) no es suficiente para determinar si admite soluciones dS de la forma (3.2.4). Se

necesita información no perturbativa, lo cual parece tener sentido ya que las soluciones dS

accessibles son no perturbativas.

En particular, si el Lagrangiano es una función anaĺıtica, la expansión asintótica debe

tener un radio de convergencia mayor a cero. Cuando se elige una función de la clase de

equivalencia [F̃h] igual a la serie convergente en un entorno de cero, se está imponiendo

impĺıcitamente información no perturbativa, ya que ahora se pueden distinguir funciones

perturbativamente equivalentes. Entonces no se puede añadir libremente una función subdo-

minante como antes porque rompeŕıa el carácter anaĺıtico del Lagrangiano. En principio, no

parece haber razón para asumir que el Lagrangiano es anaĺıtico, especialmente en la teoŕıa

clásica de cuerdas, donde éste es construido perturbativamente.



Caṕıtulo 7

Conclusiones

En el presente trabajo hemos examinado las ecuaciones de movimiento de la cosmoloǵıa

invariante ante dualidad introducida en [5]. Asumiendo un ansatz algo general para los cam-

pos, determinamos las condiciones para obtener soluciones dS no perturbativas en el marco

de cuerdas, y también en el marco de Einstein si es que el dilatón es constante. Estas solu-

ciones surgen en el sector de carga de Noether nula (Q = 0). Hallamos vaćıos dS isotrópicos

y anisotrópicos en n ≤ d dimensiones espaciales, con campo b nulo y no nulo, respectiva-

mente, y determinamos su estabilidad. En particular, las soluciones dS estables e inestables

con dilatón constante son nuevas en el contexto de cosmoloǵıa invariante ante dualidad, y

pueden dar lugar a interesantes implicaciones e interpretaciones. También se pueden obtener

métricas con factores de escala acotados cuando el campo b posee una dinámica no trivial

en el sector Q 6= 0.

El procedimiento para obtener soluciones dS no perturbativas, y en particular aquellas

con dilatón constante que son también geometŕıas dS en el marco de Einstein, fue resumi-

do en el caṕıtulo 6, donde además discutimos su carácter no perturbativo. Argumentamos

que, aunque se conozca toda la expansión asintótica de la teoŕıa, se necesita información

no perturbativa para determinar si la teoŕıa admite soluciones dS no perturbativas. De lo

contrario, siempre se puede construir una función subdominante adecuada que de lugar a

dichas soluciones.

Concluimos con algunos problemas abiertos y algunas direcciones interesantes para con-

tinuar esta investigación.

Habiendo mostrado que el espacio de teoŕıas cosmológicas invariantes ante dualidad con-
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tiene teoŕıas con vaćıos dS no perturbativos aśı como otras soluciones interesantes, determinar

si el paisaje de la teoŕıa de cuerdas posee este tipo de vaćıos resulta muy relevante. En este

sentido, son alentadores los incréıbles logros de las construcciones de doble copia de todas

las amplitudes de cuerdas bosónicas y heteróticas sin masa a nivel árbol, ya que no solo

parecen capaces de determinar toda la expansión perturbativa clásica, sino que también su-

gieren una conexión con aspectos no perturbativos de la teoŕıa de cuerdas [21] (ver también

[22]). Similarmente, construcciones alternativas basadas en la simetŕıa de dualidad, como la

teoŕıa doble de campos [23] (ver [24]), han avanzado sustancialmente en la comprensión de

la estructura de los términos con muchas derivadas [25]. Establecer la conexión precisa entre

la expansión en α′ de cuerdas y las funciones Fn(H) en (3.1.6) o Fh(h1, · · · , hd) en (4.1.12)

es un problema relevante para resolver, con el objetivo de llenar este hueco.

En esta dirección, bajo ciertas suposiciones, el teorema no-go de [3] descarta construccio-

nes de hoja de mundo de espacio-tiempos macroscópicos dSn con n ≥ 4 en cuerdas heteróticas

y de tipo II (sin flujos RR), y captura todas las correcciones perturbativas y no perturbativas

en α′. Si dicho teorema aplica correctamente en el contexto de cosmoloǵıa invariante ante

dualidad, se sigue que la teoŕıa clásica de cuerdas no es uno de los puntos del espacio de

teoŕıas invariantes ante dualidad que admiten soluciones dS macroscópicas no perturbativas

1, es decir la función Fn(H) (o Fh(h1, · · · , hd)) que describe el Lagrangiano efectivo a bajas

enerǵıas de cuerdas no admitiŕıa una solución macroscópica de la forma (3.2.4) (o (5.0.3)).

Que sea macroscópica significa que el radio l de dS es mucho mayor a la escala de longitud

de la cuerda l = 1/H0 � ls =
√
α′ ⇐⇒ H0 � 1/

√
α′; y como nuestras soluciones dS

son no perturbativas en α′, en principio es factible que H0 = O
(
1/
√
α′
)

no sea mucho más

pequeño que 1/
√
α′, es decir que sean soluciones dS microscópicas con radios del orden de

la longitud de la cuerda, que no son descartadas por el teorema no-go. No obstante, las

soluciones dS eucĺıdeas y microscópicas halladas en [3] no están exentas de problemas: Sólo

existen para unos pocos valores aislados de l/ls (no muy grandes, entre 2 y 6), y no tienen

una continuación anaĺıtica natural a signatura Lorentziana (aunque pueden haber sutilezas

en esto último, que es el problema más importante). A pesar de que estas soluciones dS mi-

croscópicas no sirven para describir el estado actual del universo (cuya escala de longitud es

muy grande), podŕıan ser útiles para describir la etapa de inflación (cuya escala de longitud

1Le agradecemos a S. Sethi y a O. Hohm por una discusión en este asunto.
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es muy chica).

La construcción expĺıcita de modelos fenomenológicos es otro asunto que merece mayor

investigación. Las correcciones de muchas derivadas han sido identificadas como elementos

importantes en la generación de una expansión acelerada. Mezcladas con efectos adicionales,

como un campo escalar en el escenario de inflación geométrica [26] o monopolos KK que

llenan el espacio-tiempo [27], los términos con muchas derivadas juegan un rol central. Desde

esta perspectiva, vale la pena estudiar las posibles consecuencias que pueden resultar de las

soluciones dS de la cosmoloǵıa invariante ante dualidad para la construcción de modelos.

Por ejemplo, seŕıa interesante hallar cosmoloǵıas de rebote [28], o nuevas cosmoloǵıas

anisotrópicas que resuelvan la singularidad del Big-Bang, que puede incluir al campo b, ex-

tendiendo de esta forma [29] a escenarios más realistas. Otra continuación natural de nuestro

trabajo seŕıa calcular las ecuaciones de movimiento del ansatz generalizado incluyendo ma-

teria, siguiendo los pasos propuestos en [6]. Esto permitiŕıa examinar interacciones entre

materia y el campo b, incluyendo también métricas diagonales más genéricas.

Un mecanismo posible para la decompactificación de n = 3 dimensiones espaciales fue

considerado en [8], en el esṕıritu de la cosmoloǵıa de gas de cuerdas [12]. Esto fue estudiado

asumiendo un factor de escala dinámico y uno estático junto con la aniquilación de modos

de winding en n dimensiones espaciales (representados por materia que verifica una cierta

ecuación de estado) y su presencia en las restantes d−n dimensiones espaciales. Se mostró que

este modelo resuelve los problemas de tamaño y horizonte de la cosmoloǵıa estándar de Big

Bang si el valor inicial del dilatón es suficientemente chico, y también que es compatible con

la conjetura de censura Trans-planckiana [30], lo cual exhibe su relevancia fenomenológica.

Se podŕıa lograr un entendimiento más detallado de las transiciones entre las diferentes

etapas del universo modelado en [8] (en particular del propio proceso de decompactificación)

si se utilizan las geometŕıas con dos factores de escala dinámicos obtenidas en los caṕıtulos

previos. La interacción con el campo b puede llegar a tener un rol interesante. Por ejemplo,

puede ser una forma de confinar la expansión de las dimensiones internas, ya que el factor

de escala puede estar acotado cuando el campo b tiene una dinámica no trivial.

Proponer ansatzs más generales es otra ĺınea de futura investigación que puede dar lugar

a fenómenos cualitativamente nuevos con potenciales aplicaciones cosmológicas. Por ejemplo,

añadir campos de gauge podŕıa generar más sorpresas.
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Finalmente, el análisis del caṕıtulo 3 puede ser fácilmente extendido a las soluciones

Anti-dS (AdS) isotrópicas obtenidas en [31], en donde los campos solo dependen de una

coordenada espacial x en vez de la coordenada temporal. Más precisamente, se pueden

obtener nuevas soluciones AdS no perturbativas estables e inestables con ∂xΦ = −c̄ 6=

0, F̄ (H̄0) = c̄2, F̄ ′(H̄0) = 0 (ver [31] para las definiciones), y aquellas que verifiquen c̄ = dH̄0

tienen dilatón constante, siendo aśı AdS tanto en el marco de cuerdas como en el marco de

Einstein. Estas soluciones podŕıan tener aplicaciones útiles. Más aún, el ansatz del caṕıtulo

3 con direcciones estáticas, o el ansatz general del caṕıtulo 4, podŕıan ser trabajados en este

caso, incluyendo métricas anisotrópicas o campo b no nulo, y dar lugar a nuevas soluciones

AdS no perturbativas.



Apéndice A

Aspectos de la clasificación de teoŕıas

cosmológicas invariantes ante dualidad

Consideremos la acción efectiva a bajas enerǵıas de teoŕıa de cuerdas (ver sección 7.3 de

[32], o sección 3.7 de [33]), para la métrica gµν , el campo antisimétrico bµν , y el campo escalar

dilatón φ, en un espacio-tiempo de dimensión D = d+ 1 (con d dimensiones espaciales):

I =

ˆ
dDx

√
−ge−2φ

(
R + 4(∂φ)2 − 1

12
H2 +O(α′)

)
≡ I0 +O(α′) (A.0.1)

donde H2 = HµνρH
µνρ, Hµνρ = 3∂[µbνρ] (o sea H = dB), y R es el escalar de Ricci de la

métrica g. En la expresión anterior, solo se escribieron expĺıcitamente los términos de I0 con

dos derivadas a orden cero en α′. Por supuesto, esta es la métrica gµν del marco de cuerdas.

Para que nuestros resultados sean particularmente útiles en contextos cosmológicos, pro-

ponemos que los campos gµν , bµν , φ solo dependan de la coordenada temporal. Y si dicha
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coordenada no es periódica, se puede tomar sin pérdida de generalidad que 1:

gµν(t) =

−n2(t) 0

0 gij(t)

 con n(t) > 0 y bµν(t) =

0 0

0 bij(t)

 . (A.0.2)

Realizando las definiciones de los multipletes S,Φ, n de O(d, d) y de la derivada temporal

covariante D explicadas con detalle en la sección 2.1, podemos reescribir la acción (A.0.1)

de forma expĺıcitamente invariante ante dualidad como (ver sección 2.1 de [5]):

I = I0 +O(α′) =

ˆ
dt n e−Φ

(
−(DΦ)2 − 1

8
tr((DS)2) +O(α′)

)
(A.0.3)

Si variamos a I0 (a orden α′ 0) respecto a Φ,S, n obtenemos:

δΦ,S,nI0 =

ˆ
dt n e−Φ

(
δΦEΦ|0 + tr(δSFS |0)︸ ︷︷ ︸

tr(δXES |0)

+
δn

n
En|0

)
(A.0.4)

Siendo δS = PT (δX) con δX irrestricto, y ES |0 = PT (FS |0), tal como se explicó en la sección

2.2. Notar que EΦ = EΦ|0 +O(α′), ES = ES |0 +O(α′), En = En|0 +O(α′) son los términos

de orden α′ 0 de las ecuaciones de movimiento. Más espećıficamente, se puede deducir (ver

sección 2.1 de [5]) que son:

En|0 = (DΦ)2 +
1

8
tr((DS)2)

EΦ|0 = 2D2Φ− (DΦ)2 +
1

8
tr((DS)2)

ES |0 =
1

4

(
D2S + S(DS)2 −DΦDS

)
)

(A.0.5)

1Esto es porque, si reducimos dimensionalmente la teoŕıa solo a una dimensión que es la temporal (o equi-

valentemente compactificamos las d dimensiones espaciales en T d ignorando los modos masivos de Kaluza-

Klein), es posible tomar g0i = 0, b0i = 0. Más especificamente, los campos de gauge A
(1)i
0 (t), A

(2)i
0 (t) que

describen g0i y b0i respectivamente (como en [10]), son 1-formas en una variedad diferencial de dimensión

1, por lo que siempre son cerradas. Más aún, asumiendo que dicha variedad de dimensión 1 es conexa y no

es homeomórfica a S1 (es decir, si la coordenada temporal no es periódica), debe ser homeomórfica a R, o a

[0,∞) o a [0, 1] [34]. Entonces debe ser simplemente conexa, y luego su primer grupo de cohomoloǵıa es trivial

(Teorema 6.5 en [35]): Toda 1-forma en nuestra variedad simplemente conexa de dimensión 1 es cerrada, y

también exacta. En otras palabras, siempre podemos escribir A = A0(t)dt = dh para h(t) =

ˆ t

t0

A0(t′)dt′,

por lo que todo campo de gauge (1-forma) A en una variedad conexa de dimensión 1 (no homeomórfica a

S1) es puro gauge: Existe un gauge A → A′ = A − dh = 0 en el cual el campo de gauge es igual a A′ = 0.

De esta forma, podemos tomar A
(1)i
0 (t) = A

(2)i
0 (t) = 0 =⇒ g0i = b0i = 0.
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que coinciden con las ecuaciones de movimiento (2.2.20) a orden α′ 0 si consideramos que

c1 = −1/8.

Ahora consideremos la teoŕıa con todas las correcciones α′k: La acción completa es I =

I0 + I1 + I2 + (· · · ) =
∞∑
k=0

Ik, con Ik = O(α′ k). Para que la acción I sea invariante ante

O(d, d;R) (dualidad), la parte Ik de orden α′ k va a ser igual a una suma de términos Ik =
N(k)∑
p=1

Ik,p donde cada término Ik,p debe ser igual a α′ k por un coeficiente adimensional ck,p por

la integral (con medida dt n e−Φ) de un producto de derivadas covariantes del dilatón Φ y

trazas de productos de S y sus derivadas covariantes. Es decir:

Ik,p = α′ kck,p

ˆ
dt n e−Φ

∏
i

(DjiΦ)ni
∏
l

tr
(
(Dkl,1S)ml,1(· · · )(Dkl,qlS)ml,ql

)
(A.0.6)

Como Ik debe tener la misma dimensión que I0, y ck,p son adimensionales (pues son de orden

α′ 0, y no hay otra escala en la teoŕıa además de α′), entonces deben haber exactamente

2k + 2 derivadas. Como hay una cantidad finita de términos de la forma de Ik,p con 2k + 2

derivadas, entonces N(k) es finito.

Además, las derivadas deben ser covariantes, ya que el integrando en la medida dt n e−Φ

debe ser un escalar ante reparametrizaciones temporales.

Asumir que toda la dependencia de la acción en el dilatón (no derivado) está contenida

en el factor exponencial de la medida de integración, significa que ji ≥ 1, de forma que los

términos (DjiΦ)ni solo dependen de derivadas del dilatón generalizado. Por otro lado, el resto

de las potencias ni, kl,s,ml,s pueden tomar cualquier valor entero no negativo (incluyendo el

cero). También se asumió que las transformaciones de los multipletes ante dualidad poseen

la misma forma a todo orden en α′.

En [5], para simplificar la forma de las correcciones Ik,p y remover términos no deseados,

se aplican sucesivas redefiniciones infinitesimales (pues se hacen variaciones de orden α′ k)

de los campos de la forma:

Φ→ Φ + α′ kδΦ S → S + α′ k δS︸︷︷︸
= PT (δX)

n→ n+ α′ k n
δn

n
. (A.0.7)

Entonces, para ver cómo cambian los términos Ik de orden α′ k de la acción, solo es necesario

variar I0 pues δI0 va a ser de orden α′ k y δIl va a ser de orden mayor para l ≥ 1. Es decir,
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la variación de I resulta ser:

δI = δI0︸︷︷︸
= O(α′ k)

+O(α′ k+1) = α′ k
ˆ
dt n e−Φ

(
δΦEΦ|0 + tr(δXES |0) +

δn

n
En|0

)
︸ ︷︷ ︸

Afecta solo a Ik

+O(α′ k+1)

(A.0.8)

Luego de aplicar una secuencia de redefiniciones infinitesimales orden a orden en α′ para

ir moldeando de a uno (y en orden creciente) a los términos Ik de manera que posean la

forma deseada, Hohm y Zwiebach mostraron (ver sección 2.2 de [5] para entender en detalle

este procedimiento) que se pueden escribir las correcciones de orden α′ k en la acción de la

forma:

Ik =
∑

P∈ Part(k+1,2)

Ik,P︷ ︸︸ ︷
α′ kck+1,P

ˆ
dt n e−Φ

∏
m∈P

tr((DS)2m)

= α′ kck+1,{k+1}

ˆ
dt n e−Φ tr((DS)2k+2)︸ ︷︷ ︸

Una sola traza

+
∑

P∈ Part(k+1,2)
|P |≥2

α′ kck+1,P

ˆ
dt n e−Φ

∏
m∈P

tr((DS)2m)

︸ ︷︷ ︸
Múltiples trazas

(A.0.9)

Donde se está sumando sobre todas las particiones P ∈ Part(k+1, 2) del número k+1 que no

utilicen el número 1 (es decir, sobre todas las formas de expresar al número k+1 como suma

de números mayores o iguales a 2: k+1 =
∑
m∈P

m). En total, hay p(k+1, 2) = p(k+1)−p(k)

términos en dicha sumatoria (siendo p(n) el número irrestricto de particiones de un natural

n).

Se separó en el término que contiene una sola traza (que se corresponde con la única

partición P = {k + 1} que posee un único elemento, |P | = 1), y el resto de los términos que

contienen múltiples trazas (que se corresponden con el resto de las particiones, que poseen

dos o más elementos: |P | ≥ 2; notar que |P | ≤
⌊
k + 1

2

⌋
=

⌈
k

2

⌉
).

Resulta muy simple ver, juntando todas las correcciones para formar I = I0 +
∞∑
k=1

Ik y

redefiniendo el ı́ndice mudo k → k−1, que la acción termina teniendo la forma de la ecuación

(2.1.4).



Apéndice B

Ecuaciones de movimiento en el

ansatz generalizado

En este apéndice mostraremos los detalles del procedimiento para obtener las ecuaciones

de movimiento en el ansatz generalizado de matrices g,Dg,Db que conmutan entre ellas. En

este caso, g−1,D(g−1) también conmutan con ellas, y la matriz (DS)2 toma la forma

(DS)2 =

A [b, A]

0 A

 , (B.0.1)

con A ≡ −g−2(Dg)2 + g−2(Db)2. No es dif́ıcil mostrar por inducción en m ∈ N que:

(DS)2m =

Am [b, Am]

0 Am

 . (B.0.2)

En particular, tr[(DS)2m] = 2 tr(Am), y luego

F(DS) = −2c1tr(A)−
∞∑
k=2

α′ k−1
∑

P∈ Part(k,2)

2|P |ck+1,P

∏
m∈P

tr(Am) ≡ Fa(A) . (B.0.3)

Además, de la ecuación (2.2.15) podemos escribir

F ′(DS) = DS ·

F ′a(A) [b,F ′a(A)]

0 F ′a(A)

 , (B.0.4)

y luego, es fácil ver que tr(DS F ′(DS)) = 2 tr(AF ′a(A)). Aśı, las ecuaciones de movimiento

más simples (2.2.20a) y (2.2.20b) resultan ser:

En = (DΦ)2 −Fa(A) + 2 tr(AF ′a(A)) = 0 , (B.0.5a)

EΦ + En = 2D2Φ + 2 tr(AF ′b(A)) = 0 . (B.0.5b)

53
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Para calcular la ecuación de movimiento para variaciones de S, o equivalentemente la

conservación de Q, calculamos el producto

S DS =

gD(g−1) + bg−1(Db)g−1 −Db− bD(g−1)g − gD(g−1)b− bg−1(Db)g−1b

g−1(Db)g−1 g−1D(g)− g−1(Db)g−1b


(B.0.6)

Esta expresión es absolutamente general. Ahora, imponiendo el ansatz generalizado, y to-

mando a g diagonal y b(t0) = 0 sin pérdida de generalidad, de forma que b conmute con

g, g−1,D(g−1),Dg (puede no conmutar con Db), esta expresión se reduce a

S DS =

−g−1Dg + g−2b(Db) −Db+ 2(g−1Dg)b− g−2b(Db)b

g−2(Db) g−1D(g)− g−2(Db)b

 (B.0.7)

Por lo tanto, en este ansatz generalizado la conservación de la carga de Noether toma la

forma:

−Q
2

= e−ΦSF ′(DS) ≡

Q3 −Q2 Q4

Q1 Q3 +Q2

 , (B.0.8)

o equivalentemente, computando cada bloque de SF ′(DS) usando (B.0.4) y (B.0.7):

Q3 −Q2 = e−Φ (−g−1Dg + b g−2(Db))F ′a(A) , (B.0.9a)

Q4 = e−Φ
(
(−Db+ bg−1Dg)F ′a(A)− (−g−1Dg + bg−2(Db))F ′a(A)b

)
, (B.0.9b)

Q1 = e−Φ g−2(Db)F ′a(A) , (B.0.9c)

Q3 +Q2 = e−Φ
(
g−1D(g)F ′a(A)− g−2(Db)F ′a(A)b

)
. (B.0.9d)

La condición Q ∈ so(d, d) significa que Q1,Q3,Q4 deben ser antisimétricas, y que Q2 debe

ser simétrica.

Las primeras dos ecuaciones pueden ser utilizadas para reescribir el sistema previo de

ecuaciones como

Q1 = e−Φ g−2(Db)F ′a(A) , Q2 = e−Φ g−1D(g)F ′a(A)− 1

2
{b,Q1} , (B.0.10a)

2Q3 = [b,Q1] , Q4 = −g2 Q1 + b

(
Q2 +

1

2
{b,Q1}

)
− (Q3 −Q2)b (B.0.10b)

La primera ecuación implica que Q1 conmuta con g, g−1,Dg,Db para todo tiempo. Luego,

la tercera ecuación se verifica trivialmente para Q3 = 0, ya que b(t0) = 0, y entonces

D ([b(t),Q1]) = [Db(t),Q1] = 0 =⇒ 2Q3 = [b(t),Q1] = [b(t0),Q1] = 0 .
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En consecuencia, las ecuaciones también son equivalentes a:

Q1 = e−Φ g−2(Db)F ′a(A) , Q2 = e−Φ g−1D(g)F ′a(A)− bQ1 , Q4 = −g2 Q1 + {b,Q2}+ b2Q1

En particular, evaluando a la tercera ecuación en t0 considerando b(t0) = 0 se obtiene

Q4 = −g2(t0) Q1 . (B.0.11)

Nótese que la tercera ecuación es equivalente a

0 = DQ4 = −2gDg Q1 + {Db,Q2}+ {Db, bQ1} = −2gDg Q1 + 2gDg Q1

donde utilizamos el hecho de que Db conmuta con g−1,Dg, A. Por lo tanto, esta ecuación se

verifica automáticamente a partir de las primeras dos, con una constante de integración Q4.

Luego, la ecuación de movimiento para variaciones de S se reduce a

Q1 = e−Φ g−2(Db)F ′a(A) (B.0.12a)

Q2 = e−Φ g−1D(g)F ′a(A)− bQ1 = e−Φ (g−1D(g)− g−2bDb)F ′a(A) (B.0.12b)

Q1 y Q2 son diagonales por bloques con los mismos bloques que Db, ya que A,Db, b, g−2,Dg

son matrices diagonales por bloques, y entonces conmutan con g, g−1,Dg. Pueden también

ser expresadas sin las constantes de integración Q1,Q2, como:

0 = D
(
e−Φ g−2(Db)F ′a(A)

)
(B.0.13a)

0 = D
(
e−Φ g−1D(g)F ′a(A)

)
− e−Φ g−2(Db)2F ′a(A)︸ ︷︷ ︸

= Db Q1

(B.0.13b)

En resumen, las ecuaciones de movimiento son:

Q1 = e−Φ g−2(Db)F ′a(A) = constante ⇐⇒ 0 = D
(
e−Φ g−2(Db)F ′a(A)

)
(B.0.14a)

Q2 = e−Φ g−1D(g)F ′a(A)− bQ1 = constante ⇐⇒ 0 = D
(
e−Φ g−1D(g)F ′a(A)

)
−Db Q1

(B.0.14b)

En = (DΦ)2 −Fa(A) + 2 tr(AF ′a(A)) = 0 (B.0.14c)

EΦ + En = 2D2Φ + 2 tr(AF ′a(A)) = 0 (B.0.14d)
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B.1. Ecuaciones de movimiento diagonalizadas

Puesto que Db y Q1 son matrices reales y antisimétricas (luego anti-hermı́ticas) que

conmutan, pueden ser simultáneamente diagonalizadas con una matriz compleja y unitaria

U(t):

Db(t) = U(t)(iDb(t))U
−1(t) , Q1 = U(t)(iD1)U−1(t) , (B.1.1)

con Db y D1 matrices reales y diagonales. Y como Db y Q1 son diagonales por bloques, las

matrices unitarias U(t), U−1(t) son diagonales por bloques con bloques con igual factor de

escala, por lo que conmutan con g, g−1,Dg. En principio, dependen del tiempo.

Más aún, esto implica que A se expresa en esta base como:

A = U(t)(−g−2(Dg)2 − g−2D2
b )U

−1(t) ≡ U(t)(−4D2)U−1(t) (B.1.2)

donde definimos la matriz diagonal D2 con elementos reales no negativos, recordando que

g, g−1,Dg son matrices diagonales. Observar que F ′a(A) = U(t) F ′a(−4D2) U−1(t).

Las ecuaciones (B.0.14a) y (B.0.14b) toman entonces la forma:

−iQ1 = U(t)D1U
−1(t) = U(t) e−Φ g−2(Db)F ′a(−4D2) U−1(t) = constante (B.1.3a)

0 = D
(
U(t) e−Φ g−1D(g)F ′a(−4D2) U−1(t)

)
+ U(t) Db D1 U

−1(t) (B.1.3b)

A partir de (B.1.3a) vemos que:

D1 = e−Φ g−2(Db)F ′a(−4D2) = constante (B.1.4)

puesto que los elementos de D1 son los autovalores de −iQ1, que son constantes si Q1 es

constante. Todav́ıa necesitamos imponer que −iQ1 = U(t)D1U
−1(t) es constante:

0 = −iDQ1 = U(t)(

=0︷︸︸︷
DD1 +[U−1DU,D1])U−1(t) ⇐⇒ [U−1DU,D1] = 0 (B.1.5)

Esta es una condición para U(t), y luego (B.1.3a) es equivalente a las dos ecuaciones (B.1.4)

y (B.1.5).

La ecuación (B.1.3b) puede ser escrita equivalentemente como

0 = Db D1 + U−1(t) D
(
U(t) e−Φ g−1D(g)F ′a(−4D2) U−1(t)

)
U(t)

= Db D1 +D
(
e−Φ g−1D(g)F ′a(−4D2)

)
+ [U−1DU, e−Φ g−1D(g)F ′a(−4D2)]

(B.1.6)
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Nótese que los primeros dos términos del último renglón son matrices diagonales, mien-

tras que el último término no es diagonal. Además, el último es de la forma [U−1DU,DG]

donde DG es una matriz diagonal genérica, luego tiene elementos matriciales de la forma

[U−1DU,DG]ij = (U−1DU)ij(D
G
j − DG

i ), con elementos de la diagonal nulos. Por lo tanto,

podemos proyectar por un lado los elementos diagonales, y por el otro los no diagonales de

(B.1.3b):

0 = Db D1 +D
(
e−Φ g−1D(g)F ′a(−4D2)

)
0 = D(g) [U−1DU,F ′a(−4D2)]

(B.1.7)

donde usamos que U(t), U−1(t) son matrices diagonales por bloques y que e−Φg−1 es inver-

tible.

Finalmente, las ecuaciones de movimiento toman la forma

D1 = e−Φ g−2(Db)F ′a(−4D2) = constante (B.1.8a)

0 = Db D1 +D
(
e−Φ g−1D(g)F ′a(−4D2)

)
(B.1.8b)

En = (DΦ)2 −Fa(−4D2) + 2 tr((−4D2) F ′a(−4D2)) = 0 (B.1.8c)

EΦ + En = 2D2Φ + 2 tr((−4D2) F ′a(−4D2)) = 0 (B.1.8d)

0 = [U−1DU,D1] = D(g) [U−1DU,F ′a(−4D2)] (B.1.8e)



Apéndice C

hi constante y Q = 0

En este apéndice mostramos que hi = cte implica Q = 0. Esta es la razón por la cual el

sector con carga de Noether nula es el indicado para buscar soluciones dS no perturbativas.

Las ecuaciones que determinan la dinámica de hi(t) = h
(r)
α (t) son:

e−Φ∂Fh
∂hi

= qi = constante ⇐⇒ ∇Fh = eΦ ~q (C.0.1)

para cada 1 ≤ i ≤ d. Definiendo q ≡ ‖~q‖, y el vector adimensional ~w ≡ ~q

q
de norma ‖~w‖ = 1

solo en el caso

q 6= 0 ⇐⇒ ~q 6= ~0 ⇐⇒ ∃ r, α tales que Q(r)
α 6= 0 o Q′ (r)α 6= 0 ⇐⇒ Q 6= 0 , (C.0.2)

se puede realizar un cambio de variables de la forma

~h = (h1, h2, · · · , hd)→ ~X = (X1, X2, · · · , Xd) = W~h (C.0.3)

donde W es una matriz real ortogonal constante (luego ~h = W−1 ~X = W t ~X) tal que su

primera fila es igual al vector adimensional y unitario ~w (es decir, wi = W1i = (W t)i1), y

obviamente el resto de las filas son ortogonales a ~w. Entonces las derivadas parciales son:

∂Fh
∂X1

=
d∑
i=1

∂hi
∂X1

∂Fh
∂hi

= q eΦ

d∑
i=1

(W t)i1wi = q eΦ

d∑
i=1

wiwi = q eΦ ‖~w‖2 = q eΦ 6= 0

∂Fh
∂Xχ

=
d∑
i=1

∂hi
∂Xχ

∂Fh
∂hi

= q eΦ

d∑
i=1

(W t)iχwi = q eΦ

d∑
i=1

(W )χiwi = 0 para 2 ≤ χ ≤ d .

(C.0.4)
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Puesto que algunos de los hi pueden tener igual módulo (por ejemplo, si β
(r)
α 6= 0 hay

otro β
(r)
α′ = −β(r)

α , luego |h(r)
α′ | = |h(r)

α |; o si β
(r)
α = 0 para varios valores de α y el mismo r), y

algunos hi pueden ser iguales a 0, varias combinaciones lineales de los hi pueden ser triviales

(por ejemplo h
(r)
α′ ± h

(r)
α = 0 y luego Xχ = 0 para un cierto χ, entonces trivialmente vale

que
∂Fh
∂Xχ

= 0 para combinaciones lineales triviales Xχ = 0). De todos modos, si hay a lo

sumo m valores de hi con módulos no nulos y distintos entre śı, en principio van a haber m

combinaciones lineales no triviales Xi, y d−m combinaciones lineales triviales Xχ = 0 para

las cuales
∂Fh
∂Xχ

= 0.

Si cada hi = h
(r′)
α′ = constante, o equivalentemente si todo Xi = constante, entonces de

(4.1.15c) se deduce que DΦ = −c =cte ∈ R, lo cual a su vez implica de la ecuación (4.1.15d)

que

0 =
d∑
i=1

hi
∂Fh
∂hi

=
d∑
i=1

d∑
j=1

d∑
k=1

(W t)ijXj
∂Xk

∂hi

∂Fh
∂Xk

=
d∑
i=1

d∑
j=1

d∑
k=1

(W t)ijXjWki
∂Fh
∂Xk

=
d∑
j=1

d∑
k=1

Xj
∂Fh
∂Xk

(WW t)kj =
d∑
j=1

Xj
∂Fh
∂Xj

= X1
∂Fh
∂X1

,

(C.0.5)

donde usamos (WW t)kj = δkj porque W es ortogonal, y
∂Fh
∂Xχ

= 0 para χ ≥ 2.

Dado que la solución X1 = 0 está contenida en
∂Fh
∂X1

= 0, esta ecuación es equivalente a:

∂Fh
∂X1

= 0 ⇐⇒ q = 0 ⇐⇒ Q = 0 . (C.0.6)

En consecuencia, vemos que imponer hi =cte para todo 1 ≤ i ≤ d, necesariamente implica

que Q = 0.

A la inversa, la forma más simple de construir soluciones con Q = 0 que verifiquen∇Fh =

~0, es imponer que todo hi sea constante. De otra forma, si hubieran algunos parámetros hi(t)

no constantes, la ecuación ∇Fh = ~0 se verificaŕıa en un cierto entorno abierto de hi(t0), y

luego la función Fh no dependeŕıa de hi (lo cual puede ser una condición no trivial para la

expansión asintótica (4.1.12) de Fh).



Apéndice D

Sutilezas en el carácter no

perturbativo de las soluciones dS

generalizadas

En este apéndice extendemos la discusión sobre las soluciones dS no perturbativas pre-

sentada en la section 6 al caso del ansatz generalizado de matrices conmutantes.

El procedimiento para hallar soluciones dS no perturbativas se extiende inmediatamente

al ansatz generalizado, considerando que en este caso uno debe calcular las ráıces ~h0 =

(h0,1, · · · , h0,d) 6= ~0 de ∇Fh en el paso 1. Dada una ráız ~h0, uno siempre puede construir

2d − 1 nuevas ráıces distintas ~h′0 = (±h0,1, · · · ,±h0,d) ya que también verifican
∂Fh
∂hi

= 0

para todo i. Luego, para tener una cosmoloǵıa expansiva (en el marco de cuerdas) en ciertas

direcciones espaciales, uno debe elegir solo las ráıces con parámetro de Hubble positivo en esas

direcciones espaciales. Además, se puede elegir una cosmoloǵıa expansiva o contractiva en las

restantes direcciones espaciales si no son estáticas. Los pasos subsecuentes del procedimiento

se generalizan trivialmente.

La construcción de una función subdominante también puede ser realizada con el an-

satz generalizado. Primero definimos la función adimensional F̃h(~̃x) ≡ α′Fh(~h) que depende

de las variables adimensionales x̃i ≡
√
α′ hi. Para asegurar que la función subdominante

multi-variable h̃(~̃x) sea invariante ante dualidad y ante inversión temporal (considerando

que las simetŕıas se mantienen no perturbativamente), consideramos que solo depende de las

60
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combinaciones Sk ≡
d∑
i=1

x̃2k
i ∝ α′ k tr(DS2k). Más precisamente:

h̃(~̃x) = h̃S(S1, S2, · · · ) = χ0

(
e
− χ1

2S1 − e−
χ1
S1

)
+ h̃S,1(S1, S2, · · · ) . (D.0.1)

Consideremos que χ1 = 2 ln(2) S1 > 0, luego las primeras derivadas del término proporcional

a χ0 se anulan. Aśı, siempre podemos elegir χ0 ∈ R tal que h̃(~̃x0) = c̃2 − F̃h(~̃x0) para algún

c̃, el cual lo podemos tomar de forma que el dilatón sea constante. Este término con χ0 no

incide en la condición de las primeras derivadas, consecuentemente solo necesitamos trabajar

con h̃S,1(S1, S2, · · · ).

Consideremos que hay a lo sumo 1 ≤ m ≤ d elementos x̃0,I en el vector elegido ~̃x0 con

módulo no nulo y distintos entre śı (es decir, |x̃0,I | 6= 0 y I 6= I ′ =⇒ |x̃0,I | 6= |x̃0,I′| para

I, I ′ tomando m valores posibles). Adicionalmente, los restantes d−m elementos x̃0,i deben

verificar |x̃0,i| = |x̃0,I | para algún I, o verificar x̃0,i = 0. Entonces, para cualquier función

invariante ante dualidad e inversión temporal F̃h + h̃, solo necesitamos las m derivadas

parciales
∂(F̃h + h̃)

∂x̃I
(~̃x0) para computar su gradiente, porque las restantes d −m derivadas

parciales con respecto a x̃i verifican
∂(F̃h + h̃)

∂x̃i
(~̃x0) = ±∂(F̃h + h̃)

∂x̃I
(~̃x0) para un ı́ndice I

(con ± = signo(x̃0,i) signo(x̃0,I)), o trivialmente verifican
∂(F̃h + h̃)

∂x̃i
(~̃x0) = 0 si x̃0,i = 0. En

particular, imponer
∂(F̃h + h̃)

∂x̃i
(~̃x0) = 0 para todo ı́ndice 1 ≤ i ≤ d (o sea ∇(F̃h + h̃) = ~0)

es equivalente a imponer
∂(F̃h + h̃)

∂x̃I
(~̃x0) = 0 solo para los m ı́ndices I. Por simplicidad,

ordenamos los ı́ndices de forma tal que 1 ≤ I ≤ m y los restantes son m+ 1 ≤ i ≤ d.

Podemos elegir h̃S,1(S1, S2, · · · ) =
m∑
J=1

χJ e
−1/SJ . Por lo tanto nos gustaŕıa elegir χJ ∈ R

tal que
∂h̃

∂x̃I
(~̃x0) =

m∑
J=1

χJ
2J x̃2J−1

I

S2
J

e−1/SJ

∣∣∣∣∣
~̃x0

= −∂F̃h
∂x̃I

(~̃x0) para cada 1 ≤ I ≤ m. Podemos

escribir esto como una ecuación matricial de la forma ¯̄M · ~χ = ∇mF̃h(~̃x0), donde ∇m solo

incluye las primeras m derivadas parciales, y ¯̄M es una matriz de m × m con elementos

MIJ = −
2J x̃2J−1

0,I

S2
J

e−1/SJ

∣∣∣∣∣
~̃x0

. Usando que x̃0,I 6= 0 y luego SJ |~̃x0 6= 0, es fácil chequear que

el determinante de ¯̄M es no nulo si y solo si el determinante de la matriz de Vandermonde

V (x̃2
0,1, x̃

2
0,2, · · · , x̃2

0,m) (con elementos VIJ = x̃
2(J−1)
0,I ) es no nulo. Puesto que el último es

igual a
∏

1≤J<K≤m

(x̃2
0,K − x̃2

0,J), y J 6= K =⇒ x̃2
0,K 6= x̃2

0,J , el determinante de V es no
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nulo, y entonces el determinante de ¯̄M también es no nulo (o sea es invertible). Esto implica

que el sistema lineal siempre se puede resolver, y que se pueden obtener los coeficientes

~χ = ¯̄M−1 · ∇mF̃h(~̃x0).

Por lo tanto, siempre se puede construir una función subdominante h̃(~̃x) invariante ante

dualidad e inversión temporal tal que las m primeras derivadas parciales de F̃h+ h̃ son nulas,

y luego todas las d derivadas parciales de F̃h + h̃ también son cero, siempre evaluadas en ~̃x0.

Adicionalmente, como se explicó previamente, uno siempre puede imponer F̃h(~̃x0) + h̃(~̃x0) =

c̃2 para algún c̃ (que puede ser tomado de forma que el dilatón es constante), eligiendo χ0 ∈ R

adecuadamente, extendiendo entonces los resultados del caṕıtulo 6.
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