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1. Abstract

En una avalancha, la disipacion de energia por friccion y colision de las particulas entre si y con el
entorno producen la relajacion del sistema a otro estado de equilibrio. La disipacién por colision sue-
le caracterizarse con el coeficiente de restitucion ¢ = —’;—’::, definido para una particula colisionando
contra una superficie con una velocidad normal de impacto v, y rebotando con una velocidad de

salida v,,’.

En esta Tesis se estudia cémo ¢ y la energia evolucionan durante el proceso de relajacion al equilibrio
mediante sucesivos rebotes de un disco impactando contra cunas y de particulas facetadas colisio-

nando contra una superficie plana.

Se observa que a bajos valores de v,, el coeficiente £ presenta una gran dispersion y valores medios
(e) més altos que los observados a v, mas grandes. Para particulas de pocas facetas, a v, bajos se
pueden observar valores de £ > 1. El estudio de la evolucién de la energia muestra que en algunas
colisiones se transfiere energia cinética de traslacion a energia cinética de rotacién lo que lleva a
valores de ¢ muy por debajo de (¢) y en colisiones posteriores parte de la energfa cinética de rotacién

vuelve a energia cinética de traslacién llevando a € > 1.
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Parte 1

INTRODUCCION

3. Introduccién general

Conocemos por materiales granulares a aquellos que estan formados por particulas sélidas de caracter
macroscépico (granos), embebidos en una fase fluida. En caso de que esta ultima fase sea aire se los

denominan sistemas granulares secos.

Dependiendo de las fuerzas externas a las que estos materiales sean sometidos, los mismos podran
verse como soélidos, liquidos o gaseosos. Cuando se ejerce una fuerza sobre estos materiales, los granos
se pondran en movimiento y colisionaran entre ellos. Debido a la fricciéon que existe entre la super-
ficie de los mismos, la energia cinética inyectada al material tiende a disiparse y el sistema volvera

rapidamente al estado de equilibrio inicial.

El andlisis de estos materiales abarca multiples areas y disciplinas: desde el estudio del proceso de
acomodamiento de un conjunto de elementos en un transporte de carga [1, 2] hasta la prediccién de

fenémenos naturales como avalanchas de nieve [3, 4] o el estudio de la dindmica peatonal [5, 6, 7].

Resulta de gran interés la comprensién de los sistemas granulares ya que estos tienen gran trascen-
dencia a nivel industrial debido a su presencia en diferentes procesos tecnolégicos: la manipulacion,
transporte, almacenamiento, acopio, mezcla y empaquetamiento de polvos, piedras, combustibles
solidos, sales, granos y semillas son practicas comunes en las industrias farmacéutica, cosmética, de
construccién, papelera y agroalimentaria entre otras. En particular, aproximadamente la mitad de
los productos y al menos tres cuartos de las materias primas se presentan en forma granular [8, 9]. A
su vez, aproximadamente 40 % del valor agregado de los productos se asocia a la tecnologia aplicada
al acondicionamiento de granos y polvos [10, 11] y su tratamiento moviliza el 10% de los recursos
energéticos del planeta [12]. Resulta evidente que atin una pequena mejora en la eficiencia en la

manipulacién de estos materiales tendra un impacto econémico significativo.



4. Antecedentes al tema

Por lo expuesto resulta del maximo interés analizar la disipacion de energia mientras un grano in-
teractia con su entorno al alcanzar el equilibrio. Debido a que los sistemas granulares son altamente
disipativos (Sec. 3), la forma en que pierden energia y alcanzan el equilibrio es esencial para compren-
der los problemas de estabilidad de los sistemas granulares, como por ejemplo el desencadenamiento

de avalanchas (pérdida de estabilidad) y su detencién (equilibrio estable o metaestable).

El estudio de la pérdida de estabilidad en sistemas granulares es un tema que se ha estudiado
en detalle en el Grupo de Medios Porosos (Facultad de Ingenieria, Universidad de Buenos Aires)
(13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]. M4s recientemente, se analizaron las avalanchas en empaquetamientos
de particulas acrilicas con distribuciones de masa no uniforme [20]. El estudio de este sistema se llevd
a cabo mediante un tambor rotante, parcialmente lleno de particulas que consisten en vainas cilindri-
cas que contienen un inserto cilindrico. La particularidad de este inserto es que puede estar libre o
pegado a la vaina externa (FIG. 1) permitiendo el andlisis de dos tipos de empaquetamiento granular
bien diferenciados. El tambor rota a velocidad angular constante w, produciendo que la superficie
libre de la pila granular aumente la pendiente (con respecto a la horizontal) hasta alcanzar el maximo
angulo de estabilidad #,; donde se desencadena una avalancha. Esta tltima produce una disminucién
de la pendiente hasta que, al llegar al angulo de reposo g, la avalancha se detiene. El tambor rotan-

te permite, de esta manera, obtener avalanchas sucesivas y evaluar los angulos caracteristicos €y, y 0.
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FIG. 1: Foto del tambor rotante que rota a velocidad angular constante w.



En Piva et al [20], se estudia la influencia de la inhomogeneidad de los granos en la dindmica de las
avalanchas y en los angulos que caracterizan la estabilidad del sistema. En estos casos, la dindmica
se ve afectada por: 1) el desorden que se introduce en la red de contactos debido a la inhomogeneidad
en la distribucién de la masa de los granos; 2) el modo en que el sistema disipa la energia. En efecto,
mientras el tambor rota las particulas suben, ganando energia potencial, cuando se desencadena la
avalancha esa energia potencial se desarrolla en energia cinética, pero los choques entre las particulas
hacen que esta energia se vaya disipando y que la pila de granos llegue a un nuevo estado de equili-
brio. Por lo tanto, resulta de interés tener una mayor comprension de los mecanismos de disipacién y
de la transferencia de energia entre los distintos grados de libertad. Profundizar en los mencionados
mecanismos es el objetivo principal de este trabajo para lo cudl se disenaron dispositivos y experi-

mentos que permita estudiarlos.

Una forma usual de caracterizar los efectos de disipacion debidos a las colisiones es mediante el
llamado coeficiente de restitucion, e, definido como la relaciéon entre la componente normal de la
velocidad relativa, en el punto de contacto, antes y después de una colision. Este coeficiente depende
de varios factores entre los que figuran: las propiedades de los materiales, la geometria de los cuerpos
y la velocidad de impacto [21, 22, 23, 24]. Si la particula colisiona con una superficie plana horizontal
en reposo, este coeficiente es la relacion entre los componentes normales de las velocidades a la
superficie de contacto justo antes del impacto (v,) e inmediatamente después de la colisién (vg).
Dado que en muchas situaciones, debido a la forma irregular de los granos o las particularidades del
método experimental no es posible detectar y medir el punto de impacto y el detalle de la colision,
Vg ¥ vq se suelen estimar con v, y v,’, las velocidades normales de traslacion del centro geométrico
de las particulas antes y después del impacto, respectivamente. Por lo tanto, normalmente se define
de la siguiente manera:
v,

e=—- (1)

El signo menos permite que este coeficiente quede definido positivo, dado que las dos velocidades
presentan signos opuestos debido al cambio de sentido del movimiento producido en el rebote. Este
coeficiente puede tomar valores entre 0 y 1. Si en la colision no se disipa energia, ¢ = 1. Sin embargo,
en una situacion real, ¢ < 1. Es usual utilizar este coeficiente con el objetivo primario de cuantificar

la cantidad de energia cinética que se pierde en un choque [21, 22, 23, 24]. En ocasiones, resulta



también interesante analizar otro coeficiente, en el cual intervienen las energias totales:

E/
5= 5 (2)

donde E’ es la energia mecanica total de la particula inmediatamente después de rebotar contra una
superficie sélida, y E es la energia mecanica con la que llegé a dicho rebote. La energia mecanica
total se calcula como se indica en la Sec. 7.2 y tiene en cuenta a la energia potencial, a la velocidad
horizontal y vertical en el calculo de energia cinética y considera la velocidad angular de la particula
para la obtenciéon de la energia de rotacién. Hay que notar que si bien este coeficiente refleja de
manera directa la pérdida de energia que sufre la particula en la colisién, no es el mas utilizado
debido a las dificultades para su determinacién, ya que implica un conocimiento muy detallado de

los movimientos de la particula tanto de traslacion como de rotacién.

En experiencias previas con esferas de acero rebotando en una superficie plana del mismo material
[21], se observé una gran dispersion en el coeficiente de restitucion, obtenido de manera indirecta a
partir del tiempo entre colisiones sucesivas (FIG. 2). Montaine et. al [21] conjeturan que esto se debe
a que la metodologia experimental supone que la particula es puntual y que por ello la energia se
compone solamente de potencial mas energia de traslacién, despreciandose cualquier efecto debido a
la presencia de energia rotacional. Ellos arguyen que las microrugosidades presentes en las superficies
de la esfera y de la plataforma plana, podrian introducir torques, por la falta de alineacién entre la
linea que une el punto de contacto entre la particula y el plano y el centro geométrico de la esfera
respecto al eje de la gravedad. Estos torques serian responsables de inducir rotaciones que produ-
cirfan una redistribucién de energia, no tenida en cuenta en el mencionado coeficiente. Por otro lado,
Montaine et. al [21] (FIG. 2) y King et al [22] (FIG. 3), también observan que la dispersién en el

coeficiente de restitucion es menor cuanto mayor es la velocidad inicial del impacto.
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FIG. 2: Coeficiente de restitucién en funcion de la velocidad normal de impacto v,. Los datos
(200000 puntos) estéan coloreados de acuerdo a la frecuencia normalizada con que ocurren. Fuente:
Montaine et. al [21].
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FIG. 3: Coeficiente de restituciéon n (con la misma forma funcional que € en (1)) en funcién de la
velocidad de impacto, v(m/s), grafico en escala logaritmica, para una esfera de bronce de radio
R = 0,47 cm rebotando contra una placa de acero. Los puntos pequenos representan 1130 colisiones
individuales, tomadas de 100 lanzamientos de una esfera. Los circulos sélidos son promedios de
estos datos tomados en bins espaciados logaritmicamente. Las barras verticales indican la desviacién
estandar de estos valores y representan el ancho de la distribucién de las medidas. La barras con
tapa en la parte superior de la figura son barras de error que muestran la precision de las mediciones
individuales. Fuente: King et al [22].
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5. Objetivos e hipodtesis

El objetivo del presente trabajo es comprender la transferencia de energia en la interaccion de un
grano con su entorno mientras este llega al equilibrio. Esto resulta de interés debido a que, como se
mencionoé en la Sec. 3, los sistemas granulares son altamente disipativos y la forma en que transfieren
energia y llegan al equilibrio resulta esencial para comprender problemas de estabilidad de sistemas
granulares, como el desencadenamiento de avalanchas (pérdida de estabilidad) y su detencién (equi-

librio estable o metaestable).

En particular, esta Tesis busca estudiar en detalle la transferencia de energia durante la colisién de
particulas individuales, caracterizar la transferencia de energia a la rotacion y otros grados de libertad
y analizar la pertinencia de utilizar un coeficiente de restitucién como el descripto en la relacién (1)
para la comprension del comportamiento disipativo de los materiales granulares. También se pretende

analizar la conjetura del trabajo de Montaine et. al [21] (Sec. 4) respecto a si :

= la dispersion en el coeficiente de restitucién puede deberse a la aparicién de rotaciones en el

momento del impacto.

» estas rotaciones disminuyen en cantidad o intensidad (velocidad de rotacién) segun la velocidad

inicial en el impacto sea mayor.
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Parte 11
SISTEMA EXPERIMENTAL Y
METODOLOGIA

6. Dispositivos experimentales

Como ya se menciond en la Sec. 4, Montaine et. al [21] observaron una gran dispersién en el coeficiente
de restitucion obtenido para una esfera de acero que impacta contra una superficie plana y conjeturan
que esto se debe a las transferencias reciprocas entre energia cinética y de rotacién no tenidas en
cuenta en la metodologia experimental disenada para obtener el mencionado coeficiente.

Para cumplir con el objetivo planteado de estudiar estas transferencias de energia se elaboraron
estrategias experimentales en las que el foco estuvo puesto en el diseno de experimentos para la
observacién detallada del movimiento de la particula (incluyendo el registro de la traslacion del
centro de masa como también la rotacién) con el objetivo de determinar su energia mecénica. Luego
de examinar las alternativas, la eleccion recayo en el disenio de un experimento cuasi bidimensional, en
el cual las particulas son discos de cierto espesor que se mueven entre dos planos préximos formados
por vidrios planos transparentes para facilitar la visualizacion. En los dispositivos construidos, que
se describirdan en detalle en la Sec. 6.1, el movimiento se restringe préacticamente a un plano, lo
que permite la observacién de la dinamica con una sola camara. Sin duda el movimiento de una
particula entre planos préximos es un problema complejo debido, entre otros factores, a la posibilidad
de friccion entre el plano de la particula y alguno de los vidrios, la presencia de aire entre las
paredes que implica la accién de rozamiento viscoso y otros factores tales como la tendencia de la
particula a rotar alrededor del eje contenido en el plano del movimiento. Teniendo en cuenta estos
factores, sobre algunos de los cuales nos explayaremos mas adelante, se estudiaron principalmente

dos configuraciones:

= Discos de seccion circular con su centro de masa coincidente con el centro geométrico interac-

tuando con una superficie plana o en forma de cuna.

= Particulas planas facetadas interactuando con una superficie también plana.

12



En ambas configuraciones se procuré introducir mecanismos de interaccién entre la superficie y la
particula que pudieran inducir torques, y por lo tanto rotaciones, al momento de la colisiéon. Los
detalles constructivos se presentan en las siguientes secciones.

En cada caso, se obtendra la trayectoria de cada particula, lo que permitira obtener:

= la velocidad durante toda la trayectoria y en particular, antes y después de cada impacto,

= las energias cinética, potencial y de rotaciéon y, en consecuencia, la energia total. Estas energias

se obtendran durante toda la trayectoria y en particular, antes y después de cada impacto.

Estos datos permitiran:

Obtener el coeficiente de restitucién (Ec. 1).

Analizar la transferencia de energia entre los distintos grados de libertad: de rotaciéon y trasla-

cionales (paralelos y transversales a la gravedad).

Analizar la pertinencia del coeficiente de restitucion para caracterizar el impacto.

Identificar otros posibles coeficientes que permitan caracterizar la transferencia/pérdida de

energia en un impacto.

ACLARACION: Llamaremos experimento individual o simplemente experimento al proceso de im-
pulsar a la particula o dejarla caer y que experimente sucesivos rebotes hasta terminar en reposo
sobre su respectiva superficie, y llamaremos salto o vuelo al proceso de movimiento libre que ocurre
entre dos rebotes o desde el impulso inicial y el primer rebote. De aqui en adelante nos manejaremos

con estos términos.

6.1. Configuraciéon I: colision de discos contra una cuna

Teniendo en cuenta lo antedicho respecto a que se estudiara el movimiento restringido a un plano
vertical consideremos el caso de un disco interactuando con una base. Cuando este disco (con veloci-
dad de rotacion nula) impacta normalmente sobre una superficie plana horizontal, el torque ejercido

sobre la particula durante su interaccion con la superficie es nulo, debido a que la linea que se forma

13



entre el centro geométrico de la particula y el punto de contacto esta alineada con la gravedad (FIG.
4A). Una de las formas maés sencillas de inducir un torque sin cambiar la forma de la particula es

inclinando la superficie (ver FIG. 4B).

FIG. 4: A - Esquema de fuerzas durante el impacto normal (con velocidad de rotacién inicial, w; = 0)
sobre una superficie plana. B - Esquema de fuerzas durante el impacto vertical sobre una superficie
oblicua. La direccion de la fuerza de rozamiento F;, tangencial a la superficie plana, depende de la
velocidad de rotacion previa al impacto. El esquema corresponde al caso en que w; = 0.

En efecto, durante la mayor parte del tiempo la particula esta en vuelo por lo que la tnica fuerza que
actua es el peso P, pero en el breve lapso que dura la colision actia una fuerza de contacto impulsiva
F = (F,, N) cuyas componentes son respectivamente la fuerza de rozamiento entre el disco y la
superficie de la cuna, F; y la fuerza normal a la cuna N, ambas de valor desconocido. En ese lapso
de tiempo las ecuaciones que describen la dindmica de la particula, en el sistema de coordenadas

alineado a la cuna son las siguientes:

. dv
—Psina+ F, = md—tt (3)
dvy,
—Pcosa+N = m % (4)
dL

dt

donde m es la masa de la particula, v, y v; son las componentes de la velocidad en las direcciones

normal y tangencial respectivamente, L = Iw es su momento angular, / su momento de inercia y «

14



el dngulo de la cuna, que en nuestro caso fue fijado en o = (45 £ 1)°. Los momentos fueron tomados
respecto al centro de masa. De esta ultima ecuacion se desprende que el momento angular del disco
cambia en proporcion directa a la fuerza tangencial F} y dado que la direcciéon de esta fuerza depende
de las condiciones de rotaciéon al momento del impacto resulta que la particula puede adquirir una

velocidad angular distinta que la correspondiente al instante previo a la colision.

Esta tltima ecuacién se puede escribir en términos del impulso tangencial I; definido como:

to+dt
A—L/FMt (6)
to

Donde ty y to + dt son los instantes previo y posterior al rebote.

Integrando obtenemos:

RI; = L(to + dt) — L(to) (7)
Y finalmente en términos de la velocidad de rotacién:

R
/
W—w=—1
] t (8)

Donde w = w(ty) y w' = w(to+dt) son las velocidades angulares de la particula inmediatamente antes
e inmediatamente después de la colisién. Como puede verse, el impulso tangencial recibido durante
la colisién produce un cambio en la velocidad de rotacién de la particula y esto, naturalmente, se
traduce en un cambio en la energia rotacional de la particula misma. Estas caracteristicas de la in-
teraccion entre una particula con una superficie inclinada condujeron al diseno del primer dispositivo
utilizado en este trabajo. En el mismo se buscé optimizar las transferencias de energia a la rotacion
haciendo que la particula rebote en el espacio comprendido entre las dos piezas triangulares en forma
de cuna dispuestas como indica la FIG. 5. A estos efectos se construyé un dispositivo (FIG. 5) que
consiste en una celda compuesta de dos placas de vidrio paralelas, con una separacién ligeramente
mayor al espesor de los discos, dispuesta en forma vertical, con una base formada por dos piezas

triangulares en forma de cuna con angulo de 45° + 1°.

Entre las cunas hay un pequeno espacio por el que se puede deslizar verticalmente un percutor ac-
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cionado por un sistema de percusién disenado a tal fin. Dicho sistema se compone de un parlante
que funciona en base a pulsos eléctricos generados por un trigger externo. En el instante inicial este
percutor impacta al disco imprimiéndole una velocidad inicial en direccién vertical. Los detalles de
la celda de vidrio se presentan en la Sec. 6.1.2 (FIG.7). Después del golpe, el disco inicia un vuelo
ligeramente parabdlico hasta que en su descenso colisiona con alguna de las cunas, inicidandose un
proceso de rebotes sucesivos entre ambas cunas que finaliza con la particula nuevamente en reposo
ubicada exactamente en la misma posicién de partida. A continuacién se imprime un nuevo golpe al
disco a través del sistema de percusion y el proceso se reinicia. Debido a que. al finalizar el ensayo, la
particula queda en la misma posiciéon inicial, el procedimiento garantiza la repetitividad de las con-
diciones iniciales, a menos de diferencias debidas a fluctuaciones en la intensidad de la percusion y a
imperfecciones en la superficie del disco y de la cuna que generan leves diferencias en las condiciones

iniciales de ensayos sucesivos.

Cabe destacar que la eleccién de una cuna como superficie con la que el disco interactia se debid
a que refleja algunos aspectos del fenémeno que tiene lugar cuando una particula en movimiento
interactia con sus vecinas que se encuentran formando parte de la superficie de un empaquetamiento

granular.
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FIG. 5: Configuracién I - Foto del dispositivo utilizado.

6.1.1. Particulas utilizadas: discos

Se utiliza un disco de acrilico de radio R = (1,5+0,1) cm y espesor w = (0,40 +0,05) c¢m, con una
perforacién circular de radio r = (0, 75+ 0, 10) cm, cuyo centro geométrico coincide con el centro del

disco de radio R (FIG. 6).
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R=15¢cm
r=0.75cm

FIG. 6: A- Esquema del disco de acrilico utilizado en la primera etapa. El disco tiene un radio
R =(1,5+0,1) cm y espesor w = (0,40 £+ 0,05) cm, el hueco tiene un radio » = (0,75 + 0, 10)
cm. La pequena marca circular sobre el disco servira para detectar sus rotaciones. B - Foto del disco
esquematizado en A.

En la tabla I se muestran las caracteristicas principales de estos discos:

TABLA I. Tabla comparativa de los parametros caracteristicos de los discos empleados en las
experiencias iniciales.

PARAMETRO VALOR
Material del disco Acrilico
Masa del disco (g) 2,71 £ 0,01
Espesor (cm) 0,40 + 0,05
Didmetro del disco (cm) 3,0+0,1
Didmetro de la perforacién (cm) 1,5 +0,2
Momento de inercia del disco (g cm?) | 3,59 + 0,41

El detalle del célculo de los momentos de inercia se puede consultar en el Apéndice A.

6.1.2. Celda experimental y sistema de excitacién vertical

La celda consta de dos placas de vidrio float, de ancho (24,0 + 0,1) ecm y alto (30,0 4 0,1) cm, sepa-
radas entre si una distancia ligeramente mayor al espesor de las particulas, a los efectos de confinar
su movimiento a un plano (FIG. 7) y asegurar un movimiento aproximadamente bidimensional. Esta

celda posee en su base dos piezas triangulares hechas de acrilico con una apertura angular de 45°.
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FIG. 7: Celda de vidrio experimental. Presenta cunas en su base que restituyen al disco hacia su
centro.

Como se mencion6 mas arriba, ademas de ejercer torques sobres los discos, las cunas permiten guiar y
restituir los discos hacia la posicién central y colocarlos sobre el pistén percutor, que al ser accionado

realizara un tapping o golpe vertical sacando a los discos de su posicion de equilibrio.

La celda se sostiene mediante una estructura de aluminio y posee en su base un orificio que permite la
entrada del percutor. Este ultimo es un cilindro metélico de 2 cm de largo y 0,4 cm de didmetro, que
se encuentra adosado a un parlante, y que se eleva y desciende respondiendo a pulsos eléctricos de 5 V
generados desde un trigger externo con periodo regulable. En este trabajo se utilizara un periodo de
7 = 1 s. En experiencias preliminares se determiné que este tiempo es superior al necesario para que el
disco relaje al equilibrio antes de volver a ser excitado. De esta manera cada golpe produce en el disco
una respuesta que es independiente de las otras. Sin embargo, para que la senal tenga la potencia
suficiente como para excitar al disco, el trigger fue conectado a un amplificador Luxell SXP 400, de

800 W de potencia, de manera que la senal inicial fuera amplificada con diferentes niveles de ganancia.
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A partir del andlisis de las imagenes de video (detalles en la Sec. 7.1), los valores de los niveles de
ganancia utilizados se tradujeron a valores de energia inicial inyectada al disco. Para cada nivel de
ganancia se determino el valor de energia medida en el punto mas alto de la trayectoria tras el impacto
del percutor, y se asumié dicho valor como medida de la energia total inyectada a la misma en la
percusion. Los detalles de la calibracién se dan en la Sec. 9 (FIG. 25). Los resultados se presentan

en la Tabla II.

TABLA II. Energia inyectada a la particula para algunos valores de ganancia del amplificador.

NIVEL DE GANANCIA (dB) | ENERGIA INYECTADA (m.J)
16 0,078
15 0,097
14 0,121
13 0,154
12 0,200
11 0,266
10 0,362
9 0,510
8 0,749
7 1,156
6 1,909

Los detalles de esta calibracién (Tabla II), se presentan en la Sec. 9, mientras que los detalles del

calculo de la energia se presentan en la Sec. 7.2.

6.2. Configuracion II: colisién de particulas planas facetadas contra una

placa plana

El dispositivo de la cuna fue elegido porque permite introducir torques, y por ende rotaciones de la
particula, de una forma sencilla. Los resultados obtenidos de este experimento, en particular aquellos
referentes al coeficiente de restitucion, seran comparados con los resultados de un experimento testigo:
los que se obtienen de la colisién de un disco sobre una superficie plana. Para ello, se construye un
segundo dispositivo experimental, en el que la inyeccién inicial de energia ya no podia ser provista
por el sistema de percusion debido a que en una superficie plana horizontal hay dificultades para
lograr que la particula se ubique precisamente sobre el cilindro percutor y debido a que en caso

de lograrse tal objetivo, en los sucesivos rebotes la particula estaria colisionando justo encima del
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percutor donde la interaccién ya no seria entre el disco y un plano. Por este motivo en el dispositivo
disenado la superficie de impacto es plana horizontal y la particula adquiere energia cinética porque

es lanzada con velocidad inicial nula desde cierta altura por sobre la base (FIG. 8).

FIG. 8: Configuracion II - Imagen del dispositivo utilizado para experiencias de rebotes de particulas
sobre superficie plana.

Por otro lado, si la cuna es el mecanismo que permite introducir torques cuando la particula es un
disco, una forma de lograr resultados similares pero en una superficie plana horizontal es modificando
la forma de la particula. Es por este motivo que en esta segunda etapa, se trabajara con particulas
de seccién poligonal, que presentan facetas y bordes angulosos que favorecen el desarrollo de torques
impulsivos de gran intensidad. En la FIG. 9B se muestra un esquema de las fuerzas sobre la particula
facetada. La fuerza de friccién horizontal F), apareceria en el caso en que, al momento de la colision,

la particula posea una velocidad de rotacién en el sentido horario.
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FIG. 9: Esquema de fuerzas durante el impacto vertical con una superficie plana para: (A) disco, (B)
particula facetada pentagonal.

En un experimento tipico, se ubica a las particulas en la parte superior de la celda en una boquilla
con retén que permite controlar la condicion inicial del lanzamiento. En el momento indicado, se
libera el retén y la particula cae para impactar con la superficie plana con velocidad de impacto
determinada. Se producen una serie de rebotes con la superficie hasta que se disipa toda la energia
y la particula queda en reposo sobre la base. Este procedimiento se repite entre 30 y 50 veces. Por
cada lanzamiento se registran aproximadamente 30 rebotes. Esto significa que para cada particula
utilizada se obtienen un total de entre 900 a 1500 rebotes aptos para la determinacion del coeficiente

de restitucién.

El procedimiento de lanzar la particula desde una altura dada permitié obtener velocidades de
impacto mayores a las conseguidas con el dispositivo de percusién (Configuracién I), lo que permitié
analizar la disipacién de energias en un rango de energias mas altas. Los detalles de esta configuracion

(IT) serén descriptos en las subsecciones siguientes.

6.2.1. Particulas utilizadas: facetadas

Se disenaron e imprimieron en una impresora 3D (CreateBOT- MID) 9 particulas planas de polidcido
lactico (PLA) de espesor F = 0,4 c¢m, cuya seccién corresponde a un poligono regular de N lados
(Fig. 10). El drea de la seccién poligonal fue ajustada para que todas las particulas tuviesen la misma
masa m = (2,71 £ 0,01) g. Se imprimieron particulas con N =3, N =4, N =5 N =6, N =7,
N =8 N=9 N =10y N = 15 facetas. Para particulas con un ntimero mayor de lados los resulta-

dos que se obtuvieron son practicamente indistinguibles de los obtenidos para el disco. La particula
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que completa este conjunto es la circular, la cual justamente puede ser considerada como la que
posee infinitas facetas. Todas estas particulas presentan una perforacién, de didmetro d, = 1,4 cm
coincidente con su centro geométrico. La perforacién tiene como objetivo reducir la posible friccién

de la particula con las paredes de la celda.

En el Apéndice B se especifica con detalle el procedimiento completo para disenar estas particulas
y construirlas. Para el cdlculo de energia de rotacién Eémt), que es una cantidad importante en este
estudio, es imprescindible la determinacién del momento de inercia I de las particulas ya que esta
energia es de la forma:

Iw? (9)

En el Apéndice E se presentan los calculos realizados para determinar los momentos de inercia de
particulas de seccién poligonal de N lados. Dado que se observd que el valor de I no cambia signifi-
cativamente respecto del obtenido para el disco (I = (3,594 0,41) g cm?), se toma este iltimo para

el calculo de las correspondientes energias cinéticas de rotacion para todas las particulas facetadas

0000
0O Ofs.

FIG. 10: Imagen de las particulas que fueron empleadas en los experimentos con base plana.

ensayadas.

A
O

6.2.2. Caracterizacion de la celda experimental

La celda utilizada para estas experiencias es basicamente la misma que la de la Configuracién I (Sec.

6.1.2). Los materiales y las dimensiones no se modificaron, pero si su configuracién interna (FIG.
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11). Se han quitado las placas triangulares que formaban una cufia que simulaba la rugosidad del
medio, y se las reemplazé por una placa plana de acrilico, que permite que la superficie en la cual las
particulas reboten tenga una normal perpendicular a la direccién de caida (alineada con la gravedad).
La seccion inclinada que se observa en la figura fue empleada con el fin de recuperar mas facilmente
la particula una vez finalizado el ensayo. Las particulas fueron lanzadas desde la parte superior de
la celda (no visible en la figura) y caen aproximadamente en la mitad de la denominada seccidn 4itil

del sistema, cuya longitud es de (20 £+ 0,1) cm.

20 cm
(seccidn atil )

FIG. 11: Configuracién de la celda con su base plana.

6.3. Control de la friccién

Como fue mencionado, a fin de permitir el movimiento de las particulas dentro del celda se estable-
ci6 una distancia entre las placas de vidrio (gap) levemente mayor al espesor de las particulas. En
una celda perfectamente vertical podria aparecer un pivoteo erratico de la particula fuera del plano
vertical tanto en la fase de subida como en la bajada. A fin de disminuir el pivoteo y las variacio-
nes indeseables que ello introduce en el rozamiento coulombiano, se realizaron ensayos inclinando la

celda unos pocos grados alrededor del eje que forma la linea horizontal de base. El objetivo de este
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procedimiento es que la particula esté la mayor parte del tiempo apoyada contra una de las placas de
vidrio (Fig. 12) lo cual permite regularizar su movimiento en el plano. Luego de algunas pruebas se
determiné que una inclinacién de (7,0 + 0,1)° permitia lograr este objetivo sin alterar significativa-
mente el valor de la gravedad efectiva experimentada por la particula. En efecto, en esas condiciones
el cambio porcentual en la gravedad efectiva es de sélo =L % = (1 — cos(7°)) x 100 = 0,75 %. Una

g
discusion mas detallada del rozamiento que actia sobre las particulas se da en la Sec. 8.2.

CELDA CON
BASE PLANA

FIG. 12: Esquema de la vista lateral de la celda inclinada.

7. Metodologia de trabajo

Se explicara en esta seccién la manera en la que se llevaran a cabo los ensayos y los protocolos de

analisis de datos para cada una de las dos configuraciones experimentales mencionadas en la Sec. 6.

= Experimentos con la configuracién I: discos interactuando con cunas: Se realizaron
13 experimentos para cada uno de los valores de potencia del percutor empleados (Tabla II).
Cada experimento consistié en poner el disco en la posicién de equilibrio sobre el percutor,

luego para un valor de potencia, se lo acciona automaticamente cada 7' = 1 s.
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El percutor da un golpe de una duracion 6t < 1 ms, que excita verticalmente al disco. Después
de sucesivos rebotes contra las cunas, este ultimo se detiene en la posicion de equilibrio sobre
el percutor que esta en reposo. El tiempo T es suficientemente largo como para que el disco ya

esté en equilibrio cuando el percutor se vuelve a accionar.

Todo el experimento se graba en video y posteriormente se analizan los datos a fin de obtener

las trayectorias, velocidades y energias. Los detalles se explican en las Secs. siguientes (7.1y 7.2).

= Experimentos con la configuracion II: particulas facetadas interactuando con una
superficie plana: Para cada tipo de particula facetada con N = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 15 e
oo (disco), se realiz6 una serie de experimentos. Para N = 3, 9 y para el disco la cantidad fue
mucho mayor (alrededor de 50) que para el resto (alrededor de 10). Cada experimento consistio
en dejar caer una particula facetada desde una altura h sobre la placa plana, de modo que
después de sucesivos rebotes la particula se detiene y el procedimiento se vuelve a realizar.
Como se menciond en el parrafo anterior, estos experimentos se graban en video para luego

obtener las trayectorias, velocidades y energias, mediante el anélisis de los datos resultantes.

7.1. Meétodos de adquisiciéon de datos
7.1.1. El funcionamiento de la camara de video

La adquisiciéon de las imagenes se realizd, en escala de grises, con una camara Mako U-051B controlada
por el software Image Acquisition interno de GNU Octave. La camara se coloca frente a la celda de
trabajo (FIG. 7 o FIG. 11) de forma que el eje de camara y celda estén paralelas. La cdmara y el

software permiten configurar diversos parametros relevantes:

= Laregion de interés: se selecciona de forma de asegurar un area suficiente para registrar todas
las particulas. Se recomienda que no sea demasiado grande, ya que puede ocasionar problemas
de almacenamiento, para lo cudl experimentos preliminares permiten estimar la altura maxima

que alcanzaran las particulas y definir un area adecuada.

= Tiempo de captura entre imagenes o frecuencia de muestreo: se fija una frecuencia de

muestreo de f & 391 fps (frames per second), lo cual determina la adquisicién de una imagen
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cada dt = 0,00255 s, siendo este el intervalo de captura entre imagenes, que se calcula como la

inversa % de la frecuencia de muestreo.

= Resolucion: la resoluciéon es 800 x 600 pixeles, la ventana de observaciéon es de 26,4 cm x 19,8

cm, por lo que 1 px es equivalente a 0,033 cm en el espacio fisico.

= El niimero de imagenes que contendra el video: segiin el lapso At de tiempo en segundos
que se requiere grabar y teniendo en cuenta la velocidad de muestreo (391 fps), se puede estimar
la cantidad de imagenes que el programa deberd adquirir: At/dt. Se selecciona de forma que

sea posible registrar el fenémeno de la manera mas completa posible.

= El tiempo de exposicién: Se elige un tiempo de exposicién lo suficientemente corto como
para realizar la deteccién con nitidez, y lo suficientemente largo como para no perder contraste

entre la particula y el fondo. Se observa que ¢t = 0,04 ms resulta 6ptimo.

Las iméagenes capturadas pasan a integrar un video formato AVI, que puede ser abierto para su
procesamiento con el software ImageJ. Este software permite obtener la posicion del centro de masa
de las particulas en cada captura. El procedimiento (algoritmo) para la deteccién del centro de masa
de las particulas se explica en la Sec. 7.1.2. El intervalo de tiempo entre capturas por parte de la
camara es muy pequeno (dt = 0,00255 s), y permite obtener la trayectoria de las particulas con una

buena precisién.

7.1.2. El procesamiento digital de las imagenes

La deteccién del centro geométrico de las particulas como de la perforacién circular (practicada
para poder detectar su rotacién), se realizan con ImageJ. La deteccién de los centros geométricos
permite por un lado, la obtencion del centro de masa de toda la particula y por otro lado, permite
analizar el movimiento del centro de la perforacién a fin de detectar posibles rotaciones y medir la
velocidad de rotacién de la particula. ImageJ obtiene el centro de masa (en pixeles) de particulas
aisladas conformadas por pixeles blancos, para lo cual es necesario contar con una imagen en escala
de grises (diferentes niveles de grises entre un valor 0 para el negro y un valor 255 para el blanco) y
transformarla a una imagen con solo pixeles blancos y negros. Para ello se selecciona un nivel umbral

de gris debajo del cual el valor del pixel se lleva a 0 (negro) y sobre el cual se lleva a 255 (blanco). A fin
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de evitar la deteccién de particulas espurias, el programa permite restringir la biisqueda a particulas
con un determinado tamano y también permite establecer un valor de circularidad (entre 0 y 1) que
filtra analizando que tan circular es la particula, siendo el valor 1 el que le corresponde a un circulo. A
fin de detectar correctamente la posicién del centro geométrico de las particulas, primero debe borrarse
la perforacién que suma un conjunto de pixeles negros que generan una desviacion del centro de masas
de pixeles blancos correspondiente a la particula. Para ello debe aislarse la perforacién y formar una
imagen madscara: se lo detecta buscandolo como un circulo de area pequena y se forma una imagen
donde la perforacion quede en blanco y el fondo en negro. Luego, a la imagen completa binarizada se
le suma la imagen mascara que borra la perforacion. De esta forma quedard una particula blanca sin
perforacion sobre la que se aplica el algoritmo de bisqueda de su centro de geométrico / de masa.
Las posiciones de los centros geométricos de las particulas detectadas (en coordenadas cartesianas,
medidas en pixeles, desde un vértice de la pantalla) pueden ser exportados y analizados con cualquier
software de célculo. Considerando el tamano de las particulas y los umbrales de grises utilizados para
la deteccion de los centros geométricos de las particulas (= 200, lo cual implica que los pixeles con
nivel de gris inferior se los considera blancos), las coordenadas se obtienen con una incerteza de 0,1
px [26] (por lo general 0,1 px = 0,033 mm, aunque puede variar levemente entre los experimentos

en las distintas configuraciones).

7.2. Obtencion de magnitudes relevantes

Se traducen los valores en pixeles de la posicion del centro de cada particula, a valores en centimetros,
mediante un protocolo que se detalla en el apéndice C, a través del cual se obtiene el factor de

calibracion o, de modo que se obtienen las posiciones en centimetros, aplicando la féormula:

Tem = O Tpy (10)

donde 7,, denota a cualquier coordenada de posicién en pixeles y r.,, denota a cualquier coordenada
en centimetros. El valor de o puede cambiar en las distintas configuraciones, dado que cualquier
leve desplazamiento de la cdmara en cualquier direccién ya verd modificados los tamanos y/o las
formas de las imédgenes detectadas. Por esta razon, se calcula este coeficiente para cada experimento.
Generalmente a =~ 0,033 cm. Se puede graficar la trayectoria en el plano de la celda, graficando una

coordenada en funcion de la otra para obtener las trayectorias de la particula en el plano de la celda,
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o bien cualquiera de las dos en funcion del tiempo para obtener las curvas horarias, las cuales nos
seran utiles para obtener luego las velocidades y las aceleraciones en funcion del tiempo. La variable
temporal la obtenemos teniendo en cuenta que la frecuencia de muestreo de imégenes es f ~ 391
fps. De este modo, el intervalo At entre imagenes fue tomado como la inversa de esta frecuencia
(i.e. At = 0,00255 s). Para obtener las velocidades se calculé de forma numérica la derivada de la

posicién para cada coordenada por diferencias simples, utilizando la férmula progresiva dada por:

Tiil —Ti  Tinl — T
= = o
De la misma manera que en la Ec. (11) se obtienen las aceleraciones. Para llevar a cabo nuestros
objetivos, una de las cantidades relevantes con las cuales se trabaja es el coeficiente de restitucion
entre dos superficies que colisionan (su expresién es la dada por la Ec. (1)), de manera que para poder
calcularla, es necesario obtener los valores de velocidad en el instante inmediato anterior e inmediato
posterior al choque. Segun las incertezas mencionadas para las coordenadas (se asume despreciable
la incerteza en la frecuencia de muestreo), los valores de velocidad tienen un error Av = 2,6 cm/s
que lleva a errores relativos % € [0,03; 0,19]. Para e < 1, el error Ae € [0,02; 0,19] y para e > 1, se
obtienen errores Ae € [0,04; 0,33].

Cabe aclarar que entre imagen e imagen, la velocidad de muestreo (391 fps) permite detectar como
minimo desplazamientos de 1 px, por lo tanto, los valores de v, y v, inferiores a vymprar = 391 px/s
no pudieron ser medidos con precision y se filtran del conjunto de datos obtenidos. La velocidad
Vumbral PUede cambiar en las distintas configuraciones debido a los diferentes valores de calibracién

px/cm (Ec. (10)) que en general dan valores de vymprq entre 11 cm/s y 13 cm/s.

Otras cantidades importantes en el estudio al cual hace referencia esta Tesis son los distintos tipos de
energias de la particula en pleno desarrollo del experimento. Se ha considerado a la energia mecanica
de una particula como:

E=EW yEID 4 B (12)

donde F es la energfa mecédnica total, E.*" es la energfa cinética de traslacién, E." es la energia
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cinética de rotacién, y E, es la energia potencial gravitatoria de la particula (ver Apéndice A para
mas detalles sobre la expresion de estas energias en funcion de las coordenadas de posicién y de

velocidad de la particula).
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Parte 111
ANALISIS DE RESULTADOS CON
DISCOS

8. Caracterizaciéon cinematica sobre superficie plana

A fin de caracterizar el problema, comenzaremos analizando el movimiento de un disco con una per-
foracion centrada rebotando sobre una superficie plana. Cabe destacar, que siendo esta particula la
de mayor simetria, el comportamiento de esta se tomara como referencia y se usara para comparar

la mayoria del resto de los resultados.

Se dejé caer el disco en forma vertical (en la direccién de la gravedad), con velocidad inicial nula
desde la parte superior de la celda. Dado que el soporte de aluminio que sujeta la celda impide la
visualizacién del punto de lanzamiento, los primeros valores registrados para la coordenada verti-
cal del centro de masa son de y =~ 16 cm. Esta experiencia se repite aproximadamente 50 veces
y un ejemplo de lo observado en cada caso, se muestra en la FIG. 13, donde puede observarse la
evolucién de la altura o posicién vertical (y) que adquiere el disco. La misma muestra que este rea-
liza varios rebotes sobre la superficie plana, alcanzando en cada salto una altura maxima cada vez

menor, debido a que en cada impacto disipa energia en la colisién. Finalmente el disco llega al reposo.

En este problema, donde la particula tiene una alta simetria se podria suponer que durante el impacto
no aparecen torques que generen rotaciones, ni fuerzas que la desvien en la direccion x, transversal
a la direccion de la gravedad (y). Esta hipétesis queda evidenciada en el escaso desplazamiento que
tiene la particula en la direccién horizontal con respecto al desplazamiento vertical, tal como se
muestra en el grafico en linea de puntos de la FIG. 13. En ese caso, solo tendremos conversién de
energia en alguno de sus modos en cinética y viceversa, y ademas la energia cinética solamente estara
determinada por v,, componente de la velocidad en la direccién y. Por lo tanto, del anédlisis de la
trayectoria del disco se podra obtener mas facilmente informacion sobre la disipacién de energia en

este experimento. Consideramos que esta disipacion tiene dos origenes:
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= Por colision del disco con la superficie plana: que puede caracterizarse con el coeficiente

de restitucién €.

= Por friccion del disco con las paredes de la celda: que puede caracterizarse mediante

una fuerza de rozamiento.

20 r

——Coord Y de CM {cm)
- = =Coord. X del CM (cm)

Coordenadas

0 0,5 1 1,5 i
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FIG. 13: Posicién de las coordenadas x e y del centro de masa del disco en funcion del tiempo durante
su interaccién con una superficie plana.

8.1. Determinacion del coeficiente de restituciéon con superficie plana

A fin de caracterizar la pérdida de energia en cada colisién, determinaremos el coeficiente de resti-
tucién e que da la tasa de disminucién de velocidad durante un impacto (Ec. (1)). Para ello usamos
dos métodos diferentes y analizamos el alcance de validez de los mismos.

8.1.1. Meétodo 1

La evolucién de la altura o posicion vertical (y) (FIG. 13), muestra una serie de rebotes en la superficie

plana que da lugar a trayectorias parabdlicas donde cada una puede ser descripta por la siguiente

32



ecuacion horaria:

1
y(t) = vyt =59 ¢ (13)

donde vy, es la velocidad inicial de la coordenada y del centro de masa, que se corresponde con la
velocidad que experimenta la particula inmediatamente luego de salir rebotada desde la superficie,
y ¢ = gcos(7°) es la correccién a la aceleracion de la gravedad debido a la inclinacién de la celda
descripta en la Sec. 6.3. También se puede observar en el grafico en linea de puntos de la FIG. 13

que el movimiento transversal se aproxima a un movimiento rectilineo uniforme:
z(t) = zo+ vg0t (14)

donde en este caso, de un salto al siguiente no existe un desplazamiento apreciable del disco en la

direccién horizontal, de modo que puede suponerse que el movimiento es basicamente vertical.

A fin de caracterizar la pérdida de energia en cada colision, determinaremos el coeficiente de restitu-
cién e que da la tasa de disminucién de velocidad durante un impacto (Ec. (1)). Teniendo en cuenta

las siguientes hipotesis, proponemos un modelo sencillo a fin de obtener ¢:

» Conociendo el factor de disipacién €, dado un valor de velocidad vertical de impacto v,, se
puede obtener la velocidad vertical de salida v, después de un impacto través de la definicién
de ¢ (Ec. 1):

!
_Y

(15)

E =
Uy

= En ausencia de energia de rotaciéon y suponiendo despreciable la velocidad transversal, toda la
energia cinética después del impacto, obtenida con v,’, se transfiere a energia potencial cuando

el disco alcanza la maxima altura.

» Para simplificar el andlisis supondremos que € no depende de la velocidad de impacto v,, aunque

esto solo serfa valido a velocidades de impacto altas [21, 22].
El modelo, desarrollado en detalle en el Apendice D, propone una expresién analitica para las alturas
maximas entre vuelos sucesivos que finalmente permite relacionar la altura maxima obtenida en el
vuelo n-ésimo (llamémosla h,) con la altura inicial hg:
hn=¢""hy (0<n<N) (16)
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Se toma el valor de hg como el valor de la maxima altura correspondiente al primer vuelo completo
realizado por el disco debido a que no puede registrarse la altura de lanzamiento. Tal indeterminaciéon
se debe a la dificultad que existe para captar con la camara a la totalidad de la particula desde la
altura inicial debido a la presencia de la estructura de aluminio externa que sostiene la celda, siendo
los primeros valores detectables aquellos correspondientes a alturas de y ~ 16 cm. Pero volviendo
al modelo, bajo la hipdtesis de que € es constante e independiente de la velocidad de impacto, la
pendiente de la recta determinada por la grafica de };L—g en funcion de n en escala logaritmica es igual
a 2In(e), lo cual nos permite mediante un despeje obtener el coeficiente . En la FIG. 14, se muestra
este grafico en funcién de n para 3 experimentos, tomando hy como la altura maxima alcanzada luego

del primer rebote.

1@ - - - - -
pe, 5 10 15 20 25
o
@
L]
Cl..
©e%e
0,1 } o®
= ! O @ L]
= ce ®e
- 00, ®e,
0 @ ® 9
O..
0,01 } DDGG
o Exp. 1 - Coef 0.85 8°0o 4
o Exp. 2 - Coef: 0.81 ® e
e Exp. 3 - Coef 0.87 ® e,
0,001 L n ®e

FIG. 14: Altura maxima normalizada por hg en escala logaritmica en funcién del nimero n de rebote
sobre la base, para tres experimentos diferentes con un disco.

Analizando la variacién del coeficiente de restitucién con la velocidad de impacto y su dispersion
para diferente nimero de facetas (Sec. 10) se van a definir dos regimenes de velocidades:

= Segun lo observado en los experimentos (curvas obtenidas en el grafico de la FIG. 14), el modelo

resulta lineal para los primeros n = 10 saltos.
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» Para n grande (mayor a 10) se observa que el modelo se desvia levemente de la linealidad

propuesta por la ecuacién (16)

En la Tabla III se exponen el nimero de saltos considerados para cada uno de los tres experimentos

realizados, y el correspondiente valor de € obtenido.

TABLA III. Numero de saltos considerado y valor del coeficiente de restitucion obtenido en cada uno
de los experimentos realizados para obtener el coeficiente mediante el cociente de alturas maximas
consecutivas.

# EXP. | CURVA | # SALTOS | ¢
1 Azul 19 0.85
2 Amarilla 9 0.81
3 Roja 13 0.87

De este modo, tomando el promedio de estos tres valores obtenidos para el coeficiente, el modelo

permite obtener una primera estimacion de € ~ 0,84 4 0,03.

8.1.2. Método II

A fin de analizar la dependencia del coeficiente de restitucién con la velocidad normal de impacto
(v, = vy), para cada impacto con la superficie plana, se medira la velocidad con que impacta y con

la que sale el disco después de la colision, lo que permite obtener ¢ con la Ec. (1).

En la FIG. 15 se muestra la evolucién de la componente vertical de la velocidad, un cambio repentino
en el signo de la velocidad vertical se produce cuando el disco colisiona con la superficie plana y, por
lo tanto, v, y v,” pueden obtenerse respectivamente a partir de los minimos y méaximos locales de la
evolucion de esta velocidad vertical. Para cada rebote se obtuvo un valor del coeficiente de restitucion
con los valores de v, y v,/ (Ec. 1) estimado con velocidades de traslacién del centro geométrico de las
particulas antes y después del impacto, respectivamente. En la Sec. 8.2 se da una descripciéon mas

detallada del comportamiento de la componente vertical en funcién del tiempo.

35



20 ¢ 5 200
4 175
1 150
1 125
4 100

"'umbral { 25

- - U

\ \‘l | = Vumbral ] 2

1 ]
-10 k \ ¢ 4 -100

0 05 1 15 2 25

t(s)

Yeu (Cm)
v, (cm/s)

FIG. 15: Evolucién de la coordenada vertical (linea azul) y de la velocidad vertical (linea punteada
roja) durante la interaccién de un disco con una base plana. Las lineas horizontales rojas indican los
valores de la velocidad umbral de filtrado (Sec. 7.2).

Se analizan 56 experiencias, dando un total de 516 rebotes, lo cual permite realizar una estimacion de
€ para cada uno de ellos. En la FIG. 16A se muestra la dependencia de € con la velocidad de impacto.
Sin embargo, de ese total de rebotes mencionado se filtraron aquellos calculados con velocidades de
impacto y de rebote menores a vymprar = 13c¢m/s. Como se menciond en la Sec. 7.2, esta velocidad
umbral, es la minima detectable a una frecuencia de muestreo de 391 cuadros por segundo. En la
FIG. 16A se muestra la variacién del coeficiente de restitucién con la velocidad de impacto. A medida
que la velocidad de impacto disminuye se ve una mayor dispersién del coeficiente de restitucion (FIG.

16B), tal como se observase en otros trabajos [21, 22].
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FIG. 16: A - Coeficiente de restitucion € en funcién de la velocidad normal de impacto para un disco.
En ventanas de 10 cm/s para velocidades de impacto se obtuvieron valores medios (cuadrados grises).
B - Desviaciones estandar correspondientes a los valores medios exhibidos en el panel A.

Tomando ventanas de velocidad de impacto de 10 cm/s, se obtienen valores medios para el coeficiente
de restitucion. Efectivamente se observa una dependencia con la velocidad normal de impacto (vy),
que mediante el Método I no puede ser observado. A pesar de la dispersion de €, que también varia
con la velocidad de impacto, podemos caracterizar a este coeficiente con su valor medio en todo el

rango explorado: (¢) = 0,87 £ 0,05, donde el error se estima con la desviacién estdndar.

Otra forma de caracterizar la transferencia de energia en el impacto es definir un nuevo coeficiente
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que considere la energia mecanica total en el impacto E y después del impacto £’ (Ec. 2).
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FIG. 17: A - Coeficiente calculado como el cociente de energias mecanicas en funcién de la veloci-
dad de impacto para un disco impactando en una superficie plana. En ventanas de 10 cm/s para
velocidades de impacto se obtuvieron valores medios (cuadrados grises). B - Desviaciones estandar
correspondientes a los valores medios presentados en el panel A.

En la FIG. 17A se grafica eg para cada colision en funciéon de la componente normal a la base de
la velocidad de impacto. También aqui se consideran coeficientes calculados con velocidades de im-
pacto y de rebote mayores a 13 cm/s. En la FIG. 17A también se superpone a la nube de puntos
los promedios del coeficiente en ventanas de 10 cm/s. Se observa, como era de esperar, que e < 1.

Este coeficiente, sin embargo, también varia con la velocidad normal al momento del impacto v, y
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muestra una dispersion mayor para valores menores de la velocidad de impacto.

A pesar de la dispersién de g, que también varia con la velocidad normal de impacto, podemos
caracterizar a este coeficiente con su valor medio {(eg) = 0,72+ 0,07, donde el error se estima con la
desviacion estandar. Considerando solamente el rango de velocidades intermedias y altas, donde la
dispersién resulté menor, en la Tabla IV se muestran los resultados para los coeficientes de restitucion

obtenidos con cocientes de velocidades normales o energias antes y después de la colision.

TABLA IV. Valor medio y desviacion estandar de € y g, obtenidos en el rango de velocidades
normales de impacto intermedias y grandes, para la interaccién del disco con una plataforma plana.

PARAMETRO € o
Velocidad normal | 0,87 | 0,05
Energia 0,72 | 0,07

Se puede observar que este coeficiente es menor que ¢, ya que considera la disipacion de la energia

total.

8.2. Determinacion de la fuerza de rozamiento con las paredes de la

celda

En los experimentos realizados las particulas vuelan dentro de una celda armada con dos placas de
vidrio separadas una distancia levemente mayor al espesor de las mismas, de modo que es altamente
probable que en dicho viaje se experimenten disipaciones de energia por friccion de la cara del disco
con alguna de las placas, y también por colisiones contra dichas placas en el vuelo, debido justamente
a que existe una minima tendencia a moverse en la direccion normal al plano de las placas, pues
no se encuentra el disco completamente confinado. Por ello a fin de analizar la disipaciéon debido
al rozamiento con las paredes de la celda, estudiaremos la velocidad y la aceleracion que adquiere

el disco a lo largo de un experimento. Se presentan para cada una de ellas sus correspondientes
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ecuaciones en funcién del tiempo:

V(1) = vgg (17)
vy(t) = wyy—g't (18)
a(t) = 0 (19)
ay(t) = —¢ (20)

En la FIG. 18A se muestra la velocidad del disco en funcién del tiempo a partir de que ocurre el
primer impacto. Mientras la particula sale del impacto y se aleja de la superficie plana (punto a),
su velocidad es positiva pero va disminuyendo hasta alcanzar una velocidad nula al llegar a la maxi-
ma altura (punto b), a partir de ahi comienza una caida libre, donde la velocidad es negativa y su
mo6dulo aumenta hasta que vuelve a impactar con la superficie plana (punto ¢). Luego del impacto

la velocidad cambia sibitamente de signo: de ser negativa a positiva.

Entre los puntos a y b, mientras la particula sube, la fuerza de rozamiento tiene la misma direccion
que la gravedad y, teniendo en cuenta la segunda ley de Newton, el disco tiene una aceleracién

levemente superior a la de la gravedad:

—may=-myg —Fo. = Fro=m(a,—¢) (21)

Entre los puntos b y ¢, mientras la particula baja, la fuerza de rozamiento tiene direcciéon opuesta a
la gravedad, y la segunda ley de Newton nos dice que el disco tiene una aceleracion levemente inferior
a la de la gravedad:

—may,=-myg +Fo,. = F.=-m(a,—y¢) (22)

Debe notarse que a, estd definido positivo y el signo negativo se pone explicitamente.
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FIG. 18: A - velocidad en funcién de tiempo del disco rebotando sobre una superficie plana. Mientras
la particula sale del impacto (punto a), su velocidad es positiva pero va disminuyendo hasta alcanzar
una velocidad nula al llegar a la méxima altura (punto b), a partir de ahi empieza una caida libre,
donde la velocidad es negativa y su médulo aumenta hasta que vuelve a impactar con la superficie
plana (punto c¢). Luego del impacto la velocidad cambia sibitamente de signo: de ser negativa a
positiva. B - se esquematiza en la trayectoria parabdlica cada uno de los instantes mencionados:
puntos a, by c.

La pendiente de cada recta corresponde a la aceleracion que experimenta el disco. Un ejemplo de una
de estas rectas y su ajuste se muestra en la FIG. 19. En esta figura se han efectuado dos ajustes: uno
para las velocidades positivas (que corresponde al tramo a-b cuando la particula sube), y otro para
las velocidades negativas (que corresponde al tramo b-¢, cuando la particula baja), dado que se tiene
en cuenta que ambos rozamientos pueden ser distintos para un mismo salto. Efectivamente se observa
que estas pendientes son negativas y del ajuste lineal de dichas rectas se obtiene un valor medio que
permite caracterizar al modulo de la aceleracion en dichos saltos. Tomando un experimento completo
de 19 saltos donde aquellas velocidades de impacto y de salida cuyo moédulo fuera menor que el de la
velocidad umbral definida en la Sec. 7.2 han sido filtradas (cambiar el valor numérico de la aceleracion
quitando de la lista los valores filtrados. Recalcular el resto de los valores numéricos que aparecen
debajo, hasta el final de la seccién), se tomé el promedio de las pendientes de las rectas y se obtuvo
de esta manera, para la aceleracién del disco, el valor a; = (1013 4 18) cm/s® para el tramo en que
el disco sube y a, = (889 4 34) cm/s? para el tramo en que el disco baja. El error corresponde a la
desviacién estandar del conjunto de pendientes. De estos resultados se puede observar que las pen-
dientes presentan valores cercanos a la aceleraciéon de la gravedad, indicando que, para cada rebote,
existe la presencia de un rozamiento que podria suponerse aproximadamente constante durante toda

la trayectoria, y que produce el frenado de los discos. Mas adelante se analizara el rozamiento viscoso
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con el aire dentro de la celda y se vera la influencia de esta interaccién.
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FIG. 19: Velocidad en funcién del tiempo del disco en el primer salto. La recta en linea punteada
corresponde al ajuste lineal de la velocidad mientras el disco sube y la linea llena corresponde al ajuste
lineal de la velocidad mientras el disco baja. Los valores del factor de correlacion son respectivamente
R? = 10,9991 y R? = 0,9989, indicando una buena correlacién lineal de los datos. La pendiente de
la recta cuando el disco sube (fuerza de rozamiento en la misma direccién que la gravedad) indica
una aceleracion levemente superior a la de la gravedad; la pendiente de la recta cuando el disco baja
(fuerza de rozamiento en direccién opuesta a la gravedad) indica una aceleracién levemente inferior
a la de la gravedad.

Los segmentos con velocidades positivas, (sobre el eje de abscisas - disco subiendo) y con con ve-
locidades negativas (debajo del eje de abscisas - disco cayendo), en la FIG. 18A, permiten obtener
valores de aceleracién de las cuales mediante las Ecs. (21) y (22) se obtienen la fuerza de rozamiento

para cada rebote y su caracterizacion con un valor medio.

En la tabla V se muestran como ejemplo, los valores de fuerza de rozamiento obtenidos durante
el vuelo analizado en las FIGS. 18 y 19, para el trayecto en que el disco sube y para el trayecto
en que baja. Con esos datos se obtiene una valor medio para la fuerza de rozamiento que permite
caracterizar la disipacion que sufre el disco al interactuar con las paredes de la celda en cada uno de

estos tramos.
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TABLA V. Fuerza de fricciéon obtenida para cada salto sobre el disco en un experimento.

# Salto F,o. (subiendo) (dyn) | F,,. (bajando) (dyn)

1 172 —242

2 167 —238

3 127 —223

4 167 —222

5 99 —216

6 87 —208

7 o2 —250
PROMEDIO 125 —228
DISPERSION 47 15

Por lo tanto, F,,, = (125 £+ 47) dyn cuando la particula sube y F,,, = (—228 £+ 15) dyn cuando la
particula baja. En la comparacién entre estos valores con el del peso de la particula P = (2559 +294)
dyn, surge que hay uno y dos érdenes de magnitud respectivamente entre los resultados para la subida
y para la bajada de lo que resulta que la fuerza de rozamiento es poco significativa en términos de

disipacion, por lo que en primera aproximacion esta interaccién podria despreciarse.

En la modelizacién presentada mas arriba, la fuerza de rozamiento fue estimada como constante. El
mecanismo subyacente seria la friccion sélida entre la superficie de la particula y el plano del vidrio.
Sin embargo, la diferencia en los médulos de F},, cuando el disco sube y cuando baja lleva a pensar
en la presencia de otros mecanismos de fricciéon. Uno de tales mecanismos seria el de friccion viscosa
debido a la interaccion de la particula con el aire en la celda que la rodea. Hay dos formas principales
en las que la friccion viscosa tiene lugar. Por un lado la friccién debido al aire presente en la luz de

e = 0,5 mm entre la superficie de la particula y la placa de vidrio.
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FIG. 20: Esquema de la particula en movimiento dentro de la celda, vista de perfil.

El nimero de Reynolds basado en esta longitud caracteristica se define como:
R = — 23
ele) = 2 (23)

donde v es la viscosidad cinemédtica del fluido (en este caso, aire), que a temperatura ambiente se
estima en v &~ 1,5 . 107° cm?/s, y v es la velocidad de la particula en dicho medio. Introduciendo los
valores correspondientes en la Ec. (23) para cada valor posible del rango de velocidades exploradas,

se obtiene que ese nimero varfa en el rango Re(e) € (1; 100).

Por otra parte, hay un rozamiento debido a que la particula debe desplazar el aire que embiste que,
de esta forma se ve obligado a fluir alrededor de la superficie lateral de la particula. El nimero de

Reynolds para este flujo se estima mediante la férmula:
Re(R) = — (24)

donde R es el radio de la particula. Lo que conduce a niimeros de Reynolds pertenecientes al intervalo

Re(R) € (1000 ; 20000).

De estos numeros de Reynolds, generalmente altos en el limite superior, puede concluirse que en

general el flujo en torno a la particula es turbulento lo que implica que la fuerza viscosa efectiva
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deberia modelizarse como la suma de dos términos: uno proporcional a la velocidad de la particula,
dominante cuando el movimiento es lento, y otro proporcional al cuadrado de la velocidad de la

particula, dominante en las etapas de movimiento rapido.

No es el objetivo de este trabajo hacer un analisis exhaustivo de los mecanismos de friccion en la celda
ya que, de todos modos, los resultados indican que no son muy importantes en términos disipativos.
No obstante, podemos hacernos una idea de lo que sucede a partir de las siguientes consideraciones:
Debido a la violencia del impulso que la particula recibe en el rebote, la particula no solo inicia
el movimiento ascendente sino que oscila en el espacio entre las placas. Podria decirse que, debido
a esta excitacion, la particula no esta plenamente apoyada contra una u otra de las placas y que,
en promedio se eleva moviéndose en el plano medio entre las placas. De esta manera, durante el
movimiento de subida la particula sélo es afectada por la friccion viscosa, la cual es relativamente
baja. Al llegar al punto mas alto de su trayectoria la velocidad se anula. Debido a que las placas
estan ligeramente inclinadas, la particula se apoya en una de las placas, de modo que al iniciar su
descenso no solo es afectada por la friccion viscosa sino por el rozamiento sélido debido al contacto
entre ambas superficies. En este escenario la diferencia de valores entre el rozamiento promedio a
la subida y el de bajada queda explicada. Para demostrar la consistencia del analisis realizaremos
la siguiente estimacién: supongamos para simplificar que durante la subida el rozamiento viscoso se

puede considerar proporcional a la velocidad:

Fro» = —av (25)

donde « es un factor de friccion fenomenolégico. Inmediatamente después del rebote las fuerzas que
actuan sobre la particula son su peso mg y Fro., por lo que la ecuacion de Newton de la particula
resulta:

mo=-mg —av (26)

la solucion de esta ecuaciéon es una exponencial de la forma:

mg' mg'
oty = —"F (v0+ 9) er (27)
o «
donde T es el tiempo caracteristico dado por 7 = m/a. Ahora bien, de los resultados mostrados en
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la FIG. 19 surge que la exponencial es bastante parecida a una recta. Esto sugiere que el valor de 7
es bastante mayor que el tiempo de ascenso de la particula, el cual es de alrededor de ot = 0,15 s.
De los resultados promedio mostrados en la tabla surge que —av = 125 dyn y considerando un valor
estimado de velocidad de v = 100 cm/s obtenemos que a = 1,25 dyn s/cm. Con este valor podemos
determinar el tiempo caracteristico que resulta del orden de 7 = 2,1 s lo que da un valor 10 veces

superior al tiempo de vuelo en ascenso.

8.3. Evolucion de la energia del disco en las colisiones

En esta seccién mostramos la evolucién de la energia durante las sucesivas colisiones. La misma puede
descomponerse en distintas contribuciones: energia cinética de traslacion, energia cinética de rotacién
y energia potencial. Integrando las ecuaciones de Newton, podemos obtener la expresion para cada
una de estas contribuciones:

1

1
E:§m1)2+§]CMQQ+mgy (28)

donde el primer término corresponde a la energia cinética de traslacion, el segundo corresponde a la
energia cinética de rotacion y el tercero corresponde a la energia potencial. Por su parte, la velocidad

v constituye el médulo del vector velocidad del centro de masa, cuyas componentes ya habian sido

definidas:
v = ||(ve, vy || (29)

Para el caso del disco, con el procedimiento explicado en la Sec. 7.2 y en el Apéndice A, medimos
cada contribucion de energia y determinamos la energia total. En la FIG. 21 se muestra la evolucion

de la energia total y de la energia potencial. Se observa que:

» cuando el disco impacta contra la superficie plana (la energia potencial es cero) hay una alta

disipacion de energia;

= generalmente entre impactos, la energia se conserva, aunque se aprecia una disipacién que es
mas importante en los primeros instantes de la primera interaccién, lo que podria indicar,
aparte de la friccion sélida, una friccion de tipo viscosa que al depender con la velocidad es

mas relevante en los primeros instantes y se va haciendo despreciable a tiempos largos.
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FIG. 21: Evolucion de la energia total y potencial para el disco rebotando sobre una superficie plana.

En la FIG. 22 se muestra la evolucion de la energia cinética, potencial y de rotacién y se observa

que:

= la energia de rotacion es despreciable ya que el disco tiene una distribucién homogénea y
simétrica de masa respecto de su centro de masa (también centro geométrico) y por lo tanto
el impacto sobre la superficie plana genera, en el rebote, un impulso vertical que no introduce

torques.

= dado que la rotacion es despreciable en este experimento, los graficos de la energia cinética de
traslacion y de la energia potencial presentan una variacion que es complementaria, de manera

que su suma resulte una constante.
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FIG. 22: Evoluciéon de la energia cinética, potencial y de rotacién para el disco rebotando sobre una
superficie plana.

A fin de analizar el rol de la rotacién en la caracterizacién de la disipacién en los impactos (rebo-
tes) mediante un coeficiente de restitucién como el usualmente propuesto (ec. (1)), se estudian los

siguientes sistemas donde se induce la aparicion de torques:
= discos impactando contra una cuna,

» particulas facetadas impactando sobre una superficie plana.

9. Caracterizacion cinematica del disco sobre cunas

Después de caracterizar la dinamica de la particula rebotando sobre una base plana, orientada en la
direccion perpendicular a la de la gravedad, se paso a introducir una base en forma de cuna trian-
gular, con una apertura de (45 + 1)°. Para desarrollar las experiencias en este caso se utilizé la
configuracion I descripta en la Sec. 6.1. En la FIG. 23 se muestra, a modo de ejemplo, la evolucion
temporal de la energia mecanica total y de la energia potencial del disco, cuando el percutor se

alimenta con una senal amplificada con una ganancia de G = 6 dB.
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FIG. 23: Evolucién temporal de la energia mecanica total y de la energia potencial de un disco
rebotando sobre una superficie rugosa en cuna.

Inicialmente la energia que da el impulso es solo cinética (el disco no rota y tiene energia potencial
nula) y estd energia se transfiere en su totalidad a energia potencial y energia de rotacién cuando
el disco alcanza el punto mas alto de su trayectoria E);. Para distintos valores de G se obtiene un
promedio de estas energias F,.. = (Fy). En la FIG. 23 se observa que inicialmente el impulso
transfiere una energia mayor a la que luego alcanza el disco en el punto mas alto de su trayectoria, de
hecho esa energia inicial se disipa en la primera parte del vuelo y luego alcanza un valor constante para
volver a decrecer antes de colisionar. Para analizar con mayor detalle la energia disponible durante

el vuelo se determinan, para cada valor de ganancia G, las siguientes energias caracteristicas:

» (Ey) que es el valor medio de los valores del pico de energia total obtenido al instante del
impulso (el cual fue obtenido como el maximo absoluto para cada experiencia de la gréfica

temporal de la energia (FIG. 23) obtenida segin la Ec. (31)).

= (F1) que es el valor medio de los promedios de la energia durante el primer vuelo.

En la FIG. 24 se grafican Ej en funcién de E,,., (panel A) y (E;) en funcién de FE,,,, (panel B)
obtenidos de experiencias realizadas a distintos valores de ganancia del amplificador de la senal de

excitacion (diferentes valores de G).
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FIG. 24: A - Energia suministrada a la particula en el impulso inicial. B - Promedio de energia en un
salto. Ambos graficos fueron realizados en funcién de la energia en el punto mas alto de la trayectoria.
La linea punteada corresponde a la identidad.

La curva presentada en el panel B muestra que F,,,, = (F}), mientras que en la curva en el panel
A se observa que a medida que aumenta la energia inyectada (FEy) mayor es la disipacién en los
momentos iniciales llevando a que el disco alcance un menor valor de energia total en el punto mas

alto de su trayectoria.

La energia inyectada para distintos valores de ganancia del amplificador de la senal de excitacién (di-
ferentes valores de () se caracteriza mediante F,,.,. En la FIG. 25 se muestra la curva de calibracién

E e v G que responden a la féormula:

Eppaz = 0,0104 70276¢ (30)
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FIG. 25: Curva de calibracién de valores de ganancia del amplificador a valores de energia inyectada
al disco.

Notese que la curva es decreciente, lo cual implica que la graduacion del amplificador sigue un
comportamiento totalmente inverso al de la energia que se le suministra al sistema. De este modo,
los impulsos mas intensos estan asociados a los valores mas bajos de ganancia. Los valores de energia

inyectada segun la ganancia pueden encontrarse en la tabla II.

9.1. Determinacion del coeficiente de restituciéon con cunas

Con esta nueva configuracion, se pasoé a medir el coeficiente de restitucién por rebote, de la misma

manera en la que se explicé en la Sec. 8.1.

Debido a la resolucién para medir velocidades, aquellas colisiones en las que la velocidad de impacto
o rebote fueron menores a Vymprar = 11 cm/s (Sec. 7.2) se filtraron. Por lo tanto, de un total inicial de
627 colisiones identificadas solo se analizan 286, que son aquellas en las que la velocidad de impacto
o rebote fueron mayores a vy En la FIG. 26 se muestra el coeficiente de restitucién en funcion
de la velocidad vertical de impacto. Una mayor energia inyectada permite obtener en los primeros
rebotes, velocidades de impacto altas, las cuales sucesivamente van a ir disminuyendo (nétese que

los colores correspondientes a los tres valores mas bajos de GG son los que predominan en el rango de
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velocidades de impacto mas bajas).
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FIG. 26: Gréfico del coeficiente de restitucion del disco rebotando sobre la superficie en cuna.

Se comprueba en este grafico que la dispersién varia con la velocidad de impacto, siendo esta mayor
para las velocidades de impacto bajas. Precisamente en esta region se observa la particularidad de
que en 21 colisiones (= 7%) el coeficiente de restitucién es mayor a 1, lo cual resulta llamativo,
dado que en un rebote que no es perfectamente elastico, deberia perderse energia, y un coeficiente

de restitucion mayor que 1 estaria implicando ganancia.

Dada la definicién de €, que solo tiene en cuenta la cinemética de la direccién vertical (y), la anterior
observacion indicaria que hay transferencia de energia cinética asociada a movimiento transversal
(x) o a movimiento de rotacion, lo que efectivamente es favorecido por la colisién del disco con las
cunas. Al impactar el percutor a la particula, el impulso esta alineado con el peso y no aparecen
torques que produzcan rotaciones, es decir que la dinamica en ese primer salto es basicamente la
misma que al soltarlo en las experiencias descriptas en la Sec. 8.1. Pero luego de rebotar sobre una de
las cunas, reciben un torque que las hace girar, de manera que entonces aqui se tiene energia cinética
de traslacion que se convierte en energia cinética de rotacién. En ocasiones, también se observa un

movimiento transversal que la lleva a rebotar en la otra cuna donde la energia de rotacién puede
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aumentar la energia cinética asociada al movimiento vertical, llevando a un aumento de la velocidad
vertical de salida. Estos rebotes dobles, son los que constituyen una colision efectiva y lleva a valores

de € > 1, donde ¢, se obtiene con la Ec. (1).

Como, en la Sec. 8.1.2, otra forma de caracterizar la transferencia de energia en el impacto es definir
un nuevo coeficiente que considere la energia mecanica total £ en el impacto y la energia total
E’ después del impacto (Ec. 2). En la FIG. 27 se grafica ep para cada colisién en funcién de la
componente normal a la base de la velocidad de impacto. Se observa, como era de esperar, que

eg < 1.
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FIG. 27: Grafico del coeficiente de restitucion del disco rebotando sobre la superficie en cuna, calcu-
lado con el cociente de energias mecénicas.

9.2. Transferencia de energia del disco colisionando con cunas

En el grafico de la FIG. 23, se muestra un ejemplo de la evolucién de la energia en el caso de la
interaccién del disco con una cuna. En el grafico se observan rebotes multiples debidos a que el disco
al caer ya no rebota sobre una superficie dispuesta en forma normal a la direccién en la que cae,

sino que ahora esta base se encuentra formando un angulo diferente a 90° con esta direccion. Por
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lo tanto, el disco al rebotar se dirige, generalmente hacia la otra cuna y luego de rebotar en esta
ultima se impulsa hacia arriba. Dado que este rebote ocurre en una cantidad de tiempo muy pequena
es que este se considera como un rebote tinico o como, ya se mencioné en la seccién anterior (Sec.
9.1), un rebote efectivo. Por ejemplo, en la FIG. 23 se observa un doble rebote en el segundo salto,
el cual ocurre en un intervalo de tiempo similar al de un rebote simple. En la FIG. 28 se muestra
la evolucion de todos los modos energéticos y de la energia total para un experimento realizado con

una ganancia G' = 6,5 dB.
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FIG. 28: A - Evolucion temporal de las diferentes energias superpuestas para el disco rebotando en
la base rugosa. B - Energia total correspondiente al mismo disco en cada vuelo.
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FIG. 29: A - Detalle de la FIG. 28 en la ventana temporal en la que ocurre una doble transferencia de
energfa. En el entorno de (a) se observa que ¢ < 1 (¢ = 0, 58) ya que después del impacto disminuye la
energfa cinética asociada al movimiento vertical (y) y aumenta (transferencia) la energia de rotacion.
En el entorno de (b) se observa que ¢ > 1 (¢ = 1,09) ya que después del impacto aumenta la energia
cinética asociada al movimiento vertical (y) a expensas de una disminucién (transferencia) de energia
de rotacién. B - Detalle de la evolucién temporal de las diferentes energias para el disco en el entorno
de t =0,39s (b). La leyenda es la misma que para el panel principal de la Fig. 28.

Se observa que en el rebote que ocurre a los 0,23 s hay una transferencia de energia cinética a energia
de rotacion, lo cual conlleva segin la definicién del coeficiente de restitucién (ec. 1) a un valor de

e <1 (e =0,58), y luego de dos rebotes, se observa hacia los 0,39 s un nuevo aumento de la energia
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cinética a expensas de una pérdida de energia de rotacion, lo cual genera en este caso un valor de

e >1 (e =1,09). Los detalles pueden verse en la FIG. 29.

Un analisis mas exhaustivo se realizara a continuacion cuando se presenten los resultados para particu-

las facetadas.
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Parte IV
ANALISIS DE RESULTADOS CON
PARTICULAS FACETADAS

10. Disipacion de la energia en experiencias con particulas
facetadas

Con el objetivo de favorecer la aparicion de rotaciones que nos permita analizar el rol que juegan en
la transferencia de energia, en esta seccion se presentaran los resultados obtenidos en la interaccion
de particulas facetadas con una superficie plana. Las particulas son prismas rectos de poca altura
cuyas bases tienen N lados, con N = 3,4, 5,6,7,8,9, 10y 15. A fin de poder comparar los resultados
con aquellos obtenidos con discos, estos prismas tienen espesor y area de sus caras similar al de los
discos utilizados en las secciones anteriores: espesor w = (0,40 +0,05) cm y drea A = (7,1 £0,1)
cm?. La geometria de estas particulas permite inducir, cuando estds colisionan con una superficie
plana, un torque que le generara a la particula facetada un movimiento de rotacién. En particular,
la aparicién de torques se ve favorecida por la interaccion de alguno de sus vértices con la superficie

plana.

Para la particula con 3 facetas, se analizaron 344 experimentos, permitiendo analizar un total de
1463 rebotes contra la base. Al igual que en las experiencias realizadas en la Sec. 8.1.2, se realizd
un filtrado en las velocidades de impacto y de rebote, tomando todas aquellas que sean mayores o
iguales a Vimprar = 13 cm/s (Sec. 7.2), quedando un total de 1380 (= 94 %) de colisiones a analizar.
En la FIG. 30 se muestra la evolucién temporal para uno de los experimentos, de la coordenada
vertical (linea sélida azul) y de la coordenada horizontal (linea punteada roja) de la particula con
N = 3 facetas (prisma triangular) y se aprecian diferencias notorias respecto de lo que se observa en

el caso del disco (FIG. 13):

» En la evolucién de la coordenada vertical (linea sélida azul) se observa que el relajamiento al

equilibrio se produce de manera mucho mas rapida que en el experimento del disco colisionando

o7



sobre la base plana.

» En la evolucion de la coordenada horizontal (linea punteada roja) se ve una dispersién mayor

con respecto a lo observado para el caso del disco.

Un comportamiento similar se observé para las otras particulas facetadas.

Las lineas verticales (punteadas en negro) en la FIG. 30 indican el momento de la colisién y permiten
apreciar que cada rebote origina un cambio en la velocidad en la direccién horizontal, y en ocasiones
(por ejemplo después de la segunda colisién (t ~ 0,4 s) en el tercer salto), un cambio en el sentido

de movimiento en el eje z.
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FIG. 30: Evolucién temporal de las coordenadas horizontal y vertical de posicién de la particula con
3 facetas rebotando sobre una superficie plana, en una experiencia tipica.

En la Sec. 8.1 se estudio el comportamiento de un disco, y dada su simetria, se observé que:

= el desplazamiento en la direccion horizontal era despreciable en comparacién con el mismo en

la direccién vertical;

» Siempre el coeficiente de restitucion € < 1 (FIG. 16A)
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En la FIG. 31A, se muestra el comportamiento del coeficiente de restitucion con la velocidad de
impacto para un prisma triangular y, en comparacién con el caso de un disco colisionando con la

superficie plana (Sec. 8.1.2), se aprecia:

» una dispersién mucho mayor para velocidades bajas (FIG. 31B),

» la aparicién de 271 (= 20 %) colisiones con € > 1, de un total de 1380 rebotes obtenidos en 344

experiencias realizadas.

A,
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FIG. 31: A - Coeficiente de restitucion en funcién de la velocidad de impacto para una particula con
N = 3 rebotando sobre una superficie plana (circulos). En ventanas de 10 cm/s para velocidades de
impacto se obtuvieron los valores medios (cuadrados). B - Desviaciones estdandar de cada uno de los
valores medios que se muestran en A.
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La aparicién de valores de € > 1, como en el caso del disco interactuando con la cuna (Sec. 6.1) se
puede explicar por la aparicién de torques en el momento del impacto que transfieren energia cinética
a energia de rotacion. Esta energia puede volver a convertirse en una colision posterior, en energia
cinética, produciendo un aumento de la componente de velocidad vertical de salida (v,,") superior al
de la velocidad vertical de colisién (v,), y se mostrard en detalle en la Sec. 11. Un comportamiento
similar se observé para las otras particulas facetadas. En ventanas de 10 cm/s para velocidades de

impacto se obtuvieron los valores medios y las correspondientes desviaciones estandar.

Un estudio similar se realizé para la particula facetada de 9 lados (enedgono), lo que permite anali-

zar el comportamiento de una particula facetada entre los dos casos extremos N = 3y N = oo (disco).
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FIG. 32: A - Coeficiente de restitucién en funcion de la velocidad de impacto para una particula
con N = 9 facetas rebotando sobre una superficie plana (circulos). En ventanas de 10cm/s para
velocidades de impacto se obtuvieron los valores medios (cuadrados). B - Desviaciones estandar
correspondientes a los valores medios exhibidos en A.

Para el caso N = 9 se analizaron 350 experimentos, totalizando unos 1558 rebotes contra la base
plana. Del mismo modo que en los casos anteriormente analizados, se realizé el mismo filtrado
para las velocidades de impacto y de rebote, tomando aquellas mayores a Vymprar = 13 cm/s (Sec.
7.2) quedando un total de 1497 (=~ 96 %) de colisiones a analizar. En la FIG. 32A se presenta
el comportamiento del coeficiente con la velocidad de impacto. En relacion con las dos particulas

analizadas (disco y particula triangular), se observa que:

= la dispersién para las velocidades bajas va en disminucion a medida que el niimero de facetas

61



aumenta (esto se verd con mas claridad en la FIG. 33).

= la aparicion, al igual que en el estudio de la particula triangular y del disco rebotando en la

cuna, de colisiones con € > 1 (175 en este caso, i.e. aproximadamente un 11,7 % del total).

En la FIG. 33 se muestra la comparacion de los valores medios de e obtenidos para el caso del
disco, de la particula eneagonal y de la particula triangular, donde pueden divisarse dos rangos de

velocidades bien definidos:

» un rango de velocidades bajas (menores a 75 cm/s), en el cual la dispersién de € es grande, y
los valores de ¢ llegan a ser mayores que 1. Se observa que tanto los valores medios como su

correspondiente dispersién decrecen a medida que el nimero de facetas aumenta.

» un rango de velocidades medias-altas (mayores a 75 cm/s) en el cual la dispersién es baja y

aproximadamente constante en todo el rango. En este rango ¢ < 1.

{E}
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FIG. 33: Valores medios (¢), obtenidos en ventanas de 10 cm/s para la velocidad de impacto v,
para el disco (circulos), para la particula facetada eneagonal (rombos) y para la particula facetada
triangular (tridngulos). Los valores se grafican en funcién de los valores medios de (v,) obtenidos en
las ventanas mencionadas.

A fin de estudiar la influencia del movimiento horizontal y rotacional, analizaremos la evolucién de la
energia mecanica total a lo largo de toda una experiencia y la influencia de la energia en el momento

de impacto mediante el coeficiente g (Ec. (2)).
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FIG. 34: A - Coeficiente g (cociente de energia mecanica después del impacto sobre energia mecéanica
antes del impacto) en funcién de la velocidad normal de impacto para una particula triangular
(N = 3) impactando sobre una superficie plana (circulos). En ventanas de 10 cm/s para velocidades
de impacto se obtuvieron valores medios (cuadrados). B - Desviaciones estdndar correspondientes a
cada uno de los promedios tomados en A.

En la FIG. 34A, se muestra el coeficiente g en funcion de la velocidad normal a la base al momento
del impacto (v,) para la particula facetada triangular (N = 3). En ventanas de 10 cm/s para veloci-
dades de impacto se obtuvieron los valores medios y las correspondientes desviaciones estandar. Se
puede observar que ha disminuido considerablemente la dispersion que existia en la FIG. 31A para

el rango de velocidades de impacto bajas, y como era de esperar, cg < 1.

Correspondientemente, se ha realizado un andlisis similar para la particula eneagonal (N = 9).
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FIG. 35: A - Coeficiente g (cociente de energia mecanica después del impacto sobre energia mecéanica
antes del impacto) en funcién de la velocidad normal de impacto para una particula eneagonal
(N = 9) impactando sobre una superficie plana (circulos). En ventanas de 10 cm/s para velocidades
de impacto se obtuvieron valores medios (cuadrados). B - Desviaciones estdndar correspondientes a
cada uno de los mencionados valores medios tomados en A.

En la FIG. 35A se grafica el coeficiente e en funcién de la velocidad normal de impacto. En ven-
tanas de 10 cm/s se grafican los valores medios de este coeficiente, y en la FIG. 35B se muestra la
dispersion de dichos valores medios. En la FIG. 36 se muestra la comparacion de los valores medios

de € obtenidos para el caso del disco, de la particula eneagonal y de la particula triangular.
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FIG. 36: Valores medios (¢g), obtenidos en ventanas de 10 cm/s para la velocidad de impacto v, para
discos (circulos), particula facetada eneagonal (rombos) y particulas facetada triangular (tridngulos).
Los valores se grafican en funcién de los valores medios de (v,) obtenidos en las ventanas mencionadas.

En este caso se observa que para ambos rangos de velocidades de impacto definidos, los valores medios
de (eg) son menores a 1 y que, al igual que para el comportamiento de (g), a medida que la velocidad
de impacto aumenta, la dispersiéon disminuye hasta alcanzar un valor aproximadamente constante.
También se observa que en el rango de velocidades de impacto bajas, hay una notable disminucién
de la dispersién con respecto a lo observado para (g). De este modo, dada la marcada diferencia que
existe en la dispersién para cada coeficiente analizado en cada uno de los rangos definidos para la
velocidad de impacto, se han obtenido los valores medios de cada coeficiente y su desviacién estandar

para cada uno de estos rangos, y para cada particula facetada disponible.

En la tabla VI se indican para cada tipo de particula facetada la cantidad de experimentos realizados,
la cantidad total de colisiones detectadas en esos experimentos, la cantidad de colisiones analizadas
después de realizar el filtrado de los casos donde las velocidades antes y después del impacto son

menores a Ve vV 1a cantidad de colisiones que presentaron valores de £ > 1.
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TABLA VI. Para cada tipo de particula facetada se presentan la cantidad de experimentos realizados,
la cantidad total de colisiones detectadas en esos experimentos, la cantidad de colisiones analizadas
después de realizar el filtrado de los casos donde las velocidades antes y después del impacto son

menores a Vynra vV 1a cantidad de colisiones que presentaron valores de € > 1.

N | # experiencias | # colisiones | # colisiones analizadas | # y % de col. con ¢ > 1
3 344 1463 1380 271 (19,6 %)
4 84 325 304 52 (17,1 %)
5 72 465 442 101 (22,8 %)
6 74 402 383 88 (22,8 %)
7 7 364 342 56 (16,4 %)
8 76 366 344 52 (15,1 %)
9 350 1558 1497 175 (11,7 %)
10 85 377 359 27 (7,5%)
15 72 355 349 1(0,3%)
00 54 551 516 0 (0%)

Se espera que la cantidad de lados afecte de diferente manera la rotacion y movimiento horizontal de

la particula. Se obtienen los valores medios y dispersién estandar para los coeficientes € y e para:

= todos los datos: tabla VII y FIG. 37;

» valores de velocidad de impactos bajos (seleccionados como se mencioné anteriormente): tabla

VIII y FIG. 38;

= valores de velocidad de impactos medios y altos (seleccionados como se mencioné anteriormen-

te): tabla IX y FIG. 39.

Los datos correspondientes de niimero de experiencias, de colisiones totales y de saltos se listan en

la tabla VII:
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TABLA VII. Tabla comparativa de los valores medios del coeficiente de restitucion y del cociente de
energias en una serie de experimentos en funcién del nimero de facetas de la particula. Los errores

fueron tomados con la desviacion estandar.

N (e) (eE)

3 [0,86+0,39 | 0,73 £ 0,08
4 0,794 0,29 | 0,67 + 0,08
5 10,82+£0,32]0,73+0,07
6 |0,84+0,30 | 0,72+ 0,07
7 10,84+£0,27 0,74 £0,07
8 10,81+0200,72+0,07
9 [0,85+0,19 | 0,76 & 0,05
10 | 0,85 £0,14 | 0,75 £ 0,06
15 | 0,86 + 0,06 | 0,75 & 0,05
0o | 0,87 £0,05 | 0,72 & 0,07

TABLA VIII. Tabla comparativa de los valores medios del coeficiente de restitucién y del cociente
de energias en en funcién del nimero de facetas de la particula para un rango de velocidades bajas
(v, <75 c¢m/s). Los errores fueron tomados con la desviacién estdandar.

(€)

(er)

1,19 £0,79

0,78 0,12

0,99 = 0,50

0,71+ 0,11

1,02 & 0,48

0,73 £ 0,10

1,05 + 0,52

0,72 £ 0,10

0,96 + 0,44

0,73 £ 0,10

0,88 & 0,30

0,72 + 0,09

0,92+ 0,31

0,74 + 0,08

0,88 + 0,24

0,72 4+ 0,10

0,84 =+ 0,00

0,70 & 0,08

RIS Blo|w~|o| v w|w 2

0,84 =+ 0,00

0,65+ 0,11
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TABLA IX. Tabla comparativa de los valores medios del coeficiente de restitucion y del cociente de
energias en una serie de experimentos en funcion del nimero de facetas de la particula para un rango
de velocidades medias-altas (v, > 75 cm/s). Los errores fueron tomados con la desviacion estandar.

N (e) (eE)

3 10,72+0,19 | 0,70 & 0,06
4 [0,6840,17 | 0,65 % 0,06
5 10,72+£0,23 0,73+ 0,05
6 | 0,75+0,20 | 0,72 % 0,06
7 10,78 +0,18 | 0,74 £ 0,05
8 [0,77+£0,14 | 0,72+ 0,06
9 10,82+0,13 | 0,76 & 0,04
10 | 0,84 £ 0,09 | 0,76 + 0,05
15 | 0,88 £ 0,04 | 0,77 £ 0,04
50 | 0,88 £ 0,04 | 0,76 & 0,06

En el grafico de la FIG. 37 se muestra la variacién del valor medio (¢) (obtenido sobre todos los da-

tos) de estos coeficientes con el indice %, dado que de esa forma para el caso del disco % =0 (N — oc.

Coeficiente

O =g>=

O =g =

K_H
W oHD—
HH——
He W —
FHOHO—

—H_ A _—
—HO 00—
= —

0,1 0,2 0,3 0,4

7 Ll

1/N

FIG. 37: Valor medio (g) y valor medio (¢g) en funcién de la inversa de la cantidad de lados de la
particula (1/N) para una serie de experimentos con velocidades de impacto v, en el rango (0 — 200)

cm/s.

Se observa claramente que la dispersion es, para el coeficiente de restituciéon definido por la Ec. (1),
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mucho més alta al coeficiente obtenido con el cociente de energias, esto se debe a que la Ec. (1) no
tiene en cuenta la influencia de las rotaciones y de los movimientos transversales en la transferencia
de energia en los rebotes de las particulas facetadas con la base. En la FIG. 38 se presentan los mis-
mos graficos pero considerando rangos de velocidades bajas, mientras que en la FIG. 39 se muestran

los gréaficos tomados con el rango de velocidades medias-altas.

2 r _
o <g> (vel bajas)
O <gg> (vel. bajas)
159 F
a
o {
[ 5]
2
§ 1 ¢
09 F
D 1 1 1 1
0 0.1 02 0,3 0.4

1/N

FIG. 38: Valor medio del coeficiente de restitucion y del cociente de energias en funcién de la inversa
de la cantidad de lados de la particula (1/N) para una serie de experimentos con velocidades de
impacto v, en el rango (0 — 75) cm/s.

69



0 <g> (vel. medias - altas)
O <gc> (vel. medias - altas)
1.9 F
3
@
-G 1 L
U o o
S 3 e éé é % %
O
05 F
D 1 1 1 1
0 0,1 0,2 0,3 0.4
1/N

FIG. 39: Valor medio del coeficiente de restitucién y del cociente de energias en funcién de la inversa
de la cantidad de lados de la particula (1/N) para una serie de experimentos con velocidades de
impacto v, en el rango (75 — 200) cm/s.

En concordancia con la idea de que los resultados més dispersos para el coeficiente de restituciéon se
dan en el rango de velocidades de impacto bajas, se pueden observar dispersiones altas tanto en la

FIG. 38 como en la FIG. 37 para el rango de bajas velocidades de impacto.

En contraposicion, para el rango de velocidades de impacto medias y altas (FIG. 39), se observan
bajas dispersiones tanto del coeficiente de restitucion como del cociente de energias. En este rango
de velocidades, (¢) = 0,78 40,14 y valor (eg) = 0,73 40, 05. donde estos valores medios se obtienen
de sendos promedios de los valores medios de (¢) y de (¢g) calculados para todos los valores de N
estudiados. Dado que (¢) y (eg) son similares resultan practicamente equivalente utilizar cualquiera

de las dos para analizar transferencias de energia.
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11. Transferencias de energia de una particula colisionando

contra una base plana

11.1. Analisis de un caso particular para el prisma triangular

A diferencia de lo ocurre en el caso del disco colisionando con una cuna, las particulas facetadas
muestran una mayor proporcion de colisiones en las que € > 1, lo que permite realizar un estudio
mas exhaustivo a fin de poder determinar el origen del aumento de la componente de velocidad
vertical (normal) después del impacto (¢ > 1). Para ello se analizé el comportamiento de la energia
mecanica en el mismo experimento al que se hacia referencia en la FIG. 30, con la particula con
N = 3 (prisma triangular). En particular se evalué el comportamiento de los diferentes tipos de

energias en cada salto.

En la FIG. 40A se muestra un ejemplo de la evolucion de la energia cinética de rotacién para este caso
(N = 3), y se observa que esta energia cinética de rotacién permanece aproximadamente constante

mientras esta en vuelo y se producen variaciones bruscas en el momento de impacto.

En la FIG. 40B se muestra un ejemplo de la evolucion de un salto al siguiente del porcentaje de
la energia total que representa la energia de rotacion. Para calcularlo se realizé el cociente de los
promedios de la energia mecdnica total y de la energia cinética de rotacién en cada salto. Este
porcentaje presenta un comportamiento intermitente que depende indudablemente de la naturaleza
del rebote de la particula contra la base y de la cantidad de energia con la que cae, y nos lleva a
pensar que en cada rebote de la particula contra la base existe una transferencia de energia desde
y hacia modos rotacionales. Por ejemplo, se puede observar que al empezar el tercer salto (después
de la segunda colisién) la energia cinética de rotacién aumenta considerablemente, y este aumento
debe darse debido a la transferencia de energia cinética de traslacion ya que la energia potencial,
en el momento del muestreo de la colision, es casi nula (debe notarse que en el caso de la particula
triangular, en el momento del impacto la posicién del centro de masa respecto del punto de impacto
puede variar segin la particula colisione con uno de su vértices o con algunos de sus lados). En
la siguiente colision (FIG. 41A) se observa una disminucién de energia cinética de rotacién y un

aumento de energia cinética de traslacién asociada al movimiento vertical que lleva a ¢ > 1.
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FIG. 40: A - Evolucién temporal de la energia mecanica (linea fina roja) y de rotacién (linea gruesa
verde) de la particula triangular rebotando sobre una superficie plana. B - Porcentaje que representa
la energia de rotacién respecto de la energia mecanica total tomado en funciéon del nimero de salto,
para una particula triangular.
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FIG. 41: A - Energia potencial, energia de rotacion y la energia cinética en funcién del tiempo, para
la particula triangular rebotando en la base plana. B - Evolucion temporal de la energia total.

En la FIG. 41A se muestra un ejemplo de la evolucién de la energia potencial, energia de rotacién
y energia cinética para la particula triangular rebotando en la base plana. En cada colisién hay una
disminucién de la energia total que luego se mantiene aproximadamente constante durante todo el
vuelo (FIG. 41B), aunque a velocidades altas es més relevante la disipacién viscosa, que se discutié

en la Sec. 8.2. En particular se observa que:
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» en el primer salto o vuelo (antes de la primera colisién contra la base) no existe practicamente
rotaciéon en la particula y la energia cinética con la que llega a la colisién casi coincide con la

energia potencial con la que se dejo caer, aunque hay una leve disipacién por friccién.

= en un salto posterior (el tercer salto, después de la segunda colisién) se observa que la particula
adquiere energia cinética de rotacién, pero la altura maxima de dicho salto pasd a ser mucho
menor que en el salto anterior, de lo cual se infiere que la energia cinética de rotacién se hace
a costa de una gran disminucion de la energia cinética de traslacion. Se calculé el coeficiente

de restitucion para esta colision y se obtuvo el valor: ¢ = 0,38 < 1.

= en el cuarto salto (después de la tercera colisién) se observa que la energia cinética de rotacién
disminuye mientras que la energia potencial maxima que alcanza la particula aumenta respecto
del salto anterior, lo que indica que la energia cinética de traslaciéon con que sale la particula,
después de la tercera colision, aumenta con respecto a la que tenia después de la segunda
colision. Por lo tanto la energia cinética de traslacién después de la tercera colisiéon es mayor

aquella con la que impacta, lo que explica que v, <v,’ y ¢ =1,32 > 1.

Notamos ademas que, como el coeficiente de restitucién depende de la coordenada vertical de la
velocidad, es el modo cinético asociado a la velocidad v, la que, al igual que en el experimento del

disco colisionando contra la cuna (Sec. 9.2) intercambia energia con el modo rotacional.

En particular, en la FIG. 41B se observa que:

= excepto en el primer vuelo, durante el tiempo que hay entre colisiones la disipacion de energia
por friccién es pequena. Este hecho se refleja en que la energia total se mantiene aproxima-
damente constante. Esta constancia de la energia es mas notable para bajos valores que para

altos.

= en cada colisiéon hay una notable pérdida de energia que se traduce en decrecimientos impor-

tantes de energia total.

11.2. Analisis general

Para comprender las transferencias de energia que conducen a colisiones con € > 1 para las particulas

facetadas, se analizan con mas detalle las variaciones, antes y después de una colisién, de la energia
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cinética de traslacién en la direccién vertical, AEk(v,), debido a:
» AFp, la variacién de energia cinética de rotacién,
» AEk(v,), la variacién de energia cinética de traslaciéon asociada a la direccién horizontal,
» AFp, la variacién de energia potencial.

Cabe senalar que se analizard el caso de AFEp para ver su incidencia en los casos con € > 1, ya que
la tasa de muestreo da lugar a valores AEp # 0 debido a diferencias en la altura para las posiciones

de la particula en las que se calculan las magnitudes justo antes y después de cada colision.

ABk(vy) AEx(vy) o AEx(y)  (yando

Para los casos en que € > 1, se obtuvieron las siguientes tasas: =3 Frn 0 A (v) N

€ > 1, hay un incremento de Ex(v,) después de la colisién por lo que AEg(v,) > 0. Este incremento
debe explicarse con la pérdida o transferencia de Eg, Ex(v;) v Ep a Ek(vy), es decir, AER < 0,

AFEk(vy) <06 AEp <0, lo que lleva a tasas negativas.

Por lo tanto, analizaremos las colisiones con € > 1 y con tasas menores a cero. A modo de ejemplo,
mostramos en detalle los datos obtenidos para la particula triangular (N = 3) donde el 19,44 % de

las colisiones (271 colisiones) presentan € > 1.

En las figuras 42, 43 y 44 se muestran respectivamente las distribuciones del médulo de estas tasas
mediante la funcién densidad de probabilidad (PDF) para todo el rango de velocidades de impacto
exploradas, para velocidades de impacto menores a 75 cm/s y para velocidades de impacto mayores

a 75 cm/s para N = 3.
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FIG. 42: Para N = 3 y los casos con € > 1: distribuciones del médulo de las tasas de transferencia
a energia cinética de traslacion asociada a la componente vertical de la velocidad a energia cinética
de rotacién asociada a la componente horizontal de la velocidad (A), a la energia potencial (B), a la
energia cinética de rotacién (C).
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FIG. 43: Para N = 3y los casos con ¢ > 1y velocidad de impacto es menor que 75 cm/s: distribuciones
del médulo de las tasas de transferencia a energia cinética de traslacién asociada a la componente
vertical de la velocidad a energia cinética de rotacion asociada a la componente horizontal de la
velocidad (A), a la energia potencial (B), a la energia cinética de rotacién (C).
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FIG. 44: Para N = 3y los casos con ¢ > 1y velocidad de impacto es mayor que 75 cm/s: distribuciones
del médulo de las tasas de transferencia a energia cinética de traslacién asociada a la componente
vertical de la velocidad a energia cinética de rotacion asociada a la componente horizontal de la
velocidad (A), a la energia potencial (B), a la energia cinética de rotacién (C).
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Se observa que las distribuciones no son gaussianas y que:

AEK (vy) AEK (vy)
AFk (ve) AFEp

= Los médulos de las tasas presentan una alta proporcién de valores mayores a
1, lo que indica pérdidas de Fx(v,) y Ep muy bajas que no llegan a explicar individualmente

los aumentos de Ex(v,) que llevan a e > 1.

AEK (vy)
AFER

= El médulo de la tasa es generalmente menor a 1, a velocidades de impacto altas (mayores
a 75 cm/s), y la tasa siempre es menor a 1 en todos los casos con velocidades de impacto bajas
(menores a 75 cm/s). Esto indica que la pérdida de E podria explicar aumentos en Ex(v,)

que lleven a £ > 1.

Dado que las distribuciones no son gaussianas y a fin de poder realizar una comparacion entre tasas,

se caracterizan estas distribuciones de dos maneras diferentes:

» ) Con el valor méas probable (el valor més frecuente) para analizar la influencia de la velocidad

de impacto.

» II) Analizando la proporcién de tasas de energia menores o iguales a 1 que son aquellas en las
cuales variaciones de Eg, Ex(v,) o Ep pueden explicar los aumentos de Er(v,) que llevan a

€ > 1 para analizar la influencia de la cantidad de lados de la particula facetada.

11.2.1. Influencia de la velocidad de impacto

APk (vy) AEK(vy) AEk(vy)
AER ’ AE‘[{(’Ur) AEP

Para las distribuciones del médulo de las tasas que se muestran en las

figuras 42, 43 y 44 y que fueron obtenidas en el experimento con el prisma triangular (N = 3), res-
pectivamente, para todo el rango de velocidades de impacto exploradas, para velocidades de impacto

menores a 75 cm/s y para velocidades de impacto mayores a 75 cm/s, se obtienen:
= Total de experiencias con € > 1 y tasas de transferencias energéticas negativas.

= Porcentaje de experiencias con € > 1y tasas de transferencias energéticas negativas con respecto

del total de experiencias con € > 1.

= Valor més probable del médulo de las tasas de transferencias energéticas.
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Estos datos se muestran en las tablas X, XI y XII y permiten analizar la influencia de la velocidad
de impacto.
TABLA X. Total de experiencias con € > 1y tasas de transferencias energéticas negativas, porcentaje

respecto del total de experiencias con € > 1 y valor méas probable del médulo de las tasas de
transferencias energéticas.

Rango completo de v,’
AFk (vy) AFk (vy) AFEk (vy)
[AEK (vs)] |AEP] |[AER]
# EXPERIENCIAS 79/271 (29,15 %) | 198/271 (73,06 %) | 269/271 (99, 26 %)
VALOR MAS PROBABLE 10 10 0,7

TABLA XI. Total de experiencias con ¢ > 1 y tasas de transferencias energéticas negativas en las
cuales la velocidad de impacto es menor que 75 cm/s, porcentaje respecto del total de experiencias
con € > 1 en un rango de velocidades de impacto menor que 75 cm/s, y valor mas probable del
modulo de las tasas de transferencias energéticas para estos casos.

v, menor que 75 cm/s
AER (o) AEE(vy) AEK (o)
|AEK (va)] |AEP| |AER|
% EXPERIENCIAS 60/221 (27,15 %) | 153/221 (69,23 %) | 219,221 (99,09 %)
VALOR MAS PROBABLE 10 10 0,7

TABLA XII. Total de experiencias con € > 1 y tasas de transferencias energéticas negativas en las
cuales la velocidad de impacto es mayor que 75 cm/s, porcentaje respecto del total de experiencias
con € > 1 en un rango de velocidades de impacto mayor que 75 cm/s, y valor mas probable del
moédulo de las tasas de transferencias energéticas para estos casos.

v, mayor que 75 cm/s
AEx(vy) AEL (o) AEx(v)
|AE K (va)] |AEP| |AER]
# EXPERIENCIAS 19/50 (32,2 %) | 45/50 (90%) | 50,/50 (100 %)
VALOR MAS PROBABLE 10 10 0,2

Segun lo que nos indican las tablas X y XI, para N = 3, hay un porcentaje similar de colisiones donde
la ganancia de Ek(v,) (¢ > 1) es varias veces mayor que lo que se pierde o transfiere desde Ek(v,)
o desde Ep. En cambio, esta ganancia es una proporcion importante de lo que se pierde de energia
cinética de rotacion (Egr). En cuanto a los datos que se muestran la tabla XII para velocidades de
impacto altas, se observa un incremento en las colisiones con tasas negativas. Al igual que en las
colisiones que ocurren a bajas velocidades de impacto, la ganancia de Ex(v,) (¢ > 1) es varias veces

mayor que lo que se pierde o transfiere desde Fi(v,) o desde Ep. Sin embargo, en este caso, para
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velocidades de impacto altas, la posible transferencia de Er a Ex(v,) es mucho menor (20 %) que en

el caso de velocidades de impacto bajas.

De esta manera la tendencia es que las colisiones donde se observe un aumento de Eg(v,) (¢ > 1)
ocurran a velocidades de impacto bajas cémo ya se habia mostrado anteriormente (por ejemplo en
la FIG. 33). A estas velocidades de impacto (menores a 75 cm/s) se observan mayores pérdidas de

Er que pueden estar siendo transferidas a Er(v,).

11.2.2. Influencia de la cantidad de lados N de la particula facetada

Por otro lado, cabe recordar que nos interesa analizar los casos en que € > 1 a fin de identificar qué
modos de energia pueden ser responsables del aumento en Ex(vy) (AEk(vy) > 0). En los casos en
que haya transferencia de energia a Ex(v,), las tasas de energia deben ser negativas, por lo tanto se
analiza la proporcién de tasas de energia negativas con médulo menor o igual a 1 que son aquellas
en las cuales variaciones de Eg, Fk(v,) o Ep pueden explicar los aumentos de Ek(v,) que llevan
ac > 1. En la FIG. 45 se muestran estos porcentajes en funciéon de la cantidad de lados de las
particulas facetadas. Cabe notar que ademads del caso del disco (N = o0), la particula facetada de
N = 15 casi no present6 valores de ¢ > 1 (Tabla VI) por lo que se deja fuera de este andlisis. Deberia
analizarse si N = 15 es un limite para la cantidad de caras y/o vértices que debe tener una particula
para que las Fk(v,), Ep y Er no transfieran proporciones importantes de energia a la traslacién
vertical Ek(v,) o si hay una alta disipacién de energia en la colisién. En todo caso excede el objetivo

de esta Tesis ya que habria que analizar las colisiones de particulas facetadas con N > 15.
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FIG. 45: Porcentaje de tasas de energia con médulo menor o igual a 1 para las particulas facetadas
con N lados para las colisiones en las que € > 1 y las tasa son negativas.

La FIG. 45 muestra que independientemente de la velocidad de impacto:

» Entre el 80 % y 100 % de las colisiones para cualquier particula facetada podrian aumentar su
energia Ex(v,) solamente a expensas de una transferencia de Er. Cabe aclarar que en este

analisis no se estudia la posibilidad de contribuciones multiples que también podrian ocurrir.

= Aunque el 100 % de las colisiones puedan transferir la energia que explique que € > 1, podria
suceder que Eg se disipe en gran parte en la colision o se transfiera a otro modo (por €j. a
Ek(v;). En esos casos, el aumento de Ex(v,) podria deberse, aunque en un porcentaje menor,

a la transferencia de Ex(v,) v Ep a Ex(vy).

Finalmente, un estudio analogo podria realizarse para analizar que tipo de energia es mas probable
que sea transferida a Eg, en esas colisiones AEgr > 0. Se observa una gran proporcion de colisiones
donde el aumento de AER podria deberse a una disminucién de Ex(v,) (AEk(v,) < 0) que lleva a

colisiones con € < 1.
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Parte V

CONCLUSIONES

12. Principales aportes de este trabajo

Entre los diferentes fendmenos que se presentan en los materiales granulares, uno que resulta de par-
ticular interés es el desencadenamiento de avalanchas y relajamiento a un nuevo estado de equilibrio.

En particular, la dinamica de este proceso se ve afectada por:

= 1) el desorden que se introduce en la red de contactos debido a la inhomogeneidad en la

distribucion de la masa de cada grano,

= 2) el modo en que el sistema disipa la energia y transfiere energia potencial y energia cinética

de traslacién y rotacion.

Mientras que el primer punto se analizé en un trabajo previo [20], en este trabajo se profundiza el

estudio del segundo punto mencionado:
= se analiza la disipacion que se caracteriza mediante el coeficiente de restitucién € y
= se estudia la transferencia de energia entre los distintos grados de libertad.

A fin de alcanzar el objetivo de este trabajo se llevaron a cabo dos experimentos que permitieron
analizar y caracterizar cémo una particula (un grano) transfiere y disipa energia hasta alcanzar un

estado de equilibrio. En particular se estudié cémo:

= un disco, excitado mediante un percutor, relaja al equilibrio mediante colisiones sucesivas contra

cunas,

= una particula facetada, lanzada desde una determinada altura, relaja al equilibrio mediante

colisiones sucesivas contra una superficie plana.
En el diseno de estos experimentos se busco:

» Inducir rotaciones, para lo cudl se tuvo en cuenta que pudiesen favorecer la aparicién de torques

(Sec. 6.1 y Sec. 6.2).
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= Poder analizar el rol de la rotacién de la particula por lo que se trabaja con particulas planas
confinadas en celdas que permitan un movimiento de traslacién cuasi-bidimensional y solo
rotacién alrededor de un eje (paralelo a la normal a las placas de vidrio que conforman la
celda). De este modo, la particula se mueve siempre confinada a un tnico plano, y esto facilita
considerablemente el andlisis, dado que se evita tener que considerar ecuaciones de movimiento

en tres dimensiones, sin por ello resignar resultados fundamentales.

Como se menciono, el coeficiente de restitucion e se utiliza generalmente como parametro para carac-
terizar la disipacion que ocurre en las colisiones que determinan el comportamiento de los sistemas

granulares y se mide con las limitaciones especificadas para la Ec. (1) en la Sec. 4.

En este trabajo, observamos que:

= Tanto para el caso del disco colisionando contra cunas, como para las particulas facetadas
interactuando con una superficie plana € depende ligeramente de la velocidad de impacto v,, y
presenta una mayor variacién para valores bajos de v,,. Este fenémeno ya habia sido reportado

por otros investigadores [21, 22, 23].

» A bajas velocidades de impacto (v, < 75 cm/s) las variaciones en € son mds importantes a
medida que disminuye la cantidad de lados N de las particulas facetadas (FIG. 38 y tabla
VIII).

= A bajas velocidades de impacto, € puede tomar valores mayores a 1, para el caso de la particula
facetada. A medida que la cantidad de lados N aumenta la cantidad de colisiones con ¢ > 1

disminuye siendo casi despreciable la probabilidad de encontrar estos eventos para N > 10

= En estos experimentos, la apariciéon de torques por interaccién del disco con cunas o de particu-
las facetadas con una superficie plana puede inducir rotaciones y movimientos laterales que con-
ducen al almacenamiento de energia cinética rotacional y traslacional en direcciones distintas

a la vertical.

= Observamos que este ultimo hecho se debe a las colisiones con € < 1 que transfieren energia
cinética asociada al movimiento vertical Ex(v,) principalmente a energia cinética de rotacién
E'r, entonces el modo rotacional almacena energia hasta que, durante un impacto, se transfiere

en mayor parte de vuelta a Ex(v,), lo que conduce a colisiones con ¢ > 1.
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Por lo tanto, concluimos que los siguientes factores deben ser considerados para evaluar si es perti-
nente utilizar sélo €, cémo se define en la Ec. (1), como pardmetro para caracterizar la disipacién de

impactos con las limitaciones especificadas en la Sec. 4:

= la presencia de bordes y rugosidades tanto en la particula como en la superficie, que podrian

inducir torques y por lo tanto rotaciones;

= el rango de posibles velocidades de impacto que también condicionan el valor de este coeficiente.

13. Perspectivas

Resulta de interés, en trabajos futuros, aprovechar los dispositivos disenados y montados para analizar
el proceso de relajacion al equilibrio para particulas con una distribucién de masa inhomogénea. Para
ello, en la perforacion centrada realizada sobre las particulas, puede insertarse un pequeno bloque.

Este bloque puede:
= fijarse dentro de la perforacién.

= dejarse suelto para que pueda moverse libremente dentro de la perforacion. En este tltimo caso,
no solo se obtendria una distribuciéon de masa no homogénea sino que el movimiento interno

puede agregar una disipacion adicional.

Estas experiencias podrian resultar de interés para comprender el proceso de relajacién al equilibrio
de avalanchas de granos en un sistema como el estudiado por Piva et al [20] (descrito en la Sec. 4,
FIG. 1) que permite entender la estabilidad y dindmica de sistema granulares més realistas, como el

de semillas o el de capsulas farmacéuticas parcialmente llenas con polvos.

Resulta también de interés, ahondar en la comprension de la influencia de la velocidad de impacto, en
particular de su componente en la direccion vertical (y) en los resultados obtenidos para el coeficiente
eg. Notese que en lo que se denomind nuestro experimento de referencia, en el que se empled un disco
colisionando sobre la base plana, uno de los resultados que se observo fue una mayor dispersion para
valores bajos de la velocidad de impacto (Sec. 8.1.2). Una de nuestras conjeturas es que si la energia

de rotacion se mantiene aproximadamente constante en funcién de la velocidad de impacto, entonces
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la influencia que tenga en relacion con la energia cinética de traslacién asociada a la componente ver-

tical (y) de la velocidad sera mas alta a velocidades bajas de impacto que a velocidades medias y altas.

Por tltimo, se observo en particular que nuestros resultados del coeficiente de restitucion en funcién
de la velocidad de impacto no seguian una distribuciéon gaussiana. Otra de las ideas a futuro es
entonces caracterizar estas distribuciones del coeficiente de restitucion en funcién de la velocidad de
impacto, para lo cual resulta necesario aumentar el nimero de experimentos para que una mayor

estadistica nos defina con mayor claridad qué tipo de distribucion siguen estos datos.
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Parte VI

APENDICES

A. Determinacion de las velocidades y de la energia

La velocidad instantanea del disco durante su trayectoria se obtuvo de la manera descripta en la
Sec. 7.2: se realiza la derivada discreta que es el cociente de la diferencia en la posicion del disco en
imagenes consecutivas sobre 0t el intervalo temporal entre imagenes. El intervalo 6t = 0,0025 s y

estd definido por la velocidad de muestreo de 391 fps.

Andalogamente se determina la velocidad angular. Esta se obtiene con el cociente de la diferencia,
entre iméagenes sucesivas, de los angulos que forma el segmento que une una marca en el disco y
el centro de masa, sobre el intervalo 6t = 0,0025 s. En este calculo debe tenerse en cuenta que la
variacién temporal del angulo debe ser una funcién continua, por lo tanto cada vez que el disco de

una vuelta completa deben sumarse 360 ° para que la variacién sea continua.

En cuanto a la energia de un disco de masa M, la expresion mas general es de la forma:

1 1
E= M+ MO+ Mgy (31)

Donde II(DCCM) es el momento de inercia del disco respecto de su centro de masa (CM) y estd dado

por:

1
1520 = 5 M (B + %) (32)
donde R es el radio del disco y r es el radio de la perforacion.
De este modo, la energia para el disco es:
1 2 1 2 .2\ 02
EDC:§MU +ZM(R +73) Q*+ Mgy (33)

Para cada imagen se obtiene la energia a fin de relevar su evolucién durante cada experiencia.
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B. Diseno de las particulas facetadas

Todas las particulas facetadas fueron disenadas de forma que sus caras paralelas principales tengan
igual area que el area del disco de radio R,. Tanto las particulas facetadas como el disco tienen un
hueco centrado de igual radio R;. Dado que todas se construyen con una impresora 3D con hilos del
mismo material (PLA &cido polildctico) y tienen el mismo espesor, las particulas también comparten
el mismo volumen y el mismo peso. Conocidos los valores del radio interior R, y exterior R,, el drea

del disco es:

ARCen =T <R22 - R12) (34)

A fin de obtener una figura facetada (con N lados) que tenga una perforacién centrada y la misma

superficie que el disco con perforacén centrada, se tiene en cuenta el esquema de la FIG. 46:

b

FIG. 46: Esquema general de una figura con N facetas.

donde a = ZW”, h = Rcos (%) = Rcos (%) v b= Rsen (%) = Rsen (%) De este modo, si calculamos

el drea de cada tridngulo rectangulo (que surge de partir al medio cada subdivisién triangular de la

figura) como la mitad del producto entre la base b y la altura h, nos queda el siguiente area:
bh 9 T ™ 2 R? 27
Agupd = 2 (7) = R cos (N) sen <N) 5 = 5 sen (W) (35)
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Entonces, el area de la superficie facetada perforada sera igual a N veces el area calculada en la Ec.

(35) menos el drea de la perforacién. Veamos:

N R? 2
ANFucCen = = sen <WW) — 7R (36)

Igualando estas areas con la del disco puede encontrase el valor de R, que es el radio de la circunfe-
rencia en la cual se inscribe la particula facetada (también conocida como circunradio). Este dato se

utiliza para disenar cada particula facetada con N lados en el software AutoCAD |28, 29]:

N R? 2m 27
ARCen = ANFacCen = 9 Sen (W) _W: 77—Fi22 _J/Rl/[ = R= ~ 721\ Ry (37)

En la Tabla XIII se listan los valores de R obtenidos para cada valor de N:

TABLA XIII. Tabla en la que se listan los circunradios tomados para cada poligono correspondiente
a la cara principal de cada particula facetada disenada.

N | R (cm)
3 | 2,3327

4 1188

5 | 1,7242

6 | 1,6495

7 11,6072

8 | 1,5809

9 | 1,5632

10 | 1,5509

15 | 1,5222

Se espera que esta sucesion de radios tienda a Ry = 1,5 cm, que es el radio de la circunferencia que
circunscribe a la particula con infinitas facetas: el disco. De esta manera es posible conseguir una
particula facetada de N lados cuya area coincida con la del disco centrado. Con esta informacion

pasamos a desarrollar el protocolo para disenar estas particulas en AutoCAD.
Primero debe considerarse que el AutoCAD registra distancias en una unidad arbitraria u tal que:

x ¢cm = 100 u. Dicho esto, a continuaciéon se explica el procedimiento para disenar la particula mas

sencilla, el disco con un agujero centrado:

89



= Establecemos el modo Modelado 3D y vamos a la solapa Dibujo. Dibujamos un circulo de radio
Ry = 1,5 cm (Ry = 150 u). Hecho esto dibujamos un circulo concéntrico con el anterior, y le
asignamos un didmetro de 1,35 ecm (es decir, un radio de Ry = 67,5 u). Se puso cuidado de que
esta pequena circunferencia se encuentre centrada respecto de la grande. Para ello, se ubica el
centro de cada circunferencia en el cruce de lineas de cuadricula del plano del AutoCAD. Hacer
zoom y cada vez que dicho centro se desplace reubicarla hasta que el zoom haya sido suficiente.

Una vez hecho esto, seleccionamos cada uno de estos circulos con el ment Fxtrusion.

» Al circulo externo le realizamos un realzado de 0,38 cm (es decir, 38 u) y al interno le damos
cualquier valor, pero que sea superior a 0,38 cm, para poder luego restar superficies. Para ello,
se elige la opcién Diferencia (en la solapa Sélido, seccién Booleano). Se selecciona el circulo
externo y posteriormente se selecciona el circulo interno para obtener la cara de la figura que

se queria disenar.

Ahora, veamos cémo preparar una figura de N facetas:

= Para ello, vamos a la solapa Dibujo y dibujamos un Poligono. Alli escribimos la cantidad de

lados que queremos que tenga el poligono (3, 4, 5, etc.).

» Se dibuja el circulo cuyo radio R depende del valor de N (tabla XIII) y se lo ubica con su

centro coincidente con un cruce de lineas de cuadricula.
= Se inscribe la particula facetada en el circulo realizado en el paso anterior

= Incluir la perforacién con las mismas caracteristicas que para el caso del disco. La perforacién
debe estar bien centrada, para ello, ubicamos también su centro coincidente con el centro de la
circunferencia externa. Una vez hecho esto se elimina la circunscripcion y se realiza la extrusion

y la diferencia) segun se explicé para el caso del disco).

= Una vez hechas las particulas, se selecciona Visualizacion sombreada en el menu Propiedades.

Después de esto se guarda el archivo y se lo exporta en formato *.stl.

Para imprimir en 3D, una vez que se exporté el archivo, se abre el programa CreateBOT 3D [30] y
se arrastra el *.stl a la ventana principal. Alli aparecerd la particula (trabajar con una escala de 1 a

0,1) y se guarda el cédigo (Guardar geode). Antes de encender la impresora, se retira el vidrio donde
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ocurre la impresién, se lo limpia con alcohol y luego se le coloca fijador en spray. Luego se enciende

la impresora, y se eligen las temperaturas de trabajo (opcién Calentar en el menu Herramientas):
= Temperatura de la cama: 110° C
» Temperatura de impresion: 210° C.

Finalmente, vamos a la opcién Imprimir y seleccionamos el archivo, luego de darle Refresh. Seleccio-

namos la opcion Print y esperamos a que se cree nuestra particula.

Pesamos las particulas luego de fabricarlas y vimos que su masa varia en el segundo decimal, luego

podemos decir que la masa m tiene un valor: m = (2,75 £ 0,01) g.
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C. Obtencion del factor de calibracion de las coordenadas
de posicién

Las experiencias se registran con una camara Mako U-051B y las im4genes obtenidas se analizan con
ImageJ [27] a fin de obtener las coordenadas de la posicién del centro de masa y de la pequena marca
o perforacién, segin corresponda, que sirve para detectar rotaciones. En el caso de las particulas
facetadas, que fueron aquellas a las cuales se les practicé la pequena perforacion, se observd que
la misma no influyé en un posible desplazamiento de su centro de masa desde su posicion original

(coincidente con su centro geométrico).

Estas coordenadas se obtienen en pixeles y deben convertirse a unidades en el sistema métrico de-
cimal. En particular se convertiran pixeles a centimetros para lo cual se busca determinar un factor
de calibracién (f). Este factor de calibracién depende principalmente de la distancia entre la cimara
y el objeto cuya posicion se desea encontrar por lo que se calculé antes de iniciar los experimentos

previsto para cada jornada de trabajo.

El factor de calibracién (f) se establece con el siguiente protocolo:
= Se fija la posicién de la camara.
= Se toma una imagen de la celda con una regla en su interior colocada en sentido vertical

» Mediante ImageJ se obtiene el valor en pixeles de sus lineas divisoras de centimetros, para

varios tramos de la misma.

= Estos datos permiten obtener una curva de calibracion que vincula la distancia entre puntos
sucesivos separados una distancia de 1c¢m con su correspondiente distancia en pixeles. Del

ajuste de la curva se puede determina el factor de calibracién.

En la FIG. 47 se presenta, para un experimento, la curva de calibracién. Se observa una relacion
lineal entre unidades (pixeles-cm), lo cual refleja en este caso que la cdmara no presenta deformacio-
nes apreciables de la imagen capturada. Del ajuste lineal se puede obtener la pendiente de la recta

que, en este caso, permite obtener el factor de calibracién utilizado para dicho experimento, y que
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fue valuado en: (0,026 £+ 0,001) cm/px.
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FIG. 47: Curva de calibracién de distancias de pixeles a centimetros.

A fin de obtener una buena estimacién del factor de calibracién deben tenerse en cuenta los siguientes

factores:

= Una iluminacién homogénea que evite la proyecciéon de sombras sobre la celda que complique
poder distinguir las figuras del fondo, en particular para la calibracién deben distinguirse las
lineas de la regla. A este fin, se conecta un conjunto de tiras de luces LED blancas en paralelo
con un difusor, y se las coloca sobre un marco de metal de (20 x 20) cm, de manera de que
encaje justo sobre el armazén e ilumine directamente el sector donde ocurre la dindmica que

se quiere estudiar.

= Un correcto enfoque de la camara, pues si el enfoque no es el 6ptimo, la particula podria llegar
a detectarse con distorsiones en su forma, y consecuentemente la posicion de centro de masa

serd detectada en un lugar erroneo. De este mismo modo, las lineas divisorias de la regla se
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veran distorsionadas en su forma y esto agregara incerteza a la determinacién de la distancia

entre ellas.

= La distancia entre la camara y la celda, pues si esta variara, entonces el tamano con el que la
particula se detecta, seria considerablemente distinta, y por ende la distancia entre las lineas

divisorias de la regla se vera también modificada.
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D. Método de obtencion del coeficiente de restitucion desde
el analisis de la evoluciéon temporal de la altura de la
particula

En este anexo se daran detalles del método propuesto en la Sec. 8.1.1, para obtener el coeficiente de
restitucion de un disco rebotando sobre una superficie plana. Se toma como referencia un grafico de

la evolucion temporal de la altura, como el de la FIG. 13, donde llamamos:

= h, al punto correspondiente a la altura maxima alcanzada por el disco en el vuelo n-ésimo del

experimento, siendo hg la altura inicial desde donde se lo suelta.

= t, al instante en el cual se alcanza dicha altura maxima en el vuelo n-ésimo, donde se considera

to = 0, dado que coincide con el instante inicial en el que se suelta el disco a la altura hy.
= 7, a la mitad del tiempo que le lleva al disco experimentar el vuelo n-ésimo.

En primer lugar se plantea la expresion del coeficiente de restitucion en el choque n-ésimo segin
la definicién del mismo (Ec. (1)). Si se eleva al cuadrado dicha ecuacién y se multiplica a ambos
miembros por la mitad de la masa del disco se llega a una expresion donde se divide la energia
cinética con la que sale el disco luego del choque entre la energia cinética que trafa al momento de
chocar:

) Ec/(n)

=T (3)

En el instante de la colisién del disco contra la superficie de la base, la energia potencial es nula y el
disco no experimenta torques que lo hagan rotar, es decir que la energia cinética de rotacion también
es nula. Por lo tanto, en la colision, la energia cinética coincide con la energia total. Por conservaciéon
de la energia total, la energia en el punto de impacto debe coincidir con la energia total que tiene el
disco en el punto mas alto de su trayectoria, donde solamente hay energia potencial, con lo cual, en

este caso es valido también expresar:

=2 = (39)

Se puede expresar este coeficiente en funcién de la altura inicial hg, aprovechando el hecho de que A,
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y h,_1 refieren a cualquier par de saltos consecutivos. Entonces, multiplicando n veces €2 obtenemos:

()" = fin Py e 2n _ I

hnfl han hl hO c ho c 0 ( )

A partir de esta expresion, cémo se explica en la Sec. 8.1.1, del gréfico de ln(Z—g) en funcién de 2n se

puede obtener el valor de la pendiente (In(e)) con el que se puede calcular .
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E. Calculo de momento de inercia de cada particula faceta-

da

En el presente anexo se muestran los valores obtenidos para el momento de inercia de cada una de las
particulas facetadas con perforacion circular centrada utilizadas en los experimentos descriptos en la
Sec. 10. Para la obtencién de estos momentos de inercia, previamente deben expresarse las siguientes

magnitudes en funcién de la cantidad de lados de la particula facetada maciza (N):

= M: masa del disco macizo
= a: lado de la faceta en términos del radio de la particula circular

= [: circunradio en términos del lado del poligono

La nomenclatura utilizada en las expresiones se presenta en la siguiente lista:

a: lado del poligono

[: circunradio del poligono

r: radio de la perforacién de la particula facetada

R: radio del disco

h: espesor

p: densidad lineal de masa de la particula

M: masa de la particula maciza

M’: masa de la particula perforada

En la tabla XIV se muestran las expresiones para la masa de la particula, la longitud del lado de
poligono, su circunradio y su momento de inercia en funcién de la cantidad de lados de la particula

facetada ().
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TABLA XIV. Foérmulas generales para la masa, la longitud del lado de poligono, el circunradio y el
momento de inercia de una particula facetada maciza (sin perforacién).

CANTIDAD FORMULA
Masa del disco macizo M(N) = i\igp(hf;
N
Lado de la faceta en términos del radio de la particula circular a(N) = \/ N g %) R
Circunradio en términos del lado del poligono I(N) = %
sen N
Momento de inercia de la particula maciza respecto a su CM Iepy(N) = 21( =~ 1—12 M a?
sen N

Noétese que la expresion para el circunradio depende de la longitud de la faceta, ambos en funcién
del nimero N de facetas de la particula. Esta ultima magnitud (a(/N)) se obtiene igualando la masa
del disco a la masa de la particula de N facetas, respetando el lineamiento planteado en el apéndice
A para la construccién de estas particulas, respetando la igualdad de las areas totales. Por su parte,
el momento de inercia de cada una de las particulas facetadas perforadas, se obtiene a partir del
momento de inercia para la misma particula facetada pero maciza en superposiciéon con un disco de

radio 7 y una masa negativa equivalente al del disco de radio r. Los datos se presentan en la tabla XV.

TABLA XV. Foérmulas generales para el momento de inercia de la particula facetada con una
perforacion centrada en funciéon de la masa de dicha particula.

N EXPRESION DEL MOMENTO DE INERCIA
3 I _ _V3al—24mr? /
M 12(@(1274?7“2)
_ a*—37r

_ 1 1 27t ™ 5a?

) ICM—{ m—ﬁ a,2_5a2 tg(g)}WM’
_ 5+v/38a*—4nrt

6 low = 15 wmm M

_ _1r 1 2 2mrt T 7 a2 ’
7 ]CM — { 856112(%) 12 a 7 a2 tg (7 7a2 4t9(%)7rr2 M

_ S S 2 7wrt s 2a? /
8 [CM - ] senQ(%) 12 a a2 tg (8 2a27tg(%)7r7"2

_ 1 _ 1 2 2mrt s
9 [CM _{ 85en2(%> 2| @ 9a? tg 9

)
)
e
)

4 2
10 I = 1 _ 1 CL2 T ¢ T 5a M/
oM 83en2(1l0) 12 5a2 9 (10 5,12_2159(11)7”2
4 2
].5 I = ;_L a2_ 2mr t s 15a M/
oM 8561’12(1"—5) 12 15a? 9 (15 15a2—4tg(%)7rr2
T2
00 Ioy = 852 M
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Haciendo induccién (tabla XV) se deduce una férmula general para todo valor de N para el momento

de inercia de la particula perforada:

1 1 27t @ N a?
[ 1] 2y o
) {[8sen2< ) 12]a Naz Y\N }Na2—4t9(%)7”“2 ()

La Ec. (41) permite obtener el momento de inercia para cada una de las particulas facetadas utiliza-

das en las experiencias de este trabajo. En la FIG. 48 se muestra Iy (V) en funcién de 1/N.
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FIG. 48: Momento de inercia de la particula facetada en funcién de la inversa del nimero de facetas.

La FIG. 48 muestra que los momentos de inercia de las particulas facetadas tienden al del disco
(I, = (3,59 + 0,41) g cm?) a medida que aumenta N. Se observa que los momentos de inercia son

aproximadamente similares para todo valor de V.
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