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Resumen

En esta tesis se estudiaron agujeros negros estacionarios, cargados eléctricamente e in-

mersos en campos magnéticos intensos, desde la perspectiva de las cercańıas del horizonte.

Este estudio se hace en el régimen de campo fuerte, en el que la contribución gravitacional

de la enerǵıa magnética no puede ser desestimada. Se hallaron infinitas simetŕıas asintóti-

cas y se calcularon e interpretaron f́ısicamente las cargas de Noether más relevantes: su

entroṕıa, carga eléctrica y momento angular. Se realizó un análisis de las propiedades ter-

modinámicas de los agujeros negros haciendo foco en cómo éstas se ven afectadas por la

presencia del campo magnético. Estos campos magnéticos externos, asumidos estáticos y

axisimétricos, producen una curvatura apreciable del espaciotiempo. Su descripción está

dada por la geometŕıa de Melvin. Las soluciones de agujeros negros estacionarios cargados

en el universo de Melvin son conocidas como soluciones de Ernst-Wild. Sus métricas po-

seen asintóticas no convencionales en el infinito y los métodos de cálculo de carga comunes

resultan ineficaces. Por este motivo, la implementación de un análisis exclusivamente del

horizonte resulta atractiva y, de hecho, demostró ser fruct́ıfera, obteniéndose resultados

en completo acuerdo con la literatura. En particular, se encontró que el agujero negro de

Reissner-Nordström adquiere un momento angular cuando es magnetizado y, en consecuen-

cia, acumula carga eléctrica. Además, resulta ser que el campo magnético contribuye a la

entroṕıa cuando el agujero negro está cargado, pero no aśı cuando es neutro. Por último,

se hizo una revisión de la bibliograf́ıa acerca de la termodinámica de estas soluciones y

cálculos de masa a partir de la primera ley termodinámica aplicada a agujeros negros.

El tratamiento llevado a cabo en esta tesis resulta ser totalmente compatible con estos

análisis.
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2.8. Entroṕıa de Wald . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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3.2. Campos electromagnéticos en espacios curvos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4. Agujeros negros magnetizados 22

4.1. El método de Ernst y las transformaciones de Harrison . . . . . . . . . . . . . . 22

4.2. Agujero negro de Schwarzschild magnetizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.3. Agujero negro cargado: la métrica de Reissner-Nordström . . . . . . . . . . . . . 26

4.4. El agujero negro cargado y magnetizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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4.4.2. Carga magnética . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5. Simetŕıas asintóticas 33
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1. Introducción

Cada vez es más evidente que el rol de los campos magnéticos en las vecindades de agujeros

negros no sólo no puede ignorarse para comprender de manera cabal fenómenos astrof́ısicos de

primera relevancia, sino que es un rol crucial.

La mayoŕıa de las galaxias poseen en su núcleo un agujero negro supermasivo [2], con masas

que pueden ser hasta miles de millones de veces más grandes que la del Sol. Los núcleos galácticos

poseen, además, un disco de acrecimiento que rota alrededor del agujero negro, materia que

cae espiraladamente hacia el último y lo alimenta. Aquellos con mayor actividad energética se

denominan núcleos galácticos activos (AGNs, por su sigla en inglés). Muchos AGNs disparan jets

colimados de plasma en dirección de su eje de rotación. En su proceso de formación, el campo

magnético producido por el disco de acrecimiento tiene un papel central [3, 4]. Por ejemplo,

en el mecanismo de Blandford-Znajek [3] el campo magnético absorbe enerǵıa rotacional del

agujero negro y esta enerǵıa seŕıa encauzada por los jets. En [4], por otro lado, Blandford y

Payne proponen que los jets están propulsados por la enerǵıa y el momento angular que los

campos magnéticos extraen del propio disco de acrecimiento.

Se han hecho observaciones de jets que, disparados desde algún AGN, pueden verse perturba-

dos y torcerse en su trayecto cuando, por ejemplo, atraviesan cúmulos galácticos. Recientemen-

te, Chibueze et al propusieron un modelo que explica esta deflexión, bajo ciertas condiciones, a

través de una colisión del jet con el campo magnético intergaláctico [5]. Agujeros negros estelares

(o primordiales, de existir) podŕıan verse sumergidos en este tipo de campos intergalácticos.
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Entre los núcleos galácticos, no sólo los AGNs poseen campos magnéticos. Observaciones

recientes mostraron que estos también están presentes en el centro de la Vı́a Láctea, alĺı donde

se halla el agujero negro supermasivo Sagitario A*, con bastante mayor intensidad de la que

se créıa [6]. Por otro lado, este mismo año la colaboración Event Horizon Telescope publicó

imágenes que revelan la polarización de la luz proveniente del disco de acrecimiento del agujero

negro supermasivo en el centro de la galaxia M87, de la cual se extrajo información acerca del

campo magnético en los alrededores del horizonte de eventos (e.g. su intensidad es de 1− 30 G)

[7, 8].

Por otra parte, entre los objetos astrof́ısicos conocidos, aquellos con magnetosfera más inten-

sa en el universo son las estrellas de neutrones. En particular, las magnetars son una clase de

estrellas de neutrones que poseen campos magnéticos mil veces más intensos que los que carac-

terizan a las estrellas de neutrones comunes, pudiendo alcanzar intensidades hasta del orden de

1014 − 1015 G [9]. Es sensato imaginar sistemas binarios de una magnetar y un agujero negro

estelar [10]. En este caso, el agujero negro estaŕıa expuesto a campos magnéticos extremada-

mente altos; tanto es aśı que la densidad de enerǵıa del campo seŕıa órdenes de magnitud más

grande que la densidad de masa de elementos pesados. Esto motiva la consideración del campo

magnético como fuente de campo gravitatorio, es decir, el tener en cuenta las deformaciones que

dicho campo produce en el espaciotiempo según la teoŕıa de la relatividad general y, en parti-

cular, las deformaciones que produce en el horizonte de eventos del agujero negro del sistema

binario hipotético.

Esta tesis, basada en el paper [1], que acaba de ser aceptado para su publicación en Physical

Review D, se dedica a estudiar soluciones de agujeros negros inmersos en campos magnéticos

intensos1, es decir, con back-reaction gravitatorio, motivado por lo que se expuso en los párra-

fos anteriores de esta introducción. Espećıficamente, el modelo de campo magnético utilizado

es el del universo de Melvin. Esta es una solución axisimétrica y estática de las ecuaciones de

Einstein-Maxwell, correspondiente a un manojo de ĺıneas de campo que se mantienen unidas

por su gravitación mutua [11, 12]. Es estable ante perturbaciones radiales (ciĺındricas) arbitra-

rias [13]. No es asintóticamente plana; en particular, las circunferencias centradas en el eje de

simetŕıa tienden a cero cuando su radio tiende a infinito. Si bien seŕıa deseable que la asintótica

de una solución fuera plana en modelos astrof́ısicos realistas, esto no es un problema funda-

mental porque los campos magnéticos reales están localizados en una región y el espaciotiempo

alĺı puede modelarse por el universo de Melvin (empalmando con alguna otra solución asintóti-

camente plana a grandes distancias del campo magnético, análogamente a lo que se hace, por

1Si bien se habla de campos magnéticos intensos, estos podŕıan ser también arbitrariamente débiles, aunque

en ese caso śı son válidas aproximaciones como la de Wald [45] (ver sección 3).
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ejemplo, para describir el exterior de una estrella esféricamente simétrica con la métrica de Sch-

warzschild). La gran ventaja del universo de Melvin es que desde hace casi cincuenta años se

conocen soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein-Maxwell, correspondientes a la inserción

cualquier agujero negro rotatorio cargado (Kerr-Newman) en él, conocidas como las soluciones

de Ernst-Wild [14, 15], y existe abundante bibliograf́ıa que se dedica a estudiar distintos aspec-

tos de ellas [16–22]. Estas soluciones se encontraron originalmente mediante la aplicación de un

grupo de transformaciones de simetŕıa de las ecuaciones de Einstein-Maxwell a la solución de

Kerr-Newman semilla [14]. Si bien las métricas de Ernst-Wild poseen asintóticas at́ıpicas en el

infinito, estas ni siquiera son asintóticamente Melvin debido a la existencia de una ergoregión

que se extiende hasta el infinito [16].

Ahora bien, la falta de una asintótica plana (o cualquier otra asintótica mejor conocida, en

su defecto) dificulta el cálculo de cargas conservadas del espaciotiempo. Principalmente, esto

es porque existe una ambigüedad en la definición de los vectores de Killing que suele decidir-

se apelando a la referencia de algún ĺımite conocido en el infinito, como puede ser el ĺımite

newtoniano en un espacio asintóticamente plano. Por otra parte, ya que la asintótica de esta

solución no representa tampoco un escenario astrof́ısico realista, es razonable a priori prescindir

de la asintótica si desean estudiarse las propiedades de estos agujeros negros. Consecuentemen-

te, en esta tesis se aborda dicha dificultad poniendo a prueba el método de cálculo de cargas

conservadas en las cercańıas del horizonte de Killing, desarrollado en [23, 24], que ha sido im-

plementado ya exitosamente en diversas soluciones con horizonte de agujero negro (como el de

Kerr), horizonte cosmológico (como el de dS) e incluso el de una solución con asintótica sólo lo-

calmente plana (Schwarzschild-Taub-NUT) [23–27]. Dicho método utiliza la noción de simetŕıas

asintóticas, cuyos oŕıgenes pueden remontarse a los trabajos de Bondi, van der Burg, Metzner

y Sachs [28, 29] acerca de dichas simetŕıas en el infinito nulo de espaciotiempos asintóticamente

planos. La idea aqúı es implementar esto en las cercańıas del horizonte. Estas simetŕıas no son

exactas, sino asintóticas, admiten un grado de modificación de la solución, siempre y cuando

esta respete unas dadas condiciones de contorno en la superficie asintótica (en este caso el ho-

rizonte), además de un determinado gauge. Sin embargo, la libertad es suficiente como para

dar lugar a un álgebra infinito-dimensional que contiene, en particular, dos clases de simetŕıas

llamadas superrotaciones y supertraslaciones; como su nombre lo indica, estas generalizan, en

el régimen asintótico, a las traslaciones y rotaciones respectivamente. Pueden pensarse como

transformaciones que pueden depender arbitrariamente de los ángulos que parametrizan a la

superficie (en este sentido no son necesariamente ŕıgidas). Las condiciones de contorno en este

método, para la métrica y el potencial electromagnético, están prescritas en [24]. Aunque no

todo sistema de coordenadas admita estas condiciones de contorno, cualquier solución puede

ponerse en coordenadas que śı lo hagan cerca de una hipersuperficie nula suave [23]. Por este
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motivo, parte del trabajo en esta tesis ha sido hallar el cambio de coordenadas espećıfico que

ajusta la solución a las condiciones de contorno en cuestión, en el horizonte de Killing del agujero

negro. A través de una generalización del teorema de Noether aplicable a simetŕıas asintóticas

pueden calcularse cargas conservadas, una vez conocidos los vectores de Killing asintóticos que

preservan las condiciones de contorno [30]. Aśı se calcularon en este trabajo cargas relevantes

de los agujeros negros cargados y magnetizados de tipo Reissner-Nordström-Melvin (RNM): la

entroṕıa de Wald, la carga eléctrica y el momento angular, asociadas a supertraslaciones ŕıgidas

las primeras dos y a superrotaciones ŕıgidas la última (gracias a este método son infinitas las

cargas conservadas que podŕıan teóricamente calcularse, pero estas últimas se consideran las

más relevantes). Decidió estudiarse la inserción del agujero negro cargado pero sin rotación en el

universo de Melvin porque, no obstante su estaticidad, al sumergirse en el campo magnético éste

adquiere rotación propia. Esto ocurre gracias a que el campo electromagnético de la solución

posee densidad de momento angular y arrastra de este modo al propio horizonte en un efecto

general-relativista. Este es un ejemplo claro de back-reaction del campo electromagnético sobre

la métrica y, como tal, puede esperarse que sea débil en el ĺımite astrof́ısico.

Por otra parte, de este método no surge una manera natural de calcular la masa del agujero

negro, por lo que es necesario hacer un análisis termodinámico de la solución. Sin embargo, la

falta de una asintótica en el infinito que sea manejable introduce gran dificultad en el problema

del cálculo de masa, puesto que no es claro qué isometŕıa del espaciotiempo está asociada a la

conservación de una masa que respete la primera ley de la termodinámica de agujeros negros. En

los últimos ocho años se realizaron algunos trabajos que intentan dar una solución al problema de

la masa [16–19], con resultados aparentemente contradictorios entre śı. En este contexto surge la

discusión acerca de si es o no correcto incorporar variaciones de campo magnético externo en la

expresión de la primera ley termodinámica. En todo caso, ninguna de estas consideraciones son

incompatibles con las cargas conservadas calculadas a través del análisis asintótico del horizonte

realizado en esta tesis.

La tesis está dividida en siete secciones además de la introducción. En la sección 2 se presenta

un resumen de algunos conceptos preliminares que se consideran de necesaria comprensión para

el desarrollo del resto del trabajo. Entre ellos, una discusión acerca de horizontes en relatividad

general, distintos métodos de cálculo de cargas, la fórmula de Smarr y un resumen histórico de la

termodinámica de agujeros negros, en particular del concepto de entroṕıa y su identificación con

el área del horizonte. En la sección 3 se introduce al lector al tratamiento de campos magnéticos

intensos en la teoŕıa general de la relatividad, en el marco de la solución de Melvin [11], y se es-

tudian los aspectos salientes de ella. En la sección 4 se muestra cómo introducir agujeros negros

al universo magnético de Melvin a través de la técnica de Ernst [14] y se enumeran e interpre-

tan las principales caracteŕısticas de tres tipos de agujeros negros: Schwarzschild magnetizado,
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Reissner-Nordström eléctrico magnetizado y el homólogo de este último con carga magnética.

Estos son los agujeros negros que se someten más adelante al análisis de horizonte cercano, del

cual se extraen cargas conservadas. En la sección 5 se explican las simetŕıas asintóticas, em-

pezando por el ejemplo canónico, aunque indirectamente relacionado con este trabajo, de las

simetŕıas BMS. Alĺı se introducen las supertraslaciones y superrotaciones. En esa misma sección

se describe el procedimiento de análisis de simetŕıas asintóticas en las cercańıas del horizonte, se

escriben las condiciones de contorno y de gauge y se presenta una expresión genérica de cargas

conservadas. En la sección 6 se pone a las soluciones bajo estudio en coordenadas que admiten

un desarrollo asintótico adecuado y se calculan e interpretan f́ısicamente dichas cargas de las

tres soluciones de agujero negro magnetizado antes mencionadas, utilizando la maquinaria ma-

temática presentada en la anterior sección. Se encuentra un acuerdo con la literatura, donde se

obtienen las mismas cargas a partir de otros métodos independientes. En la sección 7 se hace

una revisión de la termodinámica de las soluciones de Ernst-Wild en base a los trabajos [16–19]

y se concluye que las cargas calculadas en la sección anterior son compatibles con las masas

obtenidas alĺı. Por último, en la sección 8 se realizará una discusión final a modo de conclusión

y resumen general de los resultados discutidos en las secciones anteriores.

A lo largo de esta tesis se trabajará en unidades naturales, G = c = kB = 1. La convención

de signatura métrica utilizada será (−,+,+,+).

2. Preliminares

2.1. Espaciotiempos asintóticamente planos

Es razonable asumir que, a distancias muy grandes de un agujero negro f́ısico, el espaciotiempo

se debe asemejar mucho al espacio plano, y su métrica a la de Minkowski. Dado algún sistema

de coordenadas (t, r, θ, φ), donde t es una coordenada temporal, r radial y θ, φ angulares, esto

podŕıa expresarse, de manera algo imprecisa, como

gµν −−−→
r→∞

ηµν ,

donde gµν es la métrica que se dice asintóticamente plana y ηµν es la métrica de Minkowski,

correspondiente al espaciotiempo plano. Esto es impreciso en el sentido de que se está apelando

a un sistema de coordenadas particular, mientras que en relatividad general suelen ser de ma-

yor interés efectos independientes de dicha elección. Una definición precisa y matemáticamente

rigurosa de espacio asintóticamente plano puede hallarse en [31]. En resumen y de manera sim-

plificada, si existe alguna transformación conforme de la métrica g tal que el infinito conforme (el

infinito nulo I± y espacial i0) tiene la misma estructura que aquel correspondiente a la métrica
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de Minkowski, se dice que g es asintóticamente plana. Esto puede decirse, por ejemplo, de las

métricas de Schwarzschild, Reissner-Nordström y Kerr. No aśı, en cambio, de las métricas que

se trataron en esta tesis. Como se verá en la Sec. 3.1, la métrica de Melvin de un universo lleno

de campo magnético no es asintóticamente plana, como tampoco lo son las métricas de agujero

negro magnetizado.

2.2. Horizontes de eventos

Cuando el espaciotiempo en cuestión es asintóticamente plano, los horizontes de eventos

pueden definirse en rigor como hipersuperficies que separan dos clases de puntos en un espacio-

tiempo: aquellos que están conectados con el infinito conforme mediante una trayectoria timelike

y aquellos que no. En la figura 1 se ilustra el ejemplo de la métrica de Schwarzschild.

Figura 1: Diagrama de Penrose de la extensión maximal del espaciotiempo de Schwarzschild. Se busca ilustrar

con este ejemplo la definición de un horizonte de eventos. Los puntos dentro del cono de luz pasado fucsia pueden

influir sobre el infinito temporal futuro i+. La superficie que separa esta región de la región gris superior, de

puntos que no pueden influir sobre i+, es el horizonte de eventos, y dicha región gris es el agujero negro. Se

representa también una trayectoria temporal no geodésica bifurcada. La part́ıcula roja se divide, la parte azul

permanece en la región exterior y se ve que en todo punto de la trayectoria su cono de luz futuro incluye i+. La

trayectoria roja, sin embargo, luego de cruzar el horizonte, tiene un cono de luz futuro que excluye i+, y sólo

puede acabar en la singularidad en r = 0.

El cono de luz pasado fucsia con vértice en el infinito temporal futuro i+ encierra todos los

eventos que pueden haber influido sobre i+. Todos los puntos en la región sombreada superior
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y en el rombo blanco izquierdo, sin embargo, están fuera del cono. La recta de 45° que separa

la región gris superior de la región blanca derecha, separa los puntos que están dentro de los

puntos que están fuera del cono: este es el horizonte de eventos.

Una hipersuperficie que satisface esto debe ser nula, en el sentido de que su normal es un

vector nulo. Ahora bien, en este trabajo de tesis las soluciones a analizar no son asintóticamente

planas. No tienen, pues, horizontes de eventos bien definidos en el sentido más estricto que se

acaba de enunciar. Lo que permite hacer los análisis que se realizaron en la tesis es el hecho de

que śı existen, en dichas soluciones, horizontes de Killing, que están estrechamente vinculados

con los horizontes de eventos, como se explicará a continuación.

2.3. Horizontes de Killing

Un horizonte de Killing se define como una hipersuperficie nula Σ tal que un campo de

vectores de Killing Kµ se hace nulo sobre ella. Un campo de vectores de Killing K puede

definirse como uno que satisface Kµ;ν + Kν;µ = 0. Cuando un espacio-tiempo es estacionario

y asintóticamente plano, el horizonte de eventos siempre es también un horizonte de Killing.

En particular, si el agujero negro es estático, este vector de Killing es ∂t, el generador de las

translaciones temporales. Cuando es estacionario, dicho vector tiene, además, componente φ.

Nótese que Kµ es un campo de vectores nulos sobre Σ, por lo que KµK
µ = 0 alĺı y ∇µ(KνK

ν)

es normal a Σ. Pero Kµ ya era el vector normal, aśı que la única opción es que sean proporcionales

∇µ(KνK
ν) = κ′Kµ.

Ahora bien, por regla de Leibniz ∇µ(KνK
ν) = 2Kν∇µKν y, además, un vector de Killing

satisface ∇(µKν) = 0, aśı que ∇µ(KνK
ν) = −2Kν∇νKµ. Definiendo κ = −κ′/2, entonces, se

llega a

Kν∇νKµ = κKµ. (2.1)

Esta es una ecuación de autoparalelas (parametrizadas de manera no af́ın). A κ se la conoce

como gravedad superficial y puede mostrarse que es constante en un horizonte de Killing [31]

(podŕıa generalizarse la definición de κ a horizontes más generales en donde podŕıa no ser

constante). Es relevante destacar, sobre todo en el contexto de este trabajo, que κ depende de

la normalización del vector de Killing. Cuando el espaciotiempo es asintóticamente plano, es

sensato definir κ uńıvocamente con la normalización KµK
µ(r → ∞) = −1, debido a que es

la normalización estándar del vector temporal en Minkowski. De hecho, se puede mostrar que,

bajo esta convención, la gravedad superficial κ tiene una interpretación f́ısica muy comprensible

(si el agujero negro es estático), que se da en la Sec. 2.5. Cuando el espaciotiempo no tiene esta

asintótica, sin embargo, debe recurrirse a otros criterios de normalización.
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De (2.1) se puede deducir otra expresión útil que permite obtener κ directamente y se utilizará

a lo largo del trabajo. Esta es

κ2 = −1

2
(∇µKν)(∇µKν). (2.2)

2.4. Superficies atrapadas

Otra manera de caracterizar un agujero negro que no depende directamente de la asintótica

en el infinito es a través del concepto de superficies atrapadas. Estas son subvariedades bidimen-

sionales, compactas y espaciales (es decir, cuyos vectores tangentes son de tipo espacio) con la

propiedad de que todos los rayos de luz salientes convergen. La superficie atrapada que contiene

a todas las superficies atrapadas, pero tal que fuera de ella ya los puntos no corresponden a

una superficie atrapada, se denominan superficies marginalmente atrapadas. El conjunto de to-

das las superficies marginalmente atrapadas conforman el horizonte atrapado. Estos suelen ser

horizontes de eventos.

2.5. Ergoregiones

¿Qué sucede si un observador f́ısico se posiciona muy cerca del horizonte de eventos de un

agujero negro estático? Por ejemplo, el de la métrica de Schwarzschild. Si dicho observador sigue

trayectorias geodésicas, es decir, si no se ve afectado por ninguna otra interacción además de

la gravitatoria con el agujero negro, se sentirá atráıdo hacia él y eventualmente atravesará el

horizonte, alcanzando aśı una instancia de no retorno y acabando de manera inevitable en la

singularidad. Ahora bien, si este observador f́ısico dispusiera de un propulsor arbitrariamente

potente, le seŕıa posible contrarrestar la atracción gravitatoria, incluso acercándose tanto como

quisiera al horizonte de eventos. Por supuesto, de atravesarlo ya no habŕıa vuelta atrás y su

destino seŕıa también la singularidad.

Si este observador, llaméselo A, se posicionara justo en el horizonte de eventos, necesitaŕıa

que su propulsor ejerciera una cuadrifuerza infinita, pero ¿qué veŕıa otro observador B que está

en el infinito? Este último recibiŕıa las señales del observador A con un gran corrimiento al rojo

gravitatorio (infinito, de hecho). Al medir la magnitud de la cuadri-aceleración de A, resulta ser,

no obtiene un valor infinito, sino un valor finito que es precisamente κ, la gravedad superficial

del agujero negro [32].

Esto da, pues, una interpretación f́ısica asequible de κ: desde la perspectiva de un observador

B en el infinito, κ es la cuadri-aceleración que debe otorgar el propulsor para que el observador

A se mantenga estático en el horizonte de eventos.

Si la métrica es estacionaria en vez de estática, el horizonte de eventos seguirá siendo un

horizonte de Killing, pero el vector de Killing asociado al horizonte no será ∂t. Si la solución
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es axisimétrica, como lo son todas aquellas que se estudiaron en esta tesis, el vector de Killing

que se hace nulo en el horizonte es alguna combinación lineal de ∂t, generador de traslaciones

temporales, y ∂φ, generador de rotaciones alrededor del eje de simetŕıa.

Para entender mejor qué consecuencia f́ısica tiene esto, supóngase un observador estático

como A, cuya cuadrivelocidad es

Uµ
A = U t

A∂t,

tal que (UA)µ(UA)µ = −1. Es decir,

gµνU
µ
AU

ν
A = gtt(U

t
A)2 = −1. (2.3)

Esto es realizable sólo si gtt < 0. Ahora bien, si se toma Kµ∂µ = ∂t, entonces gtt = KµK
µ. Por

este motivo, cuando el horizonte de eventos es un horizonte de Killing para ∂t, como ocurre para

agujeros negros estáticos asintóticamente planos como Schwarzschild, puede decirse entonces

que gtt es cero en dicho horizonte de eventos, negativo fuera y positivo dentro del horizonte. Sin

embargo, esto implica que en el caso estacionario gtt 6= 0 en el horizonte y, como la coordenada

t es espacial dentro del agujero negro, esto significa que gtt > 0 justo fuera del horizonte. Por

(2.3), ya no puede haber observadores estáticos suspendidos justo sobre el horizonte de eventos

del agujero negro.

Śı, sin embargo, le seŕıa posible a un observador acercarse tanto como quisiera al horizonte

de eventos de un agujero negro estacionario sin atravesarlo, siempre y cuando estuviera girando

con la suficiente rapidez alrededor del agujero negro. Esto es porque ahora su cuadrivelocidad

seŕıa

Uµ
A = U t

A∂t + Uφ
A∂φ,

con magnitud

gµνU
µ
AU

ν
A = gtt(U

t
A)2 + gφφ(Uφ

A)2 + 2gtφU
t
AU

φ
A = −1. (2.4)

Se ve que con el valor y signo adecuado en Uφ
A (relacionado con la velocidad angular) es posible

satisfacer esta relación. Puede existir, no obstante, algún valor finito de la coordenada radial de

la métrica (que puede ser distinto para diferentes ángulos θ) para el cual gtt = 0. La región entre

el horizonte de eventos y esta hipersuperficie con gtt = 0 es conocida como ergosfera (o más en

general, ergoregión). Un ejemplo famoso es la ergosfera de la métrica de Kerr, correspondiente

al agujero negro rotante [33].

Part́ıculas en la ergoregión, entonces, pueden escapar al infinito, pero para permanecer alĺı

deben tener suficiente rotación. De lo contrario, caerán al agujero negro.
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2.6. Cargas conservadas en relatividad general

No hay una única manera de definir cargas conservadas en relatividad general2. Para empezar,

es posible hablar de cargas conservadas en la trayectoria de una part́ıcula o en la dinámica de

un campo, pero también existen nociones de cargas conservadas del espaciotiempo en śı mismo.

Estas últimas son las de interés en el presente trabajo. Aśı y todo, hay más de una manera de

definir cargas conservadas del espaciotiempo, aunque algunas veces estas pueden coincidir.

Las cargas definidas en esta subsección dependen fuertemente de la hipótesis de que el espacio

sea asintóticamente plano. Las métricas que se estudiaron en esta tesis no lo son, razón por la

cual estos métodos no serán directamente útiles a la hora de calcular cargas. El método que śı

se utilizó para hacer esto último, sin embargo, es significativamente más abstruso. Se considera,

pues, pertinente un resumen introductorio, pero algo más tangible, respecto al tema.

2.6.1. Corrientes conservadas e integrales de carga

En relatividad general, dada una 1-forma de corriente conservada j, la ecuación de continuidad

que expresa su conservación local se escribe

d ∗ j = 0 ⇔ jµ;µ = 0, (2.5)

donde ∗ es el operador estrella de Hodge y el punto y coma ; corresponde a tomar derivada

covariante. Esto se reduce a la ecuación de continuidad de siempre en el espacio plano y, a

la vez, no depende de la carta elegida, porque d ∗ j es un objeto geométrico. En mecánica

newtoniana basta con integrar la ecuación de continuidad y aplicar el teorema de Gauss para

deducir una carga conservada. El procedimiento en relatividad general es análogo. Si se asume

que el espaciotiempo está foliado por hipersuperficies espaciales Σt a tiempo fijo t (superficies de

Cauchy), puede entonces considerarse alguna región M entre dos de estas hipersuperficies Σt1 y

Σt2 , cuyo borde es ∂M = Σt1 ∪ Σt2 . El teorema de Stokes para formas diferenciales aplicado en

esta región a d ∗ j se expresa

0 =

ˆ
M

d ∗ j =

ˆ
∂M

∗j =

ˆ
Σt2

∗j −
ˆ

Σt1

∗j. (2.6)

Por lo tanto,
´

Σt2
∗j =

´
Σt1
∗j. Esto vale para cualquier par de superficies de Cauchy de la

métrica, siempre y cuando valga (2.5). En virtud de esto se define la carga conservada Q asociada

a la corriente j como

Q(t) =

ˆ
Σt

∗j. (2.7)

2Buena parte de esta sección está basada en las notas [34].
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A partir de (2.7) puede calcularse, por ejemplo, la carga eléctrica de un espaciotiempo. Las

ecuaciones de Maxwell con fuentes son

d ∗ F = 4π ∗ j,

donde F es la 2-forma cerrada de Maxwell y j es la 1-forma de corriente eléctrica. Por lo tanto,

la carga eléctrica total conservada asociada a j es

Q(t) =
1

4π

ˆ
Σt

d ∗ F .

Si Σt es una bola de radio infinito, puede aplicarse el teorema de Stokes y se obtiene

Q(t) =
1

4π

ˆ
S2
∞

∗F , (2.8)

donde S2
∞ es la 2-esfera de radio infinito.

2.6.2. Cargas ADM

La enerǵıa, a diferencia de la carga eléctrica, está asociada a un tensor simétrico Tµν y no a

un vector. Una noción de su conservación global estrechamente emparentada con la conservación

en un espacio plano es la de las cargas ADM (Arnowitt-Deser-Misner) [35]. El cálculo de estas

cargas asume exclusivamente la asintótica de espacio plano (aunque también puede definirse

carga ADM para espaciotiempos asintóticamente AdS). En particular, se asume

gµν = ηµν + hµν ,

donde ηµν es la métrica de Minkowski y hµν = O(1/r). En esta aproximación de campo débil

puede obtenerse, a partir de las ecuaciones de Einstein a O(h), una expresión de T00 (densidad

de enerǵıa)

T00 =
1

16π
∂i(∂jhij − ∂ihjj), (2.9)

donde i, j, k son coordenadas cartesianas espaciales. En el fondo, se están tratando las per-

turbaciones gravitatorias como un campo, despreciándose las intrincadas interacciones entre la

materia y curvatura del espaciotiempo de orden más alto. La enerǵıa total es, integrando en

todo el espacio y aplicando el teorema de Gauss,

E =
1

16π

ˆ
S2
∞

dSi(∂jhij − ∂ihjj). (2.10)

Esta integral es de superficie en el infinito, donde el espaciotiempo es plano, por lo que es indis-

tinto si el contenido de enerǵıa en él produce deformaciones arbitrariamente grandes (siempre y

cuando no se extiendan al infinito).
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2.6.3. Integrales de Komar

Las cargas conservadas están asociadas, a través del teorema de Noether, con simetŕıas de

la acción. A su vez, en relatividad general, estas están asociadas a isometŕıas de la métrica

generadas por vectores de Killing. A cada isometŕıa le corresponde un vector de Killing K, es

decir, un vector K tal que Kµ;ν + Kν;µ = 0. Usando la definición del tensor de Riemann Rα
µνσ

y la primera identidad de Bianchi, puede mostrarse que esto implica

K ρ
µ;ρ = RµνK

ν . (2.11)

En notación de formas diferenciales y usando las ecuaciones de Einstein escritas Rµν = 8π(Tµν−
1
2
gµνT ) se llega a

∗d ∗ dK = 8πj, (2.12)

donde se definió la corriente

jµ = −2
(
Tµν −

1

2
gµνT

)
Kν = − 1

4π
RµνK

ν . (2.13)

De (2.12) se sigue que ∗j es una 3-forma exacta, por lo cual es cerrada. Es decir, j es una

corriente conservada en el sentido de que satisface d ∗ j = 0. Como se vio, puede definirse,

entonces, una carga conservada asociada al vector de Killing K usando (2.7),

QK =
c

8π

ˆ
Σ

d ∗ dK =
c

8π

ˆ
∂Σ

∗dK, (2.14)

donde se usó el teorema de Stokes, y c es alguna constante a determinar. Esta es la integral de

Komar. En particular, si el espaciotiempo es asintóticamente plano, estacionario y axisimétrico,

es posible definir de esta manera una masa y un momento angular en referencia al espacio plano.

Que una métrica sea estacionaria significa que K = ∂t es un vector de Killing (en algún sistema

de coordenadas). La carga conservada asociada a este vector de Killing es

MK = − 1

8π
ĺım
r→∞

ˆ
S2
r

∗dK, (2.15)

donde c = −1 y S2
r es la 2-esfera de radio r. Por otro lado, que la métrica sea axisimétrica

significa que existe algún Killing K̃ que genera el grupo U(1) de rotaciones alrededor del eje,

por lo que habrá alguna coordenada angular periódica φ tal que K̃ = ∂φ. Introduciendo este en

la expresión de Komar, se obtiene una carga conservada

JK =
1

16π
ĺım
r→∞

ˆ
S2
r

∗dK̃, (2.16)

donde c = 1/2. Los coeficientes c en ambos casos son aquellos que se ajustan adecuadamente

en el ĺımite de espacio plano, coincidiendo con las definiciones conocidas de masa y momento
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angular newtonianas, que deben ser válidas en el infinito. Es decir, esta elección de coeficientes

es razonable cuando el espaciotiempo es asintóticamente plano. Sin embargo, es posible calcular

el momento angular como una integral de Komar en espaciotiempos más generales; en [18], por

ejemplo, se hace para las soluciones de Ernst-Wild, y las que se analizaron en esta tesis son

casos particulares de ella.

Es relevante también el hecho de que, en soluciones de espaciotiempo vaćıo (Ricci-flat), ex-

presiones como (2.15) y (2.16) pueden calcularse en esferas de cualquier radio (incluso superficies

más generales). En cambio, en soluciones llenas de campo electromagnético, como las métricas

que se estudian en esta tesis, lo correcto es calcular las cargas en el infinito (siempre y cuando

haya una noción de asintótica bien definida, como ya se discutió en el párrafo anterior).

2.6.4. Fórmula de Smarr

El vector de Killing nulo asociado a un horizonte de Killing tiene también una carga de

Komar asociada. Cuando la métrica es estacionaria y axisimétrica (todas las métricas bajo

estudio en esta tesis lo son), este vector de Killing puede escribirse ξ = ∂t + ΩH∂φ, donde t es

una coordenada temporal, φ angular y ΩH es la velocidad angular del horizonte (la velocidad

angular de las geodésicas nulas sobre el horizonte según un observador que se encuentra en

el infinito [33]). Como la expresión de Komar (2.14) es lineal en K, esta carga de Komar Qξ

asociada a ξ con c = −1 es

Qξ = MK − 2ΩHJK . (2.17)

Por otro lado, puede tomarse la hipersuperficie espacial (volumen) Σ̃ delimitado internamente

por S2
H , la 2-esfera que intersecta al horizonte en un tiempo fijo, y S2

∞, la 2-esfera de radio infinito.

Es decir, por el teorema de Stokes, la integral en todo el espacio Σ es la integral en este volumen

Σ̃ más la integral en el horizonte a tiempo fijo S2
H ,

Qξ = − 1

8π

ˆ
S2
H

∗dξ − 1

8π

ˆ
Σ̃

d ∗ dξ. (2.18)

Finalmente, realizando las integrales y comparando las expresiones (2.17) y (2.18) se obtiene la

siguiente relación [34]

MK =
κ

4π
A+ 2ΩHJK + 2

ˆ
Σ̃

(Tµν −
1

2
gµνT )ξν(∗dxµ), (2.19)

donde A es el área del agujero negro. Esta es una variante de la ley de Smarr. Cuando el tensor

enerǵıa-momento Tµν corresponde al del electromagnetismo,

MK =
κ

4π
A+ 2ΩHJK + ΦHQ, (2.20)
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donde ΦH es el potencial electromagnético co-rotante, definido como ΦH = −ξµAµ evaluado en

el horizonte (esta relación vale cuando la elección de gauge es tal que Aµ tiende a cero en el

infinito). En general, ΦH es la integral de ĺınea del campo eléctrico desde el infinito hasta el

horizonte (igual que como se lo define clásicamente).

La ley de Smarr, sin embargo, es algo más general que esto. En la Sec. 2.7 se entenderá

que puede pensarse como una aplicación del teorema de Euler para funciones homogéneas a

la primera ley de la mécanica de agujeros negros, un análogo de la ecuación de Euler de la

termodinámica [37].

2.7. Termodinámica de agujeros negros

La métrica más general posible de agujero negro cargado, estacionaria y axisimétrica, que no

posee ningún otro contenido de materia o enerǵıa, es la métrica de Kerr-Newman, correspon-

diente al agujero negro rotatorio cargado eléctricamente (o magnéticamente). Esta solución está

caracterizada completamente por tres parámetros, correspondientes a su masa, su momento an-

gular y su carga eléctrica/magnética. Si un agujero negro de este tipo es producto de un colapso

gravitatorio, todos los parámetros f́ısicos que describ́ıan esa materia se pierden, al menos si se

acepta la descripción general relativista más básica del agujero negro. Esto es conocido como el

teorema no-hair (los agujeros negros no tienen pelo, famoso apotegma de Wheeler).

En 1972/1973 Bekenstein se preguntó qué ocurriŕıa con la entroṕıa de esta materia que

preced́ıa el colapso gravitatorio, dado que la pérdida de grados de libertad en la solución parećıa

amenazar la prevalencia de la segunda ley termodinámica [38, 39]. Con esta motivación, propuso

la idea de establecer una analoǵıa entre la propiedad de que el área de los agujeros negros siempre

debe aumentar (resultado de Hawking [40]) y la segunda ley, dando argumentos heuŕısticos que

definitivamente predećıan una relación de proporcionalidad lineal entre la entroṕıa y el área

del agujero negro. El principal argumento consiste, esencialmente, en asumir una relación entre

área y entroṕıa S = S(A) y, mediante consideraciones cuánticas, estimar algún valor mı́nimo

de (δA)min que un agujero negro puede incrementar tras la absorción de un cuanto de enerǵıa.

Esto da, a su vez, un incremento mı́nimo de la entroṕıa

(δS)min =
dS

dA
(δA)min. (2.21)

Tendŕıa sentido que esto fuera del orden de la entroṕıa de Shannon correspondiente a 1 bit de

información, es decir, la entroṕıa de un sistema con dos estados posibles e igualmente probables,

δSbit = −
2∑
i=1

1

2
log 1/2 = log 2,
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donde por log debe entenderse el logaritmo natural. (δS)min ∼ δSbit tiene sentido porque

se asume que la mı́nima entroṕıa que un agujero negro puede adquirir proviene de la única

información que una part́ıcula sin estructura es capaz de contener: su existencia o inexistencia.

Entonces, integrando dS
dA(δA)min = log 2 se obtiene una relación entre entroṕıa y área,

SBH ∼
ˆ A

0

log 2

(δA)min

dA. (2.22)

En el paper de Bekenstein [39] se encuentra un (δA)min a partir del valor mı́nimo de masa

irreducible que puede adquirir un agujero negro de Kerr tras la absorción de una part́ıcula no

puntual. Esa cota está asociada con la longitud de onda de Compton de la part́ıcula. En este

caso, resulta ser (δA)min = 8π~. Por lo tanto, la entroṕıa del agujero negro es del orden

SBH ∼
log 2

8π~
A. (2.23)

Otro ejemplo de estimación de (δA)min se da en [41], donde se utiliza el hecho de que un

agujero negro puede absorber fotones de longitud de onda hasta del orden del radio del horizonte

λ ∼ rH ∼ M , pero refleja fotones con λ � rH . En este caso, (δM)min ∼ 2π~
rH
∼ 2π~

M
, por lo cual

(δA)min ∼ 2M(δM)min ∼ 4π~, que es del mismo orden que el estimado por Bekenstein, usando

fotones en vez de part́ıculas con masa.

A partir de esta observación de Bekenstein, en 1973 Bardeen, Carter y Hawking llevaron un

poco más allá la analoǵıa y enunciaron las cuatro leyes que describen la mecánica de agujeros

negros en relatividad general, con un parecido a los principios termodinámicos muy sugerente

[42].

Ley cero. La gravedad superficial κ es constante sobre un horizonte de Killing3. Esto sugiere

una analoǵıa entre κ y la temperatura, ya que esta última es uniforme en un sistema que se

encuentra en equilibrio termodinámico.

Primera ley. Si un agujero negro estacionario de masa M , momento angular J y carga

eléctrica Q es perturbado de manera tal que, cuando se estabiliza, resulta en otro agujero negro

de masa M + dM , momento angular J + dJ y carga Q+ dQ, entonces

dM =
κ

8π
dA+ ΩHdJ + ΦHdQ. (2.24)

Aqúı ΩH y ΦH son la velocidad angular y potencial eléctrico en el horizonte, respectivamente,

como fueron definidos en la Sec. 2.6.4.

3Esto vale siempre y cuando Tµν obedezca la condición de enerǵıa dominante, que corresponde a pedir que la

enerǵıa no fluya a velocidad mayor que la de la luz, lo cual es razonable.
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El primer principio de la termodinámica para un sistema clásico rotatorio con velocidad

angular Ω y cargado eléctricamente con carga Q, por otra parte, puede escribirse

dE = TdS + ΩdJ + ΦdQ. (2.25)

Comparando (2.24) y (2.25) se puede deducir, teniendo en cuenta el resultado de Bekenstein,

T = α−1 κ
8π

y S = αA, para alguna constante numérica α que debe determinarse. Nótese, como

se hab́ıa anticipado, que la ley de Smarr (2.19) puede verse como una aplicación del teorema de

Euler para funciones homogéneas a la primera ley (2.24). La homogeneidad de M con respecto

a A y J puede mostrarse haciendo un análisis dimensional sencillo [43].

Segunda ley. En ningún proceso f́ısico el área de un agujero negro puede disminuir, es decir,

∆A ≥ 0.4 Este es el teorema de Hawking que inspiró la observación de Bekenstein de la que se

habló anteriormente.

Tercera ley. Es imposible reducir κ a 0 mediante cualquier secuencia finita de operaciones.

A diferencia de las otras, no existe demostración matemática para esta ley. κ = 0 corresponde

al agujero negro extremal y es un resultado conocido de los agujeros negros de Kerr-Newman,

por ejemplo, que no pueden hacerse extremales en tiempo finito.

Recuperando las constantes fundamentales c,G, ~, kB mediante análisis dimensional, las fórmu-

las de la entroṕıa y temperatura resultan

S = kB
A

α`2
P

, T =
~
ckB

ακ

8π
,

donde `2
P = G~/c3 es la longitud de Planck. Nótese que TdS no depende de ~, lo cual es sensato

dado que todos los resultados que se han presentado hasta el momento fueron obtenidos en el

contexto de la teoŕıa de la relatividad general. La necesidad de introducir ~ (para no introducir

escalas arbitrarias al problema en el análisis dimensional) es lo que sugiere una conexión entre

la termodinámica de agujeros negros y la mecánica cuántica.

El hecho de que estos resultados sean puramente general relativistas impiden la trascendencia

de un estatus de analoǵıa ya que, por ejemplo, un agujero negro inmerso en un baño térmico a

temperatura más baja que κ
8πα

reduciŕıa la entroṕıa total del universo al absorber materia. Seŕıa

necesario que el agujero negro pudiera radiar enerǵıa hacia el exterior, lo cual está estrictamente

prohibido por la segunda ley de la mecánica de agujeros negros enunciada anteriormente.

En 1974 Hawking implementó un modelo semiclásico de teoŕıa cuántica de campos en espacios

curvos y llegó al resultado teórico que predice la radiación térmica de los agujeros negros por

4En este caso se asume censura cósmica (que no puedan existir singularidades fuera de una superficie atrapada)

y la condición de enerǵıa débil.
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un mecanismo de creación de pares de part́ıcula-antipart́ıcula en el horizonte. Esta radiación

corresponde, además, a la de un cuerpo negro de temperatura

TH =
κ

2π
, (2.26)

coincidiendo con la expresión obtenida por Bekenstein con una constante α = 4. En consecuencia,

pues, también queda determinada la entroṕıa

S =
A
4
, (2.27)

que es, efectivamente, del orden del resultado obtenido heuŕısticamente (2.23).

2.8. Entroṕıa de Wald

Existe una manera de calcular la entroṕıa de un agujero negro estacionario como la carga de

Noether conservada asociada a un difeomorfismo, este último generado por un vector de Killing;

en particular, el campo de vectores de Killing que genera el horizonte de eventos de un agujero

negro estacionario. La entroṕıa resulta ser una integral sobre una hipersuperficie espacial que

intersecta al horizonte de Killing (a diferencia de las cargas ADM, por ejemplo, que se calculan

en el infinito). Wald halló dicha expresión para teoŕıas de gravedad más generales que la teoŕıa de

Einstein en 3+1 dimensiones, y precisamente con esa finalidad [44]. Las cargas que se calcularán

en este trabajo pueden considerarse una generalización de la carga de Wald, en tanto comparten

con ella ser cargas calculadas en el horizonte.

3. Campos magnéticos intensos en relatividad general

Antes de entrar en la f́ısica de agujeros negros, es necesario entender alguna manera de tratar

campos electromagnéticos en el contexto de la teoŕıa de la relatividad general. El tratamiento

de primera aproximación consiste en resolver las ecuaciones de Maxwell en el espacio curvo,

suponiendo que la geometŕıa no se ve afectada por la presencia del campo — es decir, asumir

que no hay back-reaction gravitatorio. Esto se hace, por ejemplo, en [45]. En general, se tiene

una métrica de fondo gµν y se resuelven, asumiendo ausencia de fuentes (dadas condiciones de

contorno),

dF = 0 (3.1)

∗d ∗ F = 0.

Como se mencionó, sin embargo, esto es una solución aproximada, ya que las ecuaciones de

Einstein,

Gµν + Λgµν = 8πTµν , (3.2)
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que la métrica debe satisfacer dependen del tensor enerǵıa-momento Tµν que, en particular, es

distinto de cero en un punto del espacio-tiempo donde haya campo electromagnético presente.

Si el campo es lo suficientemente débil, la contribución de este a Tµν puede despreciarse en el

contexto de las ecuaciones de Einstein.

En esta tesis, sin embargo, se va a considerar el caso más general de un back-reaction aprecia-

ble (no se desprecia Tµν electromagnético en las ecuaciones de Einstein). Como se mencionó en la

introducción, hay potenciales escenarios astrof́ısicos en los que podŕıan existir campos magnéti-

cos extremadamente intensos (en las vecindades de una magnetar o en AGNs) y agujeros negros

podŕıan estar sumergidos en dichos campos [10]. Es necesario resolver, entonces, las ecuaciones

acopladas de Einstein-Maxwell.

Cabe preguntarse, ¿existe alguna solución interesante de las ecuaciones de Einstein-Maxwell

en el vaćıo con F 6= 0? De ser aśı, ¿cuál es la más sencilla posible? Esto es lo que estudió Melvin

en su paper de 1964 [11].

3.1. La métrica de Melvin

Uno de los campos más sencillos que uno puede imaginar es el campo electrostático o magne-

tostático uniforme que se extiende en todo el espacio. Melvin se concentró en el caso magnético

~B = B0ẑ. Es un modelo razonable, por ejemplo, para configuraciones en las que el tamaño

caracteŕıstico de algún objeto f́ısico de interés es mucho menor que el gradiente del campo.

Sin embargo, esta configuración no es compatible con las ecuaciones de Einstein. Lo que Mel-

vin hizo en 1963 fue relajar la condición de uniformidad en ρ, permitiendo una dependencia del

campo y la métrica con esta variable. Śı, en cambio, impuso la restricción de que la configuración

de campo fuera estática, axisimétrica y libre de fuentes. A estas restricciones puede añadirse,

por simplicidad, que el campo apunte en dirección z. Además, hizo la observación de que un

campo eléctrico o magnético, si es estático, cumple que

T zz + T ρρ = 0, (3.3)

donde T νµ = Tµαg
αν
√
|g| es la densidad tensorial de enerǵıa-momento. Las condiciones enume-

radas en este párrafo son suficientes para permitir una solución de las ecuaciones de Einstein-

Maxwell.

En efecto, haciendo uso de herramientas matemáticas para resolver esta clase particular de

problemas, Melvin encontró la siguiente solución, el universo de Melvin,

ds2 = (1 +
1

4
B2

0ρ
2)2(−dt2 + dρ2 + dz2) +

ρ2

(1 + 1
4
B2

0ρ
2)2
dφ2, (3.4)
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Hz =
B0

(1 + 1
4
B2

0ρ
2)2
. (3.5)

La Ec. (3.4) es el elemento de ĺınea de la métrica de Melvin. Hz es la única componente no

nula del campo magnético, en dirección z (más detalle en la Sec. 3.2) y B0 es una constante

de integración, que se interpreta como el campo magnético en el eje ρ = 0. Cuando B0 → 0 el

universo de Melvin tiende al espacio plano; esto corresponde a la observación de que el campo

magnético es lo único que está deformando el espacio-tiempo (ciertamente, aśı se construyó la

métrica).

El campo magnético Hz es máximo en el eje ρ = 0 y Hz → 0 cuando ρ→∞. A una distancia

ρ̄ = 2/B0 la intensidad del campo decae a 1/4 con respecto al máximo. Por ejemplo, al campo

magnético de una magnetar, que puede alcanzar intensidades del orden de 1014− 1015 gauss [9],

le correspondeŕıa un radio caracteŕıstico ρ̄ ∼ 105 − 104km5. A distancias ρ � ρ̄, sin embargo,

el espacio es aproximadamente plano y el campo magnético aproximadamente constante (Hz '
B0). Esto nos dice que para notar los efectos globales producidos por el back-reaction gravitatorio

es necesario mirar a distancias bastante grandes del eje de simetŕıa. Esto es, en relación a los

tamaños caracteŕısticos de las distribuciones de campo magnético que suelen observarse en la

naturaleza, incluso los más extensos de entre ellos.

Puede interpretarse, entonces, esta configuración como un manojo de ĺıneas de campo magnéti-

co que se mantienen unidas por su gravitación mutua [12], con radio caracteŕıstico del orden de

ρ̄. La configuración es estable ante perturbaciones arbitrarias en ρ [12, 13].

El universo de Melvin no es asintóticamente plano. Para ver esto basta con notar que gφφ → 0

cuando ρ→∞, aśı que el tensor métrico g no puede ser asintóticamente similar al de Minkowski.

Por ende, no puede existir ninguna métrica conforme que tenga un infinito conforme como el de

Minkowski. Esto podŕıa llevar a suponer que el estudio de este universo pierde sentido, pero debe

tenerse en cuenta que śı pueden existir configuraciones de campos magnéticos muy intensos en

configuraciones que se realizan, de hecho, astrof́ısicamente, como se mencionó en la introducción

de esta tesis. En estos casos el universo de Melvin cerca de ρ = 0 podŕıa ser útil como modelo.

A t = cte, z = cte, ρ = cte la longitud de la circunferencia está dada por 2π
√
gφφ = 2πρ

1+ 1
4
B2

0ρ
2 .

Esta circunferencia es cero cuando ρ = 0, pero también tiende a cero cuando ρ → ∞. Una

manera de visualizar la métrica de Melvin es tomando una superficie z = cte a t = cte y

hacer un embedding en el espacio eucĺıdeo tridimensional. El resultado de varios ejemplos con

5Esto es, si se considera que el campo de la magnetar es uniforme. Esta aproximación, aunque sirve de ejemplo

para dar una idea de la intensidad de estos campos y las caracteŕısticas de la métrica, no es adecuada en este

caso particular, dado que las variaciones del campo tienen un tamaño caracteŕıstico bastante más pequeño que

104 km.
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distintos valores de B0 se muestra en la figura 2. Dado que la métrica es axisimétrica, la superficie

resultante es una superficie de revolución; es decir, la intersección de la superficie con cualquier

plano φ = cte es la misma curva. Dicha curva está parametrizada por alguna variable b. En [46]

se muestra cómo hacer embeddings de superficies de revolución. Se trabaja genéricamente con

una métrica del tipo ds2 = E(b)db2 + J(b)dφ2 y se propone, en coordenadas ciĺındricas (ρ̃, φ̃, z̃),

la parametrización de la superficie

ρ̃ = F (b), z̃ = G(b). (3.6)

Por lo tanto, dado que la métrica eucĺıdea es dρ̃2 + ρ̃2dφ̃2 +dz̃2, se deduce que las funciones F (b)

y G(b) deben satisfacer

F ′2(b) +G′2(b) = E(b), F 2(b) = J(b), (3.7)

con F ′(b) = dF/db y G′(b) = dG/db. La métrica (3.4) a z = cte y t = cte es

dΣ2 = (1 +
1

4
B2

0ρ
2)2dρ2 +

ρ2

(1 + 1
4
B2

0ρ
2)2
dφ2, (3.8)

por lo que tomando como parámetro b = ρ la correspondencia es E(ρ) = (1 + 1
4
B2

0ρ
2)2 y

J(ρ) = ρ2

E(ρ)
. Dado que la circunferencia es 2π

√
J(ρ) = 2πF (ρ), los gráficos de la figura 2 pueden

interpretarse como el ensanchamiento y posterior estrechamiento de las circunferencias. Si una

part́ıcula de prueba recorre el espaciotiempo dado por (3.4) a z = cte, localmente percibirá una

geometŕıa como la de la figura. No es que en realidad la métrica retorne sobre śı misma cuando

se supera un cierto valor de ρ, es la manera de visualizar una geometŕıa riemanniana en R3 que

tiene la curiosa propiedad de que ćırculos concéntricos se achican cuando el radio se agranda.

(a) B0 = 0 (Minkowski).

(b) B0 = ρ−1
máx < 2ρ−1

máx.

(c) B0 = 3ρ−1
máx > 2ρ−1

máx

Figura 2: Embeddings en R3 de la métrica de Melvin a z = cte, t = cte para tres valores distintos del parámetro de

intensidad de campo magnético B0, con ρmoviéndose entre 0 y ρmáx. Los rayos radiales son curvas parametrizadas

por la distancia ρ al eje de simetŕıa, mientras que las curvas cerradas están parametrizadas por φ. Los ejes están

en unidades de ρmáx/10.
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3.2. Campos electromagnéticos en espacios curvos

En esta tesis, como en [11, 12, 14–16], los campos eléctricos y magnéticos corresponden a

componentes tetrádicas de la 2-forma de Maxwell, F = dA. Todas las métricas con las que se

trabajó en esta tesis son axisimétricas y estacionarias, y pueden escribirse en general [22]

ds2 = −N2dt2 + gφφ(dφ− ωdt)2 + grrdr
2 + gθθdθ

2. (3.9)

La tétrada que se utiliza es

e0 = Ndt, e2 =
√
gφφ(dφ− ωdt), (3.10)

e1 =
√
grrdr, e3 =

√
gθθdθ, (3.11)

de manera tal que la métrica g ≡ ds2 se escribe

g = −e0 ⊗ e0 + e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3. (3.12)

El tensor de Maxwell tiene una expresión en base coordenada F = Fµν (dxµ ⊗ dxν), pero su

expresión tetrádica es

F = Fij (ei ⊗ ej) =
1

2
Fij e

i ∧ ej, (3.13)

donde los ı́ndices latinos i, j son tetrádicos. Las componentes del campo electromagnético se

definen como

Er = F01 =
1

N
√
grr

(Frt + ωFrφ), Hr = F23 =
1

√
gθθgφφ

Fθφ, (3.14)

Eθ = F02 =
1

N
√
gθθ

(Fθt + ωFθφ), Hθ = F13 =
1

√
grrgφφ

Frφ. (3.15)

4. Agujeros negros magnetizados

4.1. El método de Ernst y las transformaciones de Harrison

En 1976 Ernst obtuvo, a partir de soluciones de agujero negro ya conocidas de las ecua-

ciones de Einstein, nuevas soluciones a las ecuaciones acopladas de Einstein-Maxwell, con la

caracteŕıstica de que pueden interpretarse como la introducción de un campo electromagnéti-

co a las geometŕıas originales [14]. Al igual que ocurre con la métrica de Melvin, el campo

electromagnético introducido deforma la geometŕıa original.

Para lograr esto, Ernst se valió de un grupo de transformaciones desarrollado por Harrison,

que son simetŕıas de las ecuaciones (generalizadas, luego, por Kinnersley, ver referencias en [14]).

Resulta ser que al aplicarse estas transformaciones a una geometŕıa de agujero negro se obtiene

una nueva solución con campo magnético de fondo que preserva la estructura de horizonte de
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Killing (que se mantiene no-singular). En general, al hacer tender el parámetro de masa M → 0

se recupera Melvin, mientras que B0 → 0 reduce la métrica a la original.

Todo esto, por otro lado, está basado en un trabajo previo en el cual Ernst hab́ıa conse-

guido simplificar significativamente el problema de Einstein-Maxwell para configuraciones es-

tacionarias y axisimétricas [47]. La simplificación consiste en llevar la ecuación tensorial de

Einstein-Maxwell a un problema de dos potenciales escalares complejos, E y Φ (gravitatorio

y electromagnético, respectivamente) relacionados a través de dos ecuaciones diferenciales de

segundo orden acopladas.

El elemento de ĺınea de las métricas estacionarias y axisimétricas puede expresarse genérica-

mente

ds2 = f−1[−2P−2dζdζ∗ + ρ2dt2]− f(dφ− ωdt)2. (4.1)

En este formalismo, las transformaciones de Harrison son

E ′ = Λ−1E , (4.2)

Φ′ = Λ−1(Φ− 1

2
B0E) =

∂

∂B0

(log Λ), (4.3)

con

Λ = 1 +B0Φ− 1

4
B2

0E . (4.4)

Además, los parámetros f, ω que aparecen en la métrica transforman según

f ′ = |Λ|−2f, (4.5)

∇ω′ = |Λ|2∇ω + ρf−1(Λ∗∇Λ− Λ∇Λ∗), (4.6)

quedando inalterados ρ y P . Nótese que las transformaciones determinan la derivada de ω′ y no

ω′ en śı, lo cual refleja la existencia de una libertad de gauge en el parámetro ω: está definido a

menos de una constante aditiva.

El potencial electromagnético complejo Φ se relaciona con el potencial vector electromagnético

mediante la relación

Φ = Aφ + iA′t, (4.7)

donde A′t se define a través de la siguiente ecuación diferencial

ρ−1f(∇At − ω∇Aφ) = φ̂×∇A′t, (4.8)

siendo φ̂ el vector unitario que apunta en la dirección de φ creciente. Por otro lado, el potencial

complejo gravitatorio E se define

E = (f − |Φ|2) + iϕ, (4.9)
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donde ϕ es una función que se determina a partir de la ecuación diferencial,

ρ−1f 2∇ω − 2φ̂× Im(Φ∗∇Φ) = φ̂×∇ϕ (4.10)

En particular, Ernst implementó este método utilizando como semillas las métricas de Min-

kowski, Schwarzschild, Reissner-Nordström y también Kerr-Newmann. Al aplicar la transforma-

ción sobre la métrica de Minkowski se obtiene, de hecho, el universo de Melvin. A continuación,

se procederá a describir las otras soluciones resultantes.

4.2. Agujero negro de Schwarzschild magnetizado

Si se realiza la transformación de Harrison descripta más arriba sobre la métrica de Schwarzs-

child del agujero negro estático y esféricamente simétrico, se obtiene

ds2 = Λ2(r, θ)
(
− f(r)dt2 +

dr2

f(r)
+ r2dθ2

)
+ Λ−2(r, θ)r2 sin2 θdφ2, (4.11)

con

Λ(r, θ) = 1 +
1

4
B2

0r
2 sin2 θ, y f(r) = 1− 2M

r
. (4.12)

El potencial vector es

A = Λ−1(r, θ)
1

2
B0r

2 sin2 θ dφ, (4.13)

y las componentes no-nulas del campo magnético son

Hr = Λ−2(r, θ)B0 cos θ, (4.14)

Hθ = − Λ−2(r, θ)B0f
1/2(r) sin θ. (4.15)

Se conoce esta solución en la literatura como Schwarzschild-Melvin. Como se anticipó, esta

solución se reduce al universo de Melvin (Ecs. 3.4-3.5) cuando M = 0 y se recupera la métrica

de Schwarzschild cuando B0 = 0. Teniendo en cuenta que la solución presenta un horizonte de

Killing no singular en rs = 2M , es razonable la interpretación de que este escenario corresponde

a un agujero negro embebido en un universo que es asintóticamente Melvin (esto último sale de

que f(r)→ 1 cuando r →∞).

La métrica es, por construcción, estacionaria y axisimétrica; es decir, ∂t y ∂φ son vectores de

Killing y generan el grupo de isometŕıas R× SO(2). No es asintóticamente plana, por la misma

razón que Melvin no lo es. Por lo tanto, no puede definirse un horizonte de eventos en el sentido

de la Sec. 2.2. Sin embargo, una propiedad relevante de estas transformaciones es que, si la

solución semilla dada por E y Φ es una métrica de Kerr-Newmann (como lo son todos los casos

que se analizarán, en este caso con q = 0 y a = 0) y tiene un horizonte de Killing en r = rH para

la coordenada radial r, la solución resultante también tiene un horizonte de Killing en r = rH

24



[18]. En el caso de Schwarzschild-Melvin, el campo de vectores de Killing ∂t es el que se hace

nulo en el horizonte.

Puede calcularse el área del horizonte de Killing A para esta métrica. El volumen métrico

inducido en la esfera r = rs, t = cte es

ε̃ = r2
s sin θ dθ ∧ dφ, (4.16)

de manera tal que

A =

ˆ
ε̃ = 4πr2

s , (4.17)

exactamente igual que en el agujero negro de Schwarzschild. Por otra parte, la gravedad super-

ficial κ de este espaciotiempo puede obtenerse a partir de (2.2), resultando en

κ =
1

4M
, (4.18)

también idéntica a la gravedad superficial de Schwarzschild (al menos con esta normalización

del Killing nulo en el horizonte ∂t; en la sección 7 se verá que, en efecto, es la correcta).

Es factible visualizar el horizonte de eventos de estos agujeros negros a t = cte haciendo algún

embedding en el espacio eucĺıdeo de tres dimensiones. Se evalúa la métrica (4.11) en r = 2M

con t = cte, resultando en la 2-métrica

dΣ2 = Λ2(r, θ)(2M)2dθ2 + Λ−2(r, θ)(2M)2 sin2 θdφ2. (4.19)

Como la métrica (4.19) es axisimétrica, su embedding debe serlo también; es decir, la superficie

asociada en R3 es una superficie de revolución, aśı que se puede hacer el embedding de la misma

manera que se hizo con la métrica de Melvin en la sección 3.1. La diferencia es que, en este caso,

el parámetro es b = θ. Para el caso de la métrica de Schwarzschild-Melvin puede encontrarse

que

E(θ) = (2M)2|ΛH(θ)|2, J(θ) = (2M)2|ΛH(θ)|−2 sin2 θ, (4.20)

con ΛH(θ) = Λ(r = 2M, θ). Por la segunda ecuación de (3.7), F (θ) = 2M |ΛH(θ)| sin θ. La

primera de las ecuaciones (3.7) no es resoluble anaĺıticamente en este caso, por lo que se la

resolvió numéricamente para distintos valores de rs/ρ̄ ≡ MB0, y las superficies graficadas se

muestran en la figura 3 (el mismo ρ̄ definido en la sección 3.1). A medida que la intensidad del

campo magnético o la masa aumentan, el horizonte se hace más y más oblongo; equivalentemente,

cuanto mayor sea el radio del horizonte en comparación al tamaño caracteŕıstico del manojo de

ĺıneas de campo de Melvin, mayor es el backreaction que dicho campo magnético ejerce sobre la

superficie del agujero negro. No obstante, recuérdese que el área de la superficie no depende del

campo magnético. En la figura también se ve que el horizonte con un campo B0 > 2r−1
s posee

curvatura negativa alrededor de z = 0. Esto tiene sentido al recordar que las circunferencias
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de los ćırculos concéntricos se hacen más pequeñas a medida que el radio aumenta a partir de

ρ ∼ 2
B0

: la parte de la esfera más cercana a z = 0 es la que más se aparta del eje de simetŕıa.

(a) B0 = 0 (Schwarzschild).

(b) B0 = r−1
s < 2r−1

s .
(c) B0 = 3r−1

s > 2r−1
s

Figura 3: Embeddings del horizonte de Schwarzschild-Melvin con radio rs a t = cte para tres valores distintos del

parámetro de intensidad de campo magnético B0. A mayor intensidad, más oblongo el horizonte. El tercero, con

B0 > 2r−1
s , tiene curvatura negativa hacia el centro. Los ejes están en unidades de rs. Es importante resaltar que

esta deformación debida al campo magnético es de naturaleza gravitacional, y no un fenómeno de polarización.

4.3. Agujero negro cargado: la métrica de Reissner-Nordström

Ernst también construyó una nueva solución magnetizada a partir del agujero negro cargado,

aplicando una transformación de Harrison a la métrica de Reissner-Nordström [14]. En esta

subsección se introducirá esta última junto con sus caracteŕısticas más relevantes.

Reissner-Nordström magnetizado es el principal caso de estudio de esta tesis, principalmen-

te por el hecho de que, al magnetizarse, el agujero negro adquiere un momento angular que

antes no poséıa, lo que enriquece el cálculo de las cargas, el objeto central del trabajo. Este

momento angular se produce debido a la densidad de vector de Poynting no nula que existe en

la configuración de una carga puntual sumergida en un campo magnético en ẑ.

La solución de Reissner-Nordström (no magnetizada) a las ecuaciones de Einstein-Maxwell

se obtiene al exigir simetŕıa esférica, al igual que Schwarzschild, pero además permitiendo que

exista un tensor de enerǵıa-momento electromagnético Tµν no nulo. Es, en este sentido, una

solución que generaliza la de Schwarzschild. Su elemento de ĺınea es [48]

ds2 = −f(r)dt+
1

f(r)
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (4.21)
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con

f(r) = 1− 2M

r
+
q2

r2
, (4.22)

y la 1-forma potencial

A = −q
r
dt, (4.23)

donde M es el parámetro de masa y q el parámetro de carga eléctrica; el carácter de carga

conservada de estas dos cantidades está explicado en la sección 2.6.3. Esta métrica posee dos

horizontes de eventos en

r± = M ±
√
M2 − q2, (4.24)

donde r+ > r−, por lo que el primero es un horizonte externo y el segundo uno interno. El

horizonte externo tiende al horizonte de Schwarzschild rs cuando q → 0, mientras que el interno

colapsa a la singularidad (r− → 0). Nótese que si q = M entonces los horizontes se tocan — a

este caso particular se lo conoce como extremal. Si q > M deja de haber horizonte. Este último

caso, sin embargo, se considera de escaso interés f́ısico [32], pues requeriŕıa de enerǵıa negativa

para formarse a partir de colapso gravitatorio.

El elemento de volumen métrico en el horizonte de Killing r = r+ es r2
+ sin θ dθ∧dφ, de manera

tal que el área del horizonte es A = 4πr+, igual que en Schwarzschild y Schwarzschild-Melvin.

Esta solución, a diferencia de Schwarzschild, presenta una singularidad tipo tiempo, por lo

que una geodésica bien puede esquivarla; esto se relaciona con que existe una extensión maximal

de la métrica [32, 48].

Si dotamos al agujero negro de una carga magnética p en vez de una carga eléctrica q, se

obtiene exactamente la misma métrica, aunque con otro potencial vector,

A = −p cos θ dφ. (4.25)

4.4. El agujero negro cargado y magnetizado

4.4.1. Carga eléctrica

Aplicando la técnica de Ernst usando la métrica de Reissner-Nordström con carga eléctrica

como semilla se obtiene

ds2 = |Λ(r, θ)|2
(
− f(r)dt2 +

dr2

f(r)
+ r2dθ2

)
+ |Λ(r, θ)|−2r2 sin2 θ(dφ− ω(r, θ)dt)2, (4.26)

donde

Λ(r, θ) = 1 +
1

4
B2

0(r2 sin2 θ + q2 cos2 θ)− iB0q cos θ, (4.27)

f(r) = 1− 2M

r
+
q2

r2
, (4.28)

ω(r, θ) = B0q

[
−
(2

r
− 2

r+

)
+
B2

0

2

(
r − r+ + rf(r) cos2 θ

)]
+ ωH , (4.29)
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donde r+ es el mismo horizonte de Reissner-Nordström que se definió en la sección previa.

Además, el campo electromagnético de la solución está dado por

Aφ(r, θ) =
∂

∂B0

(log |Λ(r, θ)|) =
1

B0

[
1 +

(Re(Λ(r, θ))

|Λ(r, θ)|

)(Re(Λ(r, θ))− 2

|Λ(r, θ)|

)]
, (4.30)

At(r, θ) =
2q

r
+

3ω(r, θ)

2B0

− Aφ(r, θ)ω(r, θ), (4.31)

que, al derivarse, corresponden a6

Hr + iEr = Λ−2(r, θ)

[
i
q

r2
(2− Re(Λ(r, θ)) ) +B0(1− 1

2
iB0q cos θ)

(
1− q2

r2

)
cos θ

]
, (4.32)

Hθ + iEθ = −B0Λ−2(r, θ) (1− 1

2
iB0q cos θ)f 1/2(r) sin θ. (4.33)

A esta solución se la denomina Reissner-Nordström-Melvin (RNM). Cuando q = 0 la solución

se reduce a Schwarzschild magnetizado de masa M y constante de campo B0, mientras que si

B0 = 0 se tiene la métrica de Reissner-Nordström, también con masa M y carga q, y se recupera

también su campo eléctrico. Ahora Λ es una función compleja.

Esta métrica tampoco es asintóticamente plana. Tiene un horizonte de Killing en r = r+,

cuyo campo de vectores de Killing asociado es ∂t + ωH

|Λ0|2∂φ, con ωH = ω(r = r+) y |Λ0| =

|Λ(θ = 0)| = |Λ(θ = π)|, donde se deja expĺıcito que Λ no depende de r en θ = 0, π, como

puede deducirse de (4.27). En [18] se muestra que este horizonte de Killing es una superficie

marginalmente atrapada.

Como se anticipó, esta métrica posee una rotación, que se ve reflejada a simple vista en la

presencia de un término cruzado gφt. Esto es porque, dado que ∂φ es un vector de Killing, pφ se

conserva; pero pφ = gφφp
φ + gφtp

t, por lo que una part́ıcula con pt 6= 0 (cualquier part́ıcula) rota

con pφ 6= 0 por un efecto de arrastre de la métrica, gracias a que gtφ 6= 0. Esta es una rotación

intŕınseca que posee la métrica, en el sentido de que no es producto de una elección de carta.

Nótese que la elección de gauge ωH = 0 en (4.29) es tal que ω(r = r+, θ) = 0. Esto corresponde

a elegir una carta en la que un observador que está posicionado justo en el horizonte r = r+ no

es arrastrado rotacionalmente (aśı se simplificará el cálculo de las cargas en dicho horizonte).

El grupo de isometŕıas de la solución RNM es R× SO(2), correspondiente a las traslaciones

temporales y rotaciones alrededor del eje z, cuyos generadores son los vectores de Killing ∂t y

∂φ, respectivamente. Nótese que la métrica no es estática, sino estacionaria, por la componente

de la métrica gφt 6= 0 de la que se habló más arriba.

Otra particularidad de la métrica (4.26) es que posee singularidades cónicas en θ = 0 y

θ = π. Se llama singularidad cónica a un punto del espacio-tiempo que se parece a la punta de

6Esta manera de escribir el campo electromagnético es recurrente en la bibliograf́ıa, ya que es posible derivarlo

directamente del campo escalar complejo Φ (4.7).
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un cono, en el sentido de que si se transporta paralelamente un vector alrededor de una curva

infinitesimal cerrada que encierra a la singularidad, este vector cambia de orientación (incluso

aunque la métrica sea localmente plana alrededor de la singularidad). Esto puede verificarse de

la siguiente manera. Tómese un corte t = cte, r = cte de la métrica. Su elemento de ĺınea es

ds2
S2 = r2|Λ(r, θ)|2

(
dθ2 +

sin2 θdφ2

|Λ(r, θ)|4

)
, (4.34)

Si se toma un corte de circunferencia θ = cte,

circunferencia =

ˆ 2π

0

r sin θ

|Λ(r, θ)|2
dφ =

2πr sin θ

|Λ(r, θ)|2
.

Ahora bien, cuando θ → 0 el radio de la circunferencia tiende a rθ, y la relación entre

circunferencia y radio resulta

circunferencia

radio
= ĺım

θ→0

2π sin θ

θ|Λ(r, θ)|2
=

2π

|Λ0|2
,

Es sencillo mostrar que se llega a exactamente la misma relación cuando θ → π. Esto pone en

evidencia la singularidad cónica que existe en ambos puntos. En particular, existe un déficit

angular de ∆φ = 2π − 2π
|Λ0|2 = 2π

(
1 − 1

|Λ0|2

)
. Estas singularidades son evitables, en el sentido

de que pueden deshacerse mediante una transformación de coordenadas, o bien cambiando la

periodicidad de la variable φ. Ambas son equivalentes, pero la última es la opción elegida en

este trabajo. Es decir, de ahora en más debe tenerse en cuenta que la variable φ está definida

en el intervalo

φ ∈ [0, 2π|Λ0|2). (4.35)

Nótese que este cambio modifica la topoloǵıa del espaciotiempo en cuestión: no es un difeomor-

fismo. Entonces, si bien el método de Ernst nos provee de una solución espećıfica, que es aquella

cuya coordenada angular φ tiene una periodicidad 2π, existen infinitas soluciones diferentes que

pueden obtenerse alterando esta periodicidad7, pero se elige aquella que no posee singularida-

des cónicas. Con esta definición, la circunferencia calculada más arriba queda en 2πr sin θ y la

relación circunferencia/radio es de 2π.

Esto último debe contemplarse a la hora de calcular el área del horizonte. El elemento de

volumen sigue siendo r2
+ sin θ dθ ∧ dφ, pero los ĺımites de integración en φ deben corresponder

a la nueva periodicidad de la variable. Es decir,

A =

ˆ 2π|Λ0|2

0

ˆ π

0

r2
+ sin θdθdφ = |Λ0|24πr2

+. (4.36)

7Esto no es excepcional a las soluciones que están siendo estudiadas. Podŕıa decirse lo mismo de la redefinición

de la periodicidad angular, por ejemplo, en la métrica de Minkowski: sólo se estaŕıa introduciendo una singularidad

cónica en r = 0, por lo que la solución global seŕıa distinta, pero localmente, en todo otro punto, las métricas

con y sin singularidad son idénticas.
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Como |Λ0|2 > 1, el área es superior con respecto al agujero negro de Reissner-Nordström sin

campo magnético, gracias al acoplamiento entre dicho campo B0 y la carga intŕınseca q (mediado,

por supuesto, por la constante gravitatoria G que está igualada a 1). En la figura 4 se muestra

el horizonte exterior de la métrica RNM con carga eléctrica para un conjunto de parámetros,

antes y después de redefinir el periodo angular. Se ven las singularidades cónicas en los polos en

el primer caso, mientras que después la geometŕıa se torna suave.

Figura 4: Embedding del horizonte de la métrica de Reissner-Nordström-Melvin eléctrico (4.26) con radio r+ a

t = cte, con B0 = 2r−1
+ y q = r+/2. En la figura de la izquierda, el periodo de φ es de 2π, y se ven ambas

singularidades cónicas en los polos. En la figura de la derecha se incrementa el periodo a 2π|Λ0|2, lo cual permite

suavizar la geometŕıa en ambos polos. Los ejes están en unidades de r+/2, y ambos en la misma escala.

La gravedad superficial del horizonte de RNM puede calcularse de (2.2), a partir del vector

nulo del horizonte de Killing ξ = ∂t + ωH

|Λ0|2 = ∂t, resultando en

κRNM =
r+ − r−

2r2
+

=

√
M2 − q2

2M2 − q2 + 2M
√
M2 − q2

, (4.37)

que es, esta vez, idéntica a la del agujero negro de Reissner-Nordström. Recuérdese, sin embargo,

que κ depende de la normalización elegida del vector de Killing en el horizonte, cuestión que

será tratada más adelante, en la sección 7. Por ahora, simplemente se preserva la normalización

utilizada en RN.

En [18] (ver más referencias alĺı) se estudian con lujo de detalle algunas propiedades de las

soluciones de Melvin-Kerr-Newman (o MKN, también llamadas Ernst-Wild), que se reducen

a RNM cuando el parámetro de momento angular intŕınseco de Kerr-Newman es a = 0. Se

destaca la demostración de que existe un mapa biyectivo entre soluciones no extremales de
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Kerr-Newman y de MKN. Es decir, por cada solución no extremal de MKN hay una de Kerr-

Newman y viceversa. Además, existen teoremas que muestran que cualquier horizonte extremal

perteneciente a una cierta clase general de horizontes extremales8 (de los cuales el de MKN es

un caso particular) es siempre isomórfico a un horizonte extremal de Kerr-Newman.

Un último comentario que puede hacerse es el hecho de que esta métrica posee una ergore-

gión que se extiende hacia el infinito, que no puede deshacerse con ningún cambio de coorde-

nadas. Esto está estudiado en detalle en [16]. Como se explicó en la Sec. 2.5, las ergoregiones

corresponden a regiones externas al agujero negro en las que part́ıculas pueden orbitarlo sin

caer en él, siempre y cuando posean momento angular. Se caracterizan por el hecho de que

alĺı gtt > 0 si t es una coordenada temporal. En la métrica de Reissner-Nordström magne-

tizada, gtt = −|Λ(r, θ)|2f(r) + |Λ(r, θ)|−2r2 sin2 θω2(r, θ). Usando coordenadas ciĺındricas, con

z = r cos θ, ρ = r sin θ, se puede hacer una expansión en potencias de z−1 de gtt que es bas-

tante informativa, revelándose el comportamiento de gtt para valores de z muy grandes (en

comparación a ρ).

gtt =
16B6

0q
2(z2 + 2Mz)ρ2

16 + 8B2
0(ρ2 + 3q2) +B4

0(ρ2 + q2)2
+O(z0).

Figura 5: Sombreado, un corte diametral de la ergoregión del agujero negro de Reissner-Nordström-Melvin. La

ergoregión completa es el sólido de revolución de esta superficie, rotando alrededor del eje z. Se extiende al

infinito hacia arriba y abajo. Se sigue que RNM no es asintóticamente Melvin, ya que este último carece de

ergoregión. Figura tomada de [16].

De inmediato se ve que gtt puede ser positivo y arbitrariamente grande a medida que se

8Horizontes aislados extremales, de cuarto dimensiones, en espaciotiempos con Tµν electromagnético.
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incrementa |z|. En la Fig. 5, tomada de [16], se muestra un corte de φ = cte con la ergoregión

sombreada en celeste. De esta observación es inmediato que la métrica en cuestión no es asintótica

a Melvin en el infinito, pues Melvin no posee ergoregión.

4.4.2. Carga magnética

Si se utiliza como semilla del método de Ernst la métrica de Reissner-Nordström con carga

magnética p, se obtiene una métrica muy parecida a Schwarzschild-Melvin (4.11),

ds2 = Λ2(r, θ)
(
− f(r)dt2 +

dr2

f(r)
+ r2dθ2

)
+ Λ−2(r, θ)r2 sin2 θdφ2, (4.38)

aunque con otra definición de las funciones Λ y f ,

Λ(r, θ) = 1 +
1

4
B2

0(r2 sin2 θ + p2 cos2 θ)− pB0 cos θ, (4.39)

f(r) = 1− 2M

r
+
p2

r2
. (4.40)

El potencial vector de la solución es

A = Λ−1(r, θ)
[1

2
B0(r2 sin2 θ + p2 cos2 θ)− p cos θ

]
dφ. (4.41)

Los horizontes de esta solución son los mismos que los de Reissner-Nordström, en virtud del

resultado que se mencionó en la sección 4.2. Tal como ocurre con el agujero negro con carga

eléctrica magnetizado, esta métrica presenta singularidades cónicas en los polos θ = 0 y θ = π.

Con una diferencia importante, sin embargo: el déficit angular es distinto en cada polo. En efecto

circunferencia

radio

∣∣∣
θ→0,π

= ĺım
θ→0,π

2π sin θ

θ|Λ(r, θ)|2
=

2π

|Λ(θ = 0, π)|2
=

2π

(1
4
B2

0p
2 ∓B0p)2

. (4.42)

En este caso es imposible, entonces, redefinir la coordenada φ o cambiar su periodicidad para

suavizar la métrica en los dos polos al mismo tiempo. Una de las dos singularidades es inevitable.

Puede asociarse este tipo de singularidades cónicas a la presencia de una cuerda cósmica [49].

Nótese que esta singularidad es unidimensional y semi infinita, extendiéndose desde el horizonte

en el polo no suavizado hacia el infinito en una ĺınea recta, en todo punto donde θ = 0 (θ = π)

si eligió suavizarse θ = π (θ = 0).

Las cuerdas cósmicas asociadas a déficits angulares tienen tensión positiva; en cambio, los

excesos angulares se asocian a tensiones negativas [49]. Si se elige suavizar el polo θ = 0, redefi-

niendo la periodicidad de φ a [0, 2π|Λ(θ = 0)|2), esto resulta en una relación circunferencia/radio

en θ = π de (B0p− 4

B0p+ 4

)2

2π.
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Si B0p es positivo, esto corresponde a un déficit angular y, por lo tanto, a una cuerda con

tensión positiva. En cambio, si B0p es negativo esta redefinición produce un exceso angular, o

una cuerda con tensión negativa. Justo lo opuesto ocurre cuando se decide suavizar el polo θ = π.

Una cuerda cósmica con tensión positiva puede pensarse de manera análoga a una cuerda clásica

con tensión, que tira hacia afuera del agujero negro. Si tuviera tensión negativa, en cambio, lo

empujaŕıa.

La inevitabilidad de una singularidad cónica en la métrica bajo estudio, entonces, tiene una

interpretación f́ısica clara: es necesaria la presencia de una cuerda cósmica para mantener estático

al agujero negro cargado magnéticamente, que de lo contrario se aceleraŕıa por causa del campo

magnético, y la cuerda proporciona la tensión justa para impedir su movimiento. Nótese que

si se invierte el signo de pB0, se intercambia el rol de Λ(θ = 0) y Λ(θ = π). Por lo tanto, si

desea mantenerse el signo de la enerǵıa de la cuerda cósmica, debe corregirse el déficit en el

polo opuesto. Esto es consistente con la interpretación f́ısica dada, pues nos dice que una cuerda

tensa debe atirantar desde el extremo contrario si la carga o el campo magnético cambian de

signo.

En efecto, esta clase de cuerdas cósmicas aparece en universos tales como el de la C-metric y

algunas de sus generalizaciones. La C-metric se interpreta como un par de agujeros negros acele-

rados en direcciones opuestas, precisamente por la acción de sendas cuerdas cósmicas. El análisis

de esta familia de métricas que contempla, al igual que este trabajo, simetŕıas y cargas asintóti-

cas en el horizonte de eventos, fue llevado a cabo recientemente [50, 51] y es complementario al

presente trabajo de tesis.

5. Simetŕıas asintóticas

Una isometŕıa en un espaciotiempo se define como una familia de difeomorfismos de la varie-

dad, generado por algún campo de vectoresK sobre dicha variedad tal que la métrica permanezca

invariante ante estas transformaciones. Simbólicamente, £Kg = 0 (donde £K es la derivada de

Lie con respecto a K).

Dada una noción de asintótica (como la de espacio asintóticamente plano introducido en la

Sec. 2.1) puede generalizarse esta definición a la de una isometŕıa asintótica. Es decir, una familia

de difeomorfismos generados por K que satisfaga £Kg = 0, pero sólo de manera aproximada,

despreciando términos que se hacen muy pequeños en la superficie asintótica (por ejemplo, en

el infinito o en el horizonte). En la presente tesis se estudiarán las simetŕıas asintóticas en

el horizonte de agujeros negros inmersos en ambientes altamente magnetizados, y sus cargas

asociadas, continuando la ĺınea de trabajo seguida en [23–27].
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5.1. BMS

El grupo de isometŕıas asintóticas en el infinito de un espacio asintóticamente plano fue

estudiado por primera vez por Bondi, van der Burg, Metzner y Sachs (BMS), con la finalidad de

analizar la propagación de ondas gravitacionales salientes hacia el infinito [28, 29]. La métrica

de Minkowski posee 10 isometŕıas, es un espacio maximalmente simétrico de dimensión 4. Los

vectores de Killing asociados satisfacen el álgebra de Poincaré. Los autores esperaban volver

a encontrar estas isometŕıas para espacios asintóticamente planos; en cambio, encontraron un

álgebra infinito-dimensional que tan solo contiene Poincaré como un subálgebra.

Si bien el grupo BMS no será el foco de esta tesis, es un caso ilustrativo que cuenta con

abundante material bibliográfico (por ejemplo [31, 52–54]), y sirve para introducir las super-

traslaciones y superrotaciones: simetŕıas infinito-dimensionales que surgen, aunque con ligeras

variantes, tanto en BMS como en las simetŕıas asintóticas en el horizonte. Además, las simetŕıas

BMS aparecen incluidas estrictamente en el álgebra de isometŕıas asintóticas del horizonte de

agujeros negros extremales [27].

5.1.1. Las coordenadas y el gauge de Bondi

Los autores (BMS) en [28, 29] trabajaron con un conjunto de coordenadas retardadas, ya

que pretend́ıan analizar la propagación de ondas gravitacionales salientes. Sean las coordenadas

cartesianas (x0, x1, x2, x3). Se definen las coordenadas retardadas de Bondi (u, r, z, z̄) como

u = x0 − r, (5.1)

r =
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2, (5.2)

z =
x1 + ix2

r + x3
, (5.3)

z̄ =
x1 − ix2

r + x3
. (5.4)

Las coordenadas zA = z, z̄ son las coordenadas estereográficas complejas y cumplen el rol de

coordenadas angulares (son comunes en la literatura y se utilizarán más adelante). En estas

coordenadas, la métrica de Minkowski se escribe

ds2 = −du2 − 2drdu+ r2γABdz
AdzB, (5.5)

donde γAB es la métrica de la 2-esfera unitaria, que en estas coordenadas estereográficas es

γzz̄ = γz̄z =
2

(1 + zz̄)2
. (5.6)

El primer paso es imponer condiciones de gauge sobre la métrica. Son cuatro condiciones. La

primera es que u sea una coordenada nula; esto equivale a pedir que la hipersuperficie de u = cte
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sea nula (ya que las hipersuperficies nulas tienen un vector tangente nulo en todo punto). Ahora

bien, la 1-forma normal a esta hipersuperficie es du, aśı que hay que pedir que du sea nula.

Como (du)µ(du)µ = gµν(∂µu)(∂νu) = guu, se pide

guu = 0. (5.7)

La segunda y tercera condición es que las coordenadas angulares z, z̄ sean constantes a lo largo

de geodésicas nulas de u = cte (que las geodésicas nulas sean radiales). Geométricamente, esto

corresponde a pedir que los dos vectores espaciales tangentes a la hipersuperficie de u = cte (que

posee cualquier hipersuperficie nula) sean los vectores normales a las hipersuperficies z = cte y

z̄ = cte. O, lo que es lo mismo, que dz y dz̄ sean ortogonales a du. Es decir,

guz = guz̄ = 0. (5.8)

Se hará referencia a estas primeras tres más adelante a la hora de definir las condiciones de

gauge cercanas al horizonte, en la sección 5.2. Son equivalentes, además, a las condiciones grr =

grz = grz̄ = 0. La cuarta y última condición de gauge de Bondi es

∂r det
(gAB
r

)
= 0.

5.1.2. Condiciones de contorno asintóticas BMS

El siguiente paso es elegir el primer orden de falloff para r grande. BMS eligieron

ds2 = − du2 − 2dudr + 2r2γzz̄dzdz̄+ (5.9)

+
2mB

r
du2 + rCzzdz

2 + rCz̄z̄dz̄
2 +DzCzzdudz +Dz̄Cz̄z̄dudz̄+

+
1

r

[(4

3
(Nz + u∂zmB)− 1

4
∂z(CzzC

zz)
)
dudz + c.c.

]
+ ...,

donde Dz es la derivada covariante con respecto a la métrica de la esfera γzz̄. Czz,mB y Nz

son funciones que dependen de u, z y z̄, pero no de r. Comparando con (5.5), se ve que los

primeros tres términos corresponden a la métrica de Minkowski; el resto de los términos, pues,

son las correcciones a primer orden en r−1 de acuerdo a estas condiciones de contorno BMS. La

elipsis (...) refiere a correcciones de orden mayor. Podŕıa parecer raro a primera vista que haya

correcciones de orden O(r) u O(1), pero estas están asociadas a las variables angulares (que son

adimensionales).

mB es conocida como Bondi mass aspect o masa de Bondi. Como su nombre lo indica, es

una medida local de masa en I + que depende de u. Al integrarse sobre la esfera se obtiene la

masa total de Bondi. De manera análoga, Nz se conoce como el aspecto de momento angular.

Czz describe ondas gravitacionales y se utiliza para definir el tensor de Bondi news como

Nzz = ∂uCzz, (5.10)
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cuyo cuadrado NzzN
zz es proporcional al flujo de enerǵıa a través del infinito nulo I+ (en

analoǵıa, por ejemplo, con el tensor de Maxwell del electromagnetismo).

5.1.3. Supertraslaciones

Dadas las condiciones de contorno (5.9) cabe preguntarse qué difeomorfismos las preservan.

Es fundamental aclarar que preservar estas condiciones de contorno es un requisito bastante

más relajado que preservar la métrica o, incluso, la asintótica espećıfica de la métrica. Es decir,

las funciones mB, Czz y Nz tienen permitido cambiar su forma funcional con (u, z, z̄) ante el

difeomorfismo. Supónganse, de momento, vectores de Killing ξµ con el comportamiento asintótico

ξu, ξr ∼ O(1), ξz, ξz̄ ∼ O(r−1), (5.11)

que descartan transformaciones de tipo boost/rotación (que crecen con r en el infinito) [52].

Tomando derivada de Lie de la métrica con respecto a este vector de Killing se obtiene, para r

grande,

(£ξg)ur = − ∂uξu +O(r−2),

(£ξg)zr = r2γzz̄∂rξ
z̄ − ∂zξu +O(r−1),

(£ξg)zz̄ = rγzz̄
[
2ξr + rDzξ

z + rDz̄ξ
z̄
]

+O(1), (5.12)

(£ξg)zz = 2r2γzz̄Dzξ
z̄ +O(r),

(£ξg)uu = − 2∂uξ
u − 2∂uξ

r +O(r−1).

La ecuación de Killing asintótica es £ξg = δg, donde δ corresponde a una variación funcional.

Esto es, se permite que las funciones Czz,mB vaŕıen, pero el fall-off debe respetarse. De esta

manera se preservan las condiciones de borde en el infinito (junto con las de gauge). El vector

de Killing más general posible que satisface esto es

ξ = f(z, z̄)∂u −
1

r
(Dzf(z, z̄)∂z +Dz̄f(z, z̄)∂z̄) +DzDzf(z, z̄)∂r + ... (5.13)

Las transformaciones generadas por los vectores de Killing (5.13) son llamadas supertras-

laciones. Si se toma f ≡ cte se recuperan las traslaciones en la coordenada retardada u. Si,

en cambio, se toman los armónicos esféricos con l = 1, se recuperan las traslaciones espaciales

[52]. En general, las supertraslaciones alteran la f́ısica del universo. En particular, son capaces

de modificar la enerǵıa ADM y desfasar temporalmente ondas gravitacionales que emergen en

polos opuestos de I+. Esto no es ajeno a las simetŕıas exactas que puede tener un sistema; por

ejemplo, los boosts son difeomorfismos que modifican los momentos lineales de las part́ıculas del

universo, que son observables f́ısicos. Es interesante, sin embargo, que en el caso de las super-

traslaciones la f́ısica puede cambiar incluso cuando Nzz,mB, Czz son inicialmente cero, porque
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Czz es capaz de cambiar, lo cual se interpreta como la existencia de una familia infinita de vaćıos

no equivalentes en relatividad general.

Como se dijo antes, estas transformaciones en general modifican mB, Czz y Nzz (no hacen

nada sobre Nz porque se excluyeron rotaciones y boosts). El efecto de las supertraslaciones sobre

estas funciones es [52]

£fNzz = f∂uNzz,

£fmB = f∂umB +
1

4
[N zzD2

zf + 2DzN
zzDzf + c.c.], (5.14)

£fCzz = f∂uCzz − 2D2
zf.

Estas funciones, además, están restringidas por las ecuaciones de Einstein.

Figura 6: Representación de las supertraslaciones en el infinito conforme del espacio de Minkowski tomada de

[52]. Se ve que para cada ángulo hay una flecha distinta, que representa una traslación en el tiempo retardado

u. Sin embargo, para todo valor de u en un ángulo fijo, la transformación no vaŕıa.

Si se deshacen las restricciones (5.11) sobre el vector de Killing asintótico (aunque descartando

algunas soluciones de acuerdo a lo que se discutirá más adelante, en la sección 5.1.4), se obtiene

el grupo más general BMS+, que es un producto semidirecto de las supertraslaciones con las

transformaciones de Lorentz en el infinito nulo I+. Se puede decir algo análogo de las simetŕıas

BMS− en el infinito nulo pasado I−.
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Al haber infinitas simetŕıas, pues, pueden definirse infinitas cargas conservadas [52]. En par-

ticular, surgen del problema de scattering de ondas gravitacionales desde I− hasta I+ y la

imposición de las llamadas condiciones de matching de las funciones Czz,mB, Nz [53]. Cabe

mencionar que estas cargas están asociadas a un fenómeno conocido como efecto de memoria

gravitacional : el hecho de que un par de detectores de ondas gravitacionales sufren un despla-

zamiento relativo luego del pasaje de una onda gravitacional. Este es un fenómeno medible por

interferómetros como LIGO y Virgo, que se espera observar en los próximos años [55]. Este

hallazgo experimental también implicaŕıa la verificación de la existencia de carga de supertras-

lación [56]. El efecto de memoria gravitacional también ha sido estudiado en el contexto de

asintóticas cercanas a horizontes de agujeros negros [24].

5.1.4. Superrotaciones

Existe otro conjunto de infinitas cargas conservadas, dadas por un campo vectorial Y A(z, z̄)

en la 2-esfera (donde A = z, z̄, en vez de un campo escalar f(z, z̄) como era para las supertras-

laciones). Cuando Y z es alguno de los 6 vectores de Killing conformes globales en S2, las cargas

se corresponden al momento angular y carga de boost ADM. Estas cargas, que están asocia-

das a ciertas condiciones sobre la función Nz que aparece en (5.9), son denominadas cargas de

superrotación [52].

Sin embargo, la discusión de las superrotaciones como simetŕıas en BMS es algo más sutil,

y no se entrará en detalle aqúı. En śıntesis, al relajar la restricción (5.11) se obtienen vectores

de Killing asintóticos, uno para cada valor de Y z. Haciendo un procedimiento análogo al de las

supertraslaciones y tomando la derivada de Lie de la métrica como en (5.12), se llega, entre

otras, a la ecuación

£Y gz̄z̄ = 2r2γzz̄∂z̄Y
z +O(r), (5.15)

y el requerimiento de que el término de O(r2) se anule para preservar la condiciones de contorno.

Puede mostrarse que esto, a su vez, implica que Y z debe ser holomorfa en z y z̄. Bondi, Metzner

y Sachs originalmente encontraron que las potencias zn con z ≥ 3 llevaban a una violación de la

anulación de (5.15) en puntos aislados de la esfera celeste y por eso decidieron descartarlas. Si

decide ignorarse este aparente problema, no obstante, el álgebra de Lie de Y z = zn para cualquier

n resulta ser, en vez de Lorentz, dos copias del álgebra de Virasoro [52, 57]. Las implicaciones

de este grupo de simetŕıas extendido, en particular en lo que atañe a aplicaciones en holograf́ıa,

constituyen un área de investigación activa [58–60].
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5.2. Asintótica de horizonte cercano

Aśı como es posible establecer condiciones de contorno en el infinito nulo y estudiar las iso-

metŕıas asintóticas que las preservan (y dan lugar a infinitas cargas conservadas), un tratamiento

análogo puede realizarse en horizontes de Killing, que también son superficies nulas, tales como

horizontes de eventos de agujeros negros. Este programa fue impulsado en la segunda mitad de

la última década por las propuestas en [61, 62] relacionadas con el problema de la pérdida de

información. Se han realizado varios trabajos investigando estas simetŕıas y cargas, a la par de

nuevas propuestas y aplicabilidad de análisis a soluciones diversas e incluso teoŕıas de gravedad

más generales [23–27, 50, 51, 63–68]. Este trabajo se enfoca en la aplicación de los métodos de

análisis de simetŕıas asintóticas en el horizonte desarrollados en [23, 24] a soluciones de agujero

negro sumergidos en entornos magnetizados; en particular, las soluciones de Ernst presentadas

en la sección 4. Dicho análisis resulta ser particularmente útil en soluciones como éstas debido a

que permiten el cálculo de cargas sin necesidad de definir una asintótica en el infinito nulo, como

śı lo requieren los métodos esbozados en la sección 2.6. En la literatura pueden encontrarse otros

tratamientos diferentes, pero compatibles con los resultados a los que se arribó en este trabajo

[16–22].

5.2.1. Coordenadas y condiciones de gauge

El sistema de coordenadas que se utilizará en lo que sigue, con su respectivo gauge, es análogo

al de las coordenadas y gauge de Bondi utilizado para estudiar isometŕıas asintóticas en el

infinito en la sección 5.1.1, cuya definición de manera constructiva se realiza en [69]. La principal

diferencia con las coordenadas de la sección 5.1.1 es que, en el caso de un horizonte de agujero

negro, los rayos de luz que interesan son entrantes, en vez de salientes; por lo tanto, se define

una coordenada temporal avanzada v. Se llamará ρ a la coordenada radial, y ΘA = z, z̄ a las

coordenadas angulares donde, en lo que sigue, los ı́ndices latinos en mayúscula A,B,C = 1, 2 y

Θ1 = z,Θ2 = z̄. También podŕıa usarse cualquier par de coordenadas angulares y, de hecho, en

este trabajo se utilizará (θ, φ).

Como se discutió en la sección 5.1.1, v se define como una coordenada nula. Esto quiere decir

que las hipersuperficies v = cte son nulas, por lo que su ecuación es gµν∂µv∂νv = 0. Además

de esto, se asume que las coordenadas angulares son constantes a lo largo de geodésicas. Es

decir, gµν∂µv∂νΘ
A = 0. Bajo estas condiciones, sólo la coordenada ρ puede variar a lo largo de

una geodésica nula; dicho de otra manera, ρ parametriza las geodésicas nulas del espaciotiempo.

Es posible, entonces, exigir que ρ parametrice de manera af́ın dichas geodésicas [70]. Estas

condiciones pueden expresarse

gvv = 0, gvρ = 1, gvA = 0, (5.16)
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o bien, en términos de las componentes de la métrica no invertida,

gρρ=0, gvρ = 1, gρA = 0. (5.17)

5.2.2. Condiciones de contorno en el horizonte

Considérese una hipersuperficie nula H+ en ρ = 0 (asumiendo ρ ∈ R≥0); este será el horizonte

de Killing en las métricas que se estudiarán más adelante. Cerca de H+, las componentes de la

métrica que no están fijadas en el gauge tienen la expresión asintótica [70]

gvv = − 2κρ+O(ρ2),

gvA = χA(ΘB)ρ+O(ρ2), (5.18)

gAB = ΩAB(ΘC) + λAB(ΘC)ρ+O(ρ2),

donde las funciones κ, χA,ΩAB, λAB podŕıan depender del tiempo avanzado v y los ángulos ΘA,

pero no de ρ. Sin embargo, cuando H+ es un horizonte de Killing se elimina la dependencia

temporal en v [70]. La función κ siempre corresponderá a la gravedad superficial [23] y, además,

como se mencionó en la sección 2.3, κ es uniforme en horizontes de Killing (no depende de

ΘA), por lo que se la considerará constante en adelante. Estas condiciones de contorno son

las utilizadas en [23–25] y, como alĺı se menciona, siempre es posible encontrar un sistema de

coordenadas en el que la métrica cercana a una hipersuperficie nula suave admita el desarrollo

asintótico (5.18).

Nótese que en (5.18) el orden cero de gvA es nulo. Esto quiere decir que, en estas coordenadas,

la velocidad angular del horizonte es nula (esto no significa que el momento angular vaya a ser

nulo, porque el resto del espaciotiempo puede seguir rotando).

5.2.3. Asintótica de campos electromagnéticos

Las soluciones de Ernst descriptas en la sección 4 poseen campos electromagnéticos. Es ne-

cesario, pues, determinar también la asintótica del campo de Maxwell A. Esto es simplemente

un desarrollo de Taylor en ρ a orden 1 [24]

Av = A(0)
v + ρA(1)

v (v,ΘA) +O(ρ2), (5.19)

AB = A
(0)
B (ΘA) + ρA

(1)
B (v,ΘA) +O(ρ2).

También se impone la condición de gauge

Aρ = 0. (5.20)

Nótese, sin embargo, que (5.19) tiene restricciones en las dependencias funcionales. En particular,

A
(0)
v se asume constante en el tiempo avanzado v y uniforme en el horizonte, mientras que A

(0)
B

también es constante en v, pero puede depender de los ángulos ΘA.
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5.2.4. Simetŕıas asintóticas

¿Qué transformaciones preservan las condiciones de gauge y de contorno de la métrica y el

campo de Maxwell? Esta vez, además de vectores de Killing ξ asociados a difeomorfismos de

la métrica, es necesario definir un parámetro de gauge ε para el campo Aµ. Para preservar las

condiciones de gauge se requiere [25]

£ξgρρ = 0,

£ξgvρ = 0,

£ξgρA = 0, (5.21)

£ξAρ + ∂ρε = 0,

y para el resto de las componentes de la métrica y el potencial electromagnético deben satisfacerse

£ξgµν = δgµν y £ξAµ + ∂µε = δAµ respectivamente para que se preserven las condiciones de

contorno (5.18), donde δ expresa una variación funcional [25]. Es decir,

£ξgvv = −2ρδκ+O(ρ2),

£ξgvA = ρδχA +O(ρ2),

£ξgAB = δ(ΩAB) + ρδλAB +O(ρ2), (5.22)

£ξAv + ∂vε = O(ρ),

£ξAB + ∂Bε = O(1).

Las ecuaciones (5.21) tienen como solución vectores de Killing asintóticos que, a orden ρ2,

pueden escribirse

ξv = f(v,ΘA),

ξρ = Z(v,ΘA)− ρ∂vf(v,ΘA) +
ρ2

2
χBΩBC∂Cf +O(ρ3), (5.23)

ξB = Y B(v,ΘA) + ρΩBC∂Cf +
ρ2

2
ΩBEΩDCλEC∂Df +O(ρ3),

donde ΩAB es el inverso de ΩAB (los ı́ndices se suben con la métrica de la 2-esfera γAB) y el

parámetro de gauge

ε = U(ΘA)− f(v,ΘA)A(0)
v + ρΩBC(∂Cf)A

(0)
B (ΘA) +O(ρ2), (5.24)

mientras que (5.22) implican, para el caso de la métrica, condiciones sobre las variaciones fun-

cionales de κ, χA,ΩAB, λAB, pero también dos condiciones para las funciones Z, Y A, una de las

cuales es (aquella correspondiente al orden cero de la segunda de las ecuaciones (5.22))

χAZ + ∂vY
BΩBA + ∂AZ = 0. (5.25)
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Esta ecuación relaciona Z y Y A con χA y ΩAB; dice, por lo tanto, que los vectores de Killing

asintóticos dependen de la forma exacta de la métrica asintótica. Se asumirá, sin embargo, que

no existe tal dependencia [25]. Esto sólo es posible, según (5.25), si Z = 0 y ∂vY
B = 0. Dado

esto, la variación de las funciones κ,ΩAB, χA queda dada por

δξκ = 0 = κ∂vf + ∂2
vvf,

δξΩAB = £Y ΩAB, (5.26)

δξχA = £Y χA − 2κ∂Af − 2∂v∂Af,

donde £Y es la derivada de Lie con respecto a Y A. Algo análogo se puede deducir para la

variación de A
(0)
v y A

(0)
B

δ(ξ,ε)A
(0)
v = 0, (5.27)

δ(ξ,ε)A
(0)
B = Y C∂CA

(0)
B + A

(0)
C ∂BY

C + ∂BU. (5.28)

Nótese que en (5.26) la variación de κ se igualó a cero, precisamente porque es constante y

uniforme en el horizonte de Killing. Resulta, pues, una ecuación para f con solución f(v,ΘA) =

T (ΘA) + e−κvX(ΘA), donde T y X son funciones arbitrarias de los ángulos. Resulta que la

contribución que decae exponencialmente es de puro gauge, en el sentido de que X no contribuye

a las cargas conservadas, por lo que no será de interés [24].

Las variaciones (5.26) y (5.27) generan un álgebra de Lie infinito-dimensional con un corchete

de Lie modificado [24]. En particular, expandiendo T, Y A, U en modos de Fourier,

T (z, z̄) =
∑
m,n

T(m,n)z
mz̄n,

Y z(z) =
∑
n

znYn, Y z̄(z̄) =
∑
n

z̄nȲn, (5.29)

U(z, z̄) =
∑
m,n

U(m,n)z
mz̄n,

donde m,n ∈ Z, el álgebra de Lie que forman las variaciones (5.26) se traduce en un álgebra

infinito-dimensional que satisfacen los coeficientes de Fourier (5.29)

[Ym, Yn] = (m− n)Ym+n, [Ȳm, Ȳn] = (m− n)Ȳm+n,

[Yk, T(m,n)] = −mT(m+k,n), [Ȳk, T(m,n)] = −nT(m,n+k), (5.30)

[Yk, U(m,n)] = −mU(m+k,n), [Ȳk, U(m,n)] = −nU(m,n+k),

donde el resto de los conmutadores son cero. Nótese que los T(m,n) forman un subálgebra abeliano,

el álgebra de las supertraslaciones. En efecto, si se comparan los vectores de Killing cercanos

al horizonte (5.23) con los supertrasladores de BMS (5.13), se ve que cuando sólo se toman los
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T(m,n) distintos de cero, hay una analoǵıa muy cercana entre ambos. Lo mismo ocurre con los

U(m,n). Por otro lado, los Yn e Ȳn forman, cada uno, una copia del álgebra de Witt, cuya extensión

central es Virasoro: corresponden a las superrotaciones. Es el mismo álgebra que satisfacen las

superrotaciones de BMS de la sección 5.1.4. La razón por la cual (5.30) no es el álgebra BMS es

que las relaciones de conmutación que conectan las supertraslaciones con la superrotaciones en

BMS [58] no es la misma en este caso.

Si sólo se enciende el modo fundamental de las supertraslaciones T(0,0), el vector de Killing es

el correspondiente a las traslaciones temporales ŕıgidas en v. Las cargas conservadas asociadas

a esta simetŕıa, pues, están asociadas a alguna noción de enerǵıa (como ocurŕıa, por ejemplo,

en el caso de las cargas de Komar presentado en la sección 2.6.3). Por otro lado, los modos

fundamentales de las superrotaciones Y0, Ȳ0 están asociados al momento angular del agujero

negro [23].

5.2.5. Cargas asintóticas

En [30] Barnich y Brandt desarrollaron una formulación covariante de simetŕıas asintóticas,

y obtuvieron una fórmula de cargas conservadas asociadas en términos de los vectores de Killing

asintóticos, demostrando un teorema análogo al primer teorema de Noether para el caso de si-

metŕıas asintóticas. En el caso bajo análisis, estas cargas resultan ser integrables [25], justamente

gracias a la elección de gauge y condiciones de contorno impuestas en (5.17) y (5.18). Aplicando,

pues, la fórmula de Barnich-Brandt a (5.30) se obtienen las cargas integradas

Q[T, Y A, U ] =
1

16π

ˆ
d2z
√
| det(ΩAB)|

(
2Tκ− Y AχA − 4UA(1)

v − 4A
(0)
B Y BA(1)

v

)
. (5.31)

Nótese que la función λAB no aparece en la expresión de las cargas (5.31), por lo que a la

hora de hacer el desarrollo (5.18) bastará con el orden 0 de la componente gAB de la métri-

ca. Encendiendo y apagando los modos (5.29) se ve que el primer término en el integrando

corresponde a las cargas de supertraslación, el segundo (y tercero) a las de superrotación y el

cuarto es puramente eléctrico. El quinto término es especial porque acopla el campo eléctrico, el

magnético y las superrotaciones. Las tres cosas son necesarias para que esta carga exista. Esto

puede entenderse en analoǵıa con el electromagnetismo del espacio plano, ya que si un campo

en el horizonte tiene parte eléctrica radial y magnética angular distintas de cero, su vector de

Poynting seŕıa distinto de cero, por lo que el campo llevaŕıa impulsos, y estos deben contemplar-

se en la conservación. Cabe aclarar que, por un efecto de arrastre, el campo electromagnético

también puede dotar de momento angular a la métrica (de hecho, esto es lo que pasa en RNM),

pero eso queda contemplado en el segundo/tercer término.
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Se definen, entonces, las cargas asociadas a cada modo

Yn = Q[Y z = Ynz
n], Ȳn = Q[Y z̄ = Ȳnz̄

n],

T(m,n) = Q[T = T(m,n)z
mz̄n], U(m,n) = Q[U = U(m,n)z

mz̄n], (5.32)

y resulta ser que estas satisfacen exactamente el mismo álgebra que los modos (5.30), pero con

otro corchete de Lie [25]. Llámese, en particular, a las cargas correspondientes a los modos

fundamentales de la siguiente manera

YA = Q[Y A = 1],

T = Q[T = 1], (5.33)

U = Q[U = 1].

6. Simetŕıas y cargas en horizontes magnetizados

El objetivo en esta sección es aplicar el análisis de simetŕıas y cargas asintóticas en horizontes

de Killing que se detalló en la sección 5.2 a los horizontes de las soluciones presentadas en la

sección 4, correspondientes a agujeros negros sumergidos en campos magnéticos externos. El

primer paso es escribir las métricas (4.11), (4.26) y (4.38) en algún sistema de coordenadas que

permita un desarrollo asintótico del tipo (5.18), para posibilitar el cálculo de cargas las cargas

integrables (5.31).

6.1. Schwarzschild-Melvin

Si bien el agujero negro sumergido en el campo magnético, pero sin carga, no es el caso de

estudio más general del trabajo, es más sencillo que su homólogo cargado, por lo que sirve como

ejemplo antes de analizar dicho otro caso. La solución de Schwarzschild-Melvin está dada por la

métrica (4.11) y el potencial electromagnético (4.13), reescritos aqúı abajo por comodidad.

ds2 = Λ2(r, θ)
(
− f(r)dt2 +

dr2

f(r)
+ r2dθ2

)
+ Λ−2(r, θ)r2 sin2 θdφ2, (6.1)

Λ(r, θ) = 1 +
1

4
B2

0r
2 sin2 θ, y f(r) = 1− 2M

r
, (6.2)

A = Λ−1(r, θ)
1

2
B0r

2 sin2 θ dφ. (6.3)

El cambio de coordenadas encontrado en este caso es sencillo. Se define una coordenada

avanzada v tipo Eddington-Finkelstein

v = t+

ˆ
dr′

f(r′)
, (6.4)
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donde los ĺımites de integración no están expĺıcitos porque se toma la integral indefinida con

constante de integración cero (esa integral es la coordenada tortuga que tiende a −∞ cuando

r → 2M). Además, se define una nueva coordenada radial ρ

ρ =

ˆ r

2M

|Λ(r′, θ)|2dr′, (6.5)

que satisface que ρ = 0 en el horizonte. En forma diferencial, esta transformación puede escribirse

dv = dt+
dr

f(r)
,

dρ = |Λ(r, θ)|2dr. (6.6)

Estas coordenadas satisfacen el gauge (5.17). La métrica resulta

ds2 = |Λ(r, θ)|2
(
− f(r)dv2 + r2dθ2

)
+ 2dvdρ− 2g(r, θ)dvdθ + |Λ(r, θ)|−2r2 sin2 θdφ2, (6.7)

donde la función g(r, θ) se define

g(r, θ) =

ˆ r

2M

∂θ|Λ(r′, θ)|2dr′. (6.8)

Desarrollando (6.7) en potencias de ρ con el mismo falloff que en (5.18), se obtiene

gvv = − ∂rf(r)|r=2Mρ+O(ρ2),

gvθ = − 2∂θ
(

log |Λ(r, θ)||r=2M

)
ρ+O(ρ2),

gθθ = |Λ(r, θ)|2|r=2M(2M)2 + ∂ρ

(
r2|Λ(r, θ)|2

)
|ρ=0

ρ+O(ρ2), (6.9)

gφφ = |Λ(r, θ)|−2
|r=2M(2M)2 sin2 θ + ∂ρ

(
r2|Λ(r, θ)|−2

)
|ρ=0

sin2 θ ρ+O(ρ2),

gvρ = 1.

En efecto, este desarrollo es del tipo (5.18) y se puede obtener las funciones κ, χA,ΩAB, λAB

haciendo una comparación orden a orden. En particular, se deduce una gravedad superficial

κ = 1
2
∂rf(r)|r=2M = (4M)−1, que coincide con (4.18), el valor de κ calculado a partir de la

ecuación (2.2) usando la normalización K = ∂t.

Se pueden calcular las cargas (5.31) asociadas a las simetŕıas infinito-dimensionales (5.30).

Como Av = 0, es inmediato que U(m,n) = 0 para todo (m,n). Por otra parte, χφ = g
(1)
vφ = 0 y

χθ = g
(1)
vθ es una función impar de θ en el rango de integración de θ ∈ [0, π] (y el determinante de

ΩAB es par), por lo que Yθ = 0 = Yφ. La carga del modo fundamental de las supertraslaciones

(es decir las traslaciones ŕıgidas en v), T , no se anula,

T =
1

16π

ˆ 2π

0

ˆ π

0

√
| det ΩAB|2κ dθdφ.
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Pero det ΩAB = (2M)4 sin2 θ = r4
s sin2 θ, aśı que

T =
κ

2π

4πr2
s

4
=
M

2
, (6.10)

que puede identificarse con el producto THSBH , donde TH es la temperatura de Hawking del

agujero negro (2.26) y SBH es la entroṕıa del agujero negro de Bekenstein-Hawking (2.27).

Es decir, la carga de Noether asociada a la simetŕıa asintótica de traslaciones ŕıgidas en el

horizonte del agujero negro sumergido en un campo magnético con back-reaction gravitatorio

es la entroṕıa de Wald de la sección 2.8, al igual que hab́ıa ocurrido para otros agujeros negros

estudiados en [23–26]. Además, esta entroṕıa no difiere de la de Schwarzschild. Esto quiere decir

que la presencia de un campo magnético externo no altera la cantidad de microestados con

respecto al agujero negro de Schwarzschild.

En el caso estático es sensato que las cargas de superrotación fundamentales sean cero, pues el

agujero negro claramente no tiene momento angular. El campo magnético externo tampoco tiene

momento angular, pues ningún campo magnético o eléctrico puros acarrean impulso. Tampoco

tendŕıa sentido en este caso un mecanismo de producción de carga eléctrica, por lo que U(0,0) = 0

era esperable. Es meritorio, no obstante, resaltar el hecho de que, en este caso no cargado y

estático, ninguna carga asociada a los modos fundamentales (ni siquiera la de enerǵıa) dependa

de la presencia del campo magnético externo. No será este el escenario cuando se introduzca

carga eléctrica al agujero negro.

6.2. Reissner-Nordström-Melvin magnético

El agujero negro cargado magnéticamente inmerso en el universo de Melvin tiene una métrica

completamente análoga a la de Schwarzschild-Melvin (6.1), aunque con otros Λ(r, θ) y f(r),

dados por (4.39),

Λ(r, θ) = 1 +
1

4
B2

0(r2 sin2 θ + p2 cos2 θ)− pB0 cos θ, (6.11)

f(r) = 1− 2M

r
+
p2

r2
, (6.12)

y un campo A dado por (4.41),

A = Λ−1(r, θ)
[1

2
B0(r2 sin2 θ + p2 cos2 θ)− p cos θ

]
dφ. (6.13)

Por este motivo, su análisis asintótico es prácticamente idéntico al de Schwarzschild-Melvin. El

cambio de coordenadas encontrado para este último depende de las funciones f y Λ, pero no

de su forma funcional. Por lo tanto, exactamente el mismo puede ejecutarse en este caso y la

métrica en las nuevas coordenadas es también (6.7), pero redefiniendo g como la integral entre
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r+ y r, en lugar de 2M y r. Cerca del horizonte, usando estas coordenadas, se respetan las

condiciones de contorno y de gauge (5.18) y puede escribirse igual que (6.9) cambiando 2M por

r+. La gravedad superficial que se deduce es κ = r+−r−
2r+

, exactamente la misma que Reissner-

Nordström, lo cual se transparenta ya en el hecho de que el orden cero de gvv no depende de

B0. Lo único que debe hacerse para calcular las cargas es, según lo que se acaba de comentar,

cambiar f,Λ y rs en las expresiones finales. De aqúı se deduce que la única carga asociada a los

modos fundamentales no nula es la de supertraslaciones ŕıgidas, que de acuerdo con (6.10) es

T =
κ

2π

4πr2
+

4
=

√
M2 − q2

2
. (6.14)

Esto no difiere, nuevamente, del agujero negro de Reissner-Nordström en el espacio plano. Cuan-

do el agujero negro se hace extremal tiende a cero porque la temperatura de Hawking lo hace

TH = κ
2π
→ 0. Todos los comentarios que se hicieron en la sección anterior con respecto a

Schwarzschild-Melvin son válidos también para este caso.

6.3. Reissner-Nordström-Melvin eléctrico

6.3.1. Gauge y condiciones de contorno asintóticas

Ahora śı, se procederá a implementar el análisis de cargas asintóticas a la solución de agujero

negro no rotatorio, cargado eléctricamente, inmerso en un campo magnético externo con back-

reaction gravitatorio, dado por la métrica (4.26) y el potencial electromagnético (4.30), reescritos

aqúı abajo por conveniencia.

ds2 = |Λ(r, θ)|2
(
− f(r)dt2 +

dr2

f(r)
+ r2dθ2

)
+ |Λ(r, θ)|−2r2 sin2 θ(dφ− ω(r, θ)dt)2, (6.15)

Aφ(r, θ) =
1

B0

[
1 +

(Re(Λ(r, θ))

|Λ(r, θ)|

)(Re(Λ(r, θ))− 2

|Λ(r, θ)|

)]
, (6.16)

At(r, θ) =
2q

r
+

3ω(r, θ)

2B0

− Aφ(r, θ)ω(r, θ), (6.17)

donde

Λ(r, θ) = 1 +
1

4
B2

0(r2 sin2 θ + q2 cos2 θ)− iB0q cos θ, (6.18)

f(r) = 1− 2M

r
+
q2

r2
, (6.19)

ω(r, θ) = B0q

[
−
(2

r
− 2

r+

)
+
B2

0

2

(
r − r+ + rf(r) cos2 θ

)]
+ ωH . (6.20)

Igual que como se hizo en las secciones previas para las soluciones de Schwarzschild-Melvin

y RNM magnético, es necesario poner la métrica (6.15) en coordenadas que satisfagan el gauge
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(5.17) y permitan el desarrollo asintótico (5.18). Si bien existe un resultado que asegura que

dicho cambio de coordenadas existe [23–25], encontrarlo no siempre es tarea sencilla. El cambio

de coordenadas hallado para la solución RNM es algo más intrincado que el de Schwarzschild-

Melvin, pero puede mostrarse que satisface todos los requisitos. Este es

v = t+

ˆ
dr′

f(r′)
, (6.21)

ϕ = φ+

ˆ r

r+

ω(r′, θ)

f(r′)
dr′, (6.22)

ρ =

ˆ r

r+

|Λ(r′, θ)|2dr′, (6.23)

de manera tal que ρ = 0 y ϕ = φ en el horizonte r = r+. En forma diferencial, estas transfor-

maciones se escriben

dv = dt+
dr

f(r)
,

dϕ = dφ+
ω(r, θ)

f(r)
dr + h(r, θ)dθ, (6.24)

dρ = |Λ(r, θ)|2dr + g(r, θ)dθ,

donde se definieron las funciones

h(r, θ) =

ˆ r

r+

∂θω(r′, θ)

f(r′)
dr′, (6.25)

g(r, θ) =

ˆ r

r+

∂θ|Λ(r′, θ)|2dr′, (6.26)

que se anulan en el horizonte exterior r = r+. Haciendo, pues, el desarrollo asintótico en las

cercańıas del horizonte en estas coordenadas, la métrica resulta

gvv = − ∂rf(r)|r=r+ρ+O(ρ2),

gvθ = − 2∂θ
(

log |Λ(r, θ)|
)
|r=r+

ρ+O(ρ2),

gvϕ = − |ΛH(θ)|−4r2
+ sin2 θ ∂θω(r, θ)|r=r+ρ+O(ρ2),

gθθ = |ΛH(θ)|2r2
+ + ∂ρ

(
|Λ(r, θ)|2r2

)
|ρ=0

ρ+O(ρ2),

gϕϕ = |ΛH(θ)|−2r2
+ sin2 θ + ∂ρ

(
|Λ(r, θ)|−2r2

)
|ρ=0

sin2 θ ρ+O(ρ2),

gθϕ = |ΛH(θ)|−4r+qB
3
0 sin3 θ cos θ ρ+O(ρ2),

gvρ = 1,

gρρ = gρθ = gρφ = 0,

donde ΛH(θ) = Λ(r = r+, θ) es el valor que toma Λ(r, θ) en el horizonte. Este desarrollo, en

efecto, satisface (5.17) y (5.18). La gravedad superficial que se deduce de aqúı es κ = −1
2
g

(0)
vv =
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1
2

(
2M
r2
+
− 2 q2

r3
+

)
= r+−M

r2
+

, coincidiendo nuevamente con (4.37), el resultado obtenido a partir de la

ecuación (2.2) usando la normalización K = ∂t.

El potencial electromagnético, por otro lado, también debe ser reescrito en las nuevas coor-

denadas y, además, debe elegirse algún gauge que satisfaga la condición (5.20). Usando (6.24)

para reemplazar dt y dφ, se obtiene

A = At dv −
1

f(r)
(At + ω(r, θ)Aφ) dr + Aφ dϕ− Aφh(r, θ) dθ. (6.27)

A partir de (6.24) también puede verse que Ar = 0 ⇒ Aρ = 0. Por lo tanto, bastaŕıa con

encontrar un gauge en el que Ar = 0. Ya que cualquier transformación del tipo A 7→ A + dζ es

una transformación de gauge, se puede utilizar en particular

ζ(r, θ) = −
ˆ r

r+

Ar(r
′, θ) dr′ =

ˆ r

r+

1

f(r′)
(At + ω(r′, θ)Aφ)dr′, (6.28)

de manera tal que dζ = −Ar(r, θ) dr + ∂θζ(r, θ) dθ y el nuevo A queda

A = At dv + Aφ dϕ−
(
Aφh(r, θ)− ∂θζ(r, θ)

)
dθ, (6.29)

con ∂θζ(r, θ) = 3
8
B2

0q(r
2 − r2

+) sin 2θ, que se anula en el horizonte. Este śı satisface el gauge

Aρ = 0. El desarrollo asintótico del campo (6.29) es

A
(0)
θ = 0,

A(0)
ϕ = Aφ(r = r+),

A(0)
v = At(r = r+), (6.30)

A(1)
v = |ΛH(θ)|−2

[ q
r2

+

+
3B2

0q

4

(
1 + r+∂rf(r)|r=r+ cos2 θ

)
− ∂θω(r, θ)|r=r+A

(0)
ϕ

]
,

donde A
(0)
v no depende de las coordenadas angulares, porque At(r = r+) no lo hace. Con esto

se verifica que la solución de Reissner-Nordström-Melvin obtenida a partir del método de Ernst

puede escribirse en un sistema de coordenadas que satisface las condiciones de gauge y de

contorno requeridas para la integrabilidad de las cargas asintóticas (5.31). Nótese que al tomar

q = 0 en todas las expresiones de esta subsubsección se recuperan las de Schwarzschild-Melvin,

y lo mismo ocurrirá en lo que sigue.

6.3.2. Cargas asintóticas y su interpretación

Para evaluar las cargas se debe tener presente la discusión de la sección 4.4 acerca de las

singularidades cónicas en los polos o, más precisamente, la consecuente modificación de la pe-

riodicidad de φ (4.35) necesaria para repararlas, reescrita aqúı abajo

φ ∈ [0, 2π|Λ0|2). (6.31)
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Si bien la coordenada que se utilizará para calcular las cargas es la nueva coordenada ϕ definida

en (6.22), esta coincide con φ justo en el horizonte, alĺı donde se calculan las integrales. No hace

falta, por ende, calcular la periodicidad de ϕ para todo ρ, basta con saber que

ϕ ∈ [0, 2π|Λ0|2) cuando ρ = 0. (6.32)

Además, debe tenerse en cuenta que esto induce una re-normalización del vector de Killing

asociado a las rotaciones en ϕ. Esto es porque cuando se calcula una carga conservada la norma-

lización del vector de Killing determina la normalización de la carga conservada. En la sección

7 se tratará el asunto de la normalización de las cargas en universos sin asintóticas sencillas de

manera más acabada. De momento puede decirse que, dado que en el caso de Schwarzschild-

Melvin se utilizaba ∂φ con un φ de periodicidad 2π, lo consistente en este caso seŕıa utilizar

∂ϕ/|Λ0|2 , ya que ϕ/|Λ0|2 tiene periodicidad 2π. Esto equivale a redefinir Yϕ = Q[Y ϕ = |Λ0|2].

Con esto en mente, pues, las cargas en el horizonte (5.31) asociadas a los modos fundamentales

de superrotación y supertraslación resultan ser

T =
1

2

(
1 +

3

2
B2

0q
2 +

1

16
B4

0q
4
)√

M2 − q2, (6.33)

Yϕ = Q[Y ϕ = |Λ0|2] =
1

2
B0q

3(1−B2
0q

2 − 1

16
B4

0q
4), (6.34)

Yθ = 0, (6.35)

U ≡ Q = q
(

1− B2
0q

2

4

)
. (6.36)

Como se hab́ıa anticipado, esta solución posee cargas fundamentales no nulas de superrotación

(al menos en ϕ) y de supertraslación eléctrica, además de la carga T que ya estaba presente

en el caso no cargado. Esta última, al igual que en el caso de Schwarzschild-Melvin y en todas

las soluciones analizadas en [23–26], corresponde a la entroṕıa de Wald del agujero negro. En

efecto, (6.33) puede escribirse alternativamente

T = |Λ0|2
r+ − r−

4
=

κ

2π

A
4

= THSBH , (6.37)

usando las expresiones (4.36) y (4.37) del área A y κ, respectivamente. Esta carga śı depende

del campo magnético externo a través del factor |Λ0|2 que aparece en el área y puede rastrearse

hasta la redefinición de φ para remover las singularidades cónicas en los polos. Sin embargo, lo

hace sólo en virtud de un acoplamiento con q, y tanto B0 como q aparecen en potencias pares,

lo cual es indispensable para que invertir el signo del campo magnético o la carga eléctrica no

invierta el signo del área. La carga se reduce a M/2 cuando q → 0 y va como (B0q)
4 cuando

el producto B0q � 1. Esta última condición, restituyendo las constantes fundamentales, es

B0q � c4/G ∼ 1044 N. Cabe preguntarse si es realizable un ĺımite en el que B0q ∼ c4/G siquiera
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en los escenarios más extremos, como las vecindades de una magnetar. Dado que los campos

alĺı son del orden de 1014 − 1015 gauss [9], se necesitaŕıa de una carga del orden de 1020 C para

alcanzar este ĺımite. Los astros más cargados podŕıan tener a lo sumo hasta 100 C de carga

por masa solar [71], aśı que se necesitaŕıa un agujero negro de 1018 M�, que no sólo no ha sido

observado, además tendŕıa una escala espacial mucho mayor que la del campo magnético de la

estrella en cuestión.

La carga asociada al modo fundamental de las supertraslaciones del campo de gauge U dada

por (6.36) coincide con la carga eléctrica reportada en la literatura (por ejemplo [16, 17, 19]).

Alĺı, en particular, dicha carga se calcula como la integral (2.8), es decir, Q = (4π)−1
´
∗F . Esta

carga sólo depende de B0q cuadráticamente y posee un factor q global. Se reduce a q cuando

B0 = 0. Es curioso que el término cuadrático en B0q tenga coeficiente negativo. Esto tiene la

consecuencia de que, si hay campo magnético presente, aumentar demasiado el parámetro de

carga q de Reissner-Nordström en un sentido puede llevar a una carga f́ısica Q ≡ U en el sentido

contrario. De hecho, cuando q = ± 2
B0
≡ ±ρ̄ la carga f́ısica se anula9. Este hecho llamativo tiene

una interpretación en el acrecimiento de carga debido a la rotación del espaciotiempo. En [45]

se muestra que un agujero negro de momento angular J , estacionario y axisimétrico, sumergido

en un campo magnético externo sin back-reaction gravitatorio, atrae y acumula carga eléctrica.

Alĺı se define un potencial de inyección ε, que es la diferencia de enerǵıa de una part́ıcula de

carga eléctrica e y cuadrivelocidad Uµ entre el infinito y el horizonte (en el eje de simetŕıa10).

La enerǵıa es simplemente E = −Pt, donde Pµ es el cuadrimomento Pµ = mUµ − eAµ. Por lo

tanto, la contribución electromagnética al potencial de inyección es

ε = e
(
A

(H)
t − A(∞)

t

)
.

Cuando este potencial es distinto de cero, las cargas (positivas o negativas, dependiendo del

signo del potencial) se verán atráıdas desde el infinito hacia el horizonte. Esto, a su vez, modifica

los potenciales, de manera tal que el proceso de acrecimiento llega a un término cuando ε = 0. En

[45] se muestra que eso ocurre cuando ∆Q = 2B0J ; esto sale de un término de potencial eléctrico

en el horizonte de origen general-relativista que, recuperando constantes, va como B0J
G
c3

, y en

el infinito cae a cero. Ahora bien, la carga angular en ϕ (6.34), correspondiente al momento

angular J , va como B0q
3 a primer orden no nulo, por lo que seŕıa ∆Q ∼ B2

0q
3. Este es el orden

de la corrección a la carga q en la expresión obtenida para la carga eléctrica, (6.36). Hay una

diferencia de signo y de coeficiente, además de no estar teniendo en cuenta los otros dos términos

9Como se discutió en el párrafo anterior, sin embargo, esta carga es inasequible en cualquier escenario as-

trof́ısico real.
10En [72] se critica este método porque el potencial ε es dependiente del camino, pero su resultado difiere en

un factor de proporcionalidad.
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de la carga angular (6.34). El problema del signo se resolverá a continuación, cuando se discuta

la carga angular. Con respecto al coeficiente y los otros términos, debe tenerse en cuenta que,

en este caso, la carga Q y el momento angular J son interdependientes de una manera distinta,

por lo que es esperable que los factores no sean los mismos. En conclusión, la corrección a la

carga eléctrica en (6.36) proviene del acrecimiento de carga debido a la rotación producida por

la interacción entre la propia carga eléctrica y el campo magnético externo, que se estudiará

mejor en lo que sigue.

Antes de interpretar la carga angular en ϕ (6.34), será necesario entrar en una discusión

acerca de la elección de gauge del campo potencial Aµ y su relevancia en la definición de la

carga angular. En [17] se estudia en detalle la termodinámica de los agujeros negros de Kerr-

Newman magnetizados por las transformaciones de Harrison, de los cuales (6.15) es un caso

particular. En particular, se calcula el momento angular utilizando el procedimiento de Wald

para cálculo de cargas en el horizonte [44]. Los autores exponen el hecho de que el momento

angular no es independiente de la elección de gauge. En particular, si se realiza la transformación

de gauge A 7→ A+ dλ, con λ = λ̄+ cφ, con c una función de los parámetros de la solución11, el

momento angular también sufre una transformación

J 7→ J + cQ|Λ0|2, (6.38)

donde Q es la carga eléctrica f́ısica. Por lo tanto, la elección de la constante de gauge c no es

inocua a la hora de describir la f́ısica del problema. En [17] se muestra que sólo una de ellas

permite una solución completamente regular, aquella en la que la componente φ de Aµ se anula

en el eje de simetŕıa. Para ello, debe elegirse el gauge

c = −Aφ(r+, θ = 0) = −Aφ(r+, θ = π),

de manera tal que, al hacer el cálculo de (6.38), resulta

Yϕ ≡ J = −q3B0Re(Λ0) = −q3B0

(
1 +

1

4
q2B2

0

)
. (6.39)

Este resultado, interpretado como momento angular del agujero negro, śı coincide con aquel

obtenido en la literatura [17, 19]. Además, el signo negativo con respecto al producto qB0 y el

hecho de que aún J = O(q3B0) es compatible con la interpretación sobre la corrección a la carga

eléctrica en (6.36) debido al acrecimiento, de la que se habló anteriormente.

En la sección 4.4 ya se hab́ıa discutido el hecho de que la métrica de RNM posee un término

cruzado, lo cual puede entenderse como una rotación de la métrica. Esta, además, es intŕınseca,

11λ̄ es una función de tres variables en el formalismo de reducción dimensional de Kaluza-Klein implementado

en [17].
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en el sentido de que no puede desaparecer con la mera aplicación de un difeomorfismo (algo

análogo a lo que ocurre, por ejemplo, con la rotación de un agujero negro de Kerr). Dicha rotación

se ve reflejada en el momento angular del agujero negro (6.39). Es notable que, sin embargo,

la métrica de Reissner-Nordström, la cual cumple el rol de semilla en las transformaciones de

Harrison para obtener la solución bajo estudio, no posee momento angular intŕınseco. No ocurŕıa

lo mismo con la solución de Schwarzschild, por lo que este efecto debe atribuirse a la presencia

simultánea de carga eléctrica y campo magnético externo. En efecto, la expresión (6.39) resulta

ser un polinomio del producto de la carga y el campo, qB0, sólo con términos impares. Esto

último es razonable: implica que al invertir el signo de q o B0 por separado se invierte la dirección

del momento angular en z. Se argumentó en la sección 4.4 que la rotación debe tener su origen

en el efecto de frame-dragging producido por la densidad de momento angular que el campo

electromagnético de la solución posee, en virtud de su vector de Poynting no nulo (entendido

como las componentes T 0i del tensor de enerǵıa-momento), y tanto invertir el signo de la carga

q como el del campo B0 por separado debeŕıan producir una inversión del vector de Poynting

y, en consecuencia, de la densidad de momento angular del campo. Este fenómeno se relaciona

con otro conocido: al acercar adiabáticamente un monopolo magnético(eléctrico) a un agujero

negro de Reissner-Nordström eléctrica(magnética)mente cargado, éste último adquiere momento

angular [73].

El hecho de que la carga angular en θ sea nula puede entenderse fácilmente por las simetŕıas

de la solución: al ser axisimétrica, el momento angular no puede tener ninguna componente

preferencial fuera del eje.

7. Termodinámica de Reissner-Nordström-Melvin

En la sección 2.7 se habló acerca de la termodinámica de agujeros negros en general, de-

finiéndose una entroṕıa, temperatura, y estableciendo una realización de la primera ley de la

termodinámica en la ecuación (2.24), es decir

dM =
κ

8π
dA+ ΩdJ + ΦdQ. (7.1)

Aqúı se ve que la carga Q, el momento angular J y el área A son potenciales termodinámicos

del sistema y κ,Ω,Φ son las variables termodinámicas conjugadas que corresponden a la tem-

peratura, la velocidad angular y el potencial electrostático, respectivamente. En la sección 6.3.2

se obtuvieron expresiones para A, J y Q, pero nada se dijo acerca de la masa del agujero negro

M (se utiliza fuente caligráfica para distinguirla del parámetro M). Como se mencionó en la

sección 2.6, cuando se enumeraron algunos métodos de cálculo de masa, estos usualmente hacen

uso de algún ĺımite newtoniano, lo cual es sencillo en el caso de los espacios asintóticamente
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planos. La solución de RNM no es asintóticamente plana, aśı que a priori dichos métodos no

pueden ser aplicados, al menos sin alguna modificación. Espećıficamente, es necesario hallar κ,Ω

y Φ, pero estas variables dependen de la escala de los vectores de Killing y la elección de gauge

electromagnético. Hay un conjunto infinito de vectores de Killing K = Kt∂t +Kφ∂φ, donde Kt

y Kφ pueden ser cualquier número real porque ∂t y ∂φ son, por separado, vectores de Killing. Lo

que se hace en espacios asintóticamente planos es tomar el vector de Killing de las traslaciones

temporales (llámeselo k) como aquel que tiende a ∂t cuando r → ∞ (alĺı es temporal y tiene

norma −1), es decir, sencillamente el propio k = ∂t. Se usa este vector para definir la normali-

zación del vector nulo en el horizonte de Killing ξ como ξ = k + ΩH∂φ, de donde se extrae ΩH ,

la velocidad angular del horizonte. Usando ξ, pues, se calcula la gravedad superficial a partir de

(2.2). Por último, el potencial en el horizonte ΦH se elige de manera tal que Aµ sea cero en el

infinito. En el caso de la solución de RNM no hay vectores de Killing que sean timelike en todo

el espaciotiempo fuera del horizonte, puesto que, como se discutió en la sección 4.4, existe una

ergoregión que se extiende hacia el infinito [16]. Hay que acudir necesariamente a otros métodos

para determinar K, ξ y, por consiguiente, las funciones termodinámicas κ,Ω y Φ.

En [17–19] se hacen análisis termodinámicos de la solución más general de Kerr-Newman

magnetizado (MKN) del agujero negro rotatorio cargado, sumergido en un campo magnético

con back-reaction gravitatorio. Alĺı se desarrollan distintas estrategias para calcular la masa de la

solución e incluso llegan a resultados que difieren entre śı. En [18] Booth, Hunt, Palomo-Lozano

y Kunduri (BHLK) proponen dos métodos: uno basado el formalismo de horizonte aislado [74]

y otro es una implementación de la integral de Komar. Ellos mismos comparan estos dos con

el método de Gibbons, Pang y Pope (GPP) [17] de reducción dimensional. En [19], Astorino,

Compère, Oliveri y Vandevoorde (ACOV) implementan otro método, donde se exige la condición

de que la masa sea una carga integrable y se muestra que una única elección de K, ξ y Φ lo

permiten.

El método GPP consiste en realizar una reducción dimensional de la solución y calcular la

enerǵıa usando el método hamiltoniano de Brown-York, ya que en gravedad 2+1 las soluciones de

Kerr-Newman y MKN son localmente idénticas y sólo difieren en el periodo del ángulo azimutal

φ. De esta manera, definen una asintótica análoga a Minkowski con el peŕıodo redefinido y aśı

les es posible calcular una masa en el infinito. Esta resulta ser, para el caso RNM (j = 0),

M = M
(

1 +
3

2
q2B2

0 +
1

16
q4B4

0

)
= M |Λ0|2. (7.2)

El método BHLK de horizonte aislado, por su parte, se basa principalmente en el resultado de

[74] que muestra que la evolución del sistema, en el contexto de este formalismo hamiltoniano,

está bien definida si y sólo si κ,Ω y Φ = −ξµAµ son funciones únicamente del área A, el momento
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angular J y la carga eléctrica Q, y satisfacen

∂Jκ = 8π∂AΩ, ∂Qκ = 8π∂AΦ, ∂QΩ = 8π∂JΦ. (7.3)

Por último, se requiere que la masaM sea también función únicamente de A, J,Q y satisfaga

una primera ley del tipo (7.1). El criterio para elegir κ,Ω,Φ es, sencillamente, que su expresión

en términos de A, J,Q sea exactamente la de Kerr-Newman. La masa, luego, se calcula a partir

de la ley de Smarr. La expresión resultante es, para RNM (j = 0)

M = M

√
1 +

(3

2
− q2

M2

)
q2B2

0 +
1

16
q4B4

0 . (7.4)

En el mismo trabajo se propone un método alternativo usando integrales de Komar con el

mismo vector de Killing temporal obtenido en el método anterior y se obtiene el mismo valor

de masaM. En el método de Komar, la integral de carga puede hacerse en cualquier superficie

bidimensional que encierre al horizonte, mientras que en el formalismo de horizonte aislado se

trabaja exclusivamente en el horizonte. Puede parecer problemático que la masa (7.4) pueda

tomar valores imaginarios cuando el radicando es negativo. Sin embargo, nótese que el único

término que puede ser negativo alĺı es el segundo, dentro del paréntesis. Cualquier agujero negro

f́ısico subextremal satisface que M > q, por lo que dicho factor es siempre positivo, mayor que

1/2.

Es evidente que los métodos GPP y BHLK dan resultados distintos de masa para B0 6= 0. En

[18] se pondera esta discrepancia y no se llega a ninguna conclusión final, aunque se plantea la

hipótesis de que las cargas que están calculándose en ambos casos sean, en definitiva, distintas.

Además de esto, las variables termodinámicas conjugadas κ,Ω,Φ también resultan diferentes en

ambos métodos debido no sólo esto último, sino también a que en GPP se propone una versión

de la primera ley que incluye a B0 como potencial termodinámico:

dMGPP =
κ

8π
dA+ ΩdJ + ΦdQ− µdB0, (7.5)

donde µ es un momento magnético y se asume que κ es el de Kerr-Newman. Esto último

corresponde a una normalización del vector de Killing nulo del horizonte como la que se adoptó

en la sección 4.4, en donde se obtuvo precisamente el resultado de que κRNM = κRN (4.37).

Dicha normalización es incompatible con el método de horizonte aislado.

Por otra parte en el método ACOV se opta por otro método distinto de los anteriores. Se

llega a una primera ley del tipo (7.1) (es decir, sin dependencia con dB0) sin necesidad de asumir

asintótica plana, pero contemplando todas las posibles normalizaciones de los vectores de Killing

y las combinaciones lineales entre ellos que podŕıan definir la isometŕıa asociada a la carga de

enerǵıa (masa). Además, se expresa δM como aquella variación de enerǵıa producida por una
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variación de los parámetros de la solución (δM, δj, δq, δB0) (en el caso de RNM, el parámetro

j = 0), nuevamente sin asumir el vector de Killing asociado a la carga. Para definir δM se utiliza

el formalismo covariante de Barnich-Brandt [30], el mismo que se utilizó en este trabajo de tesis

(basado, a su vez, en [23–26]), pero fuera del contexto de simetŕıas asintóticas en el horizonte.

El requisito que se pide a estas cargas en el trabajo de ACOV es, pues, que sean integrables. Se

muestra que sólo un único vector de Killing es compatible con una carga integrable y se calcula

aśı la masa M como la carga de Barnich-Brandt integrada en cualquier superficie que encierre

al horizonte, asociada a la isometŕıa generada por este Killing. Esta masa coincide con aquella

obtenida mediante el formalismo de horizonte aislado de BHLK (7.4). Las expresiones de κ,Ω y

Φ se deducen, además, de la normalización hallada. Resultan ser para la solución RNM (a = 0

en las ecuaciones (54-56) de [19])

κ =
M

M
r+ − r−

2r2
+

, (7.6)

Ω =
1

|Λ0|2
J

r2
+M

, (7.7)

Φ =
1

|Λ0|2
M

M
Q
[ 1

r+

(Q
q

)2

+
M

q2

(
|Λ0|2 −

M2

M2

)]
. (7.8)

Cuando B0 = 0 se sigue M = M,Q = q y Λ0 = 1. Por lo tanto, en ese ĺımite κ se reduce a

la gravedad superficie de Reissner-Nordström, Ω = 0 y Φ = Q
r+

, el potencial electrostático en el

horizonte de la distribución esféricamente simétrica de carga. Nótese que (7.6) no es la misma

gravedad superficial (4.37) calculada en la sección 4.4 a partir del vector de Killing nulo ξ = ∂t.

Además, la velocidad angular (7.7) no es la velocidad angular del horizonte (que es cero ya que

ΩH = ωH/|Λ0|2 = 0), aśı como el potencial eléctrico Φ (7.8) no es ΦH = −A(0)
v , el potencial

eléctrico en el horizonte. Estas funciones termodinámicas, como se ha dicho, fueron elegidas para

que la masa δM sea integrable, y coinciden con las halladas mediante el método BHLK.

En [19] se muestra, también, que la masa de BHLK/ACOV (7.4) satisface la relación de

Christodolou-Ruffini [75]

M2 =
(
Mirr +

q2

4Mirr

)2

+
J2

4M2
irr

, (7.9)

donde se define la masa irreducible M2
irr = S

4π
. Esta ecuación habla de la cantidad de enerǵıa

extráıble (a través de algún proceso) del agujero negro en forma de momento angular o carga

eléctrica, ya que si bien Mirr sólo puede crecer o permanecer constante (esto último en procesos

reversibles), M puede decrecer si tanto Q como J decrecen. Nótese que el campo magnético

no aparece expĺıcitamente, sino de manera indirecta a través de Q, J y S. La masa de RNM,

por ende, es idéntica a aquella de un agujero negro de Kerr Newman con entroṕıa S, carga Q y

momento angular J .
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En el trabajo de ACOV se ofrece un argumento para inclinar la balanza en favor de la

expresión (7.4) para la masa. Alĺı se calcula el ĺımite extremal y se lo compara con un método

independiente que estudia la geometŕıa cercana al horizonte de agujeros negros Melvin-Kerr-

Newman extremales [22, 76]. Ambas expresiones coinciden, pero no ocurre lo mismo con la

masa GPP (7.2). Por otra parte, en el paper de GPP (que es anterior) se muestra que el orden

más bajo en q del momento magnético µ, cuando Bq � 1, coincide con el conocido para agujeros

negros estacionarios y axisimétricos [45]. Sin embargo, ACOV muestran que hay una familia de

termodinámicas consistentes que se obtiene cuando se considera una primera ley del tipo (7.5),

y todas satisfacen esa condición del momento magnético, siendo la termodinámica de GPP sólo

una de ellas, que en particular no satisface el ĺımite extremal mencionado.

En los tres trabajos citados, no obstante, se llega a las mismas expresiones de J,Q y A, y

estas coinciden con las obtenidas en la sección 6.3.2 del presente trabajo de tesis. Es por esto

que tanto la expresión de masa (7.2) como (7.4) son compatibles con los resultados de la tesis,

si se opta por una primera ley con y sin variación expĺıcita de B0, respectivamente, aunque

con la elección de vectores de Killing adecuada en cada caso. Ahora bien, es cierto que la carga

traslacional (6.33) se calculó asumiendo un vector de Killing temporal ∂t y esto no es compatible

con los métodos BHLK y ACOV, donde se permite una normalización α∂t, y la correcta resulta

ser α = M
M (que se reduce a 1 cuando B0 = 0). Sin embargo, esto sólo modifica la definición de

κ a (7.6), la entroṕıa del agujero negro sigue siendo la de Bekenstein-Hawking SBH = A/4. Tras

todas estas consideraciones, posiblemente la masa BHLK/ACOV (7.4) sea la que más se ajusta

a una definición de masa deseable.

8. Conclusiones

Las soluciones de Ernst-Wild, correspondientes a agujeros negros rotatorios, cargados y su-

mergidos en un campo magnético intenso tipo Melvin, pueden considerarse de interés por su

potencial capacidad de modelar escenarios astrof́ısicos como el de un sistema binario de una

magnetar y un agujero negro estelar [10], además de que actualmente se están realizando esti-

maciones más precisas del campo magnético en núcleos galácticos [6–8] y el medio intergaláctico

[5]. Con estas motivaciones, en esta tesis se realizó una revisión de estas soluciones, en par-

ticular del agujero negro cargado y magnetizado de Reissner-Nordström-Melvin, y se propuso

la extensión del método de cálculo de cargas en el horizonte desarrollado en [23–27] a estos

agujeros negros. La enorme ventaja de haber implementado este método es que permitió eludir

el problema de la falta de una asintótica estándar en el infinito y se obtuvieron resultados que

coinciden con la literatura [16–19].

De la solución RNM con carga eléctrica se pueden destacar algunas cosas. Esta tiene los mis-
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mos dos horizontes de Killing, uno interno y otro externo, que el agujero de Reissner-Nordström

sin magnetizar. En esta tesis se estudió el horizonte externo en r = r+. Sin embargo, su área es

más grande que el área del de RN. Esto puede rastrearse a una redefinición del periodo angular

φ ∈ [0, 2π|Λ0|2) que fue necesario hacer para evitar singularidades cónicas en los polos que surgen

al hacer las transformaciones de Harrison sobre RN en las coordenadas t́ıpicas. Notablemente, el

agujero negro RNM posee rotación intŕınseca, a pesar de que RN no. Se interpreta esto como un

efecto de arrastre relativista que la densidad de momento angular del campo electromagnético

ejerce sobre el espaciotiempo. Esta densidad de momento angular existe gracias a que el campo

eléctrico de RN y el campo magnético de Melvin, juntos producen, en una configuración estable,

un flujo de enerǵıa electromagnética que tiene componente angular (es decir, un vector de Poyn-

ting con componente angular no nula). Esta rotación se traduce, en efecto, en la existencia de

una carga angular conservada, que fue capturada por el cálculo de cargas en el horizonte llevado

a cabo en esta tesis. Si en vez de carga eléctrica se dota al agujero negro de carga magnéti-

ca, aparece una singularidad cónica imposible de eliminar con una redefinición de periodo, que

puede interpretarse como la necesidad de una cuerda cósmica que ejerza una tensión sobre el

monopolo magnético para no ser arrastrado por el campo.

En primer lugar se realizó un análisis asintótico sobre la solución más sencilla de Schwarzschild-

Melvin del agujero negro magnetizado sin carga. Se halló un cambio a coordenadas nulas avan-

zadas sencillo, que permitió establecer las condiciones de contorno requeridas para la integrabi-

lidad de las cargas de Barnich-Brandt, como se hab́ıa detallado en la sección 5.2. Se encontró,

en consonancia con trabajos previos, que el modo fundamental de la carga de supertraslaciones

corresponde a la entroṕıa de Wald de la solución que, curiosamente, no depende de la presencia

del campo magnético y es idéntica a la entroṕıa de Schwarzschild. Como era de esperarse, ya

que no hay ninguna fuente de impulso en ese universo, se encontró que las cargas fundamentales

de superrotación son nulas. El análisis de la solución RNM magnética es prácticamente idéntico

al de Scwarzschild-Melvin.

Se logró hallar también el cambio de coordenadas que permite acomodar la solución RNM

eléctrico a las condiciones de contorno asintóticas y de gauge en el horizonte. Tuvieron que

realizarse dos transformaciones de gauge sobre el campo Aµ para calcular las cargas de manera

adecuada. La primera transformación fue necesaria para satisfacer condiciones de gauge requeri-

das para la integrabilidad de las cargas de Noether. La segunda transformación se hizo en virtud

de que la carga de momento angular resulta no ser independiente del gauge, en particular ante

transformaciones del tipo A 7→ A + c(M, q,B0)dφ. Se elegió el gauge que regulariza la solución

haciendo que Aφ se anule en el eje de simetŕıa. Este también se ha utilizado en la literatura

para calcular el momento angular y el resultado al que se arribó en esta tesis coincide con los
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resultados alĺı obtenidos [16–19]. Esta es

J = −q3B0

(
1 +

1

4
q2B2

0

)
. (8.1)

Se encontró que la carga de RNM eléctrico asociada a las supertraslaciones, igual que en los

dos casos anteriores, corresponde a la entroṕıa de Wald. A diferencia de esos otros casos, esta

entroṕıa śı depende del campo magnético. Es idéntica a la de Reissner-Nordström pero con el

factor de proporcionalidad |Λ0|2 correspondiente a la corrección en la periodicidad de φ para

eliminar singularidades cónicas,

THSBH =
(

1 +
3

2
B2

0q
2 +

1

16
B4

0q
4
)√M2 − q2

2
. (8.2)

También se calculó la carga eléctrica del agujero negro

Q = q
(

1− B2
0q

2

4

)
, (8.3)

que coincide con la literatura y tiene la curiosa propiedad de que se hace negativa cuando q es

demasiado positiva (y viceversa). Se interpretó que esto tiene su origen f́ısico en el acrecimiento

de carga por parte de un agujero negro rotatorio, en base a un análisis hecho por Wald en [45],

debido a un término de campo eléctrico que va como B0J
G
c3

en las cercańıas del horizonte y cae

a cero en el infinito, generándose aśı un gradiente de potencial que se anula cuando el horizonte

haya absorbido suficiente carga del infinito. El momento angular encontrado es compatible con

este argumento.

Por último, se discutió el cálculo de la masa del agujero negro y sus matices. El hecho de

que la solución sea asintóticamente plana anula el criterio de elección del vector de Killing

temporal asociado a la conservación de la enerǵıa como aquel que tiende a ∂t en el infinito. Hay

una colección infinita de vectores de Killing temporales que podŕıan asociarse a la enerǵıa, por

lo que se necesita algún criterio para elegir uno. Se estudiaron los abordajes los tres trabajos

[17–19] y en cada uno se propone una manera distinta de elegir el Killing. Como requisito

principal, en todos los casos, se exige que la masa satisfaga la primera ley de la termodinámica.

Esto, sin embargo, no es suficiente, porque las variables termodinámicas correspondientes a la

temperatura, potencial electrostático y velocidad angular en el horizonte quedan indeterminadas:

dependen de la elección del Killing mencionado más arriba. Dos de estos métodos (BHLK y

ACOV) coinciden en la elección de manera independiente y llegan al mismo resultado de masa,

mientras que el tercero (GPP) saca conclusiones distintas. Además de esto, BLHK y ACOV

asumen una primera ley donde B0 admite variaciones, pero no es un potencial termodinámico

independiente, sino que vaŕıa a través de S,Q, J , mientras que en GPP B0 śı se toma como

potencial termodinámico, con variable conjugada µ. Dado que la la masa de BLHK/ACOV es
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integrable, satisface la primera ley, satisface la relación de Christodolou-Ruffini y coincide con

un ĺımite extremal, calculado en base a un análisis de near-horizon hecho en [22], se considera

que es razonable suponer que es una definición de masa robusta. Su expresión es

M = M

√
1 +

(3

2
− q2

M2

)
+

1

16
q4B4

0 . (8.4)

Se mostró, pues, que el método de cálculo de cargas asintóticas en el horizonte de eventos

implementado en esta tesis produce resultados de acuerdo con la literatura en el agujero negro

de Reissner-Nordström-Melvin, una solución que podŕıa a priori considerarse problemática a la

hora de calcular cargas por no tener una asintótica bien conocida en el infinito. Se destaca la

potencial utilidad que podŕıa tener en otro tipo de soluciones con problemas de esta ı́ndole. La

aplicación a las métricas más generales de Ernst-Wild con momento angular intŕınseco queda

pendiente, pero, aunque bastante más engorrosa, debeŕıa ser perfectamente realizable.

En este trabajo en particular, se ha empleado este método para estudiar las propiedades

termodinámicas de agujeros negros inmersos en campos magnéticos muy intensos, entendiendo

por esto último reǵımenes de campo tales que la autogravitación de la enerǵıa magnética no

puede ser despreciada. Se calculó la entroṕıa de Bekenstein-Hawking, la temperatura y el mo-

mento angular de los agujeros negros en una situación tal, obteniendo las expresiones exactas

que muestran cómo esas cantidades se ven afectadas por la presencia del campo magnético. Este

análisis de las cargas en el horizonte de eventos revela un fenómeno de Gauss, en el sentido de

que las cargas calculadas en esa región del espacio tiempo, e.g. el momento angular del campo

electromagnético contenido en todo el espaciotiempo, resultan idénticas a las cargas calculadas

con otros métodos que recurren a otras regiones del espacio. Asimismo, el resultado de esta tesis

demuestra que, como ocurre con los agujeros negros de Kerr, los agujeros negros estacionarios

descritos por la geometŕıa de Ernst-Wild también exhiben un conjunto infinito de simetŕıas en

las cercańıas de sus horizontes de eventos.
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