Resonancia paramétrica como mecanismo
de produccion de materia oscura

Tesis de Licenciatura en Ciencias Fisicas

Gonzalo Santa Cruz Moreno

bajo la direccion de

Esteban Adolfo Calzetta

y la co-direccion de

Diana Lopez Nacir

Departamento de Fisica

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Buenos Aires, Argentina

Marzo 2023



Agradecimientos

Quiero empezar agradeciéndo a mis directores Esteban y Diana por darme la oportunidad de
trabajar en estos temas tan emocionantes de la fisica y por haberme ensefiado el camino en la inves-
tigacion. Empezando por adentrarme en el estudio de la bibliografia fuimos buscando la pregunta
que queriamos responder. Una vez determinada la pregunta fue cuestion de construccion y discu-
sién, a mi parecer la parte més satisfactoria del proceso. Siempre empezando por lo mds simple,
pero intentando retener la mayor rigurosidad y generalidad, paso a paso se fueron construyendo
las ecuaciones e ideas. Haber llegado a resultados que no esperaba e interpretarlos creo que es el
corazon de la fisica tedrica. Siento haber aprendido més que lo plasmado en este trabajo, y también
me doy cuenta de que, al igual que en todas las dreas de la fisica, cada vez uno siente que sabe un
poco menos. Espero poder seguir trabajando con ellos, encontrando nuevas preguntas y respuestas.

Les quiero dar las gracias a Fernando, Susana y Paula por aceptar conformar el jurado, recibir
mi tormenta de mails y dedicar el tiempo a leer la tesis. Quiero agradecerle a Silvina por estar
presente en el aspecto de la materia y ayudarme a avanzar en ella.

Yendo un poco mads a lo general, es claro que lo que expreso en un trabajo de finalizacién de
la licenciatura es producto de la formacién que obtuve a lo largo de los afios en las clases y fuera
de las clases, espacio dnico para discutir temas relevantes de la fisica. Esto no hubiese sido posible
sin los profesores y las profesoras de la licenciatura en fisica que me acompaiiaron en el proceso.

Indispensable para lo presente es que exista una facultad como Ciencias Exactas con tantas
personas trabajando para que funcione de la manera en la que funciona.

Quiero también darle las gracias a los grupos de discusion de campos y cosmologia que, aunque
no hayamos tocado temas relevantes a lo expuesto en esta tesis, es fructifero para el entendimiento
de las cuestiones relevantes para mi. Espero que sigan realizdndose las juntadas y poder formar
parte de ellas.

Por dltimo, agradecer a mis compafieros y compaiieras de fisica, a mis amigos y amigas y a mi
familia.

Estos agradecimientos no son solamente por haber logrado trabajar en esta tesis, sino también
por permitirme estar en el lugar que estoy y poder dibujar mi camino hacia el futuro. Sin todos

ustedes no seria.



Indice

LI Tuccionl
2. Modelol

[2.1.  Espacio-tiempo de Friedmann-Robertson-Walkerf . . . . . . ... ... ... ...
[2.2. Sistema de dos campos con interaccion V[®, X| = g0 X=2/2| . . . .. .. ... ..
[2.3. Regularizacion y renormalizacion del valor de expectacion (x*)| . . . .. ... ..

3. Resonancia parameétrica anchal

[3.1. Aproximacion WKB fuera de los minimosde w? . . ... ... ... ... ....

[3.2.  Aproximacion de w* por un potencial parabolico cerca de los minimos| . . . . . . .

4. Calculo del valor de expectacion (\°)|

42, Elroldelafasel . . . .. ... ...

4.3. Creacion espontanea y estimulada de particulas| . . . . . ... ... ... .. ...

4.4, Finde la resonancia: valorde (X*) ;.| -« « -« v o oo oo

4.4.1. Valor optimo de la constante de acoplamientog| . . . . . . ... ... ...
MA42. Céalculode q(jar)l -+ - o v v v e
[4.5. Equilibrio térmico|. . . . . . . . ..o

5. Energia y presion|

[5.1. Presion del campo livianof. . . . . . . .. ... oo oo

(6. Expansion del universo y dilucion de particulas|

[6.1. Cota superior para la temperatura inicial de la radiacién| . . . . . . . . . ... ...

[6.2. Correccion en (x*) por la expansion del universo| . . . . ... ... ... .....

[7.__Conclusiones|

1stem ni

(B. Ecuaciones para un espacio-tiempo isotropo y homogéneo|

IC. Valor de expectacion de (y*) en términos de la integral de las ;|

[D. Pegado de dos soluciones de oscilador armonico con distinta frecuencial

K. Terminos de fasel

[F. Tensor de energia-momento|

10
11
13

16
18

23
24
27
28
29
30
33
33

34
36

37
37
40

45

46

46

48

49

50

51



|G. Ecuacion cuartica para ()|

H. Integrales

Referenciasi

52

53

54



Resumen

Es conocido que los campos escalares de materia oscura ultralivianos acoplados minima-
mente con la gravedad producidos en inflacién por el mecanismo llamado misalignment gene-
ran isocurvaturas restringidas por las observaciones del fondo c6smico de microondas. Se pro-
pone entonces un campo liviano con un acoplamiento no-minimo con la gravedad de manera
de suprimir la produccién generada por este mecanismo, y un campo pesado con acoplamien-
to minimo que se produzca de esta manera. El campo pesado le transfiere tiempo maés tarde,
en la época de radiacidn, la energia al campo liviano rdpidamente a través de la resonancia
paramétrica ancha.

Se estudia en detalle la interaccién entre ambos campos durante el proceso de la resonancia
paramétrica ancha teniendo en cuenta el efecto de backreaction del campo liviano sobre el
campo pesado y viceversa. En principio se estudia el problema en un espacio estético y luego
con el espacio levemente en expansion. Se estima la duracidn del proceso y se obtiene una cota
superior para la constante de Hubble a partir de la cual la creacion de particulas se hace efectiva
frente a la dilucién por la expansion. Se ve que el equilibrio térmico se alcanza mucho tiempo
después que el momento de la finalizacion de la resonancia ancha. Se calcula una constante de
acoplamiento dptima para la produccién del campo liviano. Ademads se obtiene una ecuacién

de estado con presion aproximadamente nula, como debe ser para la materia oscura fria.

1. Introduccion

El modelo estdndar junto a las ecuaciones para el espacio tiempo y sus interacciones presen-
tan un panorama incompleto para dar cuenta del universo a gran escala: estd el problema de la
estabilidad de los camulos de galaxias descubierto por primera vez por Fritz Zwicky en 1933,
la discrepancia entre la prediccion y observacion de la velocidad de rotacion de las galaxias es-
tudiada por Vera Rubin afios mds tarde, tenemos también las lentes gravitacionales conformadas
por cimulos de galaxias que precisan de una componente energética muy grande para ajustar las
observaciones y el problema de que “no hay tiempo’ para que estructuras altamente no lineales
como los cimulos de galaxias se formen[1]]. Todos estos problemas admiten una solucion natural
dada por la existencia de un nuevo tipo de materia que no interactuaria de manera apreciable con el
modelo estdndar pero si con el espacio tiempo, la llamada materia oscura. A partir de estas discre-
pancias se ve que la proporcion energética de materia oscura frente a materia del modelo estandar
debe ser aproximadamente el 85 %[2]]. Estos no son los tinicos problemas cosmoldgicos, sino que
al estudiar la evolucién del universo vemos que hay hoy en dia una expansion acelerada, que se
soluciona al proponer la llamada energia oscura o constante cosmolégica A. Teniendo en cuenta
ésto la materia oscura debe ser el 26,4 % de la energia total.

'La materia bariénica solo puede empezar a formar estructuras luego de la recombinacién y no hay tiempo sufi-
ciente entre recombinacién y el presente para que esto ocurra. Al proponer la existencia de materia oscura, ésta puede
empezar a colapsar mucho antes que la recombinacidn, a partir del momento de la igualdad materia-radiacién, dando

tiempo suficiente para la formacién de las estructuras.



Invirtiendo la pelicula de la expansion del universo en el tiempo vamos hacia el pasado y po-
demos inferir su estado en tiempos mas cercanos al origen. Al rebobinar esta pelicula atravesamos
varias transiciones de las que nos interesa resaltar tres: més cerca en el tiempo tenemos a la llamada
recombinacion, proceso en el cual se emite la radiacion c6smica de fondo (CMB), aproximadamen-
te en el afio 380,000 luego del Big Bang; mas lejos se encuentra la igualdad materia-radiacion,
ubicada alrededor del afio 50,000, definida como el momento en el que las densidades de energia
del modelo estdndar y de la materia oscur toman el mismo valor. Esta transicion separa las etapas
del universo dominado por la materia y por la radiacion. Si seguimos hacia el Big Bang, entrando a
la época dominada por la radiacién, ya llegando a los primeros minutos, nos encontraremos con el
proceso de nucleosintesis. Si queremos ver qué es lo que pasa mucho antes que el primer segundo
es necesario tener en cuenta la posibilidad de que el universo haya pasado inicialmente por una
etapa llamada inflacion[3]] que soluciona dos problemas observacionales importantes: la casi iso-
tropia en el CMBE], también conocido como el problema del horizonte, y la observacién de que el
universo es practicamente plano hoy en dia. Ademas la teoria de la inflacion predice la generacion
de las fluctuaciones primordiales de densidad de materia y de ondas gravitacionales.

Entonces nos vemos en un marco de posibles teorias para explicar el universo donde los actores
son los campos del modelo estdndar, la materia oscura, la energia oscura, el inflatén y el propio
espacio tiempo. Lo que nos interesa en este trabajo son las teorias de materia oscura. Si existiese,
uno necesita poder hacer un seguimiento de la misma hasta los origenes del universo, digamos
hasta el proceso inflacionario, y tener una teoria sobre su generacion y su evolucion que ajuste las
observaciones. Este estudio nos permite filtrar las posibles teorias o modelos de materia oscura.

Los modelos de materia oscura presentes hoy en dia cubren un gran espectro de masas. La lla-
mada materia oscura ultraliviana puede tener como minimo[una masa de 10722V hasta masas del
orden del keV. Dentro de este rango se encuentra el propuesto axion de la QCD, con masas entre
10712eV y 10~2eV, que solucionaria el problema CP-fuerte[4]. Hay modelos para materia oscura
mds pesada, desde el keV hasta 10!4eV. En este rango estdn comprendidas las llamadas WIMPs
(weakly interacting massive particles) que interactuarian débilmente con el médelo estandar y cu-
yas masas van desde 10'%cV hasta 10'2eV. Hay modelos mas exdticos, como los agujeros negros
primordiales, con masas del orden de 10%eV.

Otra caracteristica principal de los modelos de materia oscura es el espin. Como la densidad de
particulas es n = p/m, donde p estd determinada experimentalmente a partir de las observaciones

gravitacionales, a menor masa la densidad de particulas debe ser mayor. Por el principio de exclu-

%La radiacion estd conformada por particulas del modelo estandar mientras que la materia, principalmente por
materia oscura.

3Si miramos el CMB en una direccién y en alguna otra, por ejemplo en la opuesta, medimos una temperatura
de la radiacién T' ~ 2,7K. Esto implica que en la recombinacién las dos regiones que emitieron la radiacién estaban
practicamente en el mismo estado, aunque no es posible en el modelo cosmoldgico estdndar que ambas regiones hayan

estado en contacto causal en el pasado.
“Esto sale de pedir que la longitud de onda de de Broglie de materia oscura moviéndose a una velocidad tipica de

100km /s sea comparable al tamafio de una galaxia promedio.



sion de Pauli no es posible obtener densidades muy grandes para fermiones, lo que imposibilita que
sus masas sean muy livianas. Con los bosones no hay tal problema ya que el niimero de ocupacion
puede ser grande. Se suelen proponer teorias escalares[4] con espin 0, vectoriales[3, 6] con espin
1 y tensoriales[7, 8] con espin 2.

Dada una teoria con una masa y un espin es necesario proponer un mecanismo de produccion y
estudiar su posterior evolucion. La forma estdndar de produccion es el denominado freeze out, que
se propuso para las WIMPs originalmente. La idea es que la radiacion del modelo estandar esta
inicialmente en equilibrio térmico con las WIMPs, al disminuir la temperatura llega un momento
en el que la interaccion deja de ser efectiva frente a la expansion del espacio y se congela el niimero
de particulas oscuras. Lo interesante de este modelo es que para ajustar las observaciones es nece-
sario que la seccion eficaz de interaccion sea del orden de la electrodébil, lo que se conoce como
el WIMPs miracle. Otro mecanismo estdndar es el freeze in: inicialmente las interacciones entre la
materia oscura y el modelo estdndar no son suficientes para que haya un equilibrio térmico y se
crean particulas oscuras con un espectro determinado por el tipo de interaccién. Otros mecanismos
de produccién estudiados son el canibalismo, la asimetria materia oscura-anti materia oscura, los
agujeros negros primordiales, entre otros. Como mencionamos antes, si consideramos la teoria de
la inflacidn existen las fluctuaciones inflacionarias de los campos de materia. Dependiendo cémo
sea el acoplamiento de los campos de materia al espacio tiempo estas fluctuaciones inflacionarias
pueden dar lugar a la produccion de los campos[d, 9]. En particular se conoce como misalign-
ment a la produccién de un campo practicamente homogéneo producto de estas fluctuaciones: si
el acoplamiento del campo a la curvatura es minimo la produccién de modos k£ ~ 0 es apreciable,
mientras que si el acoplamiento es no-minimo la produccién para nimeros de onda pequefios esta

suprimidal[/10].

La idea de este trabajo es estudiar la produccion de un campo escalar de materia oscura ultrali-
viana con masa m, que llamaremos liviano. Para ello nos vamos a ubicar en la época dominada por
la radiaciérﬂ que inicia luego de inflacion y termina en la igualdad materia-radiacion, con valores
de la constante de Hubble entre H; ~ 10%eV > H > 1072%¢V ~ Hp,. Este campo ultraliviano
puede ser generado por el recien mencionado mecanismo de misalignment durante inflacion si tie-
ne un acoplamiento minimo con la gravedad[9]. El problema de este mecanismo para el campo
ultraliviano es que se producirian fluctuaciones en las densidades de la materia oscura conocidas
como isocurvaturas, que estin muy restringidas por la observacion de la radiacion césmica de
fondo.

Buscamos entonces una manera de producir este campo ultraliviano sin tener esta restriccion
en el espacio de pardmetros. Una manera es suponer que existe otro campo escalar de materia
oscura, que llamaremos pesado, con una masa M y un acoplamiento minimo con la gravedad de

manera que se genere por misalignment en inﬂaciérﬁ y ademds interactue con el campo liviano.

SEsta radiacién esta conformada por particulas del modelo estdndar.
®El problema de las isocurvaturas no ocurre para campos pesados.
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Figura 1: Amplitud del campo pesado en funcién del tiempo. Vemos que la historia se divide en
tres etapas: mientras M < 3H la amplitud del campo se mantiene constante; cuando M > 3H
el campo empieza a oscilar y su amplitud a decaer por la expansion del espacio. Cada vez que
el campo pasa por cero se crean particulas del campo liviano al amplificar las fluctuaciones de
vacio. Sin embargo la expansion del espacio entre dos valores consecutivos en los que se anula el
campo pesado es suficiente para diluir las particulas y que no haya produccion estimulada, es decir,
amplificacion de las particulas ya presentes. Solamente cuando M >> H la creacién empieza a ser

efectiva.

Este dltimo tendrd un acoplamiento no-minimo con la curvatura de manera que su produccién por
misalignment esté suprimida. Aproximando el campo pesado por un campo homogéneo se tiene
que, mientras su masa M sea mayor que 3/, su densidad de energia permanecera “congelada”.
Cuando M ~ 3H el campo pesado empezard a oscilar y a amplificar al campo liviano a través del
mecanismo no perturbativo de resonancia paramétrica anchal11, 12} [13]: cada vez que el campo
pesado atraviese valores nulos se viola la condicion de adiabaticidad para las soluciones del campo
liviano produciendo particulas en forma de “rdfagas”, como veremos mas adelante. Entre estos
momentos en los que se producen particulas la evolucién de las soluciones del campo liviano es
suave. Una caracteristica importante de la produccion es que se amplifica tanto las fluctuaciones
de vacio del campo liviano como el numero de particulas presente: esto genera un crecimiento
exponencial del nimero de particulas en el tiempo. Sin embargo apenas empieza a oscilar el cam-
po pesado la expansion del espacio es suficientemente rapida para diluir las primeras particulas
creadas de las fluctuaciones de vacio de manera que el mecanismo de produccion no es eficien-
te. Recién cuando M >> H la expansién del espacio se vuelve débil y empieza a ser efectiva la
creacion. Ver figura[l] Luego de una cantidad finita de oscilaciones del campo pesado finaliza la

etapa de resonancia ancha. A continuacion el sistema evoluciona interactuando via una resonancia



paramétrica angosta[12]. Finalmente habria que tener en cuenta la interaccion entre los propios
modos del campo liviano y los decaimientos perturbativos para estudiar como el sistema llega al
equilibrio del sector oscurﬂ

En este trabajo estudiamos en detalle la primer parte del proceso: la resonancia paramétrica
anchﬂ Vemos que es necesaria la naturaleza cudntica del campo liviano para tener una amplitud
no nula de las fluctuaciones de vacio de manera de poder amplificarlas mediante este mecanismo:
es una cuestion conocida que la resonancia paramétrica sélo puede funcionar si la amplitud inicial
es no nula[[15]. En particular intentamos mantener todos los efectos posibles del llamado backreac-
tion: la creacién de particulas del campo amplificado modificard la frecuencia del campo pesado
y en consecuencia su amplitud. Por otro lado nos interesa comparar el efecto de la expansién del

espacio con la creacion de particulas.

El trabajo se organiza de la siguiente manera: en la seccion [2| se presenta el modelo de dos
campos escalares masivos en interaccion en un espacio curvo de Friedmann-Robertson-Walker do-
minado por radiacién, es decir, ya asumimos la produccién del campo pesado por misalignment
en inflacion debido al acoplamiento minimo y el estado de vacio del campo liviano debido al aco-
plamiento no-minimo. Se deducen las ecuaciones principales para los campos con la interaccion
V|[®, X] = g®?X?/2. En la seccién [2.3|se regulariza el valor de expectacién divergente de la den-
sidad de particulas del campo liviano renormalizando la masa del campo pesado e introduciendo
un autoacoplamiento A\®* /4!,

En la seccidn 3| se estudia la ecuacion para los modos del campo liviano en el espacio estético.
Esto es relevante ya que la creacion de particulas ocurre en tiempos muy rapidos, del orden de
M. Al asumir que el campo pesado es homogéneo se ve que ocurre el fenémeno de resonan-
cia paramétrica, y en particular estudiamos el régimen de resonancia paramétrica ancha. En las
subsecciones de[3] se estudia cémo resolver estas ecuaciones.

En la seccién[4]se calcula el valor de expectacién del campo liviano al cuadrado ({?)(t) tenien-
do en cuenta el efecto de la creacion de particulas livianas sobre la frecuencia del campo pesado. En
particular la frecuencia del campo pesado aumenta y su amplitud disminuye. Se calcula la densidad
de particulas al finalizar la resonancia ancha, el valor 6ptimo de la constante de acoplamiento para
maximizar la produccién de particulas y se estima la duracién de la resonancia. En la seccién
se estudia aproximadamente la condicion de equilibrio y se la compara con el estado del sistema

al finalizar la resonancia ancha, para mostrar que el equilibrio ocurre mucho tiempo después.

"En el modelo propuesto no hay interacciones entre los campos de materia oscura y el modelo estdndar, por lo que

no habra posibilidad de un equilibrio térmico entre ambos.
8Este tipo de produccién tiene otra aplicacién en la cosmologia: al finalizar el proceso inflacionario los campos del

modelo estdndar se encuentran en un estado efectivo de vacio por lo que el campo del inflatén debe transferirles su
energia. El inflatén puede aproximarse mediante un campo homogéneo y el mecanismo por el que empieza la creacion
de particulas del modelo estandar es la resonancia paramétrica ancha. Este fenémeno del decaimiento del inflatén en
el modelo estandar es el llamado recalentamiento o reheating y la primer etapa dada por la resonancia paramétrica se
denomina preheating| 11,12} 114]).



En la seccion [5|se compara la densidad de energia creada del campo liviano al finalizar la reso-
nancia ancha contra la del pesado. Se calcula la presion de las particulas creadas para compararla
con su densidad de energia y ver que corresponde a una ecuacion de estado de materia oscura fria.

Finalmente, en la seccién [0 se incorpora la expansién del espacio. En se calcula una cota
superior para la constante de Hubble de manera que, si ésta es satisfecha, la creacion de particulas
al iniciar la resonancia ancha “le gana” a la dilucién por la expansion. Esta cota nos dice que la
constante de Hubble debe ser mucho més pequena que la masa del campo pesado M, lo que parece
indicar que el campo pesado empieza a oscilar pero la creacién de particulas estd suprimida por
la expansion del espacio hasta que H se hace lo suficientemente pequeiia. Esta expansion también
cambia la produccion de particulas, cdlculo que esta desarrollado en la seccién [6.2]

Las conclusiones y nuestros objetivos a futuro se presentan en

2. Modelo

El problema que nos interesa resolver es sobre un campo clésico pesado ® que sale de infla-
cion con una amplitud inicial muy grande en un estado homogéneo. Este campo interactua via el
potencial de interaccién V[®, X] = g®?X?/2 con un campo cudntico X mucho més liviano que
se encuentra en su estado de vacio. Nos interesa estudiar cudnto se pueden amplificar las fluctua-
ciones de vacio mediante el mecanismo de resonancia paramétrica ancha, que es la manera en la
que empieza a evolucionar el sistema. Una vez que haya finalizado la resonancia ancha el sistema
pasa por una etapa que es practicamente imposible de resolver analiticamente y luego sigue inter-
actuando via la resonancia paramétrica angosta. Una vez que la resonancia angosta termina todavia
hay una etapa de decaimientos perturbativos e interacciones entre los modos de los campos hasta
alcanzar el equilibrio térmico. Tanto la resonancia paramétrica ancha, la etapa de transicion como
la resonancia paramétrica angosta son fenémenos no perturbativos.

Como vamos a ver la creacion de particulas debida a resonancia ancha se da en un periodo de
tiempo muy corto que va como la inversa de la masa del campo pesado, por lo que en una primera
aproximacion consideraremos el espacio como estatico. Luego incorporaremos las correcciones a
los resultados si el espacio se expande poco.

En la subseccion 2. Ilempezamos definiendo el espacio tiempo de Friedmann-Roberston-Walker,
en particular dominado por radiacién del modelo estandar. En la siguiente subseccion [2.2]se define
el modelo de los campos en interaccion en este espacio tiempo y se deducen las ecuaciones princi-
pales. En la subseccion se utiliza el método de regularizacion adiabatica para tener un valor de
expectacién (x?) finito y se renormaliza la teorfa: se ve que es necesario absorber la divergencia
en la masa del campo pesado o de algin otro campo e introducir un término de autoacoplamiento
APt /41



2.1. Espacio-tiempo de Friedmann-Robertson-Walker

Consideremos una métrica de Friedmann-Robertson-Walkelﬂ con espacio plano (K = 0)
ds® = —dt* 4+ a*dx? (2.1)

siendo a el factor de escala que depende del tiempo. Proponiendo un tensor de energia-momento
isétropo y homogéneo T+, = diag(—p,p,p,p) la ecuacién °; de Einstein es la llamada ecuacién

de Friedmann
9 8m

~ 30z’

donde H = a/a es la constante de Hubble, Mp = 1/ VG es la masa de Planck (G la constante
gravitacional), p es la densidad de energia del modelo estdndar y p la presion que ejerce esta

(2.2)

materia. De la componente v = 0 de T*,.,, = 0 se tiene la ecuacion de conservacion de la energia
p+3H(p+p) =0. (2.3)

Nos interesa el caso en el que el universo estd dominado por radiacién p = p/3, como es luego de

la inflacién. Obtenemos para la densidad de energia

4
a,
- (2.4)

pP=—
a

Al reemplazar en la ecuacion de Friedmann nos da el factor de escala en funcidn del tiempo

t
a= ao\/% (2.5

donde se tom6 Hy = 1/2t,. En las préximas secciones el tiempo t, serd el instante en el que el
campo pesado empieza a oscilar y a amplificar efectivamente al campo liviano.

Nos serd util luego tener la constante de Hubble en términos de la temperatura de la radiacion.
Para ello escribimos la densidad de energia de un gas de radiacién con g, grados de libertad (tantos
como tenga el modelo estdndar)

g,

p= WT4. (2.6)

Reemplazando en la ecuacion (2.2) se tiene

H— 47T39*T_2'
15 My

9Tomamos la convencién g, = diag(—1,a?,a?,a?) para la métrica y usamos ¢ = i = kp = 1. Ver apéndice [A|

(2.7)

para la correspondencia con las unidades MKS y ver apéndice [B| para la deduccién de las ecuaciones de Einstein para
el caso general con K = 0, £1.

10



2.2. Sistema de dos campos con interaccion V[P, X| = gP2X?/2

Imaginemos en este espacio-tiempo dos campos escalares reales y masivos ¢ y X con masas
desnudas M y 7. Definimos una interaccién dada por un potencial V[®, X] = ¢g®2X?/2 con

constante de acoplamiento g y un acoplamiento no-minimo para el campo liviano ¢ RX?/2. La
accion del sistema completo es

_ seatd —Lovore - Mar Lo xorx L > Igry
S=[dt | dra SOuP0' O — =% — 29, XO'X 2(m +&R) X PIX? Y

(2.8)
donde R es el escalar de curvatura dado por la ecuacion del apéndice. Como el caso de

interés es cuando el universo es plano (K = 0) y estd dominado por radiacién, de manera que el
factor de escala evoluciona de acuerdo a (2.5)), se tiene i = 0. Al hacer el cambio de variable
¢ = ¢/a’l?
X = x/a*?

o
N 0= (0=30) /o 2.9)
= (i g

la accidn se puede escribir como

2
S:/dt/d%x {¢2‘3H¢¢+9H2¢2— (Vé)

Ve

4 a? s
9 V)’

X2 = BH Y + S H® — (W20 w2y — T2 (2.10)
4 a? 2a3

De los resultados de la seccion anterior se puede ver que en un universo dominado por radiacion

vale H = —2H?2 por lo que escribimos —3H¢¢ = —3H (¢?)/2 = 3H¢2/2 — f = —3H24? — f
con f, = 3(H¢?)/2 y lo mismo para el término de . Queda para la accion

2
S:/dt/d%x {¢2— (§H2+M2) qs?—(va—f)+
2
wit = (Sae i) - Bh - ek - fad | [aatros 0]

dt
(2.11)

Usando el principio de minima accién tomando variaciones sobre el campo pesado 6545 = 0y

teniendo en cuenta que estas variaciones se anulan en los bordes, se obtiene la ecuacion de movi-
miento

e : (2.12)
mientras que al pedir .5, = 0 tenemos
V2 3 2
T2+ (—H2+m2+%> —0 (2.13)
4 ad
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Como se dijo al iniciar esta seccion la creacion de particulas ocurre en un intervalo de tiempo
microscopico muy corto, del orden de la inversa de la masa del campo pesado. Por lo tanto em-
pezaremos resolviendo el problema suponiendo que H es constante de manera de poder definir
masas efectivas absorbiendo estos términos: M? = 3H?/4 + M? m? = 3H?/4 + m?. Luego
incorporaremos la expansion del espacio de manera perturbativa para ver qué tanto se modifican
los resultados. Se ve que la masa efectiva del campo liVian esta acotada por debajo por el valor
de la constante de Hubble m? > 3H? /4. Una vez que el campo pesado empieza a oscilar se tiene
M > 3H por lo que la masa efectiva del campo pesado M ~ M. Tomando la aproximacion de
Hartree[16] para reemplazar x? — (X?) en la ecuacién para ¢ tenemos

B v o2
6= 224 (g B) o0 @.14)
2 A

sV )
X — 2X—|— (m2+g—3> x = 0. (2.15)
a a

El valor de expectacion es sobre el estado de vacio inicial |0). Ahora descomponemos el campo x

en Fourier
1 .
)A((ZE) :V ; elkz)%k(t)
1 . . o
=V ; e (fk(t)@k + /¥ (t)aT_k> (2.16)

con V' el volumen comdvil y en la segunda linea se usé que el campo es real x, = )QT_ i Ahora

usamos la homogeneidad de ¢ para escribir las ecuaciones de movimiento como

b+ Q2 (t)¢ =0 (2.17)
e +w(t) fir =0 (2.18)
donde
2 2 <)A<2>
Q2 (t) =M? + g~~~ (t) (2.19)
k2 “ ¢2
w?(t) =5+ m? + gg(t). (2.20)

El operador xi(t) es la solucidn a la ecuacion de Heisenberg y lo expresamos en términos de los
operadores de creacion y destruccion del vacio inicial, es decir, ax |0) = 0. Lo que evoluciona son

las funciones f; y f; que son una base de soluciones a la ecuacién (2.18]).

10Un valor tipico [14] de la constante de Hubble al finalizar inflacién es H; ~ 10%3eV y para el momento de
la igualdad materia-radiacién se tiene Hg, ~ 1072%¢V. La amplificacién del campo liviano empieza entre alguno
de estos dos valores, es lo que llamamos Hj. Pero tener en cuenta que el campo pesado empieza a oscilar antes,
cuando la constante de Hubble se hace del orden de su masa desnuda M. Apenas empieza a oscilar la expansion del
espacio diluye las particulas creadas de manera que no es efectiva la produccion. Esto lo veremos en la seccién la
amplificacién del campo liviano se hace efectiva cuando la constante de Hubble toma un valor mucho mas pequefio
que M, ver ecuacion (6.16).
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Las ecuaciones y (2.18)) describen la dindmica acoplada del sistema que depende fuer-
temente de las condiciones iniciales ¢g y {1y y de los pardmetros del sistema M, m 'y g. Se puede
pensar que dado un valor de ¢y la regularizacién de (x?) fija el valor de 2y, como veremos a conti-
nuacién. Notar que hay una energia asociada al campo pesado, al campo liviano y a la interaccion
y no hay una manera clara de separarlas. En lo que sigue tomaremos por hipétesis que el factor
de escala es constante durante todo el proceso de resonancia ancha y lo elegimos como la unidad

cuando empieza a oscilar el campo pesaddT|a(t) = a(t,) = 1.

2.3. Regularizacion y renormalizacién del valor de expectacién (?)

En lo que sigue nos interesa calcular el valor de expectacion’|

(X)) = /O (d3]§ | fil(t) (2.21)

que aparece en la ecuacién (2.19). Para los tiempos en los que nos interesa calcularlo las soluciones
exactas del problema f; podran expresarse en términos de las funciones WKB de orden cero, como

demostraremos en la seccion [3] En consecuencia aparecera un término divergente de la forma

A Bk
A2 . p—
(X*)piv = /O IR (2.22)

donde w es la frecuencia de la ecuacién (2.18). Podemos escribir lo siguiente[]z]

(X% = (B rin + (¥ Diw (2.23)

donde el segundo término contiene la parte finita del valor de expectacion. Hemos introducido
el cut-off A para ver la dependencia del valor divergente con el limite superior de la integral.
Este valor de expectacién contiene un término cuadréitico y otro logaritmico divergentes en el

ultravioleta, es decir, cuando A — 0. Veamosl6 primero sin el campo ¢ (utilizamos la integral

(H.1]) del apéndice)

/A Pk 1 /
0 (2773200— \//{32+m2
== {A\/A2 F? = P (A + VAT £ )+ lnm} (2.24)
™

Los términos divergentes se pueden absorber en una nueva masa renormalizada del campo pesado
¢ o de algtin otro campo.

'Es claro que al tomar a = cte siempre es efectiva la creacién de particulas porque no hay expansién. No hay

distincion entre el segundo y el tercer caso de la ﬁgural
12Ver apéndice |C|para la cuenta con los operadores de creacién y destruccion.
BEl término (X?) s, no lo vamos a trabajar en esta seccion, siempre queda igual.
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Ahora agreguemos el campo ¢, que es el caso que nos interesﬂ

/A Pk 1 /
o (2m)3 2w T A2 VE + m? + g¢?

> {A\/A2 +m? + g¢? — (m* + g¢°) In (A + VA2 +m2+ g¢2) +

+ (m* + g¢*) In (\/m2 + g¢2> } (2.25)

Como ahora aparece un término que va como g¢> serd necesario introducir una autointeraccién
para el campo pesado \¢? /4! de manera de poder renormalizar la constante de acoplamiento A\ —
Aren Y absorber la divergencia. Un punto importante es que queremos quedarnos con una parte
finita del término divergente, es decir, no tirarlo por completo. Para identificar las cantidades que
debemos restar desarrollamos en g¢?[17]]

2
S | A—Y ) (2.26)

1
w VIEZ+mZ 202+ m2)?

cuyos dos primeros términos nos alcanza para sustraer las divergencias cuadratica y logaritmica.

Si sumamos y restamos estas cantidades integradas desde un cut-off inferior x hasta el superior A

se tiene

() = (Ppat [ AR L[ L e
) Crp e ), @ oV rmE AR+ m2)

A g3 2
d’k 1
+ / ___9 X Y)
o @nf VP e A+ m)
Ahora definimos el valor de expectacidon que utilizaremos en las préximas secciones como la pri-

mer linea de la tltima ecuacién (usamos las integrales (H.I)) y (H.2))

Mkl A&k 1 96
~9 2\ ar 1 B
(X >Reg =(X") Fin +/0 (27)3 2w /H (27)3 <2 2+ m? Ak? +m2)3/2) (2.28)

e, b 2 2 A+ VA2 +m? Vm? + go?
=(X*)Fin + 559 (M° +g¢”) In
87 A+ /A2 +m?+ g¢? Kk + VK2 + m?

A
+AVAZ +m? + g2 = AV m? 1V m? + o ( 2+m2_¢m) }

Tomando el limite A — oo se obtiene

1 2 2
<>€2>Reg =(X*)Fin + @{(WQ + 9¢%) In (m +%) + KV K2+ m2 4 go? (ﬁ — 1) }

4Para usar las funciones WKB que van como |f5|? ~ 1/2w donde w? = k? + m? + g¢? es necesario que los

campos ya hayan entrado en interaccién de manera adiabética. Si los campos entrasen en contacto repentinamente
habria que resolver el problema transitorio.
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Si ahora tomamos el limite xk — 0 queda

/a2 2
<>A<2>R€g = <>A<2>Fin + %{(m2 + g¢2) In (mT—i_g(b> _ g(bQ} (229)

81

que no depende de los cut-off y es finito. Vamos a definir la cantidad

2 2
()0 = %{W +9¢%)In (—W) - g¢2} (2.30)

y escribir el valor regularizado como
(X Reg = (X)o + (X*) Fin- 2.31)

Veremos mas adelante que nos interesa el caso en el que g¢* > m?, para que valga la condicion

de resonancia ancha, por lo que podemos escribir

2
(X*)o ~ %{ln (%) - 1} (2.32)

y si suponemos que la relacion entre los 6rdenes de magnitud de estas cantidades es

V9o = 10"m, (2.33)
nos permite escribir
(X*)o = %{2,317 — 1} (2.34)
Yy ver que
(X*)o =~ agy’ (2.35)
con
a=(23p—1)/8x* (2.36)

una cantidad de orden 1. Esta ultima ecuacion junto a son las que usaremos principalmente
en el resto del trabajo.

Los términos que compensan estén dados por la segunda linea de (2.27). El que contiene a g¢?
se puede absorber renormalizando una constante A de una autointeraccién que debemos introducir
al modelo del tipo A¢*/4!. El otro término se puede absorber renormalizando la masa M del
campo ¢. Agreguemos entonces el término de autoacoplamiento al Lagrangiano del sistema

y obtengamos la ecuacién de movimiento

—0%¢+ (M*+ g (%) + \¢*) ¢ = 0. (2.37)
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Sumando y restando los términos como en (2.27) se puede escribir

020+ (M + 9. () py + Aren?®) 6 = 0 (238)

donde hemos definido

M, =M+ 2

2 2
AVAZ T2 — m2In <A+ VA® 4 m >] (2.39)
m

2

2 2
Apen = A — I |In AtvA+TmE)y A (2.40)
82 m VAZ + m2

Vemos que la regularizacién y renormalizacion de este problema nos obliga a introducir un
autoacoplamiento en el campo pesado. Si bien no lo vamos a tener en cuenta en este trabajo, éste
esta estudiado en la referencia [[18]].

3. Resonancia paramétrica ancha

En esta seccidn nos interesa resolver las ecuaciones (2.17) y (2.18)) en el espacio estatico (a =
L)

o+ (M> + g(x*)(t)) ¢ =0 @17
fi + (K +m? + g¢*(t)) fr =0, 2.18)
con
Q(t) =M> + g(*)(t) 2.19)
W (t) =k + m® + go?(t). 2.20)

Supongamos que la condicion inicial para el campo pesado es tal que empieza oscilando en
to, es decir, ¢(t) = ¢osin Qo(t — to). [F] Como veremos a lo largo de esta seccion la creacién de
particulas se da alrededor de los tiempos en los que el campo pesado se anula ¢(t;) = 0, que es
cuando se viola la condicion de adiabaticidad para las soluciones f;. Esto hard que cambien las
funciones f y en consecuencia cambie el valor (?), modificando la frecuencia del campo ¢ y por
lo tanto su amplitud. Por esto ultimo, hagamos que la solucién al campo pesado para todo tiempo
sea un oscilador arménico con una frecuencia {2; y una amplitud ¢, que van cambiando cada vez

que el campo ¢ pasa por su valor nulo ¢(¢;) = 0y se crean particulas y, como se muestra en la
figura[2]

¢(t) = Qﬁj sin Q](t — tj)7 (t] <t < tj+1) . 3.1

ISEste estado puede pensarse como un condensado de particulas que oscilan en fase con k¥ = 0 dando un estado

homogéneo.
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1

Figura 2: Amplitud del campo ¢ en funcion del tiempo. El campo ¢ se anula en los tiempos t;,
donde se pegan las soluciones de oscilador arménico. Como la frecuencia del campo ¢ aumenta,

su amplitud disminuye. Ver apéndice D] Este gréfico corresponde a la tercer etapa de la figura

Por ejemplo t; — ty = 7/€) y en general t; — ty = Zjl 7/Q,_1. Al introducir esta forma de ¢ en

la ecuacién de los modos de y se ve

fi + {k2 +m? + gdﬁ [1— cos 29 (t — t)] }fk ~0 (3.2)
que definiendo
wi = k* +m?, wi; = g5 /2 (3.3)
se escribe
fr + {wé +wd [1 - cos 29 (t — t;)] }fk = 0. (3.4)

Notemos que esta ecuacién tiene una frecuencia w? que depende del tiempo de manera armoni-
ca con una frecuencia 2(2;. Para ciertos valores del niimero de onda £ las soluciones a esta ecuacion
pueden crecer exponencialmente en el tiempo[19]. En el caso en que la amplitud de la oscilacién
de w? sea muy pequefia, es decir cuando wi; < wg,4€23, las bandas de k para las que ocurre la
amplificacion son angostas y al fendmeno se le llama resonancia paramétrica angosta. Mientras
que para valores

wi; > wp, wi; > 407 3.5)

ocurre lo contrario y toma el nombre de resonancia paramétrica ancha. Nos interesa el caso en el
que la amplitud inicial del campo pesado ¢, es muy grande de manera que valgan estas condiciones
inicialmente. En términos de las cantidades fisicas se expresan como

2
g ¢j

? > k24 m?, - > 402, (3.6)
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Figura 3: Frecuencia cuadrado del campo x en funcién del tiempo. El campo ¢ se anula en los
tiempos ¢;. En los tiempos t;-t pegaremos las soluciones WKB vdlidas entre tj y t;4, con las
soluciones del potencial parabdlico temporal, que vale cerca de los minimos ;.

Veremos a continuacion, en la seccién que las soluciones f;, a la ecuacién @) pueden ser
bien aproximadas por las soluciones WKB del orden mds bajo en todo el intervalo temporal de la
oscilacion de ¢, excepto cerca de los tiempos t; para los cuales se anula el mismo ¢, ver figura
La velocidad de variacién de ¢ es mdxima cerca de estos tiempos y las soluciones WKB no
pueden seguir la evolucion adiabdtica. Cerca de estos minimos es posible desarrollar w? y obtener
el problema con solucién exacta de scattering de ondas sobre un potencial parabdlico (temporal),
como veremos en la seccion La idea es construir las soluciones f; para todo tiempo pegando
las soluciones WKB vilidas fuera de los minimos ¢; con las soluciones exactas que obtendremos

cerca de ellos.

3.1. Aproximacién WKB fuera de los minimos de «?

Para ver dénde es posible aproximar las soluciones fj por las WKB empecemos definiendo

una nueva funcién fi;, = w'/?f, y una nueva variable # tal que w = dt/dt y escribamos la ecuacién

fr + W =0 2.18)

como
@ fix
T (1+e)fir=0 (3.7)
donde
1 d2w1/2
€2 = T2 g (3.8)
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se llama la correccion de frecuencia adiabdtica. Cuando ésta es pequeiia, la solucién a (3.7) es
simplemente f; = Aexpit + Bexp —it, con lo cual la solucién que buscamos serd la WKB de

orden més bajo

A . ! / / B . ! / /
fr= ﬁexp [—1 /tD w(t )dt} + ﬁexp {z /to w(t )dt} . 3.9

En particular nos interesa definir la solucion WKB de frecuencia positiva como la que tiene

B = 0y esta normalizada de la siguiente manera

1 - ! / /
f= mexp [—z /to w(t )dt] (3.10)

siendo la WKB de frecuencia negativa, su conjugada.
Cuando ¢ toma la forma (3.1]) la correccién de frecuencia adiabética se transforma en

_ Q_? [1— (14 wj/wi;) cos 2Q;(t — t;) + sin® 20 (t — t;) /4]

2

. . (3.11)
Wi (14 wi/wl; — cos 29 (t — t;)]

€2
Nos interesa estudiar el valor de esta cantidad para saber si las soluciones a la ecuacién (3.4)
pueden ser bien aproximadas por (3.9). Depende de la relacion entre los tres pardmetros €2;, wy; y
wo. En el caso en el que se cumplen las condiciones de resonancia ancha wi; > wj y wi; > 403
se tiene que €, < 1 lejos de los ¢;. Cerca de estos tiempos ¢; donde el campo ¢ se anula, €, se hace
grande y la aproximacién WKB no es vilida. En la figura[d] graficamos la cantidad In(1 + |es|) que
se anula cuando |ez| ~ 0. En la ﬁgura la aproximacién WKB valdria por ejemplo entre t] y t; .

3.2. Aproximacion de w? por un potencial parabélico cerca de los minimos

En la subseccién anterior vimos que las soluciones f; pueden ser aproximadas por las WKB
siempre y cuando no estemos cerca de los ¢;. Si estamos cerca de estas zonas expandimos w? de la

ecuacion
fr W fi =0, 2.18)

con w? = k? + m? + g¢?, hasta orden cuadratico alrededor de los ¢;. Recordando que ¢(¢;) = 0 la

expansion queda

d(w?) 1 d*(w?)

w?(t —t;) =w?(t;) + 7(%’) (t —t;) + > a2 (t;) (t—t;)* + O((t — t;)*)
=k* +m? + go50 (t — t;)* + O((t — t;)°). (3.12)
La ecuacion (2.18) se convierte en
fr+ (@ +wim”) fe =0 (3.13)
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Figura 4: Graficamos el In(1 + |e;|) en funcién del tiempo para valores 2 = 1, w; = 10°y
wo = 1073, Vemos que €5 ~ 0 fuera de los ¢;. En naranja se grafica el numerador de (3.11)) y en

verde el denominador.

donde

T=t—t;, w=kK+m’ uw = 2wfj§2§ = ggb?Q?, (3.14)

y el problema es el de scattering de ondas en un potencial parabolico temporal[19]. E La idea
es la siguiente: la ecuacion vale cerca de los tiempos ¢; y tiene solucion exacta dadas por
las funciones del cilindro parabdlico. Estas funciones no coinciden con las funciones WKB. En
otras palabras, las funciones WKB no son soluciones a esta ecuacién. Sin embargo para tiempos
asintoticos, alejandonos de los tiempos ¢; hacia el pasado o hacia el futuro, las funciones WKB
son soluciones a la ecuacion del cilindro parabdlico y se pueden hacer coincidir con las soluciones
del cilindro parabdlico evaluadas a esos mismos tiempos.

Para ver ésto empecemos considerando la correccidon de frecuencia adiabética de segundo orden

de la ecuacién (3.13) con el objetivo de ver que a tiempos asintGticos se puede usar la aproximacion

WKB. De (3.8) y (3.13) se tiene

4 2
w] 3 5 Wy
_ S22 % 3.15
27 R+ Wi (4 4[wg+w;1¢2]> G-15)

que resulta pequefia para |7| > 1/w; > wp/wi, es decir para |7| > VE2+m? /(\/g¢,;%;). El

10mitimos los subindices j para simplifcar la notacién. De todas maneras en el caso en el que el universo es estatico
w1 no depende de j si el campo pesado es de la forma de un oscilador arménico ya que el médulo del producto ¢;€2;
se mantiene constante. Ver apéndice @
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miembro derecho es pequeﬁ debido a la condicién de resonancia ancha y a que M > m. Se
ve entonces que para valores suficientemente lejos de los tiempos ¢; las soluciones pueden ser
aproximadas por las WKB. A estos tiempos 7 — +00 son los que llamamos tf Algo que hay que
tener en cuenta a la hora de hacer el pegado de las soluciones es que los tiempos tjE deben ser lo
suficientemente lejanos a ¢; como para que valga que ¢, del potencial parabdlico sea pequefia, pero
no tan lejanos como para que la aproximacion cuadratica de la frecuencia deje de ser valida.
Veamos la forma de las funciones WKB en estos tiempos asintoticos y omitamos los subindices
k para simplificar la notacion. La solucion WKB de frecuencia positiva en tiempo 7 — oo viene
dada por (3.10) para lo que calculamos la fase de la exponencial utilizando la integral (H.3) del

apéndice

w? Wo ? W g (WiT
=— |/ + | = —i—Fsmh — |- (3.17)

Nos interesa esta cantidad para 7 — +oo por lo que desarrollamos la raiz cuadrada y el seno

hiperbdlico invers para obtener

w2t W w? 23T
(1) = — . 21 ! o(r — : 3.19
La fase para la funcion WKB en 7 — —oo se obtiene mirando la expresién (3.17) y notando que
0(—7) = —0(7). Podemos escribir entonces para 7 — —o0
2 2 2 2
W1T wg Wy 2w7|T| H
0(t) =— — — 1 @) — —00). 3.20
R B Ll G R/ NI GRS M CED)

Para escribir la soluciéon WKB de frecuencia positiva (3.10) también necesitamos expresar la fre-

cuencia w(7) que aparece en el denominador. Se tiene para 7 — £00

w(T) ~ fr, (T — 400) (3.21)

w
w(T) =wilT|, (1 — —o0). (3.22)

17Para ver ésto escribamos esta cantidad de la siguiente manera

VEZ +m?2 i Y k2 +m?2 (tj+1 — tj)
NCLTERYY VIb; 2r

El primer factor es muy pequefio debido a la primera condicién de resonancia ancha (3.6). Vemos que podemos

considerar tiempos suficientemente lejos de ¢; de manera que valga esta condicion.
18Se tiene para x grandes 2 = sinh ™' (e* — e~)/2 ~ sinh ™! (e /2). Tomando = = In(2w?7 /wy) se tiene

2 2 2
sinh ™! (“’17> %hl( wlT). (3.18)
wo wo
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La solucion WKB de frecuencia positiva (3.10) es entonces

1 20.)2’7" fi(wo/w1)2/2 Z'w27_2 iw2
T(r) = 1 ] exp | ———— — 0 , T — +00 (3.23)
O == | p|-T - 18] o 4o0)
N 1 2w 7| ilwo/w1)*/2 Wit Wy
T) = ex +—1, T — —00). (3.24)
Frin = Tm{ ] p| M2 )

Como ya dijimos, estas funciones no son soluciones a la ecuacion del potencial parabdlico (3.13).
Sin embargo definiremos la solucién exacta del vacio de entrada f;, como la que coincide con f*
en 7 — —oo. De la misma manera definiremos la solucién exacta del vacio de salida f,,; como la
que coincide con f* en 7 — 400. La solucién f;, no coincide con la f,,; al evaluarlas en el mismo
tiempo: la solucién f;, se estd haciendo coincidir con la solucién WKB de frecuencia positiva f*
en 7 — —oo y al evolucionar esta f;,, como la funcion WKB no es solucién exacta a la ecuacion,
va a evolucionar en 7 — 400 genéricamente a una combinacién lineal de soluciones a la ecuaciéon
f out Y f :ut'

Ahora vamos a hallar las soluciones exactas a esta ecuacion para ver como es esta transforma-

cién. Hacemos el cambio de variable p = i(wg/w1)?/2 — 1/2y z = (=1 + i)w; T en la ecuacion

2
F {ZZ - (p+ %)} F=0 (3.25)

(3.13) para escribirla en la forma

con las primas denotando derivada respecto de z y se escribié (—1 4 i) = /2 exp(i37/4). Una
base de soluciones a esta ecuacion son las funciones del cilindro parabdlico D,(z) y D, (z*). Ver
capitulo 16 de la referencia [20]. Para 7 — —oo se puede escribir z = /2 exp(—im/4)w:|7| que

tiene arg z = —m /4 y vale la expansion con |z| — oo
D,(z) ~ e /AP

~ <\/§w1]7|>_1/2 (\/§w1|7|)

P02 /90,2
iwi /2wy 50 2 - 2 9
ezrr/S emuo/&ul i /27 (326)

mientras que, cuando 7 — +00, se escribe z = /2 exp(i37/4)w, T con arg(z) = 37/4 y se tiene

2 V 2 ; 2
Dy(z) ~e = /4P — ﬁem’ez /4y 7Pl (3.27)

P02 79,2
w§ /2w
0/27 6—37rw3/8w%6iwf’r2/2_

N (\/§w17'> ~1/2 o—i3T/8 [(\@ww)

/2 ) —iw? /2w? ;
_r[—Z]e—m/z (\/§w17> Ve /Set T 2| (3.08)

La funcién I' es la gamma de Euler. Tenemos expresadas las soluciones base a la ecuacion para

tiempos 7 — 00 y sabemos que para 7 — —oo la solucién debe ser la WKB. Ademds hemos

definido la solucién exacta in a la ecuacién como la que coincide con la WKB en 7 — —o0, es
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decir, fi,(T — —o0) = f*(r — —o0). Entonces vamos a escribir la solucién WKB en términos
de las D,(z). Para ello comparamos (3.23)) con (3.26). Se obtiene

1 \/5&11
V2w, “o

que al evolucionar la solucién D,(z) a T — 400 se transforma en

w2 /2w?
fin = > e e 2AD (1), (T — —00), (3.29)

fin=0af"+Bf, (T — +00) (3.30)

donde los coeficientes son

i(wo/w1)?
- (\/§W1> V2T il fen)?/2 o=m(wofwn)?/4

Wo

(3.31)
§ = e inl2eenen)? 2 (3.32)

y constituyen una transformacion de Bogoliubov[19]. En particular se puede chequea como

corresponde a esta transformacion, que |a|?> — |8]> = 1. Nos interesa el médulo cuadrado del

coeficiente 3 en término de las cantidades fisicas

(3.34)

k2 4+ m?
18j]* = exp [— }

ﬂ'—
V99552,
donde se usaron las definiciones (3.14). De la ecuacion (3.30) ve que la solucién exacta f;, en

tiempo 7 — +00 es una combinacion lineal de soluciones WKB de frecuencia positiva y negativa.
En la ﬁgura vemos el comportamiento de |3;]?
2

en funcién de k. La creacion y amplificacion
de particulas va como |3;|°, como veremos en la proxima seccion. Esto nos muestra que se creardn

particulas alrededor de k£ = 0 con un ancho dado por k, = /,/9¢;{); — m? que es muy grande
debido a la condicion de resonancia ancha gqﬁ? /2 > m?y a que el campo pesado es mucho mds

pesado que el liviano {2y > m. Aqui vemos lo ancho de la resonancia. m

4. Calculo del valor de expectacién (y?)

Consideremos nuevamente las ecuaciones acopladas(2.17) y (2.18)) con a = 1y etiquetando
con j las cantidades que cambian cada vez que el campo pesado atraviesa sus ceros

¢+ Q2 (t)¢ =0 @17)
fe+wi(t) fr =0 2.18)

1
‘r (5+)

20Es importante aclarar que en cada t; se amplifica la cantidad ya presente de particulas, por lo que el nimero de

1“Hay que usar que

2
T
= . 3.33
cosh b ( )

ocupacion cerca de k ~ 0 va a crecer mucho mds rapido que el correspondiente a k..
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\/v@(ﬁjﬂj —m?
k

Figura 5: |3;|? en funci6n de k. Estd marcado el nimero de onda para el cual la tasa de creacion

cacae 1.

donde
Q3(t) =M? + g(xX*);(t) @.19)

w?(t) =k* +m® + g¢*(t). 2-20)

En esta seccion lo que haremos es calcular el valor de expectacion ({?) en un tiempo t; < t < t;41.

4.1. Construccion de las soluciones

Para proponer para el campo pesado ¢ soluciones del oscilador arménico, cuya frecuencia
y amplitud van cambiando en cada t;, es necesario considerar que €2;(t) es constante entre dos
tiempos ¢; consecutivos. Para ello asumiremos que (¢?) no depende del tiempo promediando su

valor como se verd mds abajo. La solucion para tiempos ¢;_; <t < 1;es
O(t) = pj_1sin Q1 (t —tj—1), (tj_1 <t <ty) 4.1)
y para tiempos t; < t < ;41
o(t) = ¢;sinQ(t —t;), (t; <t <tju). 4.2)

Si pegamos las soluciones en t; pidiendo continuidad de ¢ y su derivada se tiene que

Q.
¢; = —@-71;2—,1 4.3)

J

como se demuestra en el apéndice @ Como el valor de expectacién (y?); ird aumentando luego

de cada transicion la frecuencia (2; aumentard y en consecuencia la amplitud ¢; disminuird. En la
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_ 60
195l ==5-

|¢j|

Figura 6: |¢,| en funcion de €2,. A medida que la frecuencia del campo pesado aumenta su amplitud
disminuye de acuerdo a una hipérbola. Los valores ¢,, y €25, son los correspondientes a cuando

finaliza la resonancia ancha que se deducen en la subseccion

ﬁgura@ se grafica |¢;| en funcién de €2;. La solucién inicial es

gb(t) = gbo sin Qg(t — to), (to <t < tl) 4.4)

j+1
puede expresar en términos de una base de funciones WKB. Omitimos el subindice & en lo que

Para el campo liviano sabemos que entre dos tiempos t;r < t < t.,, la solucién general se

sigue y escribimos las funciones WKB de frecuencia positiva (3.10) de la siguiente manera

F 1 L -0 " _
fit) = (f; , fit) = ije ™, (tj <t <tj,), (4.5)
donde 0;(t) = ftt_ w;(t")dt'. Vemos que la fase vale cero en ¢t = ¢;. Estas funciones van cambiando
J
luego de cada transicion porque la frecuencia w; que aparece en las WKB depende del campo ¢.
La solucién exacta del problema la notaremos como f(¢) y para tiempos t; < ¢t < t;;; podrd

escribirse como una combinacion lineal de las WKB
— f %
f(t) = ( : f@t) = A;f;(t) + B fi (1), (t; <t <tj). (4.6)

Para ver como va transformando la solucion exacta la escribimos en t;r_l en términos de la base
WKB

F) =Aiafia () + By i (52) 4.7)
que evoluciona hasta ¢; de manera que las WKB adquieren una fase@
f(t]_) :Aj_le—z‘ej fj (t]_) + Bj_1€+i9,j f;‘ (tj_)7 (4.8)

2IEn el pasaje de la ecuacién (4.7) a la ecuacién (4.8) estamos cambiando la frecuencia w;_; por w; al hacer el
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donde 0; = Gj(tj+1), es decir, es la fase acumulada entre dos ?;. Luego de la transicion en ¢;

debemos reemplazar f;(t7) — a; f;(t])+ 5, f(t) de acuerdo a la transformacién de Bogoliubov

y entonces queda
FF) =A% [y f;(67) + Bif; (01)] + Bij—re™ [of f () + 81 ()] - (4.9)

Esto puede reordenarse de manera que la solucion exacta se exprese como una combinacion lineal
de la base WKB del nuevo ciclo

F&7) =A;f;(8) + B, £ (t]) (4.10)
con
Aj =cze ™A+ Breti By (4.11)
Bj =Bje A1 + ajet B,y (4.12)
Notemos que
A2 = B = [Aj]* = [Bjal? = . = [Aof — | Bol* = 1, (4.13)

donde es necesario utilizar que |a;|? — |3;|> = 1y la dltima igualdad surge de que, en el caso de
interés del campo y en vacio, se tiene la condicién inicial Ay = 1y By = 0. La ecuacién (4.12))

nos permite calcular | B;|? en términos de | B;_|?
B> = [Bja|* (1 +218,°) + |5;° + 2R [; ;4,1 B} _ e 2%] . (4.14)
Multiplicando por 2 y sumando 1 se tiene
1+2|B;* = (142|Bj_1) A+ 4R [, 8;A;_1 B;_ e "] (4.15)

donde
A=1+2|8; (4.16)

es el coeficiente de amplificacion. Para el caso del espacio estatico A no depende de j ya que el
coeficiente 3; depende del médulo del producto ¢;€2; que es constante ciclo a ciclo. Ver ecuacién
(3.34). Como se muestra en la siguiente secci6n las fases ¢; > 2 por lo que los términos de fase
de la ecuacion (4.135)) irdn tomando valores aleatorios y eso nos permite promediarlos a cero. Ahora

podemos resolver la recurrencia de manera sencilla

1+2|Bj* = (1+2[Bju)) A= (1+2[Bjo’) A%... = (1+2|B|) A/ = A (4.17)

cambio de las funciones f;_; a f;, cuando todavia no atravesamos el ¢;. Es una cuestién de notacion que no cambia
el resultado porque en la préxima ecuacién se hace la transformacién de Bogoliubov. Ademds vale aclarar que el
problema resuelto del potencial parabélico depende del médulo del producto ¢;£2; que se mantiene constante, es decir
la curvatura de w? en sus minimos es constante. Es por ésto que podemos usar las soluciones a este problema de forma
exacta aunque ¢; y €); cambien en ¢;.
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y por lo tanto

|B;|? = %(Aj —1). (4.18)

Escribimos el valor de expectacion para tiempos tj <t < t;;, utilizando la ecuacion (4.6)

. Pk
() (1) = / e il () (4.19)
Pk 1 + o,
:/W%{szﬂ%m [A;jBie™"] } (4.20)

Acd 0, es la fase acumulada entre el tiempo t;’ y el tiempo ¢t. Mirando li junto a la 1) se
ve que el término 2|B;_1|%A corresponde a produccién estimulada de particulas ya que amplifica
el nimero presente en el ciclo anterior, mientras que el término con .4 solamente corresponde a la
produccién espontdnea de particulas o amplificacién de las fluctuaciones de vacio.

4.2. Elrol de la fase

Al desglosar la expresion para (?) ; dada por (4.20) aparecen términos que poseen fases 6,,.

Veamos cudnto vale la fase en funcién del ciclo j

tjt1
, = / dtw(t')
t

J

tj1
:/ dt’\/k2 +m? + go? sin® Q;(t' — t;)

tj

™/
— / dt'\/ k2 +m?2 + g¢3 sin? Q;t/ 4.21)
0

Por la condicién de resonancia ancha g¢? /2 > k? 4+ m? podemos hacer el desarrollo para k chico

7T/Qj k2
0, = / dt'g"?¢; sin Q;t' + O (—2) (4.22)

0 9o

2,/56; < 2 )
= +0(— (4.23)
€ 90?
que se puede escribir haciendo uso de (4.3))
2,/9%08 2 k?

0; = —— — . 4.24

De esta expresion vemos que a medida que la frecuencia del campo pesado aumenta la fase dismi-
nuye. La fase inicial es

_ 2V9% k?
0o = 0" O (W) , (4.25)
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valor que es mucho mayor a 27 debido a la condicién de resonancia ancha g¢2 /2 > 4Q2. Entonces

cuando el campo pesado empieza a oscilar esta fase es ordenes de magnitud mds grande que 27 y

€ ~ \/@. (4.26)

Veremos luego que este valor para (); es practicamente igual a (4.45)), que es el que se obtiene

se hace del orden de 27 cuando

cuando se empieza a violar la condicién de resonancia ancha. De esto vemos que nuestra hipotesis
de promediar los términos de fase a cero es valida a lo largo de todo el proceso de resonancia ancha
ya que van tomando valores aleatorios. En el apéndice [E] se estudian estos términos con un poco
mas de detalle.

4.3. Creacion espontanea y estimulada de particulas

Ahora calculamos el valor de expectacion (4.20) promediando a cero el término que contiene
6;, usando la solucién a la recurrencia (4.18)) y restando los términos necesarios para regularizar la
divergencia (el valor ({?);(t) es el denominado ({?) g, en la seccion 2.3)

R B A3k 9 1 gop?
0= [ G (16 )~ s * ) O
. B A3k 1 1 gop? Bk A —1
0= [ o (@~ avmres i)+ G 629

La primera integral es el valor ({?), dado por la ecuacion 0 , con el detalle de que
aparece la frecuencia w;, y por lo tanto lo denotaremos como (x?)o,. Para el segundo término
usamos el binomio de Newton teniendo en cuenta que A = 1+2|5]*. Notemos que los coeficientes
£ de Bogoliubov dependen del médulo del producto ¢;€); que se mantiene constante en
2

cada ciclo. Nos olvidamos entonces del subindice j en |3;|°, que no seguird siendo cierto cuando

incorporemos la expansion del espacio. Obtenemos entonces

. . 1 < nlJ k2 (k2 +m?)]"
(X2>j(t)=<x2>0j+pz 2 ( )/dk s {_ (1/%{2-)} '
mis o \n \/k:2+m2+g¢§sin29j(t—tj) 97708

(4.29)
Como el valor de expectacidn calculado es entre tiempos t;“ <t < tj,, para los cuales estamos

lejos de los valores en los que se anula ¢, podemos asumir que en el denominador domina el
término de interacciéon debido a la primer condicién de resonancia ancha ggb? /2 > k* + m?
Ademis aproximaremos sin® Q;(t — t;) ~ 1/2 para que Q3(t) = M? 4 g(x*);(t) no dependa del
tiempo y no aparezcan anarmonicidades en ¢. Teniendo en cuenta que ¢;{}; = ¢}y nos queda
luego de integrar

(X*); = (Phoj + Q>) (4.30)
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donde hemos definido®

q(j) (4.31)

‘ ‘ ; omn 2 n
-3 ()l ()

con Q(0) = 0. Se ve que () es creciente con j. Haciendo uso de (2.35) el valor de expectacion se

puede escribir

(X*); = agd’ + Q(j). (4.33)

Vemos que el valor de expectacion de base ird disminuyendo al disminuir ¢; mientras que la
frecuencia €2; contribuird al aumento de la produccion.

Ahora volvemos a la frecuencia del campo pesado
Qj2 = M? + g(*); (2.19)
y segun la ecuacion (4.30) se expresa
QF = M* + g(x*)o; + 99,Q() (4.34)
que haciendo uso de (2.35)) queda de la siguiente manera
Q2 = M? + ag’s? + 92,Q()). (4.35)

A partir de la constancia ¢;€); = ¢o€), se puede escribir una ecuacion cudrtica para {2; que nece-

sitaremos mds adelante al introducir la expansion del espacio
QF — gQ(5)Q} — M*Q7 — ag®pg5 = 0 (4.36)
con (recordar que Q(0) = 0)
QF =M? + g ({*)o (4.37)

=M? + ag*P?. (4.38)

4.4. Fin de la resonancia: valor de (x*),

Las condiciones de resonancia ancha

wi; > wp, w; > 407 (4.39)

22La exponencial tendré un valor cercano a 1 debido a la condicién de resonancia ancha gqﬁ? /2> k*+m?yaque
un campo es mucho mas pesado que el otro 2y > m.
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se expresan de la siguiente manera en términos de las cantidades fisicas

2 2
g¢ Lo 24+ m?, g¢ >>4§22 (4.40)

Viendo la forma del coeficiente de Bogoliubov (3.32)

2 2

notamos que la creacién de particulas es importante para g*/?¢,€; > k? 4+ m?. Esto permite ver

que la condicidon de la izquierda estd contenida en la de la derecha. A partir de esta dltima se tiene

1/2 1
QT% > V20, (4.41)

que multiplicando por g*/?¢; queda

2
% > V29"76,;9; > V2K +m?) (4.42)

por lo que basta considerar la segunda relacion (4.40).

Esta condicion deja de ser vélida cuando

2
995 d) ~ 402 (4.43)

que en virtud de la constancia ¢;€); = ¢y se convierte en

9o
202

~ 407 (4.44)

y entonces la frecuencia mdxima y la amplitud minima son del orden (ver figura [6)

Oy ~ MOQO By ~ M. (4.45)

Y Va9

Por un lado vemos que ¢,, # 0y por otro que la frecuencia maxima del campo pesado disminuye
al disminuir g. Ademds la amplitud minima del campo pesado aumenta al disminuir la constante

de acoplamiento.

4.4.1. Valor optimo de la constante de acoplamiento ¢

En esta seccion estudiamos el valor de la constante de acoplamiento que maximiza la pro-
duccién de particulas. Antes veamos como las distintas condiciones del problema nos imponen

restricciones sobre g. De la condicién de resonancia ancha

9% > 4(M? + ag??) (4.46)
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tenemos por un lado que, al ser gp3 > 8M?, hay una cota inferior

8M?
g > —g, (4.47)

y por otro lado se ve que g¢?2 > 8ag?¢? y entonces aparece una cota superior

1
g<—. (4.48)
8a

Esta ultima condicién nos dice que g debe ser a lo sumo de orden 1.

Ahora escribamos
M? = Q2 — ag’ ¢} (4.49)

y tengamos en cuenta que la masa debe ser positiva (y real) de lo que se deduce una cota superior

mas restrictiva que la anterior, que la llamamos de la siguiente manera

Qo
agq

Ahora vamos a comparar la produccion de particulas cuando deja de haber resonancia ancha

g <

= (4.50)

respecto del valor inicial (X*)o = ag¢@j. Mirando la ecuacién (2.19) se puede escribir (x*), =
Q%/g — M?/g y el valor de expectacién maximo es

-2 G0l M?
X ~ - — 4.51)
W~ g
donde se us6 la primera de las ecuaciones (4.45)). El cociente es
(X*)mr Qo M?
R=-= ~ — . (4.52)
()0 VBgagdo  ag’d}
Reemplazando el valor de M? de la ecuacion (4.49) se tiene
Qo 0?2
R~1+ - (4.53)
v8gagpy  ag*dy
y en términos de g
R~1—§—2—|rL (4.54)
9> 9**V8a
Vamos a definir una variable y un parametro
17 1
h==>1, p= = (4.55)
g 8ag
para expresar el cociente asi
R(h) =1 —h*+ h*/2p. (4.56)



20

Ropt

15

2 10
o

0  Jopt 0.5x 102 102=g
9

Figura 7: R en funcién de g para valores a = 1, )y = 1y ¢y = 10%. La constante de acoplamiento
no puede tomar valores por encima de g para que la masa sea positiva. Vemos que hay un valor
optimo de g.
Notar que R(1) = p. Para que haya produccion debe valer que R(h) > 1 de lo que se deduce

h < p? (4.57)

y nos da una cota inferior para g un poco maés restrictiva que (4.47)

802
g>— = 8ag’. (4.58)
oy
Entonces los valores permitidos de g son
8ag? < g <§ (4.59)
o en términos de las cantidades fisicas
02 Qo
8—2 < g< : (4.60)
o g ago
El méaximo de la produccion es cuando R'(h,,:) = 0 de donde se deduce
9
Ropt = 1—6/)2 (4.61)
que nos da el valor 6ptimo de g
128 Q)2
Jopt =~ 5~ (4.62)
Y9 %

Enla ﬁgura se grafica R(g) para ciertos valores de los parametros como ejemplo. El cociente de

amplificacion para el valor 6ptimo queda

1 2
R(gopt) ~ 1+ 1,65 x 10_35 (%) : (4.63)
0
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4.4.2. Calculo de q(jy)

A partir de la comparacion del valor de expectacion calculado analiticamente y del obtenido a
partir de la violacion de la condicién de resonancia ancha podremos obtener la duracién en ciclos
del proceso. Para ello despejemos la funcién () de (4.30) para obtener su valor madximo

Q(]M) — <X2>M - ag¢r2n

4.64
O (4.64)
y al reemplazar el valor (x?),; de (4.51)) junto con M? = Q2 — ag?¢3 se transforma en
. On % ag .o 2
= - + - o, (4.65)
QUinm) g 9 Qu ((150 o )
que usando (4.45) se puede expresar asi
Qy :—[1—8ag— -—— (1—a . (4.66)
) 9 g %o Q3
Comparando con (4.31)) se obtiene
. 877'3 8 QO gqug
= —  |1=8ag—./-—2=(1= 4.67

de donde se puede obtener el nimero de ciclos del proceso 7, de forma implicita usando la expre-
sién de ¢(j) dada por (4.32).

4.5. Equilibrio térmico

En este problema se tiene un estado inicial de no-equilibrio M2¢? > m?y?. Supongamos que
se llega a un equilibrio térmico del sistema completo luego de un cierto tiempo. Como vimos la
creacion de particulas de y estd centrada alrededor de £ = 0, por lo que vamos a suponer para
simplificar la cuenta que también es un campo homogéneo y lo tomaremos como un grado de

libertad clasico. El valor de expectacioén de alguna cantidad F' es

(F) = /dgde¢ddeX Fexp[-LVH] (4.68)
donde la densidad Hamiltoniana es
P2 M2 P2 m?
¢ 2 X 2 g9 ,9 9
= —+ — = 4+ — = . 4.69
H 2+2¢+2+2x+2¢x ( )

Por el teorema de equiparticion de la energia se tiene

OH OH kT
N a

(M?¢* + g&*x*) = (m*X* + go™x*) 471

que al reemplazar ‘H queda
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y se deduce la condicion de equilibrio

M2(¢?), =m* (x*) (4.72)

eq’
Si suponemos que el equilibrio se alcanza cuando se termina la resonancia ancha y escribimos
<¢2>eq = ¢2, se tiene usando || y ||
<X2> ~ %2 \/§¢OQO
eq m2 \/g

Comparando este valor con el valor de expectacion de X al finalizar la resonancia ancha dado por

) (4.73)

(4.51) y teniendo en cuenta que M > m se tiene

<
V8g g m? /g

Vemos que el equilibrio no debe alcanzarse cuando finaliza la resonancia ancha, sino mucho des-

Q M? M? /8¢
<)A<2>M ~ m _\/_¢0 - ~ < 2>eq' (474)

pués.

5. Energiay presion

Usando la primera de las ecuaciones (E.7) escribimos la densidad de energia del campo pesado

M2
po(t) = TJ (5.1
Inicialmente vale M2
Po =5 (5.2)
y al finalizar la resonancia ancha disminuye al valor
M22,
P = T¢' (5.3)
Si consideramos la interaccién la energia inicial del campo pesado es
Q2 ¢2
Poo = —g (5.4)

La densidad de energia del campo liviano podemos expresarla como una inicial y una variacién

como en la ecuacion (F.13))

Px =Pxo T APy (5.5)
d3k
:pxo -+ / Wujk ‘Bj‘z, (56)
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Usando la solucion a la recurrencia (4.18)

A U |
pX :pXO +/> (27T>3wk 2 (57)

1 (5 {—szn} / 5 { mk*n ]
—pro + 2 exp | akk? K2 T m? 1 gdtexp | ——— | (5.8

=1

Notamos que al ser ¢, < ¢; para todo j previo al fin de la resonancia para calcular la energia

basta ver que g¢?, domina en la raiz ya que

992, N V/89d0S

R Ry —" 1 (5.9)

excepto cuando k% > /8gp)y, valores suprimidos por la exponencial dentro de la integral. Nos
queda luego de integrar y tomar sin? ~ 1/2

_ \/—¢J 3/2 /.
Px =Pxo T \/_16 3 (\/_Cb ) ( ) (5.10)

donde ¢(j) estd definida en (4.32). En el momento del fin de la resonancia tomamos ¢; = ¢,
usando la ecuacién (4.45) y j = ju
1/4 ,
Prar =Pxo T 7559 (@0fh)” a(jnr)- (5.11)

El cociente entre la densidad de energia creada de particulas livianas y la inicial del campo pesado

considerando la interaccion es

APXM 21/4
= —9q(jum)- (5.12)
Pé¢o - 8

Este cociente debe ser menor a la unidad, de lo que deducimos

873
qUunm) < == (5.13)
y tomando logaritmo natural
1
Ing(jp) <54+ 1In—. (5.14)
9

Enla ﬁguragraﬁcamos la funcién In ¢(j) de la ecuacién li conb = 2exp [—mm?/,/gdo .
Nos interesa el caso en el que b ~ 2 de manera que vale la condicién de resonancia ancha y

M > m. Se ve de la figura que In ¢ ~ b j/2. De la dltima ecuacién se tiene

1
i <54+1In-. (5.15)
g

Vemos que el nimero de ciclos que dura el proceso crece al disminuir g. Ademés el nimero de

ciclos es una cantidad finita del orden de 10.
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Figura 8: Grafico del logaritmo natural de ¢(j) en funcién de los ciclos j. Nos interesa el caso
b~ 2 donde b = 2exp [—mm?/,/goSd]. Como (x?); ~ Q(j) ~ q(j) se ve que la amplificacion
del campo liviano es exponencial en el nimero de ciclos.

5.1. Presion del campo liviano

Ahora calculemos la presién del campo liviano usando la ecuacién (F20) del apéndice

&Prk
Py :/ 2n) (A —1) (5.16)

1 . J n Tm?n :| k4 { k2n :|
N ~ | | —— 1
1272 ; <n) 2" exp { N / \/k:2 T+ g8 exp 76052 (5.17)
V2 T (\/§¢o§20)5/22j:(j> on [ m?n ] 518

T3 e, 7 2 P T 00

En el dltimo paso se aproximé como antes v/k2 + m?2 + g¢? ~ ,/g¢;/2. Definimos

(i) 2 :
g2(i) =) (i) 73 XD {—%} (5.19)

n=1

que difiere de la funcién ¢(j) dada por (4.32) en que contiene n~>/2 en vez de n~%/2. En la figura
@ se comparan In ¢(j) y Ings/2(j). Nos queda

V2 g
Px =3on gbj

(925090) 2 g5/2(j)- (5.20)

Viendo el momento en el que termina la resonancia ancha reemplazamos ¢; por ¢y,

Pxn = 3\2/_4 239/4 (o2 0) as2(Jnr)- (5.21)
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Figura 9: Grifico de Ing(j) y de Ings/2(j) en funcién del ciclo j para distintos valores de b =
2exp [—mm?/,/gpod]. Se ve que g5/2(j) es més pequefia que ¢(;j) para todo j > 1.
Ahora reordenamos la expresion para comparar p con Ap,,, de la ecuacion (5.11))

1 24 ) .
Pxw 5372 1639 (000)" a5/2(jnr)- (5.22)

Como ¢5/2(j) < q(j) para todo j escribimos

1 2! 2 .
Pxu < 557221639 (60820)" q(jar) (5.23)
1
< mApXJW (5.24)

Finalmente vemos que la presion de las particulas creadas

pX]\/I < 0711 Ap)(M' (525)

es compatible con que sea la materia oscura fria del universo.

6. Expansion del universo y dilucion de particulas

6.1. Cota superior para la temperatura inicial de la radiacion

Volvamos a considerar la expansion del universo que despreciamos a lo largo de las cuen-
tas. Como la creacién de particulas se da en tiempos del orden €2~! tiene sentido asumir que el
espacio se expandid poco. Sin embargo la creacion de particulas serd también pequefia en los pri-

meros ciclos cuando ain no hay produccién estimulada de particulas. Queremos comparar estos
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3/2

dos efectos. A partir de la definicion X = x/a*/# podemos escribir el cociente entre los valores de

expectacion del campo fisico cuadrado de ciclos contiguos

<X2>j+1 _ a? <>AC>
< 2

%),

En un universo dominado por radiacién a ~ t!/2 por lo que el espacio se expande cada vez menos a

6.1)

>

intervalos de tiempo iguales. Ademads como t,,1 = t; +7/€2; y €, es cada vez mayor, los tiempos
41y t; estan cada vez mas juntos a medida que j crece. En otras palabras la expansion del espacio
entre tiempos contiguos es cada vez menor por dos cuestiones: el campo pesado oscila cada vez
mas rapido y la expansion del espacio en un universo dominado por radiacion es cada vez menor.

El cociente de la derecha se puede expresar de la siguiente manera usando la ecuacion (4.30)

<X2>j+1 _ a? <>A(2>Oj+1 +Q1Q( + 1) 6.2)
) e (0 QU '
J

Es claro que el cociente de la derecha es cada vez mayor a medida que j crece. Esto junto con que el

cociente a;/a;4; es creciente en j nos lleva a que si vale <X 2> > <X 2> entonces vale lo mismo
1 0

para cualquier j: si la dilucién de las particulas no es pronunciada en el primer ciclo entonces no

serd importante luego. La condicién <X’ 2> > <X 2> nos lleva a la siguiente relacion (recordar
1 0

que Q(0) = 0)

ai < (X*)or + Q1)
ag (X*)o .

Escribiendo t; = ty + 7/, donde ¢ty = 1/2H, es el tiempo en el que empieza a oscilar el

(6.3)

campo pesado, eligiendo ap = 1 y usando la ecuacién (2.5) se tiene

Hy\ V2
14 27— : 6.4
( + WQO) (6.4)
Usando la ecuacién (2.35) nos queda
H0>3/2 (XHo +4Q(1)

14 27— < - (6.5)

(1) <,

2+ 001

< ag¢1 + QIQ( ) (66)

aggy

que al usar la ecuacion para ©; dada por (4.35) y luego M? = QF — agdj se expresa

<1+2 HO) Rt Vs (6.7)
m— —_— .
Qo a9¢%
02 — 2
1421 "0 6.8
S ag®p} (05)
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El valor de €2; habria que obtenerlo de la solucién a la ecuacion cudrtica (4.36). Como mostramos

en el apéndice |G|el valor de €2; es menor que el valor de la solucion Qj a la ecuacion cuadratica
QF = O + 9,00)) (6.9)

que es

. . 2
Qj:%ou\/(%m) + Q3. (6.10)

Como buscamos la cota superior reemplazamos Q2 por 22

Ho\™? 02 — Q2
1+ 27— 1+ == 6.11
( + 7T90> <1+ P (6.11)

1 gQ(1)\? gQMN\*
<1+ ag%g{Q ( : ) +9Q(1)\/<T) +QO} 6.12)
Q(1) 20 \?
<14+ 2a¢%{1+\/1+(—gQ(1>> } (6.13)

El valor que aparece en la raiz se puede escribir aproximando la exponencial que aparece en ¢(1)
por 1 de la siguiente manera 2Q/gQ(1) = 1673\/Q0/g°/*\/¢o. Queremos ver que este valor es
grande. Para ello reemplazamos el maximo valor de g que sale de que la masa sea positiva y viene

dado por el limite superior de la ecuacién (4.60). Se tiene 20 /gara.Q(1) = 1673a>/*(do/Qp)>/*
y como ¢ > () esta cantidad es grandﬂ La cota se simplifica a

H0>3/2 Q1)
1+ 2720 <14+ 6.14
( Qo agpi 6.19)

que despejando la constante de Hubble inicial y reemplazando (1) de la ecuacién (4.31])

Q 1o, \2
H°<%{[1+a87r3<\/§¢0) ] —1}. (6.15)

Para todos los valores de g permitidos la cantidad que suma con el 1 es pequeiia por lo que desa-

rrollamos y obtenemos

1 Qo \**
H —_— Q. .1
0 < 2474 (\/§¢0) 0 (6 6)

Como la cantidad entre paréntesis es pequeia vemos que la constante de Hubble debe ser mucho
menor a la frecuencia inicial del campo pesado para que el efecto de dilucién de particulas no

le gane a la creacién en el primer ciclo. Podemos pensar que mientras H > Hj la creacion estda

2 Notar que es necesario que ¢y > )y para que haya un rango permitido de valores de g, ver ecuacion (4.60).
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suprimida y cuando se empieza a cumplir la cota (6.16) se hace efectiva la creacion de particulas,
ver figura
De esta desigualdad también podemos ver que el tiempo que dura la resonancia ancha es mucho

menor al tiempo tipico de expansion del universo. De (6.16) tenemos

1 1
— < — 6.17
A (6.17)

y como el tiempo que dura la resonanciaes tj,, —to = 7 Z]M ! Q7' < i/, yaque Qg es la

menor de las frecuencias, se tiene

7TjM 1
_ 6.18
0 < I, (6.18)

donde 77, es un nimero del orden de las decenas como se observé anteriormente.

6.2. Correccion en (?) por la expansion del universo

Nos interesa calcular cémo cambia el valor de expectacion (x?); debido a la expansién débil
del universo. Para ello vamos a introducir los factores de escala a donde sea necesario y hacer un

seguimiento de la cuenta. Partamos de las ecuaciones para los campos reescaleados
¢+(M2+g< >) ¢ =0 E17)
. k2 ) $>
Je + aTm g5 Jr =0 2.13)

donde estamos considerando a las masas efectivas que contienen H? como constantes. Seguimos
proponiendo para el campo pesado soluciones de oscilador arménico para cada ciclo que pegamos
en los ¢; pidiendo la continuidad de la funcion y su derivada. Notar que el decaimiento de la
amplitud del campo pesado debido a la expansion del espacio estd absorbida en el reescaleo del
campo ® = ¢/a’/?. La diferencia es que ahora la frecuencia del campo pesado durante un ciclo
Q,(t) = M* + g(x*)/a® dependera del tiempo no solo por la dependencia (x?)(¢), sino también
a través del factor a*(t). En la cuenta sin la expansion del espacio ya estamos considerando que
(x*)(t) es constante en el tiempo dentro de un ciclo y ahora haremos lo mismo con el factor
de escala, dandole un valor constante a(t;) = aj. Esto nos permite que el campo pesado sea,
como antes, un oscilador arménico que cambia su frecuencia y amplitud ciclo a ciclo sin incluir
anarmonicidades.

Con la forma (3.1)) para el campo pesado la ecuacién para los modos del campo y es

. k2
fk+{ +m? +% “[1 — cos 2€); (t—tj)}}szo. (6.19)
Las condiciones de resonancia ancha van a ser
2 2
?is L g¢3 > 402, (6.20)

J
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Para calcular tanto la correccién de frecuencia adiabdtica (3.8)) como el desarrollo de w? alrede-
dor de los tiempos para los cuales se viola la adiabaticidad es necesario calcular las derivadas

temporales primera y segunda de w?

d(w? k> :
W) _ oKy, 9 [2¢>¢ . 3¢>2H} 6.21)
dt a? a?
d2 (w2 k2 . ) .
W) ey 9 [2¢2 + 260 — 1206H + 15¢2H2} (6.22)
dt? a? a’
donde usamos que H = —2H? en un universo dominado por radiacién. La correccion de frecuen-

cia adiabdtica puede escribirse como

1 [5d [dw?) d*(w?)
sz[m( i )‘“2 e } (6.23)

que termina expresandose de una manera muy complicada. Hemos definido los tiempos ¢; como
aquellos para los cuales el campo pesado se anula. Al analizar esta expresion vemos que los tiem-
pos para los cuales e > 1, de manera que se viola la adiabaticidad, no coinciden con los ¢;.
Sin embargo, este efecto solo tiende a alargar o acortar el tiempo entre dos momentos en los que
se crean particulas y no la cantidad de particulas que se producen. Para ver como se modifica la
cantidad de particulas que se crean es necesario mirar los coeficientes de Bogoliubov f3;. Estos co-
eficientes surgen de haber aproximado el problema por el de scattering en un potencial parabdlico
temporal cerca de las regiones donde se viola la adiabaticidad. Vamos a asumir que atin es posible
desarrollar w? alrededor de estos tiempos de manera que el orden lineal se anule. El desarrollo,
considerando que los Z; son los tiempos en los que se anula el campo pesado, es

d(w?) 1 d*(w?)

Wi (t —t;) mw(t;) + 7 (t)(t—t;) + 53 (t;)(t —t;)? (6.24)
k? . k>
W (t —t;) ot m? + (%d)ﬁ + 4?1{2) (t —t;)* (6.25)
2 K’ 2, 9 212 2

En el dltimo paso se despreci6 la cantidad con H? debido a la cota dada por la ecuacién (6.16) y
a la condicién de resonancia ancha g¢? /2 > k% Vemos que los pardmetros de la ecuacion (3.32)
son ahora
2
g
wy = — +m?, wi; = LQ%QJ (6.27)

3/
a;

y nos queda de la ecuacién (3.32)

(6.28)

k?/a;/2 + mQa?/2
V908l

]ﬁj\z = exp [—W
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El médulo del producto ¢,2; es constante al igual que antes, pero |3;|*> depende de j a través del

factor de escala. La fase acumulada entre dos ¢; es ahora, a primer orden en k2 / a? + m?,

tj+1
b, — / (') dt (6.29)

tj
T/ 2 g

= — 4+ m? 4+ Z¢? sin® Qt’ dt’ (6.30)
0 aj a;

o NI 9

NQWQ—j (6.31)
J

V9 P08

N2W o0 (6.32)
g J

Vemos que la fase se hace del orden de 27 cuando

GPoSo
€y ~ ,/—\/_ 57 (6.33)
7T6Lj

Como a > 1 esta condicidn se viola antes que la del caso sin expansioén del universo. En otras
palabras, la resonancia dura menos. Mientras dure la resonancia ancha podemos promediar a cero

los términos de fase al igual que antes y escribir

1+ 2|Bj|* = (1+2|B;1|*)A; (6.34)

donde el coeficiente de amplificacién ahora si depende del ciclo A; = 1 + 2|$;|2. La solucién a la

ecuacion de recurrencia se obtiene al igual que antes

J
1+2|B;]” =[] A (6.35)
i=1
Ahora reescribimos para aproximar a primer orden A; = A;(1 + 6.4;/.A;) y asi obtener
J
, SA,
2 _ 4 i
1+ 2|B| _Alill(H A1>' (6.36)
La variacion la podemos expresar como
0A; =A; — Ay (6.37)
|8 )
=2|6:? —1 (6.38)
5 <|51 2

1 1
=2|61|2{exp [— ﬁ;oﬂo <k2 (F — W) + m? (aj’/Q — ai’”))] - 1}. (6.39)
7 1

Expandiendo en potencias de k?/ V9% y de m?/ V/9%08y y quedandonos a primer orden se
tiene

27T’ﬁ1|2 1 1 3/2 3/2
R, ol il i) R CREL ] B

1
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Volviendo a la expresién (6.36) a primer orden, en esta tltima aproximaciéﬂ se puede escribir

. I SA
1+ 2|Bj|? ~ Al <1+Z f) (6.41)
i=2 7

donde la suma se puede expresar

TS A, or| By |?

con las definiciones

Ry

(11 L apn s
(1—/2 - ﬁ) : Ry (ai —aj ) : (6.43)
i=2 \% a,

7 =2

Considerando H constante se puede escribir a; = a; exp [Ho(t; — t1)] y desarrollando a primer

orden se tiene

Hy < 3Hya? <
R ~ —2—10/2 > (ti—t), Ry ~ 02 1 (ti —t1). (6.44)
a; =2 i=2

Ahora usando que t; — t; = "', 7/Q, escribimos

-1 . . 3/2 j—1 /. .

THy 3= (j — 1) 3mHoay (j—1)

R ~ _2a1/2 E a0 Ry ~ E ) (6.45)
1 =1 ¢ j

habiendo expresado la doble suma como una sola suma.

Queremos calcular

. 4’k 1 ¢?
<X2>j _/( o)’ (‘fk’Q \/m + 4(]?25-7712)3/2) (6.46)

A B 1
J
Bk 1 A,
_ /02N J 7 .
=(x >oj+/(27r) 5 [A ( ; A1> 1] (6.48)
A Bl (A -1 d3k AT
=(x)o; + / (mg( ;wj ) 4 / T, ZM (6.49)
=(x%)o; + ai a2 *Q,Q()) + A, (6.50)

donde A; es la correccion en la creacién de particulas respecto al caso del espacio estético y vale

cero para j = 0, 1. Hay otra correccion dada por el factor a; 3/2

del segundo término que proviene
del acoplamiento “efectivo”’g/a® de la frecuencia w;. Para j = 1 la correccién estd dada por el

factor a3 que aparece en el segundo término y viene a mostrar la expansién del espacio desde que

*Notar que el proximo término en la expansién va como (j — 1)(k* + m?)//géo.
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el campo pesado empieza a oscilar en £, hasta la primera creacion de particulas en ¢;. Utilizando

el binomio de Newton para expresar A{f - y la ecuacion (6.42)) se tiene

-1 /.
A =— m j; (j ; 1) 2”/dki—j (16:2)""" [K*Ry + m?Ry) . (6.51)
Haciendo el cambio n + 1 — n y usando las integrales y queda
A:—Qi/2 3120 0 m*
y Il {2611 1Q(7) + NGO RyQ2(j )1 (6.52)
donde Q(j) esta definida en y
21/
Qu/2(7) =55 q1/2(5) (6.53)

873

i/ n 5 1n
. 7\ 2 ™m
= — . 6.54
q1/2(7) ; (n) 172 exp [ \/gﬁonJ ( )
Es la misma expresion que () con la diferencia de que los coeficientes de la suma van como

n~2 en vez de n=3/2. Reemplazando las expresiones para R; y Ry aproximadas (6.45)

3 3/2 3/4 s (] _i) Q(]) mm’ 3/2 ;
A.:_Q Ho— 121 a, { 5 _\/§¢090a1 Q1/2(])} (6.55)

Vemos que la expansion del universo tiende a aumentar la produccion de acuerdo con que la crea-

cion esta centrada en £ = 0. De hecho, la contribucién positiva proviene de las integrales de &

mientras que la contribucidn negativa es de m. Despreciemos el término que resta y calculemos el

cociente
3/2 j—1 . .
Aj 37'(' 3/2(1, ] —1
. —Hpa : . (6.56)
QjQ(]) 4 J ; Q;
Escribimos para la suma
(R 2y

y queda

Aj il 3 Ho 3/2 3/2]
QG) ~ 49 Y

(6.58)

Sabemos de la cota de Hj dada por la ecuacién que Hy < €. Podemos escribir para el

factor de escala tomando H = cte = Hj

3
a3/2 —affﬂ exp [§H0(t — tl)} (6.59)
H
~a’? {1 + gg—ﬂ . (6.60)
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Escribimos entonces
8, _3rH

Q;Q(5) ST,

Recordar que j es un nimero del orden de las decenas. Vemos que si el espacio se expande poco la

alj < 1 (6.61)

correccion a la creacion de particulas respecto al caso estético es pequeia, de manera consistente.

7. Conclusiones

Hemos estudiado la resonancia paramétrica ancha como mecanismo de produccion de materia
teniendo en cuenta el backreaction sobre la frecuencia del campo pesado. Vimos que luego de
un nimero finito de oscilaciones del campo pesado el sistema sale de la condicién de resonancia
ancha en un estado lejano al equilibrio térmico. Durante el proceso se observé que el coeficiente
de amplificaciéon A = 1 + 2|3|? es independiente del ciclo debido a que depende del médulo del
producto ¢,€2;. Se calcul6 un rango de valores permitidos para la constante de acoplamiento y un
valor 6ptimo para la produccién. Ademads se estudio el efecto de la expansion del espacio sobre la
creacion de particulas obteniendo una cota superior para la constante de Hubble por debajo de la
cual la creacion es efectiva.

Dejamos para futuros trabajos: (1) el estudio del autoacoplamiento del campo pesado A¢* /4!
necesario para regularizar el valor (x?). Este autoacoplamiento tendrd una energfa asociada A¢* ~
g*¢* que es del orden de la energia de interaccion; (2) el estudio de las anarmonicidades del campo
pesado producto de la dependencia temporal de (x?)(¢) durante cada ciclo; (3) la regularizacion
y renormalizacion de la energia; (4) el estudio de la dinamica del sistema una vez finalizada la
resonancia paramétrica ancha; (5) estudiar en mayor detalle los términos de fases; por dltimo (6)
incorporar las fluctuaciones del campo pesado teniendo en cuenta que al crear particulas del campo
liviano aumentan las fluctuaciones del mismo con la posibilidad de que se pierda la homogeneidad.

El objetivo principal es generalizar este modelo para estudiar la creacion de vectores masivos
que puedan componer la materia oscura[d, 6] a partir de la oscilaciéon de un campo escalar que es

natural proponer para darle masa a los vectores.
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A. Sistema de unidades

Vamos a considerar el sistema de unidades habitual en cosmologia donde las tres constantes
universales ¢, kg y h toman el valor de uno. A partir del valor conocido para la constante de

Boltzmann en unidades de eV /K se puede obtener el valor del grado Kelvin
K~ 8,6 x 107 GeV.

Del valor de la constante de Planck partida en eV X s se obtiene el segundo
s~ 1,5 x 10** GeV!

y del valor de la velocidad de la luz en m/s se tiene el metro
m ~ 5 x 10" GeV 1.

Para expresar el kilogramo escribimos un Joule 6,24 x 10'¥eV = 1J = 1kg x m?/s? y tras utilizar

las expresiones del metro y del segundo recién obtenidas se encuentra
kg ~ 5,5 x 10% GeV.

La masa de Planck, que se puede obtener mediante el andlisis dimensional, es Mp = \/hic/G y

por lo tanto en estas unidades toma el valor

1
Mp = — ~ 1,22 x 101%GeV.
/e

Otros valores utiles son el afio luz expresado en kilometros
lanoluz ~ 9,46 x 10"?km
y el megaparsec

IMpc = 3,26 afiosluz x 10° ~ 3,1 x 10"km.

B. Ecuaciones para un espacio-tiempo isétropo y homogéneo

Las ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden cuyas incégnitas son las componen-

tes de la métrica espacio-temporal g,,,, son

R &G

9w = ?T/JJ/' (B.1)

R, — 5

El tensor R, es el llamado Tensor de Ricci definido a partir del Tensor de Riemann como

R;w = Ra;wa/ (BZ)
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y éste a su vez, a partir de los simbolos de Christoffel
Rauﬂv = Fawﬁ - Faub’ﬂf + Fvaaw - Fvuﬁraw- (B.3)

Estos son las componentes en base coordenada de la conexion de Levi-Civita y se expresan en

términos de la métrica como

O gy Oger O
rang—(gﬁ+ Joy _ 95”) (B.4)

2 oxY oxP o0x°

Para obtener la forma de estas ecuaciones en el caso que nos interesa debemos especificar
formas para la métrica y el tensor de energia momento. La métrica isétropa y homogénea es[21]]
. a’? 2,2 2.2 2
9w = diag <—1, T2 a“r®, a“r”sin 9) (B.5)

con K = ( para el espacio plano y K = =+1 para el espacio cerrado y abierto. Proponemos para el

tensor de energia momento

T“u :dlag (_p7p7p7p) (B6)

Los simbolos de Christoffel no nulos son

, a a rK
Mo =— Foii = —Gii I, =——
" a o’ 1— Kr?
[Tgo = — (1 — Kr?)r I, =—(1— Kr®)rsin*0 FGW = —sinfcosf
1
% =0%,=- I, = cot (B.7)
r

que no dependen de la signatura de la métrica por ir cuadraticos en la métrica. Recordar que son
simétricos en los indices de abajo. Nos bastard calcular las componentes del Ricci 00 y rr

Ry = — 32 (B.8)
a
il + 20% + 2K
_ B.
Ry =2 (B.9)

que tampoco dependen de la signatura de la métrica ya que se obtiene contrayendo un indice alto
con uno bajo del Riemann. Como el espacio es homogéneo el tensor de Ricci espacial escrito como
operador que manda vectores en vectores debe ser proporcional a la identidad para que no haya

una direccion privilegiada
R'; = \0'; (B.10)
de lo que se obtiene el escalar de curvatura espacial

Rpsp = 3\ (B.11)
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y por lo tanto

Rgs” 5. (B.12)

Rij -

Se ve que R", = R = R?,. De acd podemos obtener sencillamente las otras dos componentes

espaciales del Ricci que no son necesarias para calcular el escalar de curvatura

Rgg =1* (ad + 24° + 2K) (B.13)
Ry, =r’sin® 0 (ad + 24 + 2K) . (B.14)

El escalar de curvatura sale de contraer los indices del Ricci por lo que el signo depende de la

signatura y vale

. . 2 K
R— 6%, (B.15)
a
La ecuacién 00 de Einstein da
K 8rG
2 —
H” + - = Tp (B16)
y la espacial se puede calcular de cualquiera de las tres componentes ya que da lo mismo
a e
a = —T (p+3p). (B.17)

Las dos ultimas ecuaciones se les suele llamar la ecuacién de Friedmann y la ecuacién de Ray-

chaudhuri.

C. Valor de expectacion de (x?) en términos de la integral de
las f

Usando la expansion en Fourier (2.16) expresamos
1

() =g 2 ¢ ()0 (1) GAb
kK
1 : /
=g Y e <( Fol)ag + f (t)a,z) ( Fo(Daw + £ (t)&,t,>> . (C2)
kK’

Notemos que el operador a; en el campo de la derecha aniquila al vacio, mientras que lo mismo

ocurre para el az del campo que esté a la izquierda. Usando la relacion de conmutacion
(i, al,| = Vo (C.3)
obtenemos

() =% PR AGIANG) (C4)
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que al ser la ecuacion (2.18]) invariante ante k& — —k la solucién depende solo del médulo de £ vy,

tomando ademas el limite al continuo, se puede escribir

(x*) =/ (dﬁ | fl* () (C.5)

En el paso al continuo se cambia la suma discreta por una integral donde la medida de integracion
es (2m)?/V, es decir,

3k
SRy

D. Pegado de dos soluciones de oscilador arménico con distinta
frecuencia
Para tiempos ¢;_; <t < t; se tiene la ecuacion
o+ Q2 1¢p=0 (D.1)
mientras que para t; <t < t;; cambia a
O+ Qg =0 (D.2)

donde la frecuencia la asumimos constante en ambas ecuaciones. Una solucidén para (D.1) es de la
forma

¢ = AeiU-10-ti1) | pe=i1(t=tj-1) (D.3)
mientras que una a se expresa
b= Al (t=t) | Ble—i(t—t;) (D.4)

De la continuidad de la funcién y su derivada en ¢ = ¢; se obtienen las relaciones

1 Q4 Q4
A=-—-111 2 A 1— -2 B D.5
2[5 ) (0 5) ®

1 Q4 Q4
B =—1|({1--—2+=)4 1+ —-2—|B|. D.6
[0 ) e () ©s
donde se us6 que exp(i€2;(t; —t;_1)) = —1. Si tomamos A = —B = ¢;_,/2i se tiene
10) :¢j71 sin ijl(t — tjfl), t]’,1 <t < tj (D.7)
Q1 .

b =— ¢j,1é—1 sinQ;(t —t;), t;<t<tj (D.8)

J
por lo que si la frecuencia aumenta la amplitud del campo disminuye de manera que el producto

—¢;-182;_1 = ¢,£); mantiene constante su médulo.
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E. Terminos de fase

Consideremos la expresion (4.20)

<>A<2>j(t> = / (;Zﬁl;ziwj{l + 2|Bj|2 + 2% [AjB;‘e—Zi@t] } @20)

y observemos que las fases van a aparecer de dos maneras. Por un lado el dltimo término contiene
el producto A; B} que viendo las expresiones y (4.12) notamos que contienen las fases 0,
desde n = 0 hasta n = j. Sin embargo este término estd multiplicando exp(—2i6;) cuya fase
es una cantidad muy grande y por lo tanto el dltimo término de es una cantidad de oscila
fuertemente al variar poco el tiempo ¢ dentro del mismo ciclo donde se estd calculando el valor de
expectacion. Como lo que nos interesa es el valor promedio en un ciclo, promediamos este término
a cero. Para analizar los primeros dos términos de miramos la expresion (4.13)) y escribimos

usando la independencia de v y 5 con j

1+2|Bj|* = (1+2|B;_1 ) A+ 4R [afA; 1B e ] @)
(1+2|Bjoaf*) A+ 4AR [aBA; 2 B;_,e 1| + AR [afA; 1 B;_je "]

J
A+ 4> AR [aBA;_,B;_ e ] (E.1)
n=1
Si los términos de esta sumatoria son del mismo orden es natural que promedie a cero luego
de varios ciclos. Si los términos son exponencialmente crecientes o decrecientes es posible que
ocurra una correccion debida al término mas grande. Entonces hagamos lo siguiente: expresemos
las cantidades en términos de médulos y fases y llamemos © j,, al factor oscilatorio que dependera

de j y de n. Es decir

J
14 2B, =40 + 4 A" 0] B[ A; 0] | B[00 (E2)

n=1

Para calcular |[A;_,|y | B;_,| usamos la solucién a la recurrencia tirando los términos de fase (4.18))

1 .
|B; | =~ 3 (A —1), (E.3)
y usando que |A;_,|? = 1+ |B,_,|* se tiene
1 .
|Aj_n|® 5 (1+A7"). (E4)

Volviendo a (E.2) y teniendo en cuenta que .4 > 1 para tirar los 1’s escribimos

J
1+ 2By =A + 2[a|BlA ) 6,0 (E.5)

n=1

Vemos que en una primera aproximacion es posible promediar estos términos a cero.
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F. Tensor de energia-momento

Consideremos la accion del sistema en el espacio plano

2 2
o= /dt/d%x {4’2 L s A ¢2x2}

- [as [;d3x<f:+fx>] e

A partir del teorema de Noether, haciendo una traslacion en el espacio tiempo y requiriendo que la

accion sea invariante ante esta transformacion, se obtiene el tensor de energia momento(lo llama-

mos O para diferenciarlo del tensor de energia momento usado para el modelo estandar)

0L 0L
O :(58M¢ay¢ + 53“X8VX + N L (E.1)
=0,00,¢ + 0,X0, X + N L. (F.2)

Para un fluido isétropo y homogéneo se tiene Oy = py O;; = p. Considerando ¢ = ¢, sin (¢ —

t;)y Q5 = M? + ag®¢3, la densidad de energia es

O M (V)P w9, s
_v A z E3
p=gt—t5 5t T 59X (F.3)
0242 M?2 02 -2 V)2 2.2
ZJT% cos® Q(t —t;) + % sin® Q;(t — t;) + X? ! 2X) + m2x + %¢2X2 (F4)
M2 ag?e!
- 2% + 92% cos® Q(t —t;) + py (E5)
=p¢ + Pint + Px (F.0)
donde se promedi6 cos® ~ 1/2y se definié
M? ag®¢; X* (V)2 m*° g,
= —0; int = , == — = . E7

La densidad de energia del campo x la calculamos tomando el valor de expectaciéon y usando el

desarrollo en Fourier (2.16)

1
pr =5 (X = (V) + m2X + 90°X7) (F.8)
1 . !
=a3 2 ¢ (G + (kK +m® + 96%) Cuoe)] (F.9)
kK
1 .
:WZ [\fk\“rwi!fkﬂ- (F.10)
k

Reemplazando las expresiones para las fj tirando los términos de fase, ver ecuacién (4.20), y

tomando el limite al continuo

d*k 1+ 2|B;|?
Px :/ (27T)3 2| ]| Wk (Fll)
Bl wy &k )
o+ By, ®.13)
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Para calcular la presion tomamos la traza espacial sobre el tensor de energia momento p =

0i /3.

¢2 2¢2 XQ (VX)Q 2X2 g

= M —m?ie — 2472 F.14
L) > T 6 g T ¥X E14)
1 g1
2M2<;52 (cos® Q(t — ;) — sin’ Q(t—tj))—i—%cos%lj( i)+
2 2
f VO e e gas)

El primer término promedia a cero en el tiempo, y ademds promediamos cos? 1/2. Tomamos valor

de expectacion sobre la parte del campo liviano

2.4 -2 2 2
ag-o; x° (Vx) 2X© G 9 o
PR Ry (A S S T A S : F.16
pr— +<2 o mi o = Do (F.16)

Reemplazando el desarrollo en Fourier (2.16)

2 14 PN
4979 1 ik+k)z | o o k-k 2 2
= Toe ;; e (XkXw) + 3 {(XkXk) (F.17)
2.4
M ¢ 2 k? 2 2
T gy 3 [l (5 et .19

Tomando el limite al continuo y reemplazando las fj (no escribimos la parte divergente)

D & Pint + Dy (F.19)

donde

2 414 3 2
ag-g; d°k k i
int = , = | —= —-1). F.20

G. Ecuacion cuartica para ();

Vimos que se tiene la ecuacion (4.36) para €2;. La idea es obtener una cota superior para las

soluciones a esta ecuacion y no resolverla de manera exacta. Podemos reescribirla de la siguiente

manecra
Of — M2Q2 — ag? ¢33 ,
: G = 9QU)%: (G.1)
J
Usando M? = Q32 — ag?¢?
02 + ag®e} .
. © (2 - 0F) = 9Q())9;. (G.2)
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Si llamamos c al cociente de la izquierda entonces 1 < ¢ < 2y escribimos

02— gQ(j)Qj —02=0 (G.3)

J c

que tiene solucioén

2c 2c

0, = 29U, \/<—9Q<j))2 + 0. (G4)

Vemos que podemos acotar por encima al {2; si tomamos ¢ = 1 que es justamente la solucién a la

ecuacion cuadratica.

H. Integrales

Algunas integrales utiles son:

x? T a®
S N R R 2 2
/ =73 > +a 21n<x+ J:—l-a)—l—C (H.1)

x? T
v T V2 + 2
/(x2+a2)3/2 —x2+a2+ln<x+ x +a>+C’ (H.2)

1
/\/932 +a?=-= [x\/ 22 + a2 + a®sinh ! g} +C (H.3)

2
o° 17
2 —azr’] = -~ H.4
/0 T”exp [ ax } 12372 (H4)
%0 3.7
4 —ax?l =X H.5
/0 T”exp [ axr ] S /2 (H.5)

Escribamos la integral de la fase de una manera exacta. Tenemos

/9
Hj :A dt\/k?2 +m? + ggb? sin2 Q]t (H6)

Definiendo x* = —g¢?/Vk? +m?2, Q;t’ = t y teniendo en cuenta que la integral es par respecto
de /2 se puede escribir

/1.2 2 (/2 _
0, :2% / div/1 — K2 sin 2 (H.7)
J 0

y la integral que queda es una eliptica completa de segunda especie con pardmetro negativo y

modulo mayor a 1

N
0.

J

0; =2 E [gpﬂ . (H.8)
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