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Resumen

En esta tesis presentamos un estudio sistematico de la dindmica de particulas en flujos tur-
bulentos rotantes. Este tipo de sistemas es de gran interés en una amplia variedad de contextos,
tanto para entender fendmenos naturales como industriales. El estudio de los mecanismos fisicos
involucrados en estos procesos es relevante para entender la atmoésfera terrestre a gran escala y
sus océanos, atmosferas gaseosas planetarias, y otros sistemas astrofisicos. Mediante simulaciones
numéricas directas de hasta 5122 puntos de grilla se integraron las ecuaciones de Navier-Stokes
y de Maxey-Riley para la trayectoria de las particulas con el software GHOST considerando
efectos de masa agregada. Los efectos de la fuerza centrifuga y de Coriolis para las particulas se
agregaron al cédigo como parte de esta tesis. Las ecuaciones se integraron en un dominio ciibico,
con condiciones de contorno periddicas y se dej6é evolucionar el flujo hasta obtener un estado
turbulento sostenido mediante un forzado de fase aleatoria e intensidad constante.

En sucesivas simulaciones se vari6 el ntimero de Rossby entre 0.015 y 0.24 y se realizo
ademas una simulacion sin rotacién. En todas las simulaciones se despreciaron los efectos de
la gravedad. Se observd que el espectro de energia sigue un comportamiento compatible con
una ley de potencias con exponente —5/3 en el caso sin rotaciéon y —2 en el caso rotante.
Para las particulas se usaron dos nimeros de Stokes (0.3 y 3) para particulas con la misma
densidad que el fluido. Se calcularon los tiempos de correlacion de la velocidad de las particulas
en la direcciéon paralela y perpendicular al eje de rotacién y se observdé que en general los
tiempos paralelos son mayores a los perpendiculares. Se calcularon las funciones de distribucion
de probabilidad de desplazamientos en el plano paralelo y perpendicular para tiempos menores y
mayores al de correlaciéon y encontramos que las particulas recorren distancias mas grandes en el
plano perpendicular. A partir del analisis del desplazamiento cuadratico medio en las direcciones
paralela y perpendicular se encontr6é que las particulas tienen un comportamiento balistico para
tiempos menores al tiempo de correlaciéon y un comportamiento difusivo para tiempos mayores
al tiempo de correlacion en las simulaciones con mas baja rotacién, pero super-balistico en el
caso rotante. Otro aspecto analizado fue el de acumulacion preferencial. Este estudio se realizo
mediante diagramas de Voronoi para la posicién de las particulas. Se encontré que no hay

formacién de clusters de particulas en ninguno de los casos estudiados.
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cAPITULO 1

Introduccién

La turbulencia es un fenémeno ubicuo en la naturaleza. Esté presente en una gran variedad de
flujos, desde flujos geofisicos y astrofisicos hasta flujos industriales |1}, 2, B, 4]. La no linealidad de
los sistemas turbulentos resulta en un acoplamiento entre las estructuras en las distintas escalas,
y su interacciéon hace que el problema sea de alta complejidad. La principal caracteristica de la
turbulencia es que las interacciones no lineales comparadas con la disipacién son muy grandes. El
namero de Reynolds, que mide esta relacion, puede ser mayor a 108 en flujos geofisicos y mayor
a 10'2 en flujos astrofisicos. Esto hace que el problema tenga una cantidad enorme de grados
de libertad. Ademaés, no se ha encontrado al momento una teoria consistente para el problema
partiendo de la ecuacion de Navier-Stokes, por lo que el estudio mediante simulaciones numéricas
cobra vital importancia y supone una dificultad particular relacionada a la inmensa capacidad
de calculo que se necesita para resolver todas las escalas fisicas relevantes de este tipo de sistemas
I5].

Dentro de la variedad de flujos turbulentos, la turbulencia en un sistema rotante es un proble-
ma de relevancia ya que existen en la naturaleza un gran cantidad de flujos en estas condiciones
[5, [6]. Es el caso, por ejemplo, de la atmosfera terrestre a gran escala y sus océanos, atmosferas
gaseosas planetarias, y otros sistemas astrofisicos. También existen aplicaciones industriales co-
mo en turbomaquinarias y mezcladores quimicos. La intensidad de la rotaciéon se mide mediante
el numero de Rossby, que es la relaciéon entre el periodo de rotacién y el tiempo caracteristi-
co del flujo en la escala de inyeccion de energia. Uno de los fendémenos mas importantes de la
turbulencia rotante es la formacién de estructuras con forma de columna de vortices a gran
escala. La aparicion de estos vortices estd asociada a una bidimensionalizacién del flujo en el
plano perpendicular a la rotaciéon. Estas estructuras interactian con la dindmica global en tres
dimensiones y dan origen a una fuerte anisotropia que hace que los flujos turbulentos rotantes
tengan una dinamica muy rica [, [§].

En muchos de los sistemas mencionados el flujo es en realidad multifase: una fase turbulenta
liquida o gaseosa, y una fase solida de particulas que son transportadas por el fluido [9] 10,

6]. Estas particulas pueden ser contaminantes en la atmoésfera o en el océano, nutrientes o
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microorganismos en el océano, o las gotas de agua en las nubes. Para estudiar la dindmica de
particulas de tamano finito en flujos turbulentos, se necesita una formulacién de las ecuaciones de
movimiento de las particulas advectadas [I1]. El problema es que las particulas de tamano finito
son objetos extensos con sus propios vinculos. Actualmente, se conoce mucho més en detalle
la dinamica de particulas en el caso de turbulencia is6tropa. En el caso con rotacién entran en
juego ademas las fuerzas de Coriolis y centrifuga. La aparicién de las estructuras de vortices
a gran escala interacttia con las particulas y hace que la trayectoria de las mismas en el caso

rotante sea muy distinta al caso isétropo.

Uno de los fenémenos de gran interés que ocurre en flujos multifase es el de acumulacion
preferencial [9, 10, 12]. Segun las condiciones del sistema, las particulas pueden acumularse en
determinadas regiones del flujo de manera no homogénea. En el caso isétropo, este fendémeno a
sido ampliamente observado tanto es simulaciones numéricas como en resultados experimentales.
El caso anisétropo es mas complejo: por la existencia de la fuerza centrifuga, las particulas son
expulsadas hacia los limites del recinto, lo que supone una dificultad tanto en experimentos como
en simulaciones. Sin embargo, en los tltimos anos ha habido un avance en el estudio de este caso.
En un trabajo del 2016, Biferale et al. [6] pudieron observar mediante simulaciones numéricas
directas que las particulas livianas (de densidad menor a la del fluido) tienden a difundir en la
direccién paralela al eje de rotacion, mientras que las particulas pesadas tienden a acumularse
en el plano perpendicular al eje de rotacion. Sin embargo ellos estudiaron solo el transporte
y difusién media, y no consideraron otros indicadores estadisticos ni la posible acumulacién

preferencial de particulas.

Tanto la rotacién como la estratificacion pueden ser relevantes en flujos multifase atmosféricos
y oceanicos, de acuerdo a la escala de interés. Por ejemplo, el descubrimiento del efecto de
difusién vertical en particulas livianas puede tener importantes aplicaciones en la dindmica de
poblacion de micronadadores activos o pasivos en el océano [6]. Sin embargo, ain existe una
gran variedad de preguntas sin responder. No se sabe cuanto afectan el confinamiento y el
forzado en las predicciones que se puedan obtener tanto de las simulaciones numéricas como
de los experimentos. Tampoco se pudo caracterizar completamente las zonas en las que se da
la acumulacion preferencial de particulas. La explicacién habitual para el caso isétropo esté
relacionada con la expulsion centrifuga de particulas pesadas desde el nucleo de los remolinos
turbulentos, que resultaria en la acumulacion de las particulas en regiones de baja vorticidad
del flujo, para particulas con bajo nimero de Stokes (definido como la razon entre el tiempo de
relajacion de la particula y el tiempo de disipaciéon viscosa) o con baja inercia. Para particulas
con Stokes grande, se cree que las particulas se acumulan en puntos con aceleracion Lagrangiana
nula, donde la fuerza local (en el sistema de referencia del fluido) se anula [I3| O]. En el caso
anis6tropo no se ha encontrado aun una explicacién de este tipo que caracterice a las regiones
donde se acumulan las particulas, aunque se han realizado avances en el caso en el que la gravedad

es importante [10].

La existencia de tantas aplicaciones, tanto naturales como tecnologicas, genera la necesidad
de entender en detalle la dinamica de particulas en contextos relevantes en flujos atmosféricos y
ocednicos, donde la rotacién o la estratificacion no pueden ser despreciadas de acuerdo a la escala

considerada. El espacio de parametros de estos sistemas es muy amplio: el nimero de Reynolds,



el nimero de Rossby, el niimero de Stokes y la relacion de aspecto del espacio que confina al
fluido son solo algunos de los pardmetros involucrados. Poder estudiar diferentes combinaciones
de estos parametros es importante para el modelado de flujos oceénicos y atmosféricos a gran

escala.

En esta tesis se presenta un estudio sobre particulas inerciales en flujos turbulentos rotan-
tes realizado mediante simulaciones numéricas directas, utilizando un modelo para particulas
pequenas dado por la ecuacion de Maxey-Riley [I1]. Para simplificar el sistema, se consider6 el
caso de particulas con flotacién neutra y se despreciaron los efectos de la gravedad, aunque se
implementaron y verificaron las ecuaciones en el caso méas general posible para particulas con
cualquier relaciéon de masa. Se realizaron simulaciones con Ro entre 0.015 y 0.24, también se
estudio6 el caso sin rotacién, y para cada una de estas simulaciones se consideraron dos valo-
res del namero de Stokes de las particulas: 0.3 y 3. Para entender céomo influye la rotacion en
la organizacion del flujo se realiz6 una caracterizacion Euleriana del sistema mediante la cual
se pudo verificar la presencia de estructuras coherentes de vorticidad con forma de columnas
cuasi-bidimensionales. Con respecto a la dindmica de particulas, se buscoé conocer como varia la
trayectoria de las particulas y si existe acumulaciéon preferencial en los casos estudiados. Para el
estudio se calcularon los tiempos de correlacion de las velocidades de las particulas en la direc-
cion paralela al eje de rotacion y en la perpendicular. Se pudo observar que en las simulaciones
con mas rotacion los tiempos de correlacion son menores en la direccion perpendicular (por la
presencia de vortices cuasi-bidimensionales, y probablemente por efecto de la fuerza de Coriolis),
y mayores en la direcciéon paralela (por la presencia de las estructuras con forma de columna,
que introducen una memoria mas larga en el flujo). Para poder distinguir la dindmica a tiempos
menores y mayores que el tiempo de correlacion, se calcularon las funciones de distribucion de
desplazamiento paralelo y perpendicular de las particulas en estos casos. Se pudo notar que
las particulas se desplazan mas en la direcciéon perpendicular que la paralela, y atn a tiempos
cortos es mas probable encontrar particulas que se desplazan mucho en 7| a medida que au-
menta la rotacién. A tiempos largos, el desplazamiento perpendicular cambia notablemente y la
probabilidad de encontrar particulas a diferentes distancias se mantiene constante en un rango
grande de desplazamientos. Con respecto al ntimero de Stokes no se observan grandes cambios,
lo que indica que en este caso los términos de masa agregada y de Coriolis de la ecuaciéon de
Maxey-Riley son los dominantes en la dindmica. Se calcularon también los desplazamientos cua-
draticos medios en las direcciones paralela y perpendicular y se observé que a tiempos cortos el
comportamiento es de tipo balistico, como era de esperarse. A tiempos largos, para los casos con
menor rotacion la dispersién horizontal se acerca a un comportamiento difusivo, pero para los
casos con rotacion fuerte parece acelerarse y volverse més réapida que balistica. Para el estudio
de acumulacién preferencial se realizaron diagramas de Voronoi y se calcularon las funciones de
distribucién de probabilidad de los volimenes de las celdas de dichos diagramas. Esto permitié

observar que no existe acumulacién preferencial en ninguno de los casos estudiados.

A continuacion, en el Capitulo 2 presentamos los estudios y resultados previos importantes
para comprender los resultados de la tesis. En el Capitulo 3 discutimos los métodos y herra-
mientas utilizadas junto con los primeros resultados, mostrando como el método numérico usado

captura correctamente la dindmica de particulas en sistemas de referencia rotante. En el Capi-

3
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tulo 4 presentamos los resultados de diversas simulaciones numéricas para estudiar la dindmica
de particulas inerciales en flujos turbulentos rotantes. Finalmente, en el Capitulo 5 presentamos

las conclusiones de la tesis.



CAPITULO 2

Turbulencia rotante y particulas inerciales

En este capitulo se introducen las ecuaciones que describen la dindamica de flujo turbulento,
partiendo de la ecuacién de Navier-Stokes. Se distingue entre el régimen laminar y el turbulento y
se presentan sus ecuaciones de balance. En la seccion 2.2]se presenta la teorfa de la turbulencia de
Kolmogorov para turbulencia isétropa y homogénea. En la seccién se introduce el problema
de particulas inerciales inmersas en el fluido, y se presenta la ecuacion de Maxey-Riley que
describe su dinamica. Finalmente, en la secciéon se particulariza el problema para el caso de

turbulencia rotante.

2.1. Ecuaciones y parametros de control

La dindmica de los flujos turbulentos en el régimen incompresible esté regida por la ecuacién
de Navier-Stokes (NS),

du+u-Vu=—-LVP+uViu+f,
u+u u pr rv-u (2.1>
V-u=0,

donde u es el campo de velocidades del fluido, P es la presiéon, f son las fuerzas externas por
unidad de densidad de masa, py es la densidad del fluido y v, la viscosidad cinematica. Tanto
pf como v se consideran constantes y uniformes. En la primera ecuacion, el segundo término
del lado izquierdo es el término de adveccion, que describe los efectos inerciales. El segundo
término del lado derecho es el término de difusividad y describe los efectos viscosos. Existe una
competencia entre estos dos términos: los elementos de fluido tienden a ganar energia cinética
siguiendo inercialmente el campo de velocidades, pero el movimiento relativo entre elementos de
fluido hace que se disipe més energia a medida que aumenta la viscosidad. Si se adimensionaliza
la ecuaciéon de NS se encuentra que la dependencia en los parametros esta contenida en un tnico
nimero adimensional, el nimero de Reynolds, definido como

Re = E} (2.2)

v



Capitulo 2. Turbulencia rotante y particulas inerciales

donde U y L son alguna velocidad y alguna longitud caracteristicas del problema. Se puede ver
que el numero de Reynolds pone en juego la competencia descripta anteriormente, midiendo la

intensidad de los efectos inerciales sobre los viscosos:

|u- Vul

Re ~ .
‘ |vV2u

(2.3)

El ntimero de Reynolds permite definir dos regimenes bien distinguidos del flujo. Cuando
Re <« 1, los efectos viscosos logran suavizar el arrastre del flujo. A este régimen se lo conoce
como flujo laminar y esta caracterizado por una dindmica suave y ordenada. A medida que Re
aumenta, los efectos inerciales le ganan a los efectos viscosos. Cuando Re > 1, el flujo puede
encontrarse en el régimen turbulento, los efectos inerciales rigen la dindmica lo que resulta

en un flujo desordenado y fuera del equilibrio.

2.1.1. Condiciones de contorno periédicas

Desde el punto de vista tedrico, y para estudiar la turbulencia en su régimen universal y
despreciando efectos de borde, nos gustaria considerar un recinto infinito. Como esto no es
viable computacionalmente y trae dificultades mateméticas, es til considerar condiciones de

contorno periddicas en las variables espaciales. Esto significa:

v(x+nL,y+mL,z+qL) =v(z,y,z2), (2.4)

donde L es un longitud que corresponde al periodo del campo de velocidades. Es natural entonces
considerar el flujo restringido a una caja periédica de lado L tal que 0 < z < L, 0 <y < L,y
0<z<L.

2.1.2. Ecuaciones de balance

En un sistema fisico conservativo descripto por un Lagrangiano, sabemos mediante el teorema
de Noether que por cada simetria del sistema existe una magnitud conservada. Si bien NS
describe un sistema disipativo, para forzado y viscosidad nulas, presenta una serie de simetrias
(por ejemplo de traslacion espacial y temporal) que permiten derivar leyes de conservacion.
Para Re bajo, algunas de estas simetrias se rompen. Pero medida que Re aumenta, se desarrolla
un estado turbulento que va recuperando una a una las simetrias. Cuando el flujo llega a un
estado de turbulencia completamente desarrollada estas simetrias se recuperan en un sentido
estadistico, es decir, en términos de valores medios (asumiendo ergodicidad, pensaremos que
es equivalente tomar promedio espacial o sobre el ensamble). A continuaciéon se enumeran las

ecuaciones de balance relevantes para nuestro sistema.

En ausencia de fuerzas externas, se tiene la conservacion del impulso lineal,

d

— () =0, (2.5)
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y la ecuacién de balance de la energia cinética, E.,

d U2 dEc . 1 2\ 2\
- <2> = =3 <Z (Byu; + Djuq) > = —v{|w*) = —20Q.. (2.6)

ij

donde w = V x u es la vorticidad y . = (Jw|?)/2 es la enstrofia. Se define también la tasa media
de disipacién de energia por unidad de masa como
dE,
€= — dtc = 200, (2.7)

Finalmente se tiene la conservacién de la helicidad, H,

d /1 dH
dt<2u'w>—dt——u(w'wa>——2un (2.8)

donde H, = (w -V X w)/2 es la helicidad vortical. Todas las cantidades mencionadas en esta

seccion son valores medios tomados por unidad de densidad de masa.

2.1.3. Balance de energia escala a escala

La ecuacion de balance de energia ([2.6) no tiene ninguna contribucién del termino no lineal
de NS. A partir de este resultado se puede observar que el papel de este término es redistribuir

la energia entre las distintas escalas de movimiento, sin afectar la cantidad de energia global.

Para estudiar el proceso de redistribucion de la energia escala a escala es 1til trabajar en el
espacio de momentos. Para esto se definen filtros pasa-altos y pasa-bajos de una funcién, que
atentian las componentes espectrales de la funcién por debajo y por encima de un dado namero
de onda K > 0, que esta asociado a una escala espacial | = 27/ K. Entonces, dada una funcion

f(r) L-periddica y su transformada de Fourier discreta, fx,

flr)=>" fue™T, (2.9)

k

donde k es el vector de onda, se definen las dos familias de funciones que dependen de r y del

pardmetro adicional K. La funcién filtrada pasa-bajos es

fre®) = > fue™T, (2.10)
k| <IK]|
y la pasa-altos-filtrada,
frs(®) = > fue™T. (2.11)
k> K]

La escala espacial | = 27/K se denomina la escala de filtrado. Sumando las dos funciones
filtradas se recupera la original. Aplicando estos filtros al campo de velocidades se obtienen las
funciones ug - y ugs que son los campos de velocidades asociados a vortices de escala menor a

[ y mayor a [, respectivamente.

Usando la identidad de Parseval
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(fg) = fros (2.12)
p

con la transformada de Fourier del campo de velocidades en la ecuacién de Navier-Stokes, se

deriva la ecuacion de balance de energia escala a escala [14],
€k + g = —2vQK + F, (2.13)

donde se introduce la energia acumulada entre el nimero de onda 0 y K:

1 1 .
&k = §<\UK<|2> =3 > P (2.14)
k<K
la enstrofia acumulada,
1 1 R
O = 5 (wr<l?) = 5 3 B0, (215)

k<K

la inyeccion (por el forzado f) de energia acumulada:

Fie = (frecuk<) = ) iy, (2.16)
y el flujo de energia a través del ntimero de onda K:

g = (ug< - (Ug< - Vuks)) + (uk< - (uk> - Vugs)). (2.17)

La ecuacion (2.13]) puede interpretarse de la siguiente manera: la tasa de cambio de la energia
en la escala | ~ K~! es igual a la energia inyectada en esas escalas por el forzado (Fx) menos
la energia disipada en esa escala (202 ) menos el flujo de energia (IIx) hacia las escalas mas

chicas o méas grandes debido a las interacciones no lineales.

2.2. Turbulencia is6tropa y homogénea

2.2.1. Cascada de Richardson y escalas caracteristicas

De las ecuaciones y vemos que, en un flujo turbulento is6tropo y homogéneo, la
viscosidad se vuelve despreciable en las escalas mas grandes. En el sistema la energfa es inyectada
en alguna escala caracteristica del mecanismo de forzado, que llamaremos [;;,. Este forzado genera
vortices o remolinos de ese tamano caracteristico. El término no lineal en la ecuacién de Navier-
Stokes se encarga de transferir la energfa de esta escala a remolinos mas pequenos, y la energia
de estos a otros mas pequenos. De esta manera, la escala de los vortices va disminuyendo hasta
llegar a otra escala caracteristica en la que los esfuerzos viscosos se vuelven dominantes.

Se vuelve evidente que para cada sistema habra escalas caracteristicas que delimiten los
rangos en los cuales determinados mecanismos fisicos son dominantes por sobre los demés.
Ademas de la escala de inyeccion de energia ya definida como [l;;,, es util definir la escala
de disipacion de Kolmogorov, 7, como la escala en la cual la viscosidad se vuelve dominante.

En escalas més pequenas que 7, la energia que el flujo haya transportado se disipara en forma

8
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de calor por accién de los esfuerzos viscosos. Se define ademas la escala integral, [y, como el

promedio del espectro de energia F(k) pesado por la inversa del nimero de onda k,

kLB (k)dk
L, EEm)

T B (2.18)

lo

En general, esta escala es proporcional a la escala de inyeccién l;;,. A partir de estas escalas
se puede definir el rango inercial como el rango de escalas | dado por n < I < Iy en el que la
inyeccion de energia y la disipacién por viscosidad son despreciables. Por la ecuacién de balance
, en este rango el flujo de energia II; se mantiene constante, y en el estado turbulento
estacionario es igual a la disipaciéon de energia media € en la ecuacién .

Uno de los primeros en estudiar la transferencia de energia entre escalas en flujos turbulentos
fue Richardson. En su trabajo de 1922 [I5] presenta por primera vez un modelo para la interaccion
entre vortices de distintos tamafios. Ideas de este modelo fueron luego tomadas por Kolmogorov
para su teoria de la turbulencia (K41, [14]) Antes de entrar en la descripcion detallada del modelo
presentaremos algunas cantidades relevantes.

En todo el trabajo llamaremos [ a la escala bajo consideracién, tipicamente entre n y lg, y

u; al valor tipico de la velocidad asociado a la escala [, cuya definicién préctica es

up ~ <5uﬁ(l)> (2.19)

(donde du = [u(r +1) —u(r)] -1/ es el incremento longitudinal de la velocidad, con I = 1) para
I <lo,y

up ~ +/(u(r +1) -u(r)) (2.20)

para l > lp. Ademas se llama ug a la fluctuacion r.m.s de velocidad y 7x 1, al tiempo no lineal, que
es el tiempo tipico de giro de un remolino de tamano ~ [, también llamado tiempo de circulacion.
TN es el tiempo en el que una estructura de tamano ~ [ sufre una distorsiéon significativa por
movimiento relativo de sus componentes, y estd dado por
l
TNL ~ —. (2.21)
uj
Como se consideran flujos incompresibles, cuando dos puntos en un vortice se separan, otros
dos puntos deben acercarse. Entonces, 7y, es también es también el tiempo tipico en el que se
transfiere energia de la escala [ a escalas més pequeiias. A partir de esta idea se puede estimar

el flujo de energia de escalas ~ [ a escalas més pequenas,

2 3
u u
I, ~ — ~ L.

2.22
TNL l (222)

En el rango inercial, donde tanto la inyeccién de energia como la disipacién se vuelven
despreciables, el flujo debe ser independiente de [ e igual a la tasa de disipaciéon media €, por lo

tanto

u ~ B3 (2.23)
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que significa que el campo de velocidades sigue también una ley de escalas con exponente 1/3.
De aca también se sigue, asumiendo autosimilaridad, la llamada ley de los 2/3: <6uﬁ(l)> ~ud ~

€2/312/3 . Por otro lado, el tiempo no lineal también es autosemejante con el mismo exponente,

T ~ € AR, (2.24)

Cerca del limite superior del rango inercial, cuando [ ~ [y, se tiene ug ~ et/ 3lé/ 3, de lo que

se obtiene una de las relaciones mas ttiles de la teoria K41,

3
U
€~ -2, (2.25)
lo
Esta relacion es consecuencia de la ley de los 4/5 y tiene una amplia aplicabilidad porque permite
estimar la tasa a la que se disipa energia en flujos turbulentos en la atmoésfera, los océanos, y en
el medio interplanetario en base a pardmetros macroscopicos del flujo.

El limite inferior del rango inercial, donde la viscosidad se vuelve relevante, se obtiene fe-
nomenologicamente. El tiempo caracteristico en el que una excitacion se atentia por difusion
viscosa en escalas ~ [ se puede estimar como

l2
Tdif ~ —- (226)
v
que tiende a cero con [ més rapido que 7y 1. Se sigue entonces que, sin importar lo pequena que

sea la viscosidad v, la difusién se volvera relevante en la escala en la que sean iguales los dos

tiempos,

1~ (,,3)1/4, (2.27)

€

que es la escala de disipaciéon de Kolmogorov introducida al principio de esta seccién. Podemos
también definir un tiempo de disipacion de Kolmogorov como 7, ~ (1//6)1/ 2 que serd muy
importante mas adelante cuando consideremos particulas con inercia.

El modelo de Richardson permite visualizar al flujo turbulento como una superposiciéon de
remolinos interactuantes de distintos tamanos. Esta idea se representa de manera pictoérica en
la figura Los remolinos més grandes tienen una escala ~ [y. Las sucesivas generaciones de
remolinos tienen escalas I, = lp¢" (n = 0,1,2,...) con 0 < ¢ < 1. El valor exacto de ¢ no
es relevante. Los remolinos mas pequenos tienen tamafos caracteristicos ~ n. El nimero de

remolinos por unidad de volumen crece como ¢~3

" para asegurar que los remolinos pequenos
llenen el mismo espacio que los grandes. La energia inyectada en las escalas mayores a tasa €
se transfiere hacia las escalas mas pequenas a través de la jerarquia de remolinos también a la
misma tasa €, y eventualmente serd disipada al llegar a los remolinos més pequenos también
a tasa e. Este argumento es el que da origen a la idea de cascada de energia y motiva dos
hipotesis importantes de la teoria K41.

La primera hipo6tesis importante en esta teoria es la de invariancia de escalas en el rango
inercial. Esta se romperia, por ejemplo, si los remolinos més pequenos ocuparan un volumen
mas chico que el volumen original ocupado por el vortice grande (la ruptura de esto da origen

al fenomeno de intermitencia [16]). La segunda hipotesis que entra en juego es la de localidad.
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Figura 2.1: Esquema de la cascada de energia segin el modelo de Richardson.

Esto significa que, en el rango inercial, el flujo de energia en escalas ~ [ involucra mayormente
escalas de tamafio comparable, desde ~ ¢l hasta ~ ¢!l [I17].

Existen dos argumentos a favor de la hipotesis de localidad. El primero tiene que ver con
que los remolinos pequenios no se distorsionan por un barrido uniforme. Un remolino de tamano
dentro del rango inercial va a ser barrido por los remolinos de escalas mayores en los que esta
inmerso. Esto no cambiara su energia debido a que el barrido uniforme se puede pensar como
una transformacion Galileana aleatoria y la ecuacién de Navier-Stokes es invariante frente a
este tipo de transformaciones. El segundo argumento esta relacionado con la distorsiéon de los
remolinos, que esta controlada por el esfuerzo de corte, es decir, los gradientes de velocidad. El
esfuerzo de corte asociado a la escala [ es s; ~ uy/l ~ €l/3172/3_ Esto expresa que el minimo
estaré en el limite superior del rango inercial | ~ [y y el maximo en el extremo [ ~ 7. La cizalla
que sienta un remolino de tamano [ debido a otro de tamano I’ > [ no producira distorsion,
porque en las escalas mas grandes hay muy poco esfuerzo de corte. La cizalla que sienta debido
a remolinos de escalas I’ < [ tampoco producira distorsion porque los remolinos mas chicos no
estan actuando coherentemente en la escala [. Por lo tanto, la distorsiéon de los remolinos vendra

de escalas I’ ~ [.

2.2.2. Espectro de Kolmogorov

Una de las consecuencias més importantes de la teorfa K41 es la dependencia con el niimero
de onda que sigue el espectro de energia. Si asumimos que el espectro de energia sigue una ley

de potencias
Ek) xk™, 1<n<3, (2.28)

usando la formula de Wiener-Khinchin se puede relacionar el espectro de energia con la funciéon de
correlacion [14], lo que permite deducir que los incrementos cuadraticos del campo de velocidades

deber ser homogéneos y seguir también una ley de potencias
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(uf (1) ~ ((u(r') —u(r))?) o [r' — """, (2.29)

Finalmente, usando la ley de los 2/3 se llega a la formula para el espectro de Kolmogorov,

E(k) o /3,713, (2.30)

2.3. Particulas inerciales de tamano finito

La descripcién Lagrangiana de flujos turbulentos esté en el centro de una gran variedad de
problemas fisicos con aplicabilidad en contextos industriales y ambientales, desde la dispersion
y difusiéon de contaminantes hasta el mezclado de agentes quimicos o biolégicos, por mencionar
algunos ejemplos. En muchos de estos casos, el flujo es en realidad multifase: la fase turbulenta
liquida o gaseosa, y la fase de particulas s6lidas que son transportadas por el fluido. El problema
es complejo en su planteo general. Todavia no se ha encontrado una ecuaciéon de movimiento
aproximada que describa la dindmica de las particulas en los casos més generales posibles. Una
solucién directa no solo es muy dificil de hallar si no que ademés no seria muy esclarecedora.
Desde el siglo XIX se intenta encontrar la aproximaciéon que permita escribir las ecuaciones
de movimiento de pequenas esferas rigidas sumergidas en un flujo dado usando unas pocas
ecuaciones diferenciales ordinarias, considerando conocido el campo de velocidades del flujo.
Surgen algunos problemas sutiles al intentar hacer las aproximaciones e hipdtesis correctas de
manera autoconsistente y han aparecido gran cantidad de resultados incorrectos en la literatura.
El problema fue resuelto cuando Maxey y Riley [II] escribieron una ecuacién de movimiento
para esferas rigidas pequeinias advectadas por un flujo suave, y Hunt et al. [I§], siguiendo el
trabajo de Taylor [19], corrigieron la forma del termino de masa agregada.

Los modelos més sencillos de flujos multifase toman la hipotesis de trazadores pasivos: con-
sideran despreciable el tamano de la particula y su inercia. Considerar que las particulas tienen
tamaifio finito y su propia inercia introduce un nuevo aspecto, las particulas ya no siguen exacta-
mente a los elementos de fluido, tienen su propia dindmica que, en consecuencia, es més compleja.
Las particulas de tamaifio finito no son capaces de ajustar sus velocidades a la del fluido de mane-
ra instantanea y, ademés, su densidad puede no ser la misma que la del fluido. Esto no solo tiene
importancia desde el punto de vista teérico, en el aspecto practico permite describir sistemas
como particulas de contaminantes o fitoplancton en el océano [I], en los cuales no es correcto
despreciar los efectos de inercia.

En esta seccion se introduce la ecuacion de Maxey-Riley, se discuten las hipotesis y el rango

de validez de la misma, asi como algunas de sus consecuencias.

2.3.1. La ecuaciéon de Maxey-Riley

Para estudiar la dinamica de particulas de tamano finito en flujos turbulentos, es necesario
tener una formulacién de las ecuaciones de movimiento de las particulas advectadas. El proble-
ma es que las particulas de tamano finito son objetos extensos con sus propios vinculos. Una
descripcion rigurosa involucraria resolver la ecuacion de Navier-Stokes con vinculos en movimien-

to, lo que tiene un alto costo computacional. Las ecuaciones en derivadas parciales resultantes
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de este procedimiento son muy complicadas de resolver y de analizar. Es méas til buscar una
descripcién en términos de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se puede escribir una ecuacién
diferencial aproximada para el movimiento de pequenas particulas esféricas inmersas en un flujo.
Si la particula tiene radio a y masa my, la ecuacion de Maxey-Riley da una buena aproximacion

a su dinamica,

myV = mf%u(r(t),t) — %mf (\'f _ D [u(r(t),t) + 110a2v2u(r(t),t)]>

Dt
t 2\ dr (2.31)
— 6mapsrq(t) + (my, — my)g — 6ma’ppv ; dq-\;i%7
donde
q(t) = v(t) —u(r(t),t) - éaQV?u- (2.32)

Aqui r(t) y v(t) = dr(t)/dt son la posicion y la velocidad de la particula respectivamente, y
u(r(t),t) es el campo de velocidades del flujo sin perturbar en la posicion de la particula. my
es la masa de fluido desplazada por la particula, y v es la viscosidad cinemética del fluido de
densidad py. g es la gravedad, y la derivada

Du Ou

Du _ du . 9.
D1 5 + (u- V)u, (2.33)

es la derivada hidrodindmica total tomada en el camino de un elemento de fluido, asi como

du_@u

E == E + (V . V)u, (2.34)

se toma a lo largo de la trayectoria de la particula.

El primer término del lado derecho es la aceleracion del elemento de fluido en la posicién
r(t) a tiempo ¢, y representa la fuerza ejercida sobre la particula por el fluido sin perturbar. El
segundo término representa el efecto de masa agregada, que da cuenta de que cuando la particula
se mueve relativa al flujo, desplaza cierta cantidad de fluido; el resultado es que la particula se
comporta como si tuviera masa adicional. El tercer y cuarto términos representan el arrastre de
Stokes causados por la viscosidad del fluido y la fuerza de empuje, respectivamente. La integral
es conocida como término de memoria de Basset-Boussinesq y aparece de considerar que la
vorticidad se desprende y difunde desde la particula por la viscosidad |20}, 21]. Los términos que
involucran el factor a2V? son conocidos como correcciones de Fazén [22] y dan cuenta de la
variacion espacial del campo de velocidad en diferentes puntos en el borde de la particula.

La ecuacién es valida para particulas pequenas a bajo nimero de Reynolds de la

particula Re,. Este nimero de Reynolds se calcula usando el tamano de la particula como escala
alv—u|

espacial, y la velocidad relativa entre la particula y el flujo a su alrededor, con Re, = ==

Esto implica que para que la ecuacion (2.31)) sea una buena aproximacion, la diferencia de
velocidades entre la particula y el fluido debe ser pequefia, o a debe ser lo suficientemente
chica. Otra condicién es que la diferencia de velocidades en los extremos de la particula, o mas

precisamente, el niimero de Reynolds de corte debe ser chico, Rer = a’I'/v < 1, donde T es el
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gradiente de velocidades caracteristico.

2.3.2. Caracteristicas generales de las particulas de tamano finito

Como se menciond en la seccién anterior, la dinamica de las particulas de tamano finito es
distinta a la de los trazadores pasivos. Si el tamafio de la particula es lo suficientemente chico, en
la ecuacion se pueden despreciar los términos que van como a®. Esto significa considerar
que las particulas son mucho méas pequenas que la longitud tipica de variacion del flujo. En este
caso, la ecuacién queda de segundo orden, que sigue resultando en una dindmica diferente
a considerar trazadores pasivos (en el caso de trazadores pasivos, I:(t) = u(r(¢),t), que es una
ecuacion de primer orden). Una consecuencia inmediata es que la dindmica de particulas con
inercia y con tamano finito tiene un espacio de fases de 2n dimensiones, donde n es la dimension
del espacio de configuraciones. Por lo tanto, si se considera un flujo plano, una particula inercial
de tamao finito serd descripta por 4 grados de libertad, mientras que una particula no inercial
tendra solo 2.

Otra consecuencia importante es que la dinamica de estas particulas es disipativa, aun en
flujos incompresibles, y el volumen del espacio de fases se contrae a una tasa n/St, con St
el nimero de Stokes, definido como la relacién entre el tiempo de relajaciéon de la particula
T, = (my + my/2)/(6wapysr), y el tiempo de Kolmogorov 7. En el caracter disipativo de la
dindmica yace la posibilidad de existencia de atractores en el espacio de fases, situacion que
no es posible para trazadores pasivos excepto que el mismo flujo Lagrangiano subyacente tenga
puntos de atraccion. Esto tiene consecuencias cruciales para la dindmica de particulas inerciales
en flujos turbulentos.

my +my/2

=2 = 2.35
P 6rapsv ( )

La densidad de la particula advectada por el fluido también juega un rol importante en su
dinamica. Haciendo un analisis perturbativo en el caso de particulas pequenas, Maxey demostré
[23] que si las particulas tienen densidad mayor a la del fluido, tienden a alejarse de las regiones
de vorticidad alta, como los centros de remolinos. Este efecto puede entenderse intuitivamente
como el resultado de la fuerza centrifuga apartando a la particula de una zona de rotacién alta.
De manera analoga, las particulas con densidad menor a la del fluido tienden a moverse hacia
las zonas de alta vorticidad. Estos efectos estan completamente ausentes en el caso no inercial.
En el caso méas general, en los tltimos afios se mostrd tanto numérica como experimentalmente
que las particulas mas pesadas que el fluido, y especialmente con numero de Stokes de orden
uno o mayor, tienden a acumularse preferencialmente en ciertas regiones del flujo formando
clusters |241, 9, [10]. Esta acumulacion preferencial ocurre para particulas con St > 1 en puntos

con aceleracion Lagrangiana nula [13], y serd un tema de interés en el capitulo 4.

2.4. Turbulencia en un sistema rotante

En esta seccion se describe brevemente el efecto de la rotacion en flujos turbulentos. Esta

situacion se encuentra en muchos problemas de flujos geofisicos y astrofisicos. El efecto de la
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rotacion se considera importante cuando el nimero de Rossby (la relacion entre el periodo de
rotacion y el tiempo no lineal) es lo suficientemente chico. Los flujos atmosféricos y oceanicos a
gran escala, por ejemplo, son afectados por la rotacion de la Tierra. Ademas en estos flujos el
ntimero de Reynolds es muy alto, por lo que se encuentran en estado turbulento. La teoria de

flujos rotantes puede consultarse con mayor detalle en [5] 25].

2.4.1. Ecuaciéon de Navier-Stokes para un flujo con rotacién rigida

La dindmica de un fluido incompresible sometido a rotacién rigida, en el sistema de referencia
rotante, se describe agregando los términos de aceleraciéon centrifuga y de Coriolis a la ecuacién
de Navier-Stokes,

ou 9
E—i—wxu—i—%)xu:—vp—l—uv u. (2.36)
En esta ecuacion, la aceleracion centrifuga estéd absorbida en el término de presion total por
unidad de densidad de masa, P = p/p — (Qr)?/2 + u?/2.

La rotacién tiene dos efectos en el flujo: la tendencia hacia la bidimensionalizaciéon del flujo,
y la aparicion de ondas asociadas a la fuerza restitutiva de Coriolis. El primer efecto puede
pensarse como resultado del Teorema de Proudman-Taylor [5]. En ausencia de viscosidad y de
fuerzas externas, y despreciando el término no lineal, la ecuacion en el estado estacionario
se reduce a un balance entre la fuerza de Coriolis y la presiéon, 22 x u = —V'P. Tomando el
rotor de esta igualdad se sigue que (2 - V)u = 0, es decir, que los gradientes en la velocidad
son perpendiculares al eje de rotacion. Esto resulta en flujos que son fuertemente anisétropos,
con dependencia espacial mucho mas fuerte en las direcciones perpendiculares a la rotacién que
en la direccion del eje de rotacion. La aparicion de grandes estructuras en formas de columna,
llamadas columnas de Taylor, es el resultado de esto. Y la bidimensionalizaciéon del flujo también
es ayudada por las ondas inerciales, que derivamos brevemente a continuacion.

A partir de la ecuacién (2.36]) se puede escribir una ecuaciéon linealizada para la vorticidad

w de un fluido inviscido sometido a rotacion [5],

ow

— =2(Q- 2.37

2 =20 V)u, (2.37)
la cual admite soluciones de la forma

u = hyelkxtiwt (2.38)

que son ondas inerciales, siempre y cuando se cumpla la relacion k-hy = 0 por incompresibilidad.

Las ondas inerciales presentan una relacién de dispersiéon anisétropa y dispersiva dada por

w=2sk-Q)/k. (2.39)

Los modos helicoidales hg exp(ik - x + iwt) corresponden a ondas circularmente polarizadas que

se propagan en la direcciéon k, con

hs =( x k+1is(, (2.40)
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donde s = +1 es la polarizacion, k = k/k y ¢ = k x Q/|k x Q|, son dos vectores unitarios

definidos a partir del vector rotacién fijo 2.

Como se menciond previamente, en flujos rotantes el niimero de Rossby mide la relacion entre

el término no lineal y el de Coriolis, siendo menor cuanto mayor es la frecuencia de rotacion,

U
201

donde U es la velocidad caracteristica del flujo y [ es la escala integral. La magnitud de Ro da

Ro (2.41)

una idea de cuanto afecta la rotacion a la turbulencia.

2.4.2. Espectro de energia en flujos rotantes

Dada la anisotropia del flujo, para caracterizar la distribucién espectral de la energia se con-
sidera usualmente un espectro anisotropo [7]. Para calcular el espectro anisétropo perpendicular,
las componentes de u(k) se integran alrededor del eje de rotacion para obtener un espectro que

depende solamente de k| ,

E(kJ_,t):% > lak,)l, (2.42)

ki <|ky|<ki+1

y analogamente se define el espectro paralelo al eje de rotaciéon como

1 N
E(ky,t) = 5 > lak, ). (2.43)
oy <k | <k +1
Los espectros de helicidad y enstrofia se pueden definir de la misma forma, reemplazando u(k)
por w(k) donde corresponda. Siguiendo el mismo procedimiento se pueden definir también flujos

de energia en las direcciones paralelas y perpendiculares.

Ahora contamos con los elementos para extender la fenomenologia de turbulencia isétropa
y homogénea al caso rotante. La presencia de ondas, que ademés son helicoidales (es decir, que
reducen la amplitud del término no lineal) reduce el flujo de energia, aumentando el tiempo
asociado a la cascada. Al orden méas bajo, podemos asumir que este tiempo cambiara por un
factor adimensional proporcional a 7y /7, donde 7 ~ 1/Q es un tiempo proporcional al
periodo de las ondas inerciales. Es decir, el tiempo de deformacion de los remolinos de tamaifio
[ sera 71 ~ 7nL(TNL/TQ) = QT?VL, y ademés la velocidad y la longitud relevantes seran las
perpendiculares al eje de rotacion, es decir, I ~ 1| y u; ~ u;, . Bajo estas condiciones el flujo de

energia resulta I} ~ € ~ uli /T, = u;ll/(Qli), de donde se sigue que
uf, ~ 2N (2.44)
o en términos del espectro perpendicular,
E(ky) ~ /202 2, (2.45)
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2.4.3. Un resultado previo

En un trabajo del 2016 [6] realizado por Biferale et al se estudié turbulencia con particulas
sometida a rotacion usando simulaciones numeéricas directas (DNS). Como se mencioné previa-
mente, la acumulacién anisétropa de energia lleva a la formacion de regiones verticales coherentes
de alta vorticidad en la direccion del eje de rotacion. En ese trabajo se cuantifico por primera vez
los efectos de estas estructuras verticales en la concentracion preferencial de particulas livianas
y pesadas.

Los autores observaron que millones de particulas se concentran de manera no trivial ni bien
aparecen en el flujo estas estructuras rotantes coherentes. En particular, las particulas pesadas se
difunden de manera més eficiente en el plano perpendicular al eje de rotacién, mientras que las
particulas livianas tienden a difundirse solo verticalmente. Al calcular la dispersién cuadratica
media en funcién del tiempo, encontraron que las particulas pesadas tienden a aumentar su
difusién en el plano normal a la rotacién mientras que su difusion paralela disminuye. Mas atdn,
manteniendo fija la relacién entre las densidades del fluido y de las particulas, observaron que el
efecto es mas fuerte a mayor St. Este mecanismo se invierte para particulas livianas. Los vértices
de Proudman-Taylor las atrapan suprimiendo la difusién en el plano normal pero aumentando
la difusion en la direccion paralela. Estas observaciones previas serviran de motivaciéon para el

trabajo presentado en los préoximos capitulo.
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CAPITULO 3

Herramientas y métodos

En este capitulo se presentan las herramientas numéricas y los métodos utilizados para
estudiar particulas inerciales inmersas en flujos turbulentos rotantes, junto con los primeros
resultados de la tesis asociados a la implementaciéon y validacién numérica de las ecuaciones
para las particulas inerciales en el caso rotante. En la secciéon se describen las simulaciones
numéricas directas y se presenta el software GHOST, utilizado para todas las simulaciones de
esta tesis. En la seccion[3.2)se describen las simulaciones con particulas y se presenta la ecuacion
utilizada en el caso de particulas pequenas sometidas a rotacién rigida. En el marco de esta tesis
se modifico el cédigo numérico agregando los efectos asociados a la rotaciéon para las particulas;
el proceso de validacion del codigo implementado se presenta en la seccion [3.3] Finalmente, en
la seccion se describen los diagramas de Voronoi, herramienta fundamental y utilizada en

esta tesis para el estudio de la acumulacion preferencial de particulas.

3.1. Simulaciones numéricas directas

Como vimos en el capitulo previo, la turbulencia surge de interacciones no lineales entre
todas las escalas temporales y espaciales. El nimero de Reynolds, que mide la intensidad de
las no-linealidades en flujos turbulentos, determina también el nimero de grados de libertad

9/4 gegtn la

requerido para resolver todas las escalas espaciales relevantes, que crecen como Re
teoria K41 [14]. En flujos geofisicos, Re puede ser mayor a 108, lo que sugiere la necesidad de
hacer evolucionar las ecuaciones de fluidos con més de 10'® puntos de grilla si uno quiere obtener
simulaciones precisas en todas las escalas relevantes del problema. Este enfoque en el que todas
las escalas espaciales y temporales estan resueltas (aunque en la préctica se realice con una
resolucion espacial mucho menor) se llama simulacion numérica directa (DNS, por sus siglas en
inglés).

En esta tesis se utilizaron DNS para integrar las ecuaciones de Navier-Stokes para el fluido.
Estas simulaciones se realizaron empleando el software GHOST [20, 27] que utiliza un método

pseudo-espectral [28, 29] para la resolucion espacial de las ecuaciones en derivadas parciales y
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un esquema de Runge-Kutta de segundo orden para la evolucién temporal. Las ecuaciones se
resolvieron usando condiciones de contorno periédicas en un dominio ctibico adimensional de
lado L = 2.

3.1.1. Meétodos de integraciéon y elecciéon de parametros

Para poder observar todos los procesos fisicos en el rango inercial, que son los que se estudian
en esta tesis, es necesario resolver desde la escala integral [y hasta la escala de disipacién de

—1/4 E]l software

Kolmogorov 7. En términos del nimero de onda se tiene n ~ 1/k, ~ (¢/v?)
GHOST utiliza la regla de los dos tercios para evitar efectos de aliasing. FEsta regla cancela la
amplitud del campo de velocidades para nameros de onda k > N/3 en cada iteracion, con N la
resolucion lineal. De esta manera, el méaximo nimero de onda resuelto serd N/3. Esto permite
relacionar la cantidad de puntos de grilla con los pardmetros € y v del sistema. Para que una
simulaciéon con N puntos de grilla lineales resuelva todas las escalas relevantes se debe cumplir
g > (%)1/4. (3.1)
El criterio para elegir el paso temporal de integraciéon dt tiene que permitir seguir a un
elemento de fluido en forma univoca, por lo tanto dt debe ser menor al tiempo que le toma a un
elemento de fluido moverse un diferencial espacial dx. Segtn la condicién de Courant, Friederichs
y Lewy (CFL) [29]

d 1
dthx ~ (3.2)

donde U, es la méaxima velocidad del flujo y dz la distancia minima entre dos puntos en la

grilla espacial.

Las ecuaciones y permiten fijar el nimero de Reynolds para una dada resoluciéon
espacial IV, y el paso temporal dt. Fijado N, para reducir el tiempo de computo al usar alta
resolucion espacial y aprovechar las ventajas de usar clusters de computo, el software GHOST
esta paralelizado utilizando un esquema hibrido con MPI-OpenMP. Los detalles del método de
paralelizacion se encuentran en [26].

Finalmente, para sostener la turbulencia contra la disipacion se utilizé un forzado aleatorio no
helicoidal, construido a partir de una superposiciéon de modos Fourier con fases aleatorias, usando
el algoritmo descripto en [30]. En todas las simulaciones se mantuvo constante la intensidad del
forzado y las fases aleatorias se variaron lentamente en el tiempo con un tiempo de correlacion

proporcional a medio tiempo no lineal en la escala integral.

3.2. Particulas pequenas en flujos en rotacion rigida

En la seccién se present6 la ecuacion para el estudio de la dinAmica de particulas
de tamano finito inmersas en un flujo con un campo de velocidades u. Se mencion6 también
que en el limite de particula pequena, la ecuaciéon puede simplificarse. Al tratar con un sistema
rotante es necesario considerar ademas los efectos de las fuerzas centrifuga y de Coriolis. La

ecuacion en este caso resulta
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I (R F e I
20 {Vp(t) - n%u(xp(t),t)] (3.3)
- (1 5 ) ) =l

donde como se mencioné previamente m, es la masa de la particula, my la masa del elemento
de fluido, u(x,(t),t) es la velocidad Euleriana del fluido en el punto x,(t) en el que se encuentra
la particula en el instante ¢, 7, es el tiempo de Stokes, Du/Dt es la aceleracion Euleriana del
fluido, §2 es la velocidad angular de rotacion del sistema y xq la posicion del eje de rotacion. Esta
ecuacion es valida para particulas pequenas pues se estdn despreciando los términos asociados
al radio finito de las particulas, y tales que el nimero de Reynolds del flujo en el entorno de la
particula sea de orden unitario [6]. Los tltimos dos términos corresponden, respectivamente, a

las fuerzas de Coriolis y centrifuga.

Bajo dichas aproximaciones se pueden redefinir las variables usando una escala [ y la veloci-

dad en esa escala u; como

l

r—rl, vp—vpy, u-—uy, t-—1t—, (3.4)
U
de tal manera que la ecuacion (3.3) queda adimensionalizada
dvp(t) 1 . Du
2 u(xy(0),1) = vp(t)] = (1= 1) g2 + R
Xp(t),t (35)

=20 x [vp(t) = Ru(xp(t), )] = (1 = R) {2 x [ x (3(t) — %0)]},

donde se definieron las cantidades

my 3 vy ug
7 my’ 2(14—7/2)’ 7 (36)

Eligiendo como longitud de referencia a la escala de Kolmogorov, | = 7, el ntimero de Stokes
queda St = 7,/7,.

Para resolver esta ecuacién se utilizan condiciones iniciales dadas por el estado turbulento
estadisticamente estacionario alcanzado en las simulaciones previamente explicadas. Las parti-
culas se inyectan en el flujo turbulento rotante y luego se integra su ecuaciéon de movimiento
junto con la del flujo por tiempos largos. La evoluciéon temporal de la ecuacién se realiza
con el método de Runge-Kutta. El célculo de la trayectoria de las particulas requiere calcular
velocidades del flujo en puntos que no corresponden a los de la grilla numérica Euleriana. Con
este fin se utiliza como método de interpolacion el método de splines ctbicos, siguiendo los re-
sultados de [31]. Este método permite calcular con buena aproximacion la velocidad del flujo y

las fuerzas ejercidas por el fluido sobre las particulas cuando estas caen entre puntos de grilla.

Es interesante notar que, a diferencia de las ecuacién para el fluido, la ecuacién de las

21



Capitulo 3. Herramientas y métodos

particulas tiene una dependencia explicita con la posicion del eje de rotacion. Asi, el uso de
condiciones de contorno periddicas es solo estrictamente correcto en el caso con my = m,, (para
el que la fuerza centrifuga y la dependencia con la posicion del eje se anula), o una aproximacion
cruda en cualquier otro caso. En esa situacion, lo méas correcto es detener la simulacién cuando
las particulas cruzan el borde del dominio.

Los términos proporcionales a {2 en la ecuacién fueron agregados al c6digo numeérico
en el marco de esta tesis. En la siguiente seccién se cuenta el proceso de validaciéon de las nuevas

partes del codigo.

3.3. Validacion

Una vez modificado el c6digo numérico para considerar el efecto de la rotacion en la dindmica
de las particulas, se procedio a validar el mismo. Se realizaron dos simulaciones, ambas con 5123
puntos de grilla en un flujo en reposo en el sistema de referencia rotante con 2 = 2.

En un primer caso se inyectaron en el flujo particulas con flotacion neutra (v = 1) y se
modifico el codigo para que solo se computaran los efectos de la fuerza de Coriolis (es decir, para
particulas con St — o0). La ecuacion se reduce a

dvp(t)
dt

En este caso, las particulas no ven al fluido y su trayectoria es simplemente la que se deriva de

= —2Q x vp(t). (3.7)
la accién de la fuerza de Coriolis, que se puede hallar analiticamente y tiene la forma

xp(t) = Asin (2Qt + ¢) + x; — Asin (¢),
yp(t) = Acos (2Qt + ¢) + y; — Acos (¢), (3.8)
2p(t) = vyt + 2,

donde z;, yi, 2i, Vz;, Uy, U son las posiciones y velocidades iniciales de la particula elegida
en las tres direcciones de movimiento. La amplitud A y la fase ¢ se obtienen a partir de las
condiciones iniciales como A = /vZ +vZ /2Qy ¢ = arctan (—v, /v,,). Esto permite contrastar
la trayectoria analitica con la simulada para verificar que el c6digo implementado es el correcto
para el fenémeno que se quiere describir. En la figura se muestra la posicién en funcién del
tiempo de una particula de esta simulacion en las tres direcciones cartesianas. Se puede observar
que la solucién numérica no tiene diferencias apreciables con la analitica, por lo que se considera
que el coédigo implementado es el correcto para la descripciéon de la dindmica de una particula
sometida a la fuerza de Coriolis.

En un segundo caso se realizé una simulacién con v = 2 que considerara solo los efectos de la
fuerza centrifuga (es decir, para una particula en un fluido en reposo en el sistema rotante con

g =0, St — oo, y despreciando la fuerza de Coriolis). En este caso, la ecuacion (3.5)) se reduce a

dvy(t)
dt

v la trayectoria también se puede obtener de manera analitica y resulta

_ _g{n % [ % (x,(t) — x0)]} (3.9)
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2.5
== Solucién analitica

3.2 == Solucién analitica == Solucién analitica
=« Solucién numérica =+ = Solucién numérica == Solucién numérica
3.11 ] '
3.0 4l '
2.91 | al
2.8 i 2

o o
w o
N
o

Posicién en z

Posicién en y
o
>

Posicion en x
=
w

o

w
=
o

o

N
o
w

0.0

Tiempo Tiempo Tiempo

Figura 3.1: Posicion en funcion del tiempo en las tres direcciones cartesianas para una particula sometida
a fuerza de Coriolis en un fluido en reposo en el sistema de referencia rotante.

l‘p(t) = Age 2/50t + Bye~ 2/50t + 20,
yp(t) = Aye 2/50t 4 Bye~ 2/50t Yo, (3.10)
2p(t) = vt + 2,

donde (z9,yo) es la posicion del eje de rotacion y las constantes se obtienen a partir de las
condiciones iniciales, Ay, = (v — ap + Vo, /w)/2 ¥y Bo = (; — ap — Vg, /w)/2 con a = x,y, y
w= \/%Q La posicién en funciéon del tiempo en las tres direcciones cartesianas para una de las
particulas de esta simulacion se puede observar en la figura[3.2] En este caso hay que considerar
que la fuerza centrifuga hace que las particulas eventualmente se escapen de la caja. Como se
estan usando condiciones de contorno periédicas, cuando una particula sale por alguna de las
caras de la caja, inmediatamente aparece por el otro lado. La solucién analitica no contempla
esta situacién y por eso es que solo se puede comparar la posicién hasta el tiempo en el que la
particula sale por alguno de los lados de la caja. Sin embargo, este tiempo es suficiente para
verificar que el codigo implementado logra capturar correctamente la dindmica de una particula

sometida a la fuerza centrifuga.
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Figura 3.2: Posicion en funcion del tiempo en las tres direcciones cartesianas para una particula sometida
a fuerza centrifuga. Notar que la solucion numérica deja de valer cuando la particula atraviesa el borde

del recinto.
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A partir de estos resultados se considera que el coédigo implementado es véilido para el sistema
que se quiere describir (dentro del rango de validez de las aproximaciones realizadas), y se usa
en adelante de forma completa para el resto de las simulaciones de esta tesis.

FEn esta instancia conviene realizar una breve aclaraciéon sobre las unidades de las cantidades
que se muestran en las figuras [3.2] y [B.I] y en todas las figuras del siguiente capitulo. Todas
las magnitudes que se muestran son adimensionales usando una unidad de longitud Ly y una
unidad de velocidad Up. Luego, el tiempo tiene unidades de Lo/Uy. A modo de ejemplo, si

1 entonces la caja en la que se encuentra el fluido tiene

tomamos Lo = 1 my Uy =1 m s~
longitud 27Lo ~ 6,28 m, una velocidad adimensional v = 1 corresponde a 1 m s~ !, y un
tiempo unitario corresponde a 1 s. Para dimensionar al sistema al compararlo con problemas
geofisicos, es conveniente usar unidades para Lg y Uy més grandes. Por conveniencia, y sin perder

generalidad, de ahora en adelante seguiremos usando unidades adimensionales.

3.4. Diagramas de Voronoi

Para estudiar la acumulacién preferencial de particulas, una herramienta fundamental son
los diagramas o teselados de Voronoi. Un diagrama de Voronoi es una separacion del espacio en
las regiones mas cercanas a cada uno de los objetos de estudio, en este caso, las particulas. Cada
particula tendré asociada una regién a la que se llama celda de Voronoi, que consiste en todos

los puntos del espacio mas cercanos a esa particula que a cualquier otra.

3.4.1. Definicion de celda de Voronoil

La distancia euclidiana entre dos puntos p y q la notamos como |p —q|. Por simplicidad para
esta explicacion (aunque més adelante consideraremos el caso tridimensional), consideraremos

el caso en el que los dos puntos estan sobre el plano xy. Entonces se tiene

lp—q|l= \/(p:c —qz)* + (py - Qy)2' (3.11)

Consideremos P = p1, ..., Pn, un conjunto de n puntos distintos en el plano, que llamaremos
sitios. Se define el diagrama de Voronoi de P como la subdivisién del plano en n regiones, una
para cada punto de p; € P, tales que los puntos q que pertenecen a la regiéon asociada al sitio
p; cumplen la condicién de proximidad |q — p;| < |q — p;|, para cada p; € P (j # 1).

La region de Voronoi de cada sitio se construye a partir de la interseccién de los semiplanos
bisectores de p; con todos los demaés sitios pj, j # i. La interseccién de estos semiplanos define

una region poligonal convexa que puede ser abierta o cerrada (ver la figura [3.3)).

3.4.2. Aplicacién al caso de particulas en flujos turbulentos

Como ya fue mencionado, cuando se quiere estudiar la dindmica de particulas inmersas en
fluidos, los diagramas de Voronoi permiten cuantificar la separacion entre estas particulas y, por
lo tanto, son una herramienta fundamental para estudiar acumulacién preferencial.

Para estudiar el fen6meno de concentracion preferencial lo usual es comparar la distribucion

estadistica de los volimenes de las celdas de Voronoi con la distribuciéon obtenida en el caso
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Figura 3.3: Un ejemplo de diagrama de Voronoi en 2D. Los puntos negros representan los sitios. El
poligono que delimita cada sitio es su celda de Voronoi que se determina con la interseccion de los planos

bisectores entre el sitio y sus vecinos.

de un proceso aleatorio de Poisson (RPP por sus siglas en ingles), en el cual los sitios (o las
particulas) estan distribuidos uniformemente en el espacio.

La distribucién espacial de los sitios correspondientes a un RPP fue investigada en la litera-
tura [32]. Si bien no hay resultados analiticos disponibles, diversos autores propusieron funciones
halladas empiricamente para la densidad de probabilidad de los volimenes de las celdas de Vo-
ronoi. En un trabajo reciente de Uhlmann [33] se muestra que la densidad de probabilidad de

los volumenes de los sitios en este caso es una funcion Gamma generalizada de la forma

Cba/c a—1 _—bx°
I'(a/c)

donde a = 4,806, b = 4,045 y ¢ = 1,168 son coeficientes que, en principio, dependen de la

flz) = : (3.12)

cantidad de sitios n considerados, pero para n > 10* la dependencia en n es despreciable.

Este método fue utilizado para el estudio de la acumulaciéon de particulas en flujos turbu-
lentos por primera vez por Monchaux et al. [12] 24] que mostraron que comparar la funciéon de
distribucion de probabilidad (PDF') de los voltumenes de las celdas de un diagrama de Voronol
con la PDF obtenida en el caso de un RPP permite diferenciar los casos en los que existe acu-
mulacién preferencial de los que no. Asi, los diagramas de Voronoi representan una herramienta
computacional muy eficiente porque no solo permiten cuantificar la concentracion si no que ade-
mas permiten ademés definir clusters de particulas (asi como los vacios complementarios) de

manera no ambigua y notablemente simple.
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cAPITULO 4

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados de la mayoria de las simulaciones numéricas
directas realizadas en esta tesis. Nos concentramos en simulaciones con diferentes valores del
namero de Rossby (es decir, con diferentes velocidades angulares de rotacion), a las que agrega-
remos particulas neutralmente flotantes (es decir, con la misma masa que el fluido desplazado).
En la seccién se describe el método para la eleccion de los parametros utilizados a medida
que se aumenta el nimero de Reynolds y la resolucion espacial. En la seccion [£.2] se describe la
caracterizacion Euleriana del flujo para las simulaciones sin particulas. En la seccion [£:3] se des-
criben los resultados de las simulaciones con particulas. Finalmente, en la seccion [£.4] se detalla

el anélisis de acumulacién preferencial mediante teselados de Voronoi.

4.1. Ajuste de la viscosidad

En una primera etapa se realizaron simulaciones con N3 = 1283, 2563, 5123 puntos de grilla.
Los parametros se ajustaron sin rotacion (2 = 0), para méas adelante variar el valor de  en las
simulaciones con la resolucién espacial méas grande.

De la eleccién de los parametros depende que el método numérico converja correctamente en
cada paso y resuelva todas las escalas fisicas del problema. Los pardmetros involucrados son la
tasa de disipacion media de energia €, el nimero de puntos de grilla NV, la intensidad del forzado
fo, v la viscosidad v. Estas simulaciones permitieron ajustar la viscosidad v segin la ecuacién
, a medida que se aumentaba la resolucién espacial y a partir del valor obtenido en cada
simulacién de la tasa de disipaciéon e. La intensidad del forzado fp se mantiene constante en
todas las simulaciones. En la tabla se detallan los pardmetros de estas simulaciones.

Se utilizé6 un campo de velocidades nulo como condicién inicial. La amplitud del forzado fy
se eligio de tal manera que la energia cinética cumpla que E. = O(1), como se puede ver en la
figura [I.1] Se observa que hay un régimen transitorio en el que la energia aumenta mientras se
genera la turbulencia y luego, a t = 30 se alcanza un régimen estadisticamente estacionario, en el

cual la energia se mantiene constante a menos de fluctuaciones, lo que sugiere que la turbulencia
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’ Nombre ‘ N3 ‘ v ‘ fo ‘ Re ‘
N128 | 1283 | 5-1073 | 0.492 | 1278
N256 | 256% [ 1,2-1073 | 0.492 | 2123
N512 [ 5123 [ 54-107% ] 0.492 | 11783

Tabla 4.1: Pardmetros de las simulaciones con distintas resoluciones espaciales N; v es la viscosidad
cinemdtica, fo la intensidad del forzado, y Re el numero de Reynolds. En todos los casos, las simulaciones
no tienen rotacion.

ya estd completamente desarrollada.
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Figura 4.1: Energia cinética por unidad de densidad de masa para las simulaciones con distinta resolu-
cion espacial, todas sin rotacion (@ =0).

Como se menciond previamente, la viscosidad se ajusto para tener las simulaciones correcta-
mente resueltas. El procedimiento detallado para ajustar la viscosidad es el siguiente: se realiz6
una simulacién con N = 1283 con algtin valor de v y se calculé e. En el estado turbulento estacio-
nario € es aproximadamente constante y asintoticamente independiente del ntimero de Reynolds;
entonces se utilizé ese valor para realizar una nueva simulacién con un nuevo valor de v. Esto
se repitio las veces que fueron necesarias hasta obtener kj/kq S 1. Una vez obtenido esto,
se puede pasar a una simulacion con otra resolucién espacial y una nueva viscosidad v/ usando
la relacion v/ = v(N/N')*/3, que se deriva de la ecuacion . En la figura se muestra la
relacion entre k;, y kjnqe en todas las simulaciones con resolucion espacial creciente sin rotacion.
Notar que también se ve el régimen transitorio hasta ¢t < 30 y luego, la relacion se mantiene
aproximadamente cercana a 1 pero menor, a menos de fluctuaciones estadisticas, indicando que

la escala minima resuelta es la escala de Kolmogorov 7.
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Figura 4.2: Razon entre el nimero de onda de Kolmogorov k, y el mdzimo nimero de onda resuelto
kmaz, para simulaciones sin rotacion. La linea de guiones marca el caso en el que ambos numeros de
onda son iguales, simulaciones por debajo de esa linea estdn bien resueltas.

4.2. Caracterizacion Euleriana del flujo

Una vez elegido el valor de v de manera de resolver todas las escalas del problema, se
mantiene el ntimero de puntos de grilla en N = 512 en adelante. La simulacién N512 nos provee
las condiciones iniciales para poner el flujo en rotaciéon. Los pardmetros de las simulaciones con
rotacion de detallan en la tabla[£:2] En la figura [1.3] se muestra la energfa cinética por unidad
de densidad de masa, E., en funciéon del tiempo para los distintos valores de Ro (recordar
que los valores de €2 son inversamente proporcionales segin la ecuaciéon ) Notar que al
encender la rotaciéon el sistema tiene un estado transitorio en el que energia disminuye, hasta
que en t =~ 12 comienza a aumentar y se estabiliza a menos de fluctuaciones estadisticas. El
sistema puede acumular grandes cantidades de energia que luego disiparda en forma de calor
por viscosidad. También, en las simulaciones con rotacién més intensa y para tiempos atn méas
largos, el sistema sigue aumentando su energia, especialmente en las escalas mas grandes. Esto

es el resultado de la formaciéon de estructuras como las ya mencionadas columnas de Taylor.

Nombre ‘ N3 ‘ v ‘ fo ‘ Ro ‘ Re ‘ Q ‘
015 [ 5123 [ 5,4 x107%[0.492 [ 0.015 | 14398 | 8
03 5123 | 54 x107% ] 0.492 | 0.03 | 13074 | 4
06 5123 | 54 x10~% [ 0.492 | 0.06 | 13049 | 2

24 5123 | 5,4 x 1074 [ 0.492 | 0.24 | 12477 | 0.5

Tabla 4.2: Pardmetros de las simulaciones con distintos nimeros de Rossby, Ro. Q es la velocidad de
rotacion en el eje z, N es la resolucion espacial, v es la viscosidad cinemdtica y fo la intensidad del
forzado.

En la figura[d.4]se observa el flujo isotropo de energfa para todas las simulaciones con rotaciéon

y para la simulacion N512 (sin rotacion) en escala log-log. Se puede ver que existe un rango en
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—— N3=5123, Ro=0.015

3.0 N3=5123, Ro=0.03
—— N3=5123, Ro=0.06
554 —— N3=5123,R0=0.24

Tiempo

Figura 4.3: Energia cinética para las simulaciones con distinta velocidad de rotacion. Todas las simula-
ciones parten de la misma condicion inicial (correspondiente a la simulacion N512 con = 0). Notar el
crecimiento de E. a tiempos largos en las simulaciones con Ro mds chico.

el que se mantiene dentro del mismo orden de magnitud, que asociamos al rango inercial. Luego
el flujo decrece a partir de algin valor de k£ < 10. Notar que a medida que Ro disminuye (es
decir, a medida que aumenta la rotacion), el flujo cae méas rapido. Es decir, que la no-linealidad
v la extensién del rango inercial disminuye al aumentar la rotacion.

En la figura se muestra el espectro isétropo de energia en escala log-log para cada una
de las simulaciones con rotacién y para la simulaciéon N512. Como referencia se muestra en linea
punteada una pendiente de —5/3. Notar que para esta tltima simulacion existe también un rango
en el que el espectro es compatible con esta pendiente, es decir, se comporta como una ley de
potencia con exponente —5/3, y los nimeros de onda para los cuales esto ocurre son similares a
los niimeros de onda para los cuales el flujo de energia se mantiene aproximadamente constante.

En el caso del espectro anisotropo, en la figura[d.6] se muestra el espectro perpendicular para
cada una de estas simulaciones y también una pendiente —2 a modo de referencia. Nuevamente,
existe un rango en el que los espectros siguen una ley de potencia que, dependiendo el valor de €2,
se vuelve cada vez més empinada hasta alcanzar para Ro suficientemente pequeno un exponente
compatible con —2. Esto era lo esperado segin la ecuacion [2.45| para el espectro perpendicular
en el caso de turbulencia rotante. Observando los espectros también se puede ver que a medida
que disminuye Ro, el valor del niimero de onda en el que cada espectro deja de satisfacer en
forma aproximada la ley de potencia y comienza a decaer con otra dependencia se vuelve mas
chico. Esto se condice con lo observado en la figura [4.4} el rango inercial disminuye con Ro a
ntmero de Reynolds fijo, es decir, a medida que aumenta la rotacién.

Los cambios en el flujo de energia y en los espectros estan asociados a cambios en el flujo
al aumentar la rotaciéon. La figura muestra un corte en el plano xy (a altura constante)
de la vorticidad vertical w, en todas las simulaciones. Mientras que en el caso sin rotaciéon no
se observan estructuras mas alla de los vortices de pequena escala, al aumentar €2 emergen dos

grandes vortices que llenan todo el dominio, y los vortices en las escalas més pequenas se ordenan
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Figura 4.4: Flujo de energia en funcion del nimero de onda k en escala log-log, normalizado por el flujo
mdzimo (es decir, por la tasa media de disipacion). Notar que existe una region en la que el flujo es
aproximadamente constante. Esta region es el rango inercial.

dentro de estas dos estructuras macroscopicas. Estos dos vortices tienen forma de columna: cortes
a diferentes alturas muestran aproximadamente la misma geometria. Asi, en el caso rotante el
flujo se ordena y se vuelve aproximadamente cuasi-bidimensional.

Mediante el calculo de las cantidades Eulerianas definidas en la seccion [2.1] se pudo observar
el efecto de la rotacion en un flujo turbulento. Pudimos verificar la existencia de un rango inercial
en el que el flujo de energia se mantiene aproximadamente constante y el espectro sigue una ley
de potencias compatible con un exponente —5/3 en el caso no rotante, y con exponente —2 en
el caso rotante. A continuaciéon veremos el efecto de estos cambios en el transporte de particulas

inerciales.

4.3. Dinamica de particulas

El problema del modelado de flujos multifase en presencia de rotacién y gravedad es un
problema de alta complejidad, como ya fue detallado en la seccion [3:2] Para simplificar el sistema,
en este capitulo se estudia el caso en el que v = 1 (es decir, cuando las particulas tienen igual masa
al fluido desplazado). En ese caso la gravedad y la fuerza centrifuga se anulan, y las particulas
pueden ser integradas por tiempos largos ya que su evolucién no depende de la posicién del eje
de rotacion. Las particulas fueron inyectadas en el flujo al haber alcanzado un estado turbulento
estacionario, con las condiciones iniciales dadas por la simulacién N512 detallada en la seccién
anterior, o por las simulaciones 015 a 24 en el caso con rotacién. En cada flujo se inyectaron
dos tipos de particulas (con un millén de particulas en cada caso): particulas con namero de
Stokes St = 0, 3 (es decir, con menos inercia o con tiempo de respuesta mas corto que el tiempo

de Kolmogorov), y particulas con St = 3 (con més inercia o con 7, > 7,). Para entender
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Figura 4.5: Espectro de energia isétropo para las simulaciones con rotacion, cuyos pardmetros se encuen-
tran en la tabla[f.3, y también para la simulacion N512. Se observa un marcado cambio en la pendiente
del espectro con Ro

las caracteristicas del movimiento de las particulas en el flujo turbulento rotante se realizaron

estudios que se detallan a continuacion.

Nombre ‘ N3 ‘ v ‘ fo ‘ Ro ‘ Re ‘ Q ‘ St ‘
015-03 | 5123 [ 5,4 x10~*]0.492 [ 0.015] 43340 | 8 [ 0.3
015-3 | 5123 | 5,4 x 10~* | 0.492 | 0.015 | 34809 | 8 | 3
03-03 | 5123 | 54x107*|0.492 | 0.03 | 33471 | 4 | 0.3

03-3 | 5123 [ 54x107*]0492] 0.03 [ 26481 | 4 | 3
06-03 | 5123 [ 5,4 x 10~* [ 0.492 | 0.06 | 33907 | 2 | 0.3
06-3 | 5123 [ 54 x107%]0.492 | 0.06 | 34092 | 2 | 3

24-03 | 5123 [ 5,4 x 107 [ 0.492 | 0.24 | 15898 | 0.5 | 0.3
24-3 [ 5123 [ 54x107%*]0.492 ] 0.24 [ 13801 [ 0.5 ] 3
00-03 | 5123 | 54x107* 10492 oo [13380] 0 |0.3
00-3 [ 5123 [54%x107%[0492| oo |[14640| 0 | 3

Tabla 4.3: Pardmetros de las simulaciones con particulas con distinto nimero de Rossby Ro, y niimero de
Stokes St, para nimero de Reynolds fijo Re. ) es la velocidad de rotacion en el eje z, N es la resolucion
espacial, v es la viscosidad cinemdtica y fo la intensidad del forzado.

4.3.1. Tiempo de correlaciéon y distribuciones del desplazamiento

Se calcularon los tiempos de correlacion Ty, para las particulas en cada una de las simula-
ciones de la tabla [4.:3] Estos se definen como el tiempo que tarda la funcion de correlacion en
caer hasta 1/e de su valor inicial y permiten estimar la memoria del sistema, es decir, durante

cuanto tiempo el sistema se mantiene correlacionado.
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Figura 4.6: Espectro de energia perpendicular para las simulaciones con rotacion. Se muestra como
referencia la ley de potencias de la ecuacion .

La funcion de correlaciéon de las particulas se define como
C(r) = (v(t+71)-v(t)), (4.1)

donde 7 es el incremento en el tiempo, y el promedio se toma sobre las particulas y sobre el
tiempo de evolucién del sistema ¢. En lugar de usar las tres componentes cartesianas de la
velocidad, podemos usar también (v, (t 4+ 7)v,(t)) para construir una funcién de correlacion con
la componente paralela al eje de rotacion, y (v (¢t + 7) - v (¢)) para construir una funcién de
correlacién con las componentes de la velocidad perpendiculares a este eje. De ambas se obtienen

entonces tiempos de correlacién paralelos y perpendiculares, respectivamente.

En la figura [£.8 se muestran los tiempos de correlacion de todas las simulaciones en funcién
de Ro, para los dos valores utilizados de St. Notar que para St = 0,3, el tiempo de correlacién
paralelo primero crece y luego disminuye, y el tiempo perpendicular crece en funciéon de Ro.
Para St = 3, en el caso paralelo primero disminuye y luego crece, y en el caso perpendicular
pasa lo opuesto, crece y luego disminuye. También se puede notar que los tiempos paralelo y
perpendicular en el caso del mayor ntimero de Rossby son similares (como resultado de la mayor
isotropia), lo que no sucede para Ro més pequeno. El aumento del tiempo paralelo al aumentar la
rotacion (Ro mas chico) indica que las particulas encuentran las estructuras rotantes. Si quedan
atrapadas en estas estructuras, mantendrén su correlaciéon por tiempos mas largos. En resumen,
particulas inerciales en las simulaciones con méas rotacién tienen tiempos de correlacién menores
en la direccion perpendicular (por los vortices cuasi-bidimensionales, y probablemente por efecto
de la fuerza de Coriolis), pero tiempos mayores en la direccion paralela (por la presencia con
estructuras con forma de columna, que introduce una memoria méas larga en el flujo).

El tiempo de correlaciéon permite distinguir entre dos regimenes: uno inicial en el que las
particulas estdn altamente correlacionadas, a tiempo ¢t < T, y uno posterior, en el cual las

particulas ya perdieron la correlacion inicial, para tiempos t > T,,-. Se eligieron instantes
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Figura 4.7: Mapas de la componente z de la vorticidad, w,, en el plano xy para los distintos valores de §).
Notar que en la simulacion sin rotacion el flujo estd completamente desordenado, es decir, no se observan
estructuras a gran escala. A medida que aumenta la vorticidad, comienzan a aparecer estas estructuras
caracteristicas del flujo turbulento sometido a rotacion. En la figura correspondiente a la simulacion con
mayor velocidad de rotacion se pueden ver claramente dos estructuras de tamano del orden a la mitad
del recinto, una con vorticidad positiva en la esquina superior derecha del mapa y otra con vorticidad
negativa hacia la esquina inferior izquierda.

temporales en cada uno de estos regimenes (lo suficientemente alejados de T¢,, para despreciar
variaciones de este tiempo con Ro), y para cada uno de ellos se calcularon las distribuciones de
densidad de probabilidad (PDF) del desplazamiento de las particulas paralelo y perpendicular
al eje de rotacién. Es decir, se calcularon los desplazamientos de las particulas respecto a sus

posiciones iniciales
rp=lzlto +7) = 2(to), L= [(x(to + ) — x(t0))” + (y(to + 7) — y(to))*]'/?, (4.2)

donde tg es un tiempo inicial. Mas adelante usaremos estas cantidades también para calcular
desplazamientos cuadraticos medios y estimar la difusion: 5rﬁ = (rﬁ), y or2 = (r?).

Los resultados para las simulaciones con St = 0,3 se muestran en la figura y para las
simulaciones con St = 3 en la figura Para St = 0,3, a t < Tiorr (t = 0,15) las particulas
se comienzan a dispersar, aunque recorren distancias cortas. Las particulas se desplazan més en
la direccién perpendicular que la paralela, y ain a tiempos cortos es més probable encontrar
particulas que se desplazaron mucho en r; a medida que Ro disminuye. Esto puede entenderse
mirando los flujos cuasi-bidimensionales que se observan en los cortes horizontales del flujo. A
tiempos largos, es decir t > Torr (t = 10,5), el desplazamiento cambia notablemente en el plano
perpendicular, las particulas se desplazan distancias mucho mayores y la PDF se mantiene casi
constante en un rango grande de desplazamientos, es decir, hay similar cantidad de particulas

desplazandose distancias muy distintas. Ademas, a medida que aumenta la rotacién, las parti-
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Figura 4.8: Tiempo de correlacion en funcion de Ro. La figura superior corresponde a las simulaciones
con St = 0,3 y la inferior a St = 3. En gris, el tiempo de correlacion asociado a la velocidad de las
particulas en el plano perpendicular (vy) al eje de rotacion y en negro, el asociado a la velocidad paralela

(2)

culas recorren mayores distancias en esta direccién. En el caso paralelo la dinamica a tiempos
largos es similar a la de tiempos cortos, con la diferencia que las particulas llegan a recorrer
distancias méas grandes si la rotaciéon es muy intensa. En efecto, el cambio més notorio se ve en
la simulacion con mayor rotacion (Ro = 0,015), para la cual disminuye la cantidad de particulas
que se desplazan distancias despreciables en el eje z y aumenta la cantidad de particulas que
recorren distancias mayores. Esto puede deberse a que a rotacion alta, las estructuras con forma
de columna son muy importantes y pueden atrapar a las particulas e impulsarlas en la direccién
z, ademés de aumentar su distancia recorrida en el plano xy. El caso con St = 3 es muy similar,
indicando que en este caso los términos de masa agregada y de Coriolis son los dominantes en
la dindmica.

Pudimos observar entonces que la dindmica de las particulas a tiempos cortos es diferente a
la de tiempos largos, y que estas diferencias se acentian al aumentar la rotaciéon. En particular,
se observo que el tiempo de correlacion paralelo en general aumenta con la rotacién mientras que
el tiempo perpendicular disminuye. Esto esta relacionado con que el flujo mismo tiene diferentes
tiempos de correlaciéon en presencia de rotacién, y la cuasi-bidimensionalidad del flujo introduce
necesariamente una memoria de largo plazo en las estructuras en la direccién paralela al eje
de rotacién. Ademas, pudimos notar a partir de las PDFs de desplazamiento que las particulas

recorren distancias mas grandes en el plano perpendicular.

4.3.2. Desplazamiento cuadratico medio

Se estudiaron también los desplazamientos cuadraticos medios de las particulas en funcién
del tiempo en las direcciones paralela y perpendicular al eje de rotaciéon. En la figura se

muestra el desplazamiento cuadratico medio en la direccién paralela, 5rﬁ, a la izquierda, y per-
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Figura 4.9: Distribuciones de probabilidad (PDFs) de desplazamiento de las particulas para distintos Ro
con St = 0,3. La fila superior corresponde al desplazamiento ry, = /22 + y2 en el plano perpendicular a
la rotacion, y la fila inferior corresponde al desplazamiento en la direccion paralela r| = |z|. La columna
de la izquierda corresponde a un tiempo menor al de correlacion, y la derecha a uno mayor.

pendicular, (57"3_, a la derecha. La fila superior corresponde a St = 0,3 y la fila inferior a St = 3.
Se muestran también como referencia en linea punteada las pendientes 1 y 2. Estas pendientes
corresponden, respectivamente, a desplazamientos para difusiéon Browniana y movimiento balis-
tico. En el primer caso (esperado en turbulencia isétropa y homogénea para tiempos largos), el
desplazamiento crece como en un camino al azar con 6r ~ t1/2, y el desplazamiento cuadratico
como 07 ~ t. En el segundo caso, esperado para tiempos cortos, las particulas se desplazan apro-
ximadamente en movimiento rectilineo uniforme dada la velocidad inicial del remolino en el que
se encuentran sumergidas y 6r ~ t, por lo que 672 ~ t2. Se puede observar que a tiempos cortos,
las particulas tienen un comportamiento de tipo balistico, es decir, siguen una ley de potencia
con exponente 2. A t ~ T, el comportamiento cambia. Para nameros de Rossby grandes (ro-
tacion pequena) la dispersion horizontal cambia su pendiente y se acerca a un comportamiento
tipo difusivo, con dr| ~ t, para ambos valores de Stokes considerados. Pero para nimeros de

Rossby pequenos (rotacion fuerte) la dispersion perpendicular parece acelerarse y volverse mas
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Figura 4.10: PDFs para distintos Ro para particulas con St = 3. La fila superior corresponde al des-
plazamiento v, = \/x2 +y? en el plano perpendicular a la rotacién y la fila inferior corresponde al
desplazamiento en la direccion paralela ry = |z|. La columna de la izquierda corresponde a un tiempo
menor al de correlacion y la derecha a uno mayor.

rapida que balistica. Fso se puede deber a la apariciéon de un flujo ordenado y muy energético
en el plano zy como resultado de la rotacién, y también puede estar indirectamente asociado al
efecto de la fuerza de Coriolis. En la direcciéon paralela al eje de rotaciéon la dependencia con Ro
no es tan clara (aunque mayor rotacion resulta sistematicamente en mayores desplazamientos).
Es probable que sea necesario integrar a las particulas por tiempos mas largos para observar
un cambio en esta direccién, considerando que 5rﬁ corresponde a un desplazamiento cuadratico
medio en una dimensién, para el que se puede necesitar mayor estadistica. Todas estas observa-
ciones son compatibles, ademas, con las observaciones realizadas en la seccién anterior a partir
de las PDFs de desplazamientos.

Mediante el calculo del desplazamiento cuadréitico medio se pudo observar un comportamien-
to balistico para tiempos cortos t < T, y comportamiento de movimiento al azar para tiempos
largos t = 10T, en las simulaciones con mayor Ro. En las simulaciones con rotaciéon fuerte esto

no se llega a observar, y se observa en cambio un desplazamiento super-balistico en la direcciéon
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perpendicular, A futuro, se estudiaré si este cambio ocurre también en tiempos posteriores en

la direccién paralela al eje de rotacién.

4.4. Estudio de acumulacién preferencial

En la seccion [B-4] se introdujo una herramienta para el estudio sistematico de acumulacion
preferencial de particulas. En esta seccion se presentan los resultados de dicho estudio para cada
una de las simulaciones cuyos parametros se detallan en la tabla Como fue mencionado en
la seccion para saber si en el sistema se forman clusters se comparan los volimenes de las
celdas de Voronoi de las particulas con aquellos generados por un RPP.

Se realizaron diagramas de Voronoi para cada una de las simulaciones con particulas en
tiempos mayores al tiempo de correlacion, T' &~ 20. A partir de estos diagramas se calcularon
las densidades de distribucion de probabilidad de los volimenes de las celdas de Voronoi, que se
pueden observar en la figura [1.12] En esta figura se muestra también la PDF de un RPP segtin
la ecuacion , con los parametros alli detallados. Se puede notar que todas las simulaciones
tienen PDFs con diferencias despreciables entre si. Existe una variacion respecto del RPP para
los volimenes mas pequenos pero esta diferencia no es muy grande y no permite concluir que
haya acumulacién preferencial de particulas.

Este resultado es sorprendente, por un lado por la independencia de las PDFs con el ntiimero
de Stokes (atn en ausencia de rotacion), y por otro por la independencia con el nimero de Rossby.
La exploracion visual de las particulas en el espacio confirma que la formacién de clusters es nula
o inexistente. (A qué se debe esto? Por un lado, estamos considerando particulas con flotacion
neutra (7 = 1) con efecto de masa agregada. En este régimen este término es dominante.
Es probable que se necesiten particulas méas pesadas para observar concentracién preferencial
en este caso, de forma tal que la contribucién del término de arrastre de Stokes se vuelva més
importante. Por otro, la fuerza de Coriolis aunque es una fuerza ficticia, esta no corresponde a un
potencial central. Se sabe que la presencia de una aceleracion en el sistema (como la aceleracion
de la gravedad [10]) puede aumentar la formacion de clusters. El caso de particulas mas pesadas
o mas livianas que el fluido también haria importante el efecto de la fuerza centrifuga, que
puede jugar un rol similar al de la gravedad en otros sistemas. Sin embargo, estos casos también
son dificiles de estudiar, ya que las condiciones de contorno periédicas hacen que sea necesario
remover las particulas que llegan al borde del recinto, o detener la integracién numérica en ese

momento. Kl estudio de estos casos se deja para el futuro.
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Figura 4.11: Desplazamiento cuadrdtico medio en funcion del tiempo normalizado por el tiempo de
correlacion, Teor. A la derecha 57’ﬁ y a la izquierda 5v* . Las figuras de la fila superior son para particulas
con St = 0,3 y la fila inferior para particulas con St = 3. Como referencia se muestran en linea punteada
pendientes iguales a 1 y 2. Se puede observar que el comportamiento a tiempos cortos es de tipo balistico
y luego, a tiempos largos, se observa un comportamiento tipico de camino al azar para las simulaciones
con mayor Ro en la direccion perpendicular al eje de rotacion.
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St=0.3 St=3
100 4 10° -
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1072 4 1072 4
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Figura 4.12: PDFs de volimenes de celdas de Voronoi para distintos Ro. A la izquierda para el caso
con St = 0,3 y a la derecha para St = 3. En linea punteada la referencia para un RPP. No se observa
acumulacion preferencial significativa en ninguno de los casos, ni una dependencia con el nimero de
Rossby.
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CAPITULO H

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se estudio6 la dindmica de particulas inerciales en flujos turbulentos rotantes. El
estudio se realiz6 mediante simulaciones numéricas directas utilizando el software GHOST que
integra las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuacion de Maxey-Riley para la trayectoria de las
particulas, considerando los términos de masa agregada. Se utilizaron condiciones de contorno
periodicas y un forzado de fase aleatoria de intensidad contante para generar la turbulencia.
En una primera instancia se realizaron simulaciones con 1283, 2563 y 5123 puntos de grilla sin
rotaciéon y sin particulas, que se dejaron evolucionar hasta llegar a un estado turbulento estadis-
ticamente estacionario. Estas permitieron ajustar los parametros para que todas las escalas del
problema estén bien resueltas.

Como parte de esta tesis se modificd el codigo GHOST para que calcule los efectos de las
fuerzas de Coriolis y centrifuga en la trayectoria de las particulas. Para validar estas modifica-
ciones se realizaron dos simulaciones para una particula con el fluido en reposo en el sistema
rotante: una con v =1y St — oo en donde solo entra en juego la fuerza de Coriolis y otra con
v=2con g =0y St — oo despreciando la fuerza de Coriolis, por lo que solo entra en juego la
fuerza centrifuga. En estos casos la trayectoria fue obtenida de manera analitica y comparada
con la que resulta de la simulacion, lo que permitié confirmar que el cédigo implementado es
valido para el sistema que se quiere describir, dentro del rango de validez de las aproximaciones
realizadas para derivar las ecuaciones de la dinamica de particulas.

Luego, se realizaron simulaciones con 5123 puntos de grilla con distintos niimeros de Rossby
que permitieron estudiar como afecta la rotacién al flujo y a las particulas. Sin observar las
particulas, pudimos verificar la existencia de un rango inercial en el que el flujo de energia se
mantiene aproximadamente constante y el espectro sigue una ley de potencias compatible con
un exponente —5/3 en el caso no rotante, y con exponente —2 en el caso rotante. También se
pudo observar la presencia de columnas de vorticidad a gran escala que tienen mayor tamano a
medida que disminuye el niimero de Rossby. Esto resulta en una fuerte anisotropia en los flujos
rotantes.

En cada una de estas simulaciones con 5123 puntos de grilla se inyectaron 10° particulas con
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Capitulo 5. Conclusiones y perspectivas

masa igual a la del fluido desplazado, y radio tal que sus nimeros de Stokes fueron St = 0,3
y 3. Pudimos observar que la dinamica de las particulas a tiempos cortos es diferente a la de
tiempos largos, y que estas diferencias se acentiian al aumentar la rotaciéon. Se observo que el
tiempo de correlacion de la velocidad de las particulas paralela al eje de rotaciéon en general
aumenta con la rotacion, mientras que el tiempo perpendicular disminuye. Esto esta relacionado
con que el flujo mismo tiene diferentes tiempos de correlacién en presencia de rotaciéon, y la
cuasi-bidimensionalidad del flujo introduce necesariamente una memoria de largo plazo en las
estructuras en la direccion paralela al eje de rotacion. Se calcularon ademas las distribuciones de
probabilidad del desplazamiento de las particulas para tiempos largos y pudimos notar que las
particulas recorren distancias mas grandes en el plano perpendicular al eje de rotacién a medida
que aumenta la rotacién. No se encontraron diferencias significativas con respecto al nimero de
Stokes, lo que indica que los términos de masa agregada y de Coriolis son los dominantes en la

dindamica en los casos considerados.

A partir del calculo del desplazamiento cuadratico medio de las particulas pudimos notar un
comportamiento balistico para tiempos menores al tiempo de correlacién, y un comportamiento
de difusién al azar para tiempos mayores al tiempo de correlaciéon en las simulaciones con mayor
Ro. En las simulaciones con rotaciéon fuerte esto no se llega a observar, y se observa en cambio

un desplazamiento stiper-balistico en la direccién perpendicular.

Se realizaron diagramas de Voronol para las posiciones de las particulas para cada una de las
simulaciones en tiempos mucho mayores al tiempo de correlacion. A partir de estos diagramas
se calcularon las funciones de distribucién de probabilidad de los volimenes de las celdas de
Voronoi. Las distribuciones calculadas se compararon con la obtenida a partir de un proceso
aleatorio de Poisson, correspondiente a una distribucién uniforme de particulas sin acumulacion.
Se encontré que todas las simulaciones tienen distribuciones de probabilidad con diferencias
despreciables entre si y con respecto a la distribucién uniforme de particulas. Existe una variacion
respecto del proceso de Poisson para los voliimenes més pequenos pero esta diferencia no es muy
grande y no permite concluir que haya acumulaciéon preferencial de particulas. Este resultado
es independiente del niimero de Stokes y del nimero de Rossby. Mediante exploraciéon visual de
las particulas en el espacio se confirmé que la formacion de clusters es muy débil o inexistente.
Esto puede deberse a que se consideraron particulas con flotaciéon neutra con efecto de masa
agregada. FEn este régimen, el término de masa agregada es dominante. Es probable que se
necesiten particulas méas pesadas para observar concentracion preferencial, de forma tal que el
término de arrastre de Stokes se vuelva mas importante. Por otro lado, existe evidencia de que
la presencia de una aceleracion en el sistema favorece la formaciéon de clusters. En este caso no se
esta considerando la aceleracion de la gravedad y, si bien se considera la fuerza de Coriolis, esta
no corresponde a un potencial central. En el caso de particulas méas livianas o mas pesadas que
el fluido el efecto de la fuerza centrifuga se vuelve importante y puede jugar un rol similar al de
la gravedad en otros sistemas. Sin embargo, estos casos tienen una dificultad adicional asociada
a que las condiciones de contorno periddicas hacen que sea necesario remover las particulas que

llegan al borde del recinto o detener la integracién numeérica en ese momento.

A futuro se continuara este estudio ampliando el espacio de parametros. Se estudiara el caso

de particulas més livianas y més pesadas que el fluido, variando el pardmetro . Se considera-
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ran distintos valores del numero de Stokes, en particular valores méas grandes para el caso de
particulas neutralmente flotantes. También se utilizardn distintos valores del ntimero de Rossby,

considerando la acumulacion preferencial de particulas en cada uno de estos casos.
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