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Resumen

Actualmente, el estudio de la respuesta electromagnética de estructuras naturales que pre-
sentan propiedades ópticas específicas es un tema de gran interés, motivado por el diseño y
la fabricación de estructuras artificiales bioinspiradas que permitan manipular la luz en forma
controlada.

En este contexto, con el objetivo de estudiar de forma precisa las características de la ra-
diación dispersada por estructuras naturales, se desarrolló una herramienta computacional para
resolver el problema electromagnético de scattering en una interfaz rugosa de perfil complejo
entre dos medios isótropos. Se utilizó el método teórico de Rayleigh para abordar el problema de
scattering y así derivar las ecuaciones a resolver. El formalismo se implementó numéricamente,
utilizando diversas estrategias para resolver las ecuaciones previamente derivadas. La herra-
mienta desarrollada permite calcular los espectros de reflectancia y transmitancia para distintos
ángulos de incidencia, longitudes de onda y modos de polarización de la radiación incidente, lo
cual permite investigar el efecto que producen las características geométricas de la estructura en
la respuesta electromagnética. Asimismo, se desarrolló un procedimiento para poder introducir
el perfil de la interfaz al código mediante una imagen digitalizada de la misma, ya sea generada
artificialmente u obtenida a través de una imagen de microscopía electrónica. Esto último consti-
tuye un punto fundamental para poder aplicar el método de scattering desarrollado a estructuras
naturales.

En primer lugar, con el objetivo de estudiar el método de Rayleigh, se consideraron superficies
periódicamente corrugadas, cuyo tratamiento numérico resulta más sencillo. En segundo lugar,
se investigaron interfaces con rugosidades localizadas deterministas, las cuales son las de mayor
interés, ya que representan en forma más realista las microestructuras presentes en los tejidos
biológicos. Para las superficies infinitamente periódicas se consideró una iluminación con onda
plana, mientras que para las interfaces con rugosidades finitas, además de la onda plana, se
consideró un haz gaussiano limitado espacialmente como fuente de luz incidente. Todos los
códigos implementados fueron sometidos a diversos controles y a comparaciones con resultados de
la literatura. Se muestran los resultados de la aplicación del método desarrollado a la superficie de
la película que recubre a los euglenoideos de la especie Euglena gracilis, los cuales son resistentes
a la radiación ultravioleta. También se aplicó el código desarrollado a imágenes de microscopía
electrónica de transmisión del corte transversal de una escama de ala de mariposa de la especie
Dione vanillae, la cual presenta en sus alas zonas altamente reflectantes que se asemejan a un
espejo.
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CAPÍTULO 1

Introducción

Todas las superficies, desde las naturales hasta las fabricadas artificialmente y con controles
de calidad, son rugosas en cierta medida. Por este motivo, tanto desde el punto de vista teórico
como aplicado, la dispersión de la luz por superficies corrugadas ha sido un tema de gran interés
dentro del electromagnetismo. En los últimos años, dicho interés se ha visto incrementado aun
más por el resurgimiento de la investigación acerca de los efectos electromagnéticos que tienen
lugar en estructuras biológicas. El avance reciente de las técnicas de microscopía electrónica per-
mitió obtener imágenes muy detalladas de las microestructuras subyacentes, logrando distinguir
características de tamaños del orden del nanómetro. Por consiguiente, la resolución del problema
de scattering por superficies rugosas constituye un paso fundamental para investigar de forma
precisa la respuesta electromagnética de estructuras naturales que presentan propiedades ópticas
muy interesantes. Además del interés propio en el estudio de las funcionalidades biológicas que
les proveen a las distintas especies las superficies complejas presentes en sus tejidos, las estruc-
turas naturales sirven como inspiración para diseñar y fabricar nuevos materiales que permitan
manipular la luz en forma controlada. Los materiales biomiméticos buscan replicar o imitar pro-
cesos de materiales biológicos para aplicaciones con fines específicos, como por ejemplo, el diseño
de dispositivos ópticos y la fabricación de nanomateriales con ventajas importantes frente a las
tecnologías convencionales [1]. Estas estructuras ya se emplean en dispositivos que utilizan la
inhibición de la emisión espontánea (diodos láser, diodos emisores de alta eficiencia), en com-
ponentes ópticos integrados (guías de onda, multiplexores para telecomunicaciones ópticas), y
también han inspirado otros desarrollos tecnológicos tales como cosméticos libres de pigmentos,
adhesivos sintéticos y pinturas [2, 3].

Existen muchos ejemplos de especies en la naturaleza que presentan propiedades ópticas
interesantes como consecuencia de la interacción de la luz con ciertas microestructuras que con-
forman los tejidos biológicos [4, 5]. En particular, las imágenes de microscopía electrónica de
muchos de ellos revelan la presencia de superficies rugosas que separan materiales ópticamente
distintos. En algunos casos, dichas superficies se asemejan a redes de difracción perfectamente
periódicas, mientras que en otros, el perfil de la superficie es rugoso y no exhibe ninguna perio-
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

dicidad. Más aun, frecuentemente no es posible encontrar una función analítica que represente

adecuadamente el per�l, y por lo tanto el estudio de la respuesta electromagnética en estas

estructuras constituye un desafío y requiere de la utilización de un método teórico adecuado.

Dentro de este marco se encuadra el presente trabajo de tesis.

En muchos casos las dimensiones típicas de estas estructuras naturales son comparables

con la longitud de onda de la radiación incidente. En esta región, llamada zona de resonancia,

aproximaciones tales como la Óptica de Fourier o la aproximación de Kirchho� no describen

correctamente la dinámica de la luz dispersada por la estructura [6]. Por este motivo, en la zona

de resonancia es necesario emplear métodos basados en la resoluciónrigurosa de las ecuaciones de

Maxwell con sus respectivas condiciones de contorno. Estos métodos son conocidos con el nombre

de métodos rigurosos. Sólo para muy pocas y determinadas geometrías se conocen soluciones

analíticas de las ecuaciones de Maxwell. Es por eso que en la mayoría de los casos se debe

recurrir a soluciones numéricas. No obstante, cabe remarcar que en los métodos rigurosos las

aproximaciones se realizan sólo en la implementación numérica, y nunca en la derivación de las

ecuaciones a resolver. El grado de complejidad de dichas soluciones numéricas aumenta con los

tamaños de los objetos dispersores [6]. Esto es así ya que, a grandes rasgos, se puede decir que

las mayores di�cultades de los tratamientos rigurosos surgen al tener que imponer condiciones

de contorno en super�cies muy grandes, medidas en unidades de la longitud de onda de la luz

incidente.

Históricamente se comenzó por estudiar la dispersión de luz por estructuras in�nitamente

periódicas. El primer intento de resolver rigurosamente el problema electromagnético de scatte-

ring por super�cies corrugadas invocando las condiciones de contorno fue realizado por Rayleigh

en el año 1907 [7] en el marco del estudio de redes de difracción hechas de materiales impene-

trables. Posteriormente, los avances computacionales permitieron resolver problemas de redes

de difracción en medios transparentes o con conductividad �nita [6, 8, 9]. En el caso de redes,

si bien la super�cie es grande en términos de la longitud de onda (estrictamente hablando, la

super�cie es de extensión in�nita), la periodicidad del problema permite simpli�car el análisis y

reducir los requisitos computacionales. Es así que actualmente se dispone de varios tratamientos

rigurosos y con�ables para redes de difracción que no sólo permiten reproducir observaciones

experimentales, sino que también han logrado predecir fenómenos que no habían sido observados

previamente [6,8,9].

Dentro de los métodos rigurosos desarrollados para el estudio de super�cies periódicamen-

te corrugadas, se encuentra elmétodo de Rayleigh. Dicho método permite calcular los campos

re�ejados y transmitidos por una interfaz corrugada que separa dos materiales de distintas ca-

racterísticas. La idea de este método es simple y aplicable a materiales con distintas propiedades

ópticas, tanto isótropos como anisótropos [10, 11]. Si bien inicialmente el método de Rayleigh

fue desarrollado para el caso de rugosidades periódicas, posteriormente fue generalizado para

investigar corrugados no periódicos de forma arbitraria [12�14]. La hipótesis fundamental del

método es considerar que los campos a ambos lados de la interfaz pueden expresarse como un

desarrollo en ondas planas, lo cual simpli�ca el tratamiento de las condiciones de contorno pa-

ra empalmar los campos en la interfaz. Esta idea se conoce comohipótesis de Rayleigh, y su

rango de validez ha sido ampliamente investigado [12, 15, 16]. Si bien la hipótesis de Rayleigh

2



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

es estrictamente válida para el caso de corrugados poco profundos, recientemente esta cuestión

ha merecido renovada atención en la comunidad óptica debido a que se ha demostrado que los

resultados obtenidos con dicho método son adecuados aun para rugosidades más profundas que

el límite de validez conocido [17�21].

Para resolver el problema de scattering es necesario resolver las ecuaciones de propagación en

cada medio e imponer las condiciones de contorno que se derivan de las ecuaciones de Maxwell

sobre la interfaz rugosa. Como se mencionó anteriormente, las imágenes de microscopía electró-

nica de la microestructura que presentan muchas especies biológicas en sus tejidos, muestran

la presencia de corrugados de formas arbitrarias, y en algunos casos, montados sobre una su-

per�cie curva. En estas situaciones no resulta sencillo incorporar la información relativa a las

características de la interfaz para realizar el empalme de los campos a través de las condiciones

de contorno. Por este motivo, es fundamental contar con una herramienta teórica que permita

calcular los campos dispersados en este tipo de estructuras de per�l complejo. Una forma de

abordar este problema es incorporar los detalles de la super�cie utilizando la información del

per�l extraída de una imagen digitalizada, ya sea generada arti�cialmente o a partir de una

imagen de microscopía electrónica.

Teniendo en cuenta todo lo expresado anteriormente, el objetivo fundamental del presente

trabajo es desarrollar una herramienta computacional para resolver el problema de scattering

electromagnético en super�cies corrugadas de per�l complejo. Dicha herramienta está basada

en el método teórico de Rayleigh. Considerando que se desea aplicar el formalismo desarrolla-

do a estructuras biológicas de interés, se considera que la interfaz separa dos medios lineales,

isótropos y homogéneos sin pérdidas. Se estudian tanto interfaces in�nitamente periódicas co-

mo corrugados no periódicos localizados. El principal aporte de este trabajo es el desarrollo de

un método para introducir la forma del per�l rugoso utilizando una imagen digitalizada de la

estructura dispersora en cuestión. Esto es de suma importancia para poder estudiar en forma

precisa las propiedades ópticas de estructuras corrugadas de per�l complejo. Con la herramienta

implementada se pueden calcular los espectros de re�ectancia y transmitancia producidos por

la super�cie rugosa para distintos ángulos, longitudes de onda y modos de polarización de la luz

incidente.

La organización de este trabajo es la siguiente. En el Capítulo 2 se resumen las generalida-

des y fundamentos de la teoría electromagnética, que conforman el punto de partida de todo

formalismo riguroso para estudiar el scattering electromagnético sobre una super�cie rugosa. Se

muestra que, haciendo uso de dichos fundamentos, se reduce el problema físico de interés a un

problema de condiciones de contorno, separable en dos modos fundamentales de polarización.

El Capítulo 3 está dedicado a la formulación del método de Rayleigh, tanto para redes

periódicas como para super�cies con rugosidades localizadas. Dicho método está basado en la

hipótesis de Rayleigh, y permite abordar y resolver el problema electromagnético de scattering.

Haciendo uso de dicha hipótesis y de las condiciones de contorno, se derivan las ecuaciones a

resolver para poder determinar las incógnitas del problema: las amplitudes complejas de los

campos re�ejados y transmitidos por la estructura rugosa.

En el Capítulo 4 se detallan los métodos utilizados para las implementaciones numéricas

realizadas para resolver las ecuaciones obtenidas en el capítulo anterior. Luego, se detallan todos

3



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

los controles realizados para veri�car el correcto funcionamiento de los códigos desarrollados.

Además, se validan los resultados obtenidos con los códigos propios comparándolos con resultados

publicados en la literatura.

En el Capítulo 5 se establece el método utilizado para incorporar el per�l de la super�cie

dispersora al código desarrollado a través de una imagen digitalizada de la misma. Para eso,

se utiliza un software de análisis de imágenes llamadoImageJ [22], el cual permite extraer el

conjunto de puntos que de�nen el per�l de la super�cie. A modo de ejemplo, se muestran los

resultados obtenidos con el código implementado para imágenes de microscopía electrónica de

la película que recubre a los euglenoideos de la especieEuglena gracilis, y del corte transversal

de una escama del ala de mariposaDione vanillae. Estos ejemplos ilustran la capacidad y el

potencial del formalismo desarrollado e implementado numéricamente, para el estudio de la

respuesta óptica de super�cies biológicas.

Finalmente, en el Capítulo 6 se resumen las conclusiones de este trabajo de tesis y las

perspectivas a futuro.
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CAPÍTULO2

Generalidades de la teoría electromagnética

En este capítulo se dan los elementos de la teoría electromagnética necesarios para estudiar

el scattering electromagnético sobre una super�cie rugosa de per�l complejo. En la Figura 2.1

se muestra el esquema de la con�guración considerada y el sistema de coordenadas utilizado.

En todo el trabajo de tesis se considerarán únicamente interfaces con simetría de traslación a

lo largo de un eje que denominaremos ejêz, y que pueden ser representadas por una función

y = g(x) arbitraria. Esta super�cie separa dos medios lineales, isótropos y homogéneos (LIH)

sin pérdidas, caracterizados por los parámetros constitutivos� j (permitividad eléctrica) y � j

(permeabilidad magnética), j = 1 ; 2.

La super�cie rugosa es iluminada por una onda electromagnética, cuya dirección de propa-

gación está contenida en el planoxy (plano de incidencia), y la cual forma un ángulo� 0 con

el eje y (j� 0j � �= 2). Resolver el problema de scattering esquematizado en la Figura 2.1 signi-

�ca encontrar los campos electromagnéticos totales en todo punto del espacio, dada una onda

incidente.

Figura 2.1: Esquema de la con�guración utilizada.
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CAPÍTULO 2. GENERALIDADES DE LA TEORÍA ELECTROMAGNÉTICA

2.1. Ecuaciones de Maxwell

En la descripción macroscópica clásica, el campo electromagnético se describe en términos

de dos campos vectoriales: el campo eléctricoE y el vector inducción magnéticaB . Para incluir

las propiedades del medio en el que éstos actúan, se introducen además los vectoresD y H ,

llamados desplazamiento eléctrico y campo magnético, respectivamente. Los camposE, H , B y

D satisfacen las ecuaciones de Maxwell, las cuales, en ausencia de fuentes libres y utilizando el

sistema de unidades gaussiano, se escriben de la siguiente forma [23]:

r � E(r ; t) = �
1
c

@B (r ; t)
@t

; (2.1)

r � H (r ; t) =
1
c

@D (r ; t)
@t

; (2.2)

r � B (r ; t) = 0 ; (2.3)

r � D (r ; t) = 0 ; (2.4)

donder = ( x; y; z) representa un punto del espacio,t es el instante de tiempo yc la velocidad de

la luz en el vacío. La ecuación (2.1) es la expresión de la Ley de Faraday en su forma diferencial,

mientras que la ec. (2.2) es la generalización de la Ley de Ampère al caso de campos dependientes

del tiempo. A lo largo de todo este trabajo se considera que la dependencia temporal de los

campos es del tipo armónico, es decir, de la forma:

� (r ; t) = � (r )e� i!t ; (2.5)

donde � (r ; t) representa cualquiera de los cuatro campos de las ecuaciones (2.1) a (2.4),i es la

unidad imaginaria y ! es la frecuencia angular de la onda.

Para poder determinar los campos, a las ecuaciones de Maxwell debemos agregar las ecua-

ciones constitutivas, las cuales describen los efectos que produce el campo electromagnético en

el medio en cuestión. Para un medio LIH, como los que se considerarán a lo largo de todo este

trabajo, las ecuaciones constitutivas son las siguientes:

D (r ) = � E(r ); (2.6)

B (r ) = � H (r ); (2.7)

donde � y � son escalares reales para los medios sin pérdidas considerados en esta tesis, que

representan la permitividad eléctrica y permeabilidad magnética, respectivamente. Con estas

consideraciones, las ecuaciones de Maxwell se pueden reescribir de la siguiente forma:

r � E(r ) = i
!
c

� H (r ); (2.8)

r � H (r ) = � i
!
c

� E(r ); (2.9)

r � B (r ) = 0 ; (2.10)
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r � D (r ) = 0 : (2.11)

Aplicando rotor a las ecuaciones (2.8) y (2.9) y combinándolas con las ecuaciones (2.10) y

(2.11) resulta la ecuación de ondas que los campos deben satisfacer:

�
r 2 + k2�

(
E(r )

H (r )

)

= 0 ; (2.12)

dondek =
p

�� (!=c ) es el número de onda. Otra forma de escribirlo esk = �k 0, donde� =
p

��

es el índice de refracción del medio yk0 = !=c es el número de onda en el vacío (índice de

refracción � = 1 ). La ecuación (2.12) se conoce también con el nombre de ecuación de Helmholtz

homogénea.

Condiciones de contorno

En una super�cie de separacióny = g(x), como la de la Fig. 2.1, y en ausencia de fuentes

libres, los campos deben satisfacer las siguientes condiciones de contorno en la interfaz [23]:

n̂ � (E1 � E2)
�
�
y= g(x) = 0 ; (2.13)

n̂ � (H 1 � H 2)
�
�
y= g(x) = 0 ; (2.14)

n̂ � (B 1 � B 2)
�
�
y= g(x) = 0 ; (2.15)

n̂ � (D 1 � D 2)
�
�
y= g(x) = 0 ; (2.16)

donde n̂ es el versor normal a la super�ciey = g(x) que apunta desde el medio 2 hacia el medio

1. E1, H 1, B 1 y D 1 son los campos totales en la región 1 (y > g (x)), mientras que E2, H 2,

B 2 y D 2 son los campos en la región 2 (y < g (x)). Las ecuaciones (2.13) y (2.14) establecen

la continuidad de las componentes tangenciales deE y H , mientras que las ecuaciones (2.15)

y (2.16), la continuidad de las componentes normales deB y D . Las condiciones de contorno

sobre las componentes normales de los campos (2.15) y (2.16) son consecuencia directa de las

otras dos (2.13) y (2.14) [6,8,24].

Recapitulando, dado un haz incidente sobre una estructura que separa el espacio en dos

regiones, debe resolverse la ecuación de Helmholtz (2.12) sujeta a las condiciones de contorno

(2.13) y (2.14) en la interfazy = g(x). Las incógnitas de este problema de scattering son las tres

componentes cartesianas de los campos eléctrico y magnético en todo punto del espacio.

2.2. Modos fundamentales de polarización

En este trabajo consideramos únicamente estructuras con simetría de traslación a lo largo del

eje ẑ (ver Figura 2.1). Si además la dirección de propagación del haz incidente está contenida en

la sección principal de la estructura, es decir en el planoxy, entonces el problema de scattering
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exhibe simetría de traslación en la dirección del ejêz, y por ende los campos totales no dependen

de la variablez. En dicho caso, haciendo uso de las ecuaciones (2.8) y (2.9), todas las componentes

cartesianas de los vectoresE y H se pueden expresar en función de sólo dos de ellas,Ez(x; y) y

Hz(x; y), de la siguiente manera:

Ex (x; y) =
ic
!�

@Hz(x; y)
@y

; (2.17)

Ey(x; y) = �
ic
!�

@Hz(x; y)
@x

; (2.18)

Hx (x; y) = �
ic
!�

@Ez(x; y)
@y

; (2.19)

Hy(x; y) =
ic
!�

@Ez(x; y)
@x

: (2.20)

De esta forma, reducimos el número de incógnitas de seis a dos, ya que los vectores campo

eléctrico y magnético quedan totalmente determinados al hallarEz(x; y) y Hz(x; y). Dado que

en la situación considerada las condiciones de contorno no mezclan a estas dos componentes,

podemos separar el problema en dos modos fundamentales de polarización:s o TE (transverso

eléctrico), donde el campo eléctrico es paralelo a la dirección̂z y luegoHz = 0 (puesE y H deben

ser ortogonales), y la polarizaciónp o TM (transverso magnético), donde el campo magnético

es paralelo a la dirección̂z y luego Ez = 0 .

El modo de polarizacións corresponde a la situación en la que el campo eléctrico de la onda

incidente está linealmente polarizado en dirección perpendicular al plano de incidenciaxy. En

cambio, en la polarizaciónp, el campo eléctrico de la onda incidente está linealmente polarizado

en una dirección contenida en el planoxy. En ambos casos, los campos totales, re�ejado y

transmitido, mantienen la polarización de la onda incidente. Estos dos modos pueden tratarse

separadamente, y gracias a la linealidad de la ecuación de Helmholtz, la solución para un caso

general estará dada por una combinación de ambas soluciones. Por lo tanto, en este trabajo

resolveremos el problema de scattering para ambos modos de polarización, para cada una de las

estructuras estudiadas.

El siguiente paso es escribir la expresión de las condiciones de contorno para cada uno de

los modos fundamentales de polarización. Notando al versor normal a la interfazy = g(x) como

n̂ = nx x̂ + ny ŷ, las condiciones de contorno (2.13) y (2.14) se escriben:

(E 1
z � E 2

z )
�
�
y= g(x) = 0 ; (2.21)

(nxH 1
y � nyH 1

x � nxH 2
y + nyH 2

x )
�
�
y= g(x) = 0 ; (2.22)

para el modo de polarizacións, y

(nxE 1
y � nyE 1

x � nxE 2
y + nyE 2

x )
�
�
y= g(x) = 0 ; (2.23)

(H 1
z � H 2

z )
�
�
y= g(x) = 0 ; (2.24)

para el modo p. Para la polarización s, la condición de contorno (2.22) se puede expresar en
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términos de la componenteEz solamente, utilizando las ecs. (2.19) y (2.20). Análogamente, para

la polarización p la condición (2.23) se puede expresar solamente en términos de la componente

Hz, utilizando las ecs. (2.17) y (2.18). Si además llamamos	( x; y) a la componentez del campo

eléctrico total en el caso de polarizacións, o a la componentez del campo magnético total en

el caso de polarizaciónp, entonces las condiciones de contorno se pueden resumir de la siguiente

manera:

	 1(x; y)
�
�
y= g(x) = 	 2(x; y)

�
�
y= g(x) ; (2.25)

1

 1

@	 1(x; y)
@̂n

�
�
y= g(x) =

1

 2

@	 2(x; y)
@̂n

�
�
y= g(x) ; (2.26)

donde@=@̂n = n̂�r , y 
 j = � j (� j ) para el modos (p). En la ecuación (2.25) puede reconocerse una

condición de contorno deDirichlet , mientras que la dada por la ec. (2.26) es del tipoNeumann.

En resumen, con la de�nición de	( x; y) se uni�có el tratamiento del problema de scattering

para ambos modos de polarización. Para hallar la incógnita	( x; y) debe resolverse la ecuación de

Helmholtz (ec. (2.12)) sujeta a las condiciones de contorno dadas por las ecs. (2.25) y (2.26). Al

resolver dicho problema de condiciones de contorno, queda resuelto el problema electromagnético

de scattering.

2.3. Interfaz perfectamente conductora

En esta sección se detallan las ecuaciones para resolver el problema de scattering electromag-

nético en el caso particular en el que la onda incide sobre un conductor perfecto. Cabe aclarar

que si bien las super�cies rugosas perfectamente conductoras no son las de nuestro mayor interés,

su importancia recae en que su resolución es menos costosa en términos de memoria, tiempo

de cómputo, etc., ya que reduce a la mitad el número de incógnitas respecto al caso de una

interfaz entre dos medios lineales. Es por esta razón que se cuenta con una enorme cantidad de

resultados de la literatura para redes conductoras, los cuales se van a utilizar para comparar en

el Capítulo 4.

En este caso, la región 1 (y > g (x)) es un medio lineal de parámetros constitutivos� 1 y � 1,

mientras que la región 2 (y < g (x)) está constituida por un material perfectamente conductor.

Al tratarse de un conductor perfecto, los campos en la región 2 deben anularse, es decir,E2 =

H 2 = 0 . Por lo tanto, las incógnitas se reducen a la mitad, ya que sólo hay que hallar los campos

en la región 1. Respecto al caso de una interfaz entre dos medios lineales, cambia una de las dos

condiciones de contorno. Sigue valiendo la ecuación de continuidad de la componente tangencial

del campo eléctrico (2.13) la cual, teniendo en cuenta que el campo en la región 2 se anula, se

convierte en:

n̂ � E1
�
�
y= g(x) = 0 : (2.27)

Sin embargo, la condición de contorno (2.14) ya no es válida si alguno de los medios es un

conductor perfecto, y se convierte en [23]:

n̂ � H 1
�
�
y= g(x) =

4�
c

j S; (2.28)

donde j S es la densidad de corriente super�cial que aparece en la interfaz por la presencia del
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conductor. La ecuación (2.28) relaciona aj S con el límite del campo magnético sobre la interfaz,

y podría utilizarse para hallar dicha densidad de corriente una vez hallados los campos, pero ya

no como condición de contorno. Por lo tanto, en este caso debe satisfacerse una sola condición

de contorno, dada por la ec. (2.27), lo cual se condice con la reducción a la mitad del número

de incógnitas. Para la polarizacións la condición de contorno (2.27) se reduce a:

E 1
z (x; y)

�
�
y= g(x) = 0 : (2.29)

En cambio, para la polarizaciónp la condición de contorno (2.27) se reescribe como:

@H1
z (x; y)
@̂n

�
�
y= g(x) = 0 : (2.30)

En resumen, para el caso en el que el medio 2 sea un conductor perfecto, se debe resolver la

ecuación de Helmholtz (2.12) sujeta a la condición de contorno (2.29) para la polarizacións, o

a la condición (2.30) para el modop.

2.4. Balance energético

Los campos electromagnéticos deben satisfacer el balance energético, el cual se deriva de la

ley de conservación de la energía de la teoría electromagnética, también llamada teorema de

Poynting [23]. En particular, en problemas de scattering por super�cies corrugadas que separan

medios sin pérdidas, dicha condición impone que el �ujo del promedio temporal del vector de

Poynting S debe ser nulo a través de cualquier super�cie cerrada [6,8,24], lo cual puede expresarse

de la siguiente manera: �
S � n̂ da = 0 ; (2.31)

donde n̂ es el versor normal exterior a la super�cie, yS, el promedio temporal del vector de

Poynting, está de�nido como:

S(r ) =
c

8�
Ref E(r ) � H � (r )g : (2.32)

En (2.32) el asterisco denota complejo conjugado. Por otro lado, el balance energético dado

por la ecuación (2.31) involucra a los campos totales y puede expresarse en términos de las

cantidadesSinc , Sre
e y Strans , las cuales se de�nen en forma análoga a la dada por (2.32) pero

reemplazando por los campos incidentes, re�ejados y transmitidos, respectivamente. Teniendo

eso en cuenta y haciendo uso de la simetría de traslación enẑ de nuestro problema, se puede

demostrar que la condición (2.31) se puede escribir de la siguiente manera [6]:

�
Sinc � n̂ dl +

�
Sre
e � n̂ dl +

�
Strans � n̂ dl = 0 ; (2.33)

donde el diferencial de líneadl recorre una curva cerrada arbitraria y contenida en la sección

principal de la estructura, es decir, en el planoxy, tal como se muestra en la Fig. 2.2. Cabe

aclarar que en la ec. (2.33), al realizar la integral paraSinc y Sre
e , sólo se debe recorrer la porción

de la curva cerrada que se encuentra en la región 1, es decir, eny > g (x). Análogamente, para
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la integral de Strans sólo se recorre la porción de la curva cerrada que se encuentra en la región

2, es decir, eny < g (x).

Figura 2.2: Curva arbitraria cerrada y contenida en el plano xy, que se utiliza para calcular el
balance energético.

La contribución del campo incidente al �ujo del promedio temporal del vector de Poyn-

ting (primer término de la ec. (2.33)) corresponde a lapotencia incidente, mientras que las

contribuciones de los campos re�ejados y transmitidos corresponden a lapotencia re�ejada y

transmitida, respectivamente. Es por esto que al balance energético también se lo denomina

balance de potencias.
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CAPÍTULO3

Método de Rayleigh

En el capítulo anterior se ha visto que el problema de scattering electromagnético sobre

una super�cie rugosa y con simetría de traslación, es separable en dos modos de polarización

independientes:s y p. También se redujo dicho problema físico a un problema matemático

determinado por la ecuación de Helmholtz (2.12) sujeta a las condiciones de contorno (2.25) y

(2.26). En este capítulo se presenta el formalismo del método de Rayleigh, el cual es utilizado

para resolver dicho problema de condiciones de contorno. Se estudian las hipótesis involucradas

en el método y se deriva el sistema de ecuaciones que hay que resolver para hallar las incógnitas

del problema, es decir, los campos eléctrico y magnético en todo punto del espacio.

A modo de introducción al método de Rayleigh se presenta el formalismo aplicado al caso

de redes in�nitamente periódicas [6,8, 24]. Si bien esta clase de interfaces no constituye el caso

de mayor interés para esta tesis, servirá para familiarizarse con los conceptos e hipótesis fun-

damentales del método. En la segunda parte del capítulo se realiza la formulación del método

de Rayleigh para super�cies �nitas no periódicas, las cuales son las de mayor relevancia por

representar de forma más adecuada a las estructuras naturales que se quieren estudiar.

3.1. Interfaces periódicamente corrugadas

En esta sección, la única condición que se agrega al problema de scattering electromagnético

es que la interfaz rugosay = g(x) es periódica enx, lo cual juega un rol importante a la hora de

resolver el problema. La Figura 3.1 representa el esquema de la red de difracción considerada.

Los valores máximos y mínimos deg(x) se van a denotar comoyM e ym , respectivamente. Se

recuerda que la región 1 (y > g (x)) corresponde a un medio lineal sin pérdidas con parámetros

constitutivos � 1 y � 1, mientras que la región 2 (y < g (x)) está compuesta por otro medio lineal

con � 2 y � 2. El versor normal a y = g(x) que apunta desde la región 2 hacia la 1, se denota por

n̂, como se muestra en la Fig. 3.1.

Teniendo en cuenta que estamos tratando con una interfaz periódica y por ende in�nita,

resulta adecuado considerar como haz incidente una onda plana, la cual se extiende in�nitamente
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en el espacio. Por lo tanto, se considera que la super�cie es iluminada desde el medio 1 por una

onda plana monocromática de frecuencia! y longitud de onda en el vacío� = 2 �=k 0 = 2 �c=! .

Ésta posee una dirección de propagación contenida en el planoxy, la cual forma un ángulo � 0

con el ejey (j� 0j � �= 2), medido en sentido antihorario, como puede verse en la Fig. 3.1.

Figura 3.1: Esquema del problema de scattering por una super�cie perfectamente periódica.

Como se vio en el capítulo anterior, la incógnita del problema de scattering es el campo	

en todo punto del espacio, el cual corresponde a la componentez del campo eléctrico total para

la polarización s, y a la componentez del campo magnético para la polarizaciónp. Teniendo

esto en cuenta, el campo total	( x; y) se escribe de la siguiente manera:

	( x; y) =

(
	 1 = 	 inc + 	 d

1 si y > g (x)

	 2 = 	 d
2 si y < g (x)

; (3.1)

donde en la región 1 el campo total es la suma del campo incidente más el difractado, es decir,

el re�ejado. En la región 2 el campo total es directamente el difractado en esa región, es decir,

el campo transmitido.

Como se dijo más arriba, el campo incidente está representado por una onda plana, la cual

vamos a considerar de amplitud unitaria, por lo que puede escribirse como:

	 inc (x; y) = ei k inc �r = ei ( � 0x� � 0y) ; (3.2)

donde

k inc = � 0x̂ � � 0ŷ; jk inc j = k1 = � 1k0 = � 1
!
c

; (3.3)

� 0 = jk inc j sin � 0; (3.4)

y

� 0 = jk inc j cos� 0: (3.5)
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Es importante notar que el campo difractado	 d
j , j = 1 ; 2, de la ec. (3.1) debe satisfacer la

llamada condición de radiación (o de onda saliente), en contraste con el campo total, que no la

satisface en la región 1, ya que incluye al campo incidente. La condición de radiación impone

que los campos re�ejados deben permanecer acotados y propagarse hacia arriba en la región 1

cuando y ! + 1 . La misma propiedad debe satisfacerse en la región 2, pero en este caso son

los campos transmitidos los que deben permanecer acotados y propagarse hacia abajo cuando

y ! �1 . En otras palabras, los campos difractados deben mantenerse acotados y salientes de

la red, es decir, debenalejarse de ésta.

Desarrollos de Rayleigh

El problema matemático consiste en resolver la ecuación de Helmholtz (2.12) para los campos

totales 	 1 y 	 2. En la región 1, la onda plana incidente es solución de la ecuación de Helmholtz,

por lo cual, teniendo en cuenta la linealidad de dicha ecuación, el campo difractado	 d
1(x; y)

también debe satisfacerla. En la región 2, como el campo total coincide con el difractado, se ve

directamente que	 d
2(x; y) debe satisfacer la ecuación de Helmholtz. Cabe recordar que el campo

incidente está dado y por lo tanto no es una incógnita del problema, como sí lo son los campos

difractados. Dicho esto, se debe resolver la ecuación de Helmholtz para los campos difractados

	 d
j (x; y) en ambas regiones:

�
r 2 + k2

j

�
	 d

j (x; y) = 0 ; j = 1 ; 2; (3.6)

con:

kj =

(
� 1k0 si y > g (x)

� 2k0 si y < g (x)
: (3.7)

Además, los campos difractados deben cumplir con la condición de radiación. Por su parte, los

campos totales, de�nidos en la ec. (3.1), deben cumplir las condiciones de contorno (2.25) y

(2.26).

El siguiente paso para hallar los campos difractados es tener en cuenta la periodicidad de

la red, propiedad que hasta ahora no había sido utilizada. Teniendo en cuenta que la interfaz

y = g(x) tiene un períodod y gracias a la unicidad de la solución del problema de la red, se

puede demostrar que el campo difractado es pseudo-periódico [6,8], es decir:

	 d(x + d; y) = 	 d(x; y) ei� 0d: (3.8)

Esto último puede parecer evidente si se está familiarizado con el teorema de Floquet-Bloch.

Usando la pseudo-periodicidad vamos a demostrar que el campo difractado por arriba y por

abajo de la red puede expresarse como un desarrollo en ondas planas. Para eso, en lo que sigue

se realiza un tratamiento uni�cado para 	 d
j (x; y), j = 1 ; 2. De la ecuación (3.8) se desprende

que la funciónG(x; y) � 	 d(x; y)e� i� 0x tiene un períodod en x, por lo que puede ser expandida

en una serie de Fourier:

	 d(x; y)e� i� 0x =
n=+ 1X

n= �1

	 d
n (y)ein 2�

d x ; (3.9)
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donde n es un entero. Multiplicando ambos miembros de la ecuación (3.9) porei� 0x queda:

	 d(x; y) =
n=+ 1X

n= �1

	 d
n (y) ei� n x ; (3.10)

donde

� n = � 0 + n
2�
d

: (3.11)

Introduciendo la expresión (3.10) en la ecuación de Helmholtz y luego multiplicando ambos

miembros pore� i� 0x se encuentra:

n=+ 1X

n= �1

�
d2	 d

n (y)
dy2 + ( k2 � � 2

n )	 d
n (y)

�
ein 2�

d x = 0 : (3.12)

A primera vista parece que el miembro izquierdo de la ecuación (3.12) es una serie de Fourier

y, por tanto, sus coe�cientes deben anularse. Sin embargo, esto no es del todo cierto. De hecho,

debemos tener en cuenta quek, de�nido en la ecuación (3.7), no es una constante para todos

los valores dey. Por arriba de yM (k = k1) y por abajo de ym (k = k2) k es una constante. Por

lo tanto, en dichas regiones el miembro izquierdo de la ec. (3.12) es una serie de Fourier, y por

ende se puede a�rmar que los coe�cientes de Fourier de la ec. (3.12) deben anularse:

8n
d2	 d

n (y)
dy2 + [ � (1)

n ]2	 d
n (y) = 0 si y > y M ; (3.13)

8n
d2	 d

n (y)
dy2 + [ � (2)

n ]2	 d
n (y) = 0 si y < y m ; (3.14)

donde

� (j )
n =

8
>><

>>:

q
(k2

j � � 2
n ) si k 2

j � � 2
n

i
q

(� 2
n � k2

j ) si k 2
j < � 2

n

; j = 1 ; 2: (3.15)

De las ecuaciones (3.13) y (3.14) se deduce que:1

	 d
n (y) =

8
>>><

>>>:

I (1)
n e� i� (1)

n y + Rne+ i� (1)
n y si y > y M ;

Tne� i� (2)
n y + I (2)

n e+ i� (2)
n y si y < y m ;

(3.16)

donde I (1)
n , Rn , Tn y I (2)

n son las amplitudes complejas incógnitas de los campos difractados.

1En principio, adelante de las raíces en la ec. (3.15) habría un� ; sin embargo, esta ambigüedad en la de�nición
de � ( j )

n se resuelve al considerar las exponenciales con� i� ( j )
n y en (3.16) y al descartar una de ellas por la condición

de radiación.
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Reemplazando (3.16) en (3.10) se obtiene:

	 d(x; y) =

8
>>>>><

>>>>>:

n=+ 1P

n= �1

�
I (1)

n ei ( � n x� � (1)
n y) + Rnei ( � n x+ � (1)

n y)
�

si y > y M ;

n=+ 1P

n= �1

�
Tnei ( � n x� � (2)

n y) + I (2)
n ei ( � n x+ � (2)

n y)
�

si y < y m :

(3.17)

La ecuación (3.17) muestra que el campo difractado por arriba y por abajo de la región co-

rrugada puede ser representado por una expansión en ondas planas. Sin embargo, en el problema

físico algunas de éstas deben ser eliminadas del desarrollo, ya que no cumplen la condición de

radiación. Por ejemplo, el término de coe�cienteI (1)
n diverge cuandoy ! + 1 si k2

1 < � 2
n (� (1)

n

imaginario puro), o representa una onda plana propaganteentrante hacia la red sik2
1 � � 2

n . En

consecuencia, la condición de radiación determina queI (1)
n = 0 8 n. Por el mismo argumento,

I (2)
n = 0 . Finalmente, la ec. (3.17) y la condición de radiación nos permiten expresar el campo

total como:

	( x; y) =

8
>>>>><

>>>>>:

ei ( � 0x� � 0y) +
n=+ 1X

n= �1

Rnei ( � n x+ � (1)
n y) si y > y M ;

n=+ 1X

n= �1

Tnei ( � n x� � (2)
n y) si y < y m ;

(3.18)

donde se sumó el campo incidente en la región 1 para expresar el campo total.

Las incógnitas a determinar son las amplitudes complejasRn y Tn de las ondas re�ejadas

y transmitidas, respectivamente. La conclusión importante es que por arriba y por abajo de la

red, los campos difractados pueden ser representados por la llamadaexpansión de Rayleigh, es

decir, una serie de ondas planas salientes que tienen la misma pseudo-periodicidad.

Cabe aclarar que estas ondas planas pueden ser divididas en dos categorías. En la región

y > y M , para la mayoría de las ondas planas difractadas vale quek2
1 < � 2

n , y entonces� (1)
n es un

número imaginario puro. Por lo tanto Rnei ( � n x+ � (1)
n y) representa una onda evanescente que se

propaga a lo largo del ejex en la vecindad del per�l de la red, ya que decrece exponencialmente

cuando y ! 1 . Por otro lado, para el número �nito de términos tales que k2
1 � � 2

n , � (1)
n

es un número real positivo y por lo tanto Rnei ( � n x+ � (1)
n y) representa una onda plana que se

propaga alejándose de la red. En efecto, el vector de onda de la ondan-ésima está dado por

k1;n = � n x̂ + � (1)
n ŷ, de forma tal que el ángulo� 1;n , medido en sentido horario desde el ejey

(ver Fig. 3.1), puede obtenerse de� n = k1 sin � 1;n . Combinándola con la expresión de� n de la

ec. (3.11), el ángulo de difracción está dado por:

sin � 1;n = sin � 0 + n
2�
k1d

= sin � 0 + n
�

� 1d
si n es tal que k2

1 � � 2
n ; (3.19)

donde� = 2 �=k 0 es la longitud de onda incidente en el vacío. La ec. (3.19) es la famosa ecuación

de la red, muchas veces deducida a partir de argumentos heurísticos de la óptica física. Dentro

de los órdenes propagantes,n = 0 siempre está incluido, ya quesin � 1;0 = sin � 0. Dicho orden se

propaga en la dirección re�ejada especularmente (� 1;n = � 0) sin importar cuál sea la longitud

de onda incidente. En contraste, las direcciones de los demás órdenes difractados dependen de
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� , como puede verse en la ec. (3.19).

Análogamente, para la regióny < y m , Tnei ( � n x� � (2)
n y) representa una onda evanescente si

k2
2 < � 2

n , o una onda propagante sik2
2 � � 2

n con vector de ondak2;n = � n x̂ � � (2)
n ŷ. De la

misma manera, los órdenes propagantes del campo transmitido obedecen una ecuación de red.

Los ángulos de los órdenes de transmisión� 2;n , medidos en sentido antihorario desde el ejey

(ver Fig. 3.1), pueden obtenerse de� n = k2 sin � 2;n y de la ec. (3.11) como:

sin � 2;n =
� 1

� 2
sin � 0 + n

2�
k2d

=
� 1

� 2
sin � 0 + n

�
� 2d

si n es tal que k2
2 � � 2

n : (3.20)

El orden cero transmitido se propaga en la dirección dada por la Ley de Snell para una interfaz

plana entre los dos dieléctricos, independientemente de la longitud de onda incidente. En cambio,

las direcciones de los otros órdenes dependen de� .

Por último, si ym � y � yM , región llamada intermedia o modulada, el número de ondak no

es una constante. Para uny0 �jo en el intervalo [ym ; yM ] va a haber valores dex para los cuales

y0 > g (x), y por lo tanto k = k1 para esosx. Sin embargo, también encontraremos otros valores

de x para los cualesy0 < g (x), y entoncesk = k2 para esos otrosx. Es decir, que en la zona

intermedia, k depende dex. Por lo tanto, el miembro izquierdo de la ec. (3.12) no es la serie

de Fourier de la función idénticamente nula, por lo que no se puede a�rmar que sus coe�cientes

deben anularse. En consecuencia, las expansiones en ondas planas de los campos de la ec. (3.18)

no pueden, en principio, ser utilizadas para la región intermedia.

Hipótesis de Rayleigh

Para hallar las amplitudes complejas de los campos re�ejados y transmitidos,Rn y Tn de

la ec. (3.18), deben imponerse las condiciones de contorno (2.25) y (2.26). Sin embargo, para

eso son necesarias las expresiones de los campos en la región rugosa intermediaym � y � yM ,

pues las condiciones de contorno se aplican sobre la interfazy = g(x), la cual se encuentra en

dicha región. Es precisamente en la manera de hallar los campos en la región corrugada en lo

que se diferencian los distintos métodos rigurosos para el estudio del problema de difracción por

redes [6,8,24].

Uno de estos métodos fue originalmente propuesto por Lord Rayleigh en 1907 [7] para resolver

la dispersión de una onda acústica en una super�cie periódicamente corrugada e impenetrable,

y luego fue extendido por Fano [25] a redes de difracción de luz. Dicho método se basa en la

llamada hipótesis de Rayleigh, la cual consiste en suponer que los desarrollos de la ec. (3.18),

estrictamente válidos solamente fuera de la zona modulada, también tienen validez en la región

de las rugosidades cercana a la super�cie, y que entonces pueden emplearse para imponer las

condiciones de contorno (2.25) y (2.26). Esta suposición fue objetada por Lippmann [26] recién

en 1953, lo cual dio lugar a numerosos estudios dedicados a establecer el límite de validez de

la hipótesis de Rayleigh (para un resumen histórico ver [27]). Tal es así que se demostró que

dicha hipótesis es estrictamente válida y da buenos resultados para rugosidades poco profundas

[12, 15, 16]. No obstante, la aplicación de la hipótesis de Rayleigh en diversas con�guraciones

siguió despertando interés, tal como puede verse en las referencias [17�19,28,29].

Aunque fue muchas veces cuestionada, recientemente se ha demostrado que la hipótesis de
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Rayleigh puede ser aplicada a rugosidades más profundas que el límite de validez conocido, sin

problemas numéricos y con una precisión mayor que otros métodos exactos [20, 21]. De esta

forma, se han revitalizado los métodos numéricos basados en esta hipótesis y, tal como escribe

Tishchenko en [21], esto no es un acontecimiento menor:"La revitalización de la hipótesis de

Rayleigh es un resultado fundamental en la teoría de difracción. La demostración numérica

de su validez y su demostración analítica son sólo los primeros pasos en esta dirección... Muy

importante en este sentido es la posibilidad propuesta por la hipótesis de Rayleigh de proporcionar

una formulación analítica de las soluciones donde �nalmente el análisis numérico está obligado a

resolver un gran sistema, evitando así la acumulación de errores típicos de los métodos puramente

numéricos y acelerar el proceso de cálculo drásticamente�.

A continuación usamos la hipótesis de Rayleigh para imponer las condiciones de contorno

(2.25) y (2.26). Reemplazando los desarrollos de la ec. (3.18), estas condiciones se escriben de la

siguiente manera:

n=+ 1X

n= �1

�
Rnei ( � n x+ � (1)

n g(x)) � Tnei ( � n x� � (2)
n g(x))

�
= � ei ( � 0x� � 0g(x)) ; (3.21)

n=+ 1X

n= �1

�
Rn

�
� (1)

n � g0(x)� n

�
ei ( � n x+ � (1)

n g(x)) +

 1


 2
Tn

�
� (2)

n + g0(x)� n

�
ei ( � n x� � (2)

n g(x))
�

=

�
� 0 + g0(x)� 0

�
ei ( � 0x� � 0g(x)) ; (3.22)

donde los puntos(x; g(x)) pertenecen a un único período de la estructura, ya que gracias a

la pseudo-periodicidad de los campos, basta con asegurarse que las condiciones de contorno se

satisfagan en un único período de la red. El sistema a resolver, dado por las ecuaciones (3.21)

y (3.22), es un sistema de ecuaciones algebraicas de dimensión in�nita, puesn toma valores

enteros desde�1 hasta + 1 .

3.1.1. Red perfectamente conductora

En el caso en el cual el medio 2 es perfectamente conductor, la expansión de Rayleigh de

la ec. (3.18) es válida para la región del medio 1 por fuera de la rugosidad (y > y M ). En

cambio, eny < g (x) los campos se anulan por ser el medio un conductor perfecto. En el mismo

sentido, la hipótesis de Rayleigh también puede ser utilizada para este tipo de interfaces. Incluso,

históricamente dicha hipótesis se utilizó primero para estructuras dieléctrico-conductor, ya que

resultan menos costosas de resolver, pues el número de incógnitas se reduce a la mitad respecto

a una interfaz dieléctrico-dieléctrico. En particular, hubo varios trabajos que se dedicaron a

estudiar el límite de validez de la hipótesis de Rayleigh para redes perfectamente conductoras.

De estos estudios es de dónde surge el conocido resultado para una red perfectamente conductora

con per�l sinusoidal dado por g(x) = bcos(Kx ) y con luz incidente polarizada en modos.

Para este caso particular se demostró que la hipótesis de Rayleigh es estrictamente válida si

Kb < 0:448 [30�32]. Sin embargo, aplicaciones numéricas mostraron que es posible obtener

resultados con�ables incluso siKb vale más del doble que el límite teórico [30].
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Usando la hipótesis de Rayleigh, con el desarrollo de la ec. (3.18) se puede demostrar que la

condición de contorno para redes perfectamente conductoras (2.29) con polarizacións se reescribe

exactamente igual a la ecuación (3.21), pero anulando el término asociado al campo transmitido.

Análogamente, para el modop se demuestra que la condición de contorno (2.30) resulta igual a

la dada por la ec. (3.22), pero cancelando el término asociado al campo transmitido.

3.1.2. Balance energético

Esta subsección y la siguiente están dedicadas a establecer dos propiedades analíticas del

problema general de redes de difracción. En primer lugar, se establece la expresión del balance

energético para el caso de redes periódicas. Para tal �n basta con calcular el �ujo deS, el

promedio temporal del vector de Poynting, a través de un rectángulo como el delimitado por

� 1� 2� 4� 3 en la Figura 3.2. Vale aclarar que para aprovechar la pseudo-periodicidad de los

campos, se elige el rectángulo de modo tal que encierre un período de la red.

Figura 3.2: Curva utilizada para calcular el balance energético en el caso de una red de
difracción periódica.

Las contribuciones de los lados verticales� 1� 3 y � 2� 4 se cancelan entre sí gracias a la

periodicidad de S:2 En la parte superior del rectángulo hay que calcular las contribuciones al

�ujo del vector de Poynting de los campos incidente y re�ejado. Usando la expansión de Rayleigh

de la ec. (3.18) paray > y M , y teniendo en cuenta que la delta de Kronecker se puede de�nir

como � n;m = 1
d

d�

0
dxei (n� m) 2�

d x , cálculos elementales muestran que la potencia re�ejada de un

único orden propaganten es proporcional a� (1)
n jRn j2, y que la potencia incidente es proporcional

a � � 0. Análogamente, en la parte inferior del rectángulo, usamos la expansión de Rayleigh de

la ec. (3.18) paray < y m . La potencia transmitida de una única onda plana es proporcional

2La periodicidad de S puede verse a partir de su de�nición en la ec. (2.32) y de la condición de pseudo-
periodicidad de los campos de la ec. (3.8). Al calcular S como el producto entre E y H � , los coe�cientes e� i� 0 d

de la ec. (3.8) se cancelan yS resulta periódico.
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a 
 1

 2

� (2)
n jTn j2. Por lo tanto, reemplazando las potencias re�ejada, transmitida e incidente en la

ecuación (2.33), el balance energético se puede escribir como:

X

n

� (1)
n +

X

n

� (2)
n = 1 ; (3.23)

donde � (1)
n (� (2)

n ) representa la e�ciencia del ordenn re�ejado (transmitido), y se de�ne como el

cociente entre la potencia re�ejada (transmitida) y la incidente. Dicha e�ciencia representa la

fracción de la potencia incidente, en valor medio temporal, que transporta el ordenn re�ejado

(transmitido):

� (j )
n =

8
>>>>><

>>>>>:

Ref � (1)
n g

� 0
jRn j2 si y > g (x) ( j = 1) ;


 1


 2

Ref � (2)
n g

� 0
jTn j2 si y < g (x) ( j = 2) :

(3.24)

Como puede verse en la ec. (3.23), que se cumpla el balance energético es equivalente a pedir

que la suma de las e�ciencias re�ejadas y transmitidas sea igual a la unidad. Vale remarcar que

en el balance energético sólo intervienen los órdenes propagantes, y no así los evanescentes.3 Si

la región 2 es perfectamente conductora, se demuestra análogamente que el balance energético

de la ec. (3.23) es válido, pero teniendo en cuenta que la suma de los� (2)
n se cancela, ya que el

campo dentro del conductor se anula.

Es importante remarcar que la expresión del balance energético dada por (3.23) es válida

para cualquier método teórico que se use para resolver los campos en la zona intermedia, es

decir, no es exclusiva del método de Rayleigh que se utiliza en esta tesis.

3.1.3. Teorema de reciprocidad

Otra propiedad analítica de las redes de difracción es el teorema de reciprocidad. Conside-

remos dos situaciones con distintos ángulos de incidencia sobre la red. En el primer caso, se

incide desde el medio 1 con un ángulo� 0 y se considera el orden propagantep-ésimo re�ejado

con ángulo de difracción� p y e�ciencia � p, como se muestra en la Figura 3.3 (caso 1). En la

segunda situación, se incide desde el medio 1 con un ángulo� 00
0 = � � p, respetando la convención

de signos para los ángulos incidentes, como se ve en la Fig. 3.3 (caso 2).

A partir de la ecuación de la red (3.19) con ángulo incidente� 00
0 = � � p, se demuestra directa-

mente que en la segunda situación el orden difractadop-ésimo tiene un ángulo� 00
p = � � 0, respe-

tando la convención de signos para los ángulos difractados. Esta propiedad se llama teorema de

reversión. Además, considerando la pseudo-periodicidad de los campos, puede demostrarse que

la e�ciencia del ordenp-ésimo en la segunda situación,� 00
p, cumple la siguiente relación [6,8,24]:

� 00
p = � p; (3.25)

es decir, que la e�ciencia del ordenp-ésimo tiene el mismo valor en la situación 1 que en la 2. La

interpretación física del resultado de este teorema es que la respuesta de la red es invariante si se

3Esto es así ya que en la ec. (3.24)Ref � ( j )
n g, j = 1 ; 2, es nulo para las ondas evanescentes, ya que los� ( j )

n son
números puramente imaginarios en ese caso.
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Figura 3.3: Teorema de reciprocidad: la e�ciencia del orden p-ésimo es la misma en los dos
casos.

intercambia la fuente por el detector. Por último, cabe notar que esta propiedad es independiente

de la forma del per�l de la red. En otras palabras, el teorema de reciprocidad vale tanto si el

per�l de la red y = g(x) es simétrico respecto ax = 0 , como si no lo es.

3.2. Interfaces con rugosidades de tamaño �nito

Como se explicó al principio de este capítulo, el caso de mayor interés en esta tesis es el

de super�cies corrugadas no periódicas que tienen una rugosidad localizada, ya que el objetivo

�nal de este trabajo es poder aplicar el método desarrollado a estructuras provenientes de tejidos

biológicos, las cuales en general son bastante irregulares. Teniendo esto en cuenta, a continuación

se formula el método de Rayleigh para interfaces rugosas �nitas, teniendo como base todo lo visto

para redes periódicas. Se consideran dos tipos de iluminación de la super�cie: a) ondas planas

y b) haces limitados espacialmente. En primer lugar, se va a formular el problema eligiendo

una onda plana como medio de excitación de la super�cie, debido a que uno de los objetivos

es comparar los resultados obtenidos con los correspondientes a una red in�nita. En la segunda

parte del desarrollo se considera el caso más realista de una iluminación de tipo haz gaussiano.

Éste consiste en un haz limitado espacialmente, y por lo tanto resulta más adecuado para estudiar

rugosidades de tamaño �nito.

(a) Onda plana

En este apartado se considera una interfaz plana con una rugosidad montada de tamaño

�nito, representada por la función y = g(x). El tamaño del corrugado en el ejex esa, y se elige el

origen de coordenadas de forma tal que la rugosidad se encuentre en el intervalox 2 [� a=2; a=2],

como se puede ver en la Fig. 3.4. Además, se considera queg(x = � a=2) = 0 . Matemáticamente,

esto es equivalente a decir que:

g(x) =

8
>>><

>>>:

0 x � � a
2 ;

f (x) � a
2 < x < a

2 ;

0 x � a
2 ;

(3.26)
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donde f (x) es una función arbitraria, no necesariamente analítica, que representa el per�l de la

rugosidad de tamaño �nito. Al igual que en el caso anterior, la interfaz separa dos materiales

isótropos y homogéneos caracterizados por los parámetros constitutivos� j y � j , j = 1 ; 2. La

super�cie rugosa es iluminada desde la región 1 (y > g (x)) por una onda plana de longitud de

onda en vacío� = 2 �=k 0, linealmente polarizada, cuya dirección de propagación está contenida

en el planoxy y forma un ángulo � 0 con el ejey, como puede verse en la Figura 3.4.

Figura 3.4: Esquema del problema de scattering considerado para interfaces no periódicas
�nitas.

A pesar de que este problema tiene muchos puntos en común con el de la red in�nita,

aparecen aquí algunas diferencias. En primer lugar, la estructura deja de ser periódica, lo cual

tiene varias implicancias. Como ya no se satisface la condición de pseudo-periodicidad (3.8), la

resolución del problema no puede reducirse a un único período. Esto signi�ca que el empalme

de los campos mediante las condiciones de contorno (2.25) y (2.26) debe extenderse a lo largo

de toda la estructura, es decir, parax 2 (�1 ; + 1 ). Otra de las diferencias fundamentales es

el hecho de que al considerar corrugados localizados, los campos re�ejado y transmitido son

dispersados por la super�cie en todas las direcciones. Ya no hay órdenes de difracción que se

propagan en direcciones discretas etiquetadas por el enteron, sino que se tiene un continuo

de amplitudes re�ejadas. En términos de las representaciones utilizadas, signi�ca reemplazar la

sumatoria de los desarrollos de Rayleigh de la ec. (3.18) por una integral, donde las amplitudes

Rn y Tn pasan a ser funciones continuas del ángulo de difracción. Esto acarrea un incremento

considerable en el volumen de cálculo involucrado, como se verá en el capítulo siguiente.

Teniendo esto en cuenta, por fuera de la zona modulada (míng(x) � y � máx g(x)), el campo

	 j (x; y), j = 1 ; 2, se puede representar rigurosamente mediante losdesarrollos de Rayleigh[6].

Para la región y > máx g(x), ahora el desarrollo adecuado es:

	 1(x; y) = ei ( � 0x� � 0y) +
1

2�

+ 1�

�1

d�R (� ) ei ( �x + � (1)
� y) ; (3.27)
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donde el primer término representa la onda plana incidente con amplitud unidad, y el segundo

representa los campos dispersados en el medio 1, es decir, los re�ejados. Al igual que antes,

las constantes� 0 y � 0 están dadas por las ecs. (3.4) y (3.5), respectivamente. El integrando en

(3.27) representa ondas planas con amplitud complejaR(� ) y vector de onda:

k (r ) (� ) = � x̂ + � (1)
� ŷ;

�
�
�k (r )

�
�
� = � 1k0;

donde ahora� toma valores continuos, a diferencia del caso periódico en el que se tienen valores

discretos� n . Análogamente, siy < mín g(x) el desarrollo de Rayleigh adecuado es:

	 2(x; y) =
1

2�

+ 1�

�1

d�T (� ) ei ( �x � � (2)
� y) : (3.28)

	 2(x; y) representa los campos transmitidos en el medio 2, y el integrando de la ec. (3.28)

representa ondas planas con amplitudT(� ) y vector de onda

k (t ) (� ) = � x̂ � � (2)
� ŷ;

�
�
�k (t )

�
�
� = � 2k0:

Notar que ahora nuestro problema de scattering queda resuelto cuando se encuentran las fun-

ciones incógnitasR(� ) y T(� ), las cuales determinan la distribución espectral de amplitudes de

las ondas planas re�ejadas y transmitidas, respectivamente.

Las componentes en el ejêy de los vectores de ondak (r ) y k (t ) quedan �jas por la relación

de dispersión en cada medio y vienen dadas por la siguiente expresión:

� (j )
� = � (j ) (� ) =

q
� 2

j k2
0 � � 2; j = 1 ; 2: (3.29)

Además, se utilizará la notación� (j )
0 � � (j ) (� 0). Al igual que en el caso periódico, las cantidades

� (j )
� son reales o imaginarias puras. Estas cantidades son reales en la llamadazona radiativa

j�=k 0j � � j , y en este caso se debe pedir queRef � (j )
� g > 0 para que los campos de la ec. (3.27) y

(3.28) representen onda planas propagantes quese alejande la interfaz. En cambio, cuando estas

cantidades son imaginarias puras, lo cual ocurre en la llamadazona no radiativa j�=k 0j > � j ,

se debe pedir queIm f � (j )
� g > 0 para que estos campos representen ondas evanescentes que se

atenúan cuandoy ! �1 .

Para obtener las amplitudes incógnitasR(� ) y T(� ), se deben imponer las condiciones de con-

torno (2.25) y (2.26) sobre la super�cie corrugaday = g(x). Nuevamente, usaremos lahipótesis de

Rayleigh, la cual si bien inicialmente fue utilizada para el caso de rugosidades periódicas, poste-

riormente fue generalizada para investigar corrugados no periódicos de forma arbitraria [12�14].

Por lo tanto, al igual que para redes in�nitas, asumimos que los desarrollos (3.27) y (3.28), que

estrictamente hablando representan los campos fuera de la zona modulada, también pueden ser

utilizados dentro de dicha región. Dicho esto, con los desarrollos (3.27) y (3.28), las condiciones
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de contorno (2.25) y (2.26) se escriben de la siguiente manera:

ei ( � 0x� � (1)
0 g) +

1
2�

+ 1�

�1

d�R (� )ei ( �x + � (1)
� g) =

1
2�

+ 1�

�1

d�T (� )ei ( �x � � (2)
� g) ; (3.30)

y

�
� � (1)

0 � � 0g0
�

ei ( � 0x� � (1)
0 g) +

1
2�

+ 1�

�1

d�R (� )
�

� (1)
� � �g 0

�
ei ( �x + � (1)

� g) =


 1


 2

1
2�

+ 1�

�1

d�T (� )
�

� � (2)
� � �g 0

�
ei ( �x � � (2)

� g) ; (3.31)

donde se usó la notacióng � g(x) y g0 � g0(x). Proyectando las ecuaciones (3.30) y (3.31)

en la base de funcionesf ei� 0xg� 02 Re es posible obtener un sistema de dos ecuaciones integrales

acopladas para las amplitudes incógnitasR(� ) y T(� ). Sin embargo, este sistema puede desaco-

plarse utilizando un procedimiento similar al empleado originalmente por Toigoet al. [33] para

redes periódicas de materiales no magnéticos (� =1), y posteriormente generalizado a materiales

magnéticos (� 6= 1 ) en la Ref. [34]. A continuación se detalla el procedimiento utilizado para

desacoplar el sistema de ecs. (3.30) y (3.31), para nuestra con�guración particular de la Figura

3.4.

En primer lugar, para obtener una ecuación paraR(� ) multiplicamos la ecuación (3.30) por

(� � (2)
� 0 + � 0g0)e� i ( � 0x+ � (2)

� 0 g) ;

y la ecuación. (3.31) por

�

 2


 1
e� i (� 0x+ � (2)

� 0 g) :

En segundo lugar, para eliminar la dependencia enx, se integra con respecto ax entre �1 y

+ 1 y se suman ambas ecuaciones. A continuación veamos que la parte de esa suma que contiene

a T(� ) se anula, la cual es igual a:

1
2�

+ 1�

�1

d�T (� )

+ 1�

�1

dx
h
� (2)

� � � (2)
� 0 + ( � 0+ � )g0

i
e� i (� 0� � )xe� i (� (2)

� 0 + � (2)
� )g

=

+ 1�

�1

d�T (� )( � (2)
� � � (2)

� 0 )
1

2�

+ 1�

�1

dxe� i ( � 0� � )xe� i (� (2)
� 0 + � (2)

� )g (3.32)

+

+ 1�

�1

d�T (� )( � 0+ � )
1

2�

+ 1�

�1

dxg0e� i (� 0� � )xe� i ( � (2)
� 0 + � (2)

� )g:

Para continuar se de�ne:

D [u; v] =
1

2�

+ 1�

�1

dxe� iux e� ivg (x) ; (3.33)
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donde u toma valores reales, mientras quev es un número complejo en general.D [u; v] es la

transformada de Fourier dee� ivg (x) . Teniendo en cuenta la expresión particular deg(x) dada en

la ec. (3.26), se puede demostrar mediante cálculos elementales que:

D [u; v] = � (u) �
1

�u
sin

� a
2

u
�

+ D 0[u; v] ; (3.34)

donde � (u) = 1
2�

+ 1�

�1
dxe� iux es la delta de Dirac, y

D 0[u; v] =
1

2�

+ a
2�

� a
2

dxe� iux e� ivf (x) : (3.35)

Considerando la de�nición dada en (3.33), la ec. (3.32) resulta:

+ 1�

�1

d�T (� )
�

� (2)
� � � (2)

� 0

�
D

h
� 0� �; � (2)

� 0 + � (2)
�

i

+

+ 1�

�1

d�T (� )
(� 0+ � )

2�

+ 1�

�1

dxg0e� i ( � 0� � )xe� i (� (2)
� 0 + � (2)

� )g:

Integrando la segunda de estas integrales por partes enx y reagrupando convenientemente,

resulta:

=

+ 1�

�1

d�T (� )

(
�

� (2)
� � � (2)

� 0

�
D

h
� 0� �; � (2)

� 0 + � (2)
�

i

+
(� 0+ � )

� (� (2)
� 0 + � (2)

� )
sin

� a
2

(� 0� � )
�

+
� 2 � � 02

� (2)
� 0 + � (2)

�

D 0
h
� 0� �; � (2)

� 0 + � (2)
�

i
)

:

Reemplazando la expresión deD [u; v] de la ecuación (3.34) y reagrupando convenientemente,

vemos que la integral que contiene aT(� ) es nula:

+ 1�

�1

d�T (� )
�

� (2)
� � � (2)

� 0

�
� (� 0� � )

+

+ 1�

�1

d�T (� )

�
[� (2)

� ]2 + � 2 � [� (2)
� 0 ]2 � � 02

�

(� (2)
� 0 + � (2)

� )

 

D 0
h
� 0� �; � (2)

� 0 + � (2)
�

i
�

sin
� a

2 (� 0� � )
�

� (� 0� � )

!

= T(� 0)
�

� (2)
� 0 � � (2)

� 0

�

+

+ 1�

�1

d�T (� )

�
� 2

2k2
0 � � 2 + � 2 � � 2

2k2
0 + � 02 � � 02

�

(� (2)
� 0 + � (2)

� )

 

D 0
h
� 0� �; � (2)

� 0 + � (2)
�

i
�

sin
� a

2 (� 0� � )
�

� (� 0� � )

!

= 0 ; (3.36)
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donde para el primer término se usó la propiedad de la delta de Dirac
+ 1�

�1
dx f (x) � (x � a) = f (a).

De esta forma, calculando los términos restantes para los campos re�ejado e incidente, se obtiene

una ecuación integral que involucra solamente aR(� ) (y no a T(� )).

Análogamente, para obtener una ecuación paraT(� ), se multiplica la ecuación (3.30) por:

(� (1)
� 0 + � 0g0)e� i (� 0x� � (1)

� 0 g) ;

y la ecuación (3.31) por

� e� i (� 0x� � (1)
� 0 g) :

Luego, integramos con respecto ax entre �1 a + 1 y se suman ambas ecuaciones. De esta

forma se obtiene una ecuación integral sólo para las amplitudes incógnitaT(� ) pues, en este

caso, la integral que contiene aR(� ) es nula.

Los procedimientos detallados arriba nos han permitido desacoplar las condiciones de con-

torno y obtener una ecuación integral sólo para las amplitudes incógnitaR(� ):

+ 1�

�1

d� K r (� 0; � ) R(� ) = � K (� 0; � 0); (3.37)

y otra ecuación integral sólo para las amplitudes incógnitaT(� ):

+ 1�

�1

d� K t (� 0; � ) T(� ) = � 2�

 2


 1
2� (1)

0 � (� 0� � 0); (3.38)

donde

K r (� 0; � ) = M �;� 0 D[� 0� �; � (2)
� 0 � � (1)

� ]; (3.39)

K t (� 0; � ) = M � 0;� D[� 0� �; � (2)
� � � (1)

� 0 ]; (3.40)

y

M �;� 0 =

�
1 � 
 2


 1

� �
�� 0+ � (2)

� 0 � (1)
�

�
+ k2

0

�

 2

 1

� 2
1 � � 2

2

�

� (2)
� 0 � � (1)

�

: (3.41)

Las ecuaciones (3.37) y (3.38) son ecuaciones integrales de Fredholm de primera especie con

núcleosK r (� 0; � ) y K t (� 0; � ), respectivamente. La inhomogeneidad en la ec. (3.37) viene dada

por K (� 0; � 0), con:

K (� 0; � 0) = N � 0 ;� 0 2� D
h
� 0� � 0; � (2)

� 0 + � (1)
0

i
; (3.42)

donde

N � 0 ;� 0 =

�
1 � 
 2


 1

� �
� 0� 0 � � (2)

� 0 � (1)
0

�
+ k2

0

�

 2

 1

� 2
1 � � 2

2

�

� (2)
� 0 + � (1)

0

: (3.43)

Las ecuaciones desacopladas (3.37) y (3.38) son las que hay que resolver para hallar las incógnitas

R(� ) y T(� ), respectivamente. Teniendo en cuenta la importancia de las mismas, en el Apéndice
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A se detallan la cuentas realizadas para deducirlas.

Por último, y en vistas a la implementación numérica de las ecuaciones (3.37) y (3.38), cabe

notar que la onda plana incidente introduce dos di�cultades numéricas. En primer lugar, para

una super�cie plana (g(x) = 0 8x) las funcionesR(� ) y T(� ) son proporcionales a distribuciones

delta de Dirac (la demostración de esto último se encuentra en el Apéndice B). Por eso, es de

esperar que en el caso de super�cies con rugosidades localizadas y poco profundas, las funciones

R(� ) y T(� ) también estén muy concentradas alrededor del valor� � � 0, que corresponde a

las direcciones donde hay luz difractada para el plano in�nito. Esta característica podría exigir

un tamaño muy grande de la matriz del sistema algebraico que se debe resolver, lo cual a la vez

puede hacer que aumente el error de la rutina de resolución de sistemas lineales.4 En segundo

lugar, las ecs. (3.37) y (3.38) contienen deltas de Dirac, lo que resulta inconveniente a la hora de

la implementación numérica.5 Estas di�cultades se pueden evitar si en los campos dispersados se

escriben por separado las contribuciones de la super�cie perfectamente plana y de la rugosidad,

es decir, se reescribe el desarrollo de la ec. (3.27) de la siguiente manera:

	 1(x; y) = ei ( � 0x� � (1)
0 y) + R(0) ei ( � 0x+ � (1)

0 y) +
1

2�

+ 1�

�1

d� ~R(� ) ei ( �x + � (1)
� y) ; (3.44)

donde ahora el segundo término, con amplitudR(0) , representa la onda plana re�ejada por el

plano perfecto, mientras que la integral del tercer término puede interpretarse como la contribu-

ción explícita de la rugosidad. Análogamente, la ecuación (3.28) se puede escribir explicitando

la onda plana transmitida por el plano perfecto:

	 2(x; y) = T (0) ei ( � 0x� � (2)
0 y) +

1
2�

+ 1�

�1

d� ~T(� ) ei ( �x � � (2)
� y) : (3.45)

En las ecs. (3.44) y (3.45),R(0) y T (0) son los coe�cientes de Fresnel de la super�cie perfectamente

plana, dados por [35]:

R(0) =

 2

 1

� (1)
0 � � (2)

0


 2

 1

� (1)
0 + � (2)

0

; (3.46)

para el campo re�ejado, y

T (0) = 2

 2

 1

� (1)
0


 2

 1

� (1)
0 + � (2)

0

; (3.47)

para el campo transmitido, donde se recuerda que
 j = � j (� j ) para el modo s (p). Matemáti-

camente, este procedimiento es completamente equivalente a rede�nir las amplitudes complejas

como:

R(� ) = 2 � R (0) � (� � � 0) + ~R(� ); (3.48)

4Esto se verá con más detalle en el capítulo siguiente.
5La delta de Dirac en (3.37) está dentro de la inhomogeneidad K (� 0; � 0), la cual es proporcional a una

transformada D [u; v], y a la vez ésta contiene una delta de Dirac, como puede verse en la ec. (3.34).
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T(� ) = 2 � T (0) � (� � � 0) + ~T(� ): (3.49)

Reemplazando la nueva de�nición deR(� ) de la ec. (3.48) y teniendo en cuenta la igualdad

R(0) = � N � 0 ;� 0 =M� 0 ;� 0 , la ecuación (3.37) se convierte en:

+ 1�

�1

d�K r (� 0; � ) ~R(� ) = 2
sin(a

2 (� 0� � 0))
� 0� � 0

�
N � 0 ;� 0 + R(0) M � 0 ;� 0

�

� 2�
�

N � 0 ;� 0D 0
h
� 0� � 0; � (2)

� 0 + � (1)
0

i
+ R(0) M � 0 ;� 0D 0

h
� 0� � 0; � (2)

� 0 � � (1)
0

i�
: (3.50)

Análogamente, reemplazando la nueva de�nición deT(� ) dada en la ec. (3.49) y teniendo

en cuenta la igualdadT (0) = � 
 2

 1

2� (1)
0 =M� 0 ;� 0 , la ecuación (3.38) se convierte en:

+ 1�

�1

d�K t (� 0; � ) ~T(� ) = � 2�T (0) M � 0;� 0

�
D 0

h
� 0� � 0; � (2)

0 � � (1)
� 0

i
�

sin(a
2 (� 0� � 0))

� (� 0� � 0)

�
: (3.51)

Las ecuaciones (3.50) y (3.51) son las nuevas ecuaciones integrales que utilizaremos para

hallar las amplitudes complejas~R(� ) y ~T(� ).

(b) Haz gaussiano

En esta segunda parte, se considera una iluminación limitada espacialmente, en particular,

un haz gaussiano. En este caso, la expresión para el campo en la regióny > máx g(x) de la ec.

(3.27) es reemplazada por:

	 1(x; y) = 	 inc (x; y) +
1

2�

+ 1�

�1

d�R (� )ei ( �x + � (1)
� y) ; (3.52)

donde ahora el campo incidente se representa como una superposición de ondas planas:

	 inc (x; y) =
1

2�

+ 1�

�1

d�A (� )ei ( �x � � (1)
� y) : (3.53)

A(� ) es la función de distribución espectral de amplitudes, que consideraremos como una función

gaussiana de ancho� = 2=w (w es el ancho espacial del haz) centrada en� 0 = k1 sin � 0:

A(� ) =
1

�
p

�
e� ( � � � 0 ) 2

� 2 ; (3.54)

donde � 0 es el ángulo de incidencia alrededor del cual está centrado el haz (ver Figura 3.5). El

caso límite de la onda plana se obtiene reemplazando la funciónA(� ) en (3.53) por 2�� (� �

� 0), una distribución delta de Dirac. Cabe aclarar que la expresión de la ec. (3.28) para el

campo transmitido en la región 2 sigue siendo válida, pues lo único que se cambió es el tipo de

iluminación que incide desde el medio 1. Además, el haz gaussiano no introduce ningún problema

numérico, por lo que no es necesario separar las contribuciones del plano perfecto enR(� ) y
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Figura 3.5: Distribución espectral de intensidades para un haz gaussiano.

T(� ), como se hizo en el caso de la onda plana incidente.

El tratamiento para obtener las ecuaciones a resolver para hallar las amplitudes incógnitas

R(� ) y T(� ), es análogo al seguido para el caso de la onda plana incidente. En primer lugar,

usamos lahipótesis de Rayleighpara imponer las condiciones de contorno (2.25) y (2.26) sobre

los desarrollos (3.52) y (3.28). Reemplazando dichos desarrollos en las condiciones de contorno

se arriba a un sistema de ecuaciones integrales acopladas. Utilizando exactamente el mismo

procedimiento que para el caso de onda plana incidente, se logra desacoplar dicho sistema,

obteniendo la siguiente ecuación para la amplitudR(� ) del campo re�ejado:

+ 1�

�1

d�K r (� 0; � )R(� ) = � K g(� 0); (3.55)

y otra ecuación integral sólo para las amplitudes incógnitaT(� ):

+ 1�

�1

d�K t (� 0; � )T(� ) = � 2

 2


 1
� (1)

� 0 A(� 0); (3.56)

con

K g(� 0) =

+ 1�

�1

d�A (� )N �;� 0D
h
� 0� �; � (2)

� 0 + � (1)
�

i
: (3.57)

donde N �;� 0 está dado por la ec. (3.43) reemplazando� 0 por � . Las ecuaciones (3.55) y (3.56)

son las que hay que resolver para hallar las amplitudes incógnitasR(� ) y T(� ) en el caso de

un haz incidente gaussiano. Si se las compara con las correspondientes a la iluminación con

una onda plana, ecs. (3.37) y (3.38), puede verse que efectivamente sólo di�eren en los términos

asociados al campo incidente, y que las ecs. (3.37) y (3.38) se recuperan al reemplazarA(� ) en
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(3.55) y (3.56) por 2�� (� � � 0).

3.2.1. Balance energético

En esta sección se establece la expresión matemática del balance energético para nuestra

con�guración particular de super�cies rugosas �nitas, esquematizada en la Figura 3.4. Para tal

�n, se calcula el �ujo del promedio temporal del vector de Poynting S a través de una super�cie

cerrada de�nida por el contorno rectangular que encierra a la super�cie rugosa, la cual se muestra

en la Figura 3.6. Dicho contorno está formado por dos rectas horizontales eny = � y0 y dos

rectas verticales enx = � x0.

Figura 3.6: Esquema del recinto utilizado para realizar el balance de potencias para rugosidades
localizadas no periódicas.

Se debe calcular el �ujo deS a través de cada uno de los cuatro lados del rectángulo. De

las ecuaciones de Maxwell (2.8) y (2.9) podemos deducir la expresión del promedio temporal del

vector de Poynting, de�nido en la ec. (2.32). En primer lugar, nos concentraremos en las contri-

buciones al �ujo sobre los dos lados horizontales eny = � y0 con normal n̂ = � ŷ. Proyectando

S en la direcciónŷ, obtenemos:

S � ŷ =
1


k 0
Ref i 	 @y 	 � g; (3.58)

donde el asterisco denota el complejo conjugado, y además se omitió el factorc=(8� ) de la

de�nición de S, ya que aparece en todos los términos del balance energético de la ecuación

(2.33), por lo que se lo puede cancelar. A continuación se deben calcular las contribuciones

de los campos incidente, re�ejado y transmitido al �ujo de S sobre los lados horizontales del

rectángulo, para así poder reemplazarlas en la ec. (2.33) del balance energético. Para eso, vamos

a analizar por separado los dos tipos de iluminación considerados: onda plana y haz gaussiano.

Onda plana incidente

Consideremos el caso de una iluminación del tipo onda plana, como la establecida en el

primer término de la ec. (3.44), es decir:

	 inc (x; y) = ei ( � 0x� � (1)
0 y) : (3.59)
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En este caso, reemplazando (3.59) en (3.58), la contribución del campo incidente al �ujo del

promedio temporal del vector de Poynting eny = + y0 resulta:

+ x0�

� x0

Sinc � ŷ dx
�
�
�
y= y0

= �
� (1)

0


 1k0
� x; (3.60)

donde � x = 2x0. Como se va a hacer tenderjx0j ! 1 , y por ende � x ! 1 , eso implica que

el campo incidente posee energía in�nita. Esto último tiene sentido, ya que se trata de una de

onda plana que se extiende in�nitamente en el espacio. Esa divergencia se supera escribiendo

los campos dispersados como se hizo en las ecuaciones (3.44) y (3.45), es decir, separando la

contribución de la interfaz perfectamente plana. Para el campo re�ejado se obtuvo:

	 re
e (x; y) = R(0) ei ( � 0x+ � (1)
0 y) +

1
2�

+ 1�

�1

d� ~R(� )ei ( �x + � (1)
� y) : (3.61)

Reemplazando (3.61) en (3.58), la contribución al �ujo deS del campo re�ejado eny = + y0

resulta:

+ x0�

� x0

Sre
e � ŷ dx
�
�
�
y= y0

=
1


 1k0
Re

(

� (1)
0

�
�
�R(0)

�
�
�
2

+ x0�

� x0

dx

+ � (1)
0 R(0) �

+ 1�

�1

d� ~R(� )ei ( � (1)
� � � (1)

0 )y0
1

2�

+ x0�

� x0
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+ 1�
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d�� (1) �
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~R� (� )ei ( � (1)
0 � � (1) �

� )y0
1

2�

+ x0�

� x0

dxei ( � 0 � � )x

+
1

2�

+ 1�

�1

d� ~R(� )

+ 1�

�1

d� 0� (1) �
� 0

~R� (� 0)ei ( � (1)
� � � (1) �

� 0 )y0
1

2�

+ x0�

� x0

dxei ( � � � 0)x

)

: (3.62)

Haciendo tenderjx0j ! 1 , las integrales con respecto ax del segundo, tercer y cuarto término

se convierten en deltas de Dirac� (� � � 00) = 1
2�

+ 1�

�1
dxei ( � � � 00)x , que hacen colapsar todas las

integrales en� . En cambio, la integral enx del primer término resulta directamente la longitud

del intervalo � x ! 1 , cuya divergencia se resolverá más adelante. Teniendo esto en cuenta,
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(3.62) se escribe como:

+ 1�

�1

Sre
e � ŷ dx
�
�
�
y= y0

=
1


 1k0

"

� (1)
0

�
�
�R(0)

�
�
�
2

� x + 2 � (1)
0 R(0) Re

n
~R(� 0)

o

+
1

2�

+ 1�

�1

d�Re
n

� (1)
�

o �
�
� ~R(� )

�
�
�
2
#

: (3.63)

Por último, separando la contribución del plano como se hizo en la ec. (3.45), la expresión del

campo transmitido resulta:

	 trans (x; y) = T (0) ei ( � 0x� � (2)
0 y) +

1
2�

+ 1�

�1

d� ~T(� )ei ( �x � � (2)
� y) : (3.64)

Reemplazando el desarrollo (3.64) en (3.58) y realizando cuentas análogas a las realizadas para

el campo re�ejado, se demuestra que la contribución del campo transmitido al �ujo deS en

y = � y0 resulta:

+ 1�

�1

Strans � ŷ dx
�
�
�
y= � y0

=
1


 2k0

"

� (2)
0

�
�
�T (0)

�
�
�
2

� x + 2 � (2)
0 T (0) Re

n
~T(� 0)

o

+
1

2�

+ 1�

�1

d�Re
n

� (2)
�

o �
�
� ~T(� )

�
�
�
2
#

: (3.65)

Para eliminar la divergencia que implica� x, observemos que el balance energético para una

super�cie perfectamente plana está dado por la ec. (3.23) conRn = R(0) y Tn = T (0) , es decir:

� (1)
0


 1

�
�
�R(0)

�
�
�
2

+
� (2)

0


 2

�
�
�T (0)

�
�
�
2

=
� (1)

0


 1
: (3.66)

Considerando la igualdad (3.66), se puede demostrar que la contribución del campo incidente

de la ec. (3.60) se cancela con los primeros términos que contienen a� x en las ecs. (3.63) y

(3.65), al reemplazar dichas expresiones en el balance energético de la ec. (2.33). De esta forma,

se elimina la divergencia que estaba presente en dicho balance.

Por último, mediante un procedimiento análogo al realizado para los lados del rectángulo

con normal enŷ, se demuestra que las proyecciones segúnx̂ en x = � x0 no contribuyen al �ujo

del vector de Poynting, pues se cancelan entre sí. Teniendo esto en cuenta y reemplazando las

expresiones (3.60), (3.63) y (3.65), el balance energético de la ec. (2.33) se puede escribir como:

Pr + Pt = � 2

 

R(0) Re
n

~R(� 0)
o

+

 1


 2

� (2)
0

� (1)
0

T (0) Re
n

~T(� 0)
o

!

; (3.67)

dondePr representa la fracción de la potencia incidente que es difractada (re�ejada) en el medio
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1, por encima de la super�cie y está dada por:

Pr =
1

2�

+ 1�

�1

d�
Re

n
� (1)

�

o

� (1)
0

�
�
� ~R(� )

�
�
�
2

; (3.68)

y Pt representa la fracción de la potencia incidente que es transmitida en el medio 2, por debajo

de la super�cie:

Pt =

 1


 2

1
2�

+ 1�

�1

d�
Re

n
� (2)

�

o

� (1)
0

�
�
� ~T(� )

�
�
�
2

: (3.69)

Haz gaussiano

En el caso de iluminación por medio de un haz gaussiano, usando las expresiones del campo

en la región 1 de la ec. (3.52) y en la región 2 de la ec. (3.28), y procediendo análogamente al

caso de la iluminación con onda plana, se demuestra que el balance energético de la ec. (2.33)

se puede escribir de la siguiente manera:

Pr + Pt

1
2�

+ 1�

�1
d�

Re
n

� (1)
�

o

� (1)
0

jA(� )j2
= 1 ; (3.70)

donde el denominador representa la potencia del campo incidente, dado por la ec. (3.53), yPr

y Pt están dados por las ecs. (3.68) y (3.69), reemplazando~R(� ) por R(� ) y ~T(� ) por T(� ),

respectivamente.

Es importante recordar que todas las expresiones del balance energético previamente obte-

nidas son válidas para cualquier método teórico, no sólo para el método de Rayleigh utilizado

en este trabajo. Esto es así ya que para realizar el balance energético se eligió una super�cie con

bordes por fuera de la zona corrugada, donde los desarrollos en ondas planas para los campos

son estrictamente válidos, es decir, que no se requirió de la aplicación de lahipótesis de Rayleigh

para deducirlo.

3.2.2. Distribuciones angulares de potencia

En este apartado se introduce el concepto dedistribución angular de potencia dispersada, el

cual será utilizado en el capítulo siguiente para reportar los resultados obtenidos. Las potencias

dispersadas totales en los medios 1 y 2 fueron calculadas en la Sección 3.2.1. Por ejemplo, en la

ecuación (3.68) quedó establecida la potencia total re�ejada con onda plana incidente como una

integral con respecto a la variable espectral� . El integrando de la ec. (3.68) es precisamente la

distribución angular de potencia re�ejada normalizada a la incidente, por lo tanto ésta resulta:

dP (1)

d�
=

1
2�

Re
�

� (1)
�

�

� (1)
0

�
�
� ~R(� )

�
�
�
2

: (3.71)

Análogamente, a partir de la ec. (3.69) se puede ver que la distribución angular de potencia

transmitida resulta:
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dP (2)

d�
=


 1


 2

1
2�

Re
�

� (2)
�

�

� (1)
0

�
�
� ~T(� )

�
�
�
2

: (3.72)

Para iluminación con haz gaussiano, las expresiones de las distribuciones de potencia re�e-

jadas y transmitidas son las mismas que (3.71) y (3.72) respectivamente, pero reemplazando
~R(� ) por R(� ) y ~T(� ) por T(� ). Por otro lado, las expresiones (3.71) y (3.72) muestran que

en las potencias dispersadas sólo intervienen los valores de~R(� ) y ~T(� ) en la zona radiativa

j� j < � j k0, j = 1 ; 2; es decir, en la zona espectral donde los integrandos de las ecuaciones (3.44)

y (3.45) representan ondas planas propagantes que se alejan de la super�cie en una dirección

que forma un ángulo de dispersión� sj , (j� sj j � �= 2), j = 1 ; 2, con el ejey. En la Figura 3.7 se

indican estas direcciones junto con la convención de signos empleada para estos ángulos.

Figura 3.7: Esquema de la con�guración del problema estudiado, donde se indican los ángulos
de incidencia y de dispersión re�ejado y transmitido.

En de�nitiva en el medio 1 (y > g (x)), si � 2 [� � 1k0; + � 1k0] (zona radiativa), cada valor de

� está asociado a una dirección determinada por� s1, dada por � = � 1k0 sin � s1. Análogamente

para el medio 2, si� 2 [� � 2k0; + � 2k0], cada valor de� está asociado a una dirección determinada

por � s2, con � = � 2k0 sin � s2. Las distribuciones de potencia, dadas por las expresiones (3.71) y

(3.72), suelen ser las magnitudes de interés para la óptica tradicional o de campo lejano. En caso

de estar interesados en el comportamiento de los campos cercanos o evanescentes, es necesario

incluir la zona no radiativa, en cuyo caso se pueden gra�car las curvas de
�
�
� ~R(� )

�
�
�
2

y
�
�
� ~T(� )

�
�
�
2
.

3.2.3. Interfaz perfectamente conductora

Al igual que en el caso de las interfaces periódicas, en esta sección se establecen las ecuaciones

a resolver para el caso particular en que el medio 2 es perfectamente conductor. Esto va a ser

utilizado en el capítulo siguiente para comparar los resultados propios con resultados publicados

en la literatura, considerando un haz gaussiano incidente.

En este caso, el desarrollo adecuado para la regióny > máx g(x) sigue siendo el de la ecuación

(3.52), mientras que los campos eny < g (x) se anulan por ser un conductor perfecto. Es por
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eso que en este caso solamente hay una incógnita, la funciónR(� ), y no hace falta desacoplar

el sistema como se hizo en el caso general de una interfaz entre dos medios lineales. Utilizando

la hipótesis de Rayleigh, para el modo de polarizacións, se reemplaza el desarrollo (3.52) en la

única condición de contorno (2.29). Integrando con respecto ax entre �1 y + 1 , la ecuación a

resolver resulta:

+ 1�

�1

d�R (� )D
h
� 0� �; � � (1)

�

i
= �

+ 1�

�1

d�A (� )D
h
� 0� �; � (1)

�

i
: (3.73)

Análogamente, para el modo de polarizaciónp, reemplazando los desarrollos de los campos

de la ec. (3.52) en la condición de contorno (2.30) e integrando enx entre �1 y + 1 , resulta:

+ 1�

�1

d�R (� )C�;� 0D
h
� 0� �; � � (1)

�

i
=

+ 1�

�1

d�A (� )C�;� 0D
h
� 0� �; � (1)

�

i
; (3.74)

donde

C�;� 0 =
k2

0� 2
1 � �� 0

� (1)
�

: (3.75)

Se puede demostrar que para el presente caso, la expresión del balance energético de la ecuación

(2.33) resulta igual a la dada por la ec. (3.70), pero omitiendo el término dePt .
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CAPÍTULO4

Implementaciones numéricas y controles

En el capítulo anterior se formuló el método de Rayleigh tanto para redes periódicas como

para rugosidades localizadas. En el caso de redes de difracción hemos visto que el problema

de scattering se reduce a hallar las amplitudes complejasRn y Tn , mediante la resolución de

un sistema de ecuaciones algebraicas. En este capítulo se investigan dos estrategias numéricas

distintas para resolver dicho sistema: elmétodo del empalme punto a puntoy el método de la serie

de Fourier, ambos ampliamente utilizados para resolver el problema de redes periódicas [6,8].

Por otro lado, hemos visto que en el caso de interfaces con rugosidades de tamaño �nito, el

problema físico se reduce a encontrar las funciones complejasR(� ) y T(� ) en todo el dominio

de la variable espectral� (�1 < � < + 1 ). Para hallar dichas incógnitas se deben resolver

determinadas ecuaciones integrales. En este capítulo se detalla una estrategia numérica para

resolver dichas ecuaciones, denominadamétodo directo [12,15,16].

Todas los códigos desarrollados fueron implementados en el lenguaje de programaciónPyh-

ton. Se detallan los diversos controles utilizados para veri�car el correcto funcionamiento de las

implementaciones realizadas y por último, se comparan los resultados propios con los publicados

en la literatura para determinados materiales y per�les de la interfazy = g(x).

4.1. Implementación numérica para interfaces periódicamente co-

rrugadas

En el caso de redes periódicas, para resolver completamente el problema de scattering hay

que determinar las amplitudes complejas del campo re�ejado y del transmitido, es decir, losRn

y Tn de la ec. (3.18). Para eso, se debe resolver el sistema de ecuaciones algebraicas dado por

las ecs. (3.21) y (3.22), donde los puntos(x; g(x)) pertenecen a un único período de la red. Esto

es así gracias a la periodicidad de la interfaz considerada, tal como se explicó en la Sección 3.1.

Teniendo en cuenta el dominio den, el número de incógnitasRn y Tn es in�nito. Sin embargo,

para resolver el sistema de las ecuaciones (3.21) y (3.22) con cómputos numéricos no se puede

tratar con series in�nitas, sino sólo con sumas �nitas. SiendoN un entero positivo, se deben
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truncar las series de las ecs. (3.21) y (3.22), despreciando todos losRn y Tn para jnj > N . Para

cada Rn computamos un valor aproximadoR(N )
n , el cual se espera que tienda aRn cuando N

tiende a in�nito, y lo mismo se pretende de losT (N )
n . En este trabajo se investigan dos estrategias

numéricas distintas para hallar estas incógnitas, las cuales se describen a continuación.

4.1.1. Método del empalme punto a punto

El método del empalme punto a punto (PMM por sus siglas en inglés) es una de las estrategias

ampliamente utilizadas para resolver el problema de scattering en redes periódicas. Partiendo

del sistema de ecuaciones dado por (3.21) y (3.22), se retienen2N + 1 términos de la expansión

en ondas planas y se las evalúa en2N + 1 valores dex llamados xp (p = � N; :::; 0; :::; + N ).

Los xp son elegidos dentro de un único período de la interfazy = g(x), por ejemplo dentro del

intervalo (0; d). Usando la notación:

	 inc (x) = ei ( � 0x� � (1)
0 g(x)) ; � (1)

n (x) = ei ( � n x+ � (1)
n g(x)) y � (2)

n (x) = ei ( � n x� � (2)
n g(x)) ;

el sistema de ecs. (3.21) y (3.22) se convierte en:

+ NX

n= � N

h
� (1)

n (xp)R(N )
n � � (2)

n (xp)T (N )
n

i
= � 	 inc (xp) 8 p 2 [� N; + N ]; (4.1)

+ NX

n= � N

� �
� (1)

n � g0(xp)� n

�
� (1)

n (xp)R(N )
n +


 1


 2

�
� (2)

n + g0(xp)� n

�
� (2)

n (xp)T (N )
n

�
=

=
�
� 0 + g0(xp)� 0

�
	 inc (xp) 8 p 2 [� N; + N ]: (4.2)

El sistema dado por (4.1) y (4.2) es un sistema lineal con2 � (2N + 1) ecuaciones (p =

� N; :::; 0; :::; + N ), y con 2 � (2N + 1) incógnitas: los coe�cientesR(N )
n y T (N )

n para

n = � N; :::; 0; :::; + N . Éste puede ser resuelto numéricamente con rutinas estándar de resolución

de sistemas lineales.

4.1.2. Método de la serie de Fourier

En este segundo método, llamado método de la serie de Fourier (FSM por sus siglas en

inglés), el punto de partida es nuevamente el sistema de ecuaciones algebraicas de dimensión

in�nita dado por las ecs. (3.21) y (3.22). A continuación se esquematiza el procedimiento a seguir

con este método numérico.

En primer lugar, se elige una base de proyección, es decir, un conjunto completo de funciones

linealmente independientes. En este caso, es útil proyectar las ecuaciones en la base
n

eim 2�
d x

o
,

siendom un entero que toma valores desde menos a más in�nito. Estas funciones son ortogonales

en x 2 (0; d), que es el intervalo en el cual deben imponerse las condiciones de contorno gracias

a la periodicidad de la interfaz. Luego, los dos miembros de las ecuaciones (3.21) y (3.22) son

proyectados en dicha base, formando los productos escalares apropiados. En concreto, esto último

es equivalente a multiplicar las ecuaciones (3.21) y (3.22) pore� i� 0xe� im 2�
d x y luego integrar
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con respecto ax entre x = 0 y x = d. Este paso elimina la dependencia enx de las ecuaciones y

genera un sistema de ecuaciones algebraicas de dimensión in�nita. Finalmente, debe truncarse el

sistema hasta un orden �nito: se retienen(2N +1) términos de la serie in�nita en n, y se evalúan

las ecuaciones en(2N + 1) valores dem, de forma tal de tener la misma cantidad de ecuaciones

que de incógnitas. Procediendo de esta manera, las ecuaciones (3.21) y (3.22) se convierten en:

+ NX

n= � N

�
a(1)

m;n R(N )
n � a(2)

m;n T (N )
n

�
= � a(1)

m;0 8 m 2 [� N; + N ]; (4.3)

+ NX

n= � N

�
M (1)

m;n a(1)
m;n R(N )

n +

 1


 2
M (2)

m;n a(2)
m;n T (N )

n

�
= M (1)

m;0a(1)
m;0 8 m 2 [� N; + N ]; (4.4)

donde

a(j )
m;n =

d�

0

dxei (n� m) 2�
d x eq i � ( j )

n g(x) ; q=+1 si j =1 y q=-1 si j =2 ; (4.5)

a(1)
m;0 =

d�

0

dxe� i m 2�
d x e� i � ( j )

0 g(x) ; (4.6)

y

M (j )
m;n =

k2
0� 2

j � � m � n

� (j )
n

: (4.7)

De esta forma, nuevamente el sistema obtenido dado por las ecuaciones (4.3) y (4.4), es un

sistema lineal de2 � (2N + 1) ecuaciones (� N � m � N ) con 2 � (2N + 1) incógnitas: R(N )
n y

T (N )
n para � N � n � + N . Éste se puede resolver con rutinas clásicas de resolución de sistemas

lineales.

4.2. Controles y validación para redes in�nitas

Como se acaba de ver, tanto el PMM como el FSM reducen el sistema de ecuaciones consti-

tuido por (3.21) y (3.22) a un sistema de ecuaciones lineales, cuyas incógnitas son las amplitudes

complejasRn y Tn para � N � n � + N . Este sistema lineal puede ser representado a través

de un sistema matricial Ax = b de tamaño (4N + 2) � (4N + 2) . Una vez invertida la matriz

A (compleja) del sistema, queda resuelto el problema. En este trabajo, la inversión de la matriz

se realiza mediante una subrutina que utiliza el método de eliminación gaussiana con pivoteo

parcial, y que ha resultado ser e�caz aun para rangos muy grandes de la matriz. En este sentido,

para asegurar el correcto funcionamiento de los programas implementados para los dos métodos

numéricos aquí presentados, se realizaron diversos controles. Entre éstos se encuentran chequeos

numéricos, veri�cación del cumplimiento del balance energético y comparaciones con resultados

de la literatura. Todos estos controles se detallan a continuación.

38



CAPÍTULO 4. IMPLEMENTACIONES NUMÉRICAS Y CONTROLES

4.2.1. Estabilidad y convergencia numérica

En primer lugar, es necesario controlar numéricamente laestabilidady la convergenciade las

soluciones obtenidas frente a variaciones del parámetroN . En otras palabras, debe veri�carse que

a medida que se elige un valor deN mayor, todos losR(N )
n y T (N )

n converjan a un determinado

valor. En este mismo sentido, al utilizar el PMM, la elección de los puntosxp, p 2 [� N; + N ],

es fundamental y en general se los elige equidistantes. Se debe veri�car la convergencia de la

solución obtenida frente a variaciones de losxp elegidos, al igual que se hace con el parámetro

numérico N . Además, se debe chequear que losRn y Tn no cambien si se eligen losxp en el

período del intervalo(0; d) o si se los elige dentro de otro período, por ejemplo en(� d=2; + d=2).

Para el FSM, en cambio, se deben calcular integrales con respecto ax, las am;n de las ecs.

(4.5) y (4.6). Dado que dichas integrales pueden ser calculadas de forma cerrada para muy pocos

per�les de la interfaz y = g(x), en la mayoría de los casos hay que calcular lasam;n mediante

técnicas de integración numérica. Esto último hace que sea necesario agregar un control para

veri�car la convergencia de dichas integrales.

4.2.2. Inversión de la matriz

En segundo lugar, cabe mencionar que el valor deN no puede ser arbitrariamente grande,

pues hay que tener en cuenta que cuandoN aumenta, es posible que la matrizA del sistema

algebraico quede mal condicionada, en cuyo caso el error en la inversión puede aumentar. Es

por eso que siempre se ha controlado la calidad de la inversión de las matrices involucradas

mediante un algoritmo que calcula las cantidadese1 =



 AA � 1 � I




 y e2 =




 A � 1A � I




 , donde

I es la matriz identidad. Los controlese1 y e2 son medidas de los errores cometidos al realizar

las inversiones. Si estos valores son grandes, la inversión no es con�able. En todos los resultados

presentados, tantoe1 como e2 son del orden de la precisión computacional (� 10� 13), lo cual

asegura el correcto funcionamiento de la subrutina de inversión de matrices complejas.

4.2.3. Balance energético

Por otro lado, es físicamente necesario que las soluciones obtenidas paraRn y Tn satisfagan el

principio de conservación de la energía. Para el caso de redes periódicas dicho balance energético

se expresa tal como quedó determinado en la ecuación (3.23). A todos los códigos desarrollados

se les incorporó un indicador del balance energético para comprobar el correcto funcionamiento

del programa.

4.2.4. Interfaz plana

Como chequeo físico elemental del código desarrollado, se comprobó que para el caso de

super�cie plana (g(x) = 0 8x) se obtiene únicamente luz re�ejada en la dirección especular

(� 1;0 = � 0), como era de esperar. De la misma forma, se veri�có que toda la luz transmitida sale

en la dirección determinada por la Ley de Snell (sin � 2;0 = � 1
� 2

sin � 0). Este chequeo se hizo tanto

para el PMM como para el FSM.
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4.2.5. Teorema de reciprocidad

Asimismo, es físicamente necesario que los resultados provistos por el método desarrollado

satisfagan el teorema de reciprocidad, explicado en la Sección 3.1.3. Para veri�carlo se consideró

una red sinusoidal de de la formag(x) = h
2 sin(2�x=d ), dondeh es la altura de los surcos yd es

el período de la red. Los parámetros constitutivos se eligen como� 1 = 1 , � 1 = 1 , � 2 = 3 y � 2 = 1 .

Las relaciones entre los parámetros geométricos y la longitud de onda de la luz incidente son

h=� = 0 :05 y d=� = 2 . En primer lugar, se elige un ángulo de incidencia� 0 = 15 � . Reemplazando

las relaciones entre los parámetros elegidos en la ecuación de la red (3.19) se puede ver que el

orden n = +1 corresponde a� 1;+1 = 49:36� . Esta situación se ilustra en la Figura 4.1 como el

caso 1.

Figura 4.1: Esquema del control realizado para veri�car el teorema de reciprocidad en la red
in�nitamente periódica.

En segundo lugar, considerando un segundo ángulo de incidencia� 00
0 = � 49:36� se demuestra

con la ecuación de la red que el ordenn = +1 en este caso corresponde a� 00
1;+1 = � 15� , como era

de esperar por el teorema de reversión. Esta segunda situación se ilustra en la Figura 4.1 como

el caso 2. Según el teorema de reciprocidad la e�ciencia del ordenn = +1 , � (1)
+1 de�nida en la ec.

(3.24), debe tener el mismo valor para ambos casos. Por lo tanto, se calcularon dichas e�ciencias

con el código desarrollado. Para la polarizacións, tanto con el PMM como con el FSM, se obtuvo

� (1)
+1 � 0:0017457449para el caso 1, y � (1)

+1 � 0:0017457452para el caso 2. Análogamente, para

el modop se obtuvo� (1)
+1 � 0:001002227para el caso 1, y � (1)

+1 � 0:001002225para el caso 2. Con

esto se demuestra que para ambas polarizaciones el teorema de reciprocidad se cumple con seis

cifras signi�cativas en este ejemplo.

Como regla general se vio que la ventaja de utilizar el PMM es que el tiempo de cómputo

es considerablemente menor que el demandado por el FSM. Esto tiene mucho sentido si se tiene

en cuenta que en el PMM solamente hay que evaluar funciones en determinados puntos de la

coordenadax, mientras que con el FSM se deben realizar integrales respecto ax numéricamente.

Por otro lado, con las implementaciones realizadas se ha constatado que la región de convergencia

del FSM es signi�cativamente mayor que la del PMM [6]. No obstante, se observó que las dos

estrategias numéricas dan resultados coincidentes dentro de sus rangos de validez, como se

mostrará a continuación para algunos ejemplos donde se comparan resultados propios con los

reportados en la literatura.
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4.2.6. Comparación con resultados de la literatura

Como último control, se compararon los resultados obtenidos con el código desarrollado, con

los publicados en la literatura. En el caso de redes periódicas, se suelen reportar las e�ciencias

re�ejadas � (1)
n y transmitidas � (2)

n , dadas por la ecuación (3.24), en lugar de las amplitudes

complejasRn y Tn de los campos difractados. A continuación, a modo de ejemplo, se muestran

dos de los resultados de la literatura que se reprodujeron utilizando el código desarrollado.

El primer resultado que se muestra es el reportado en la Tabla 3 de la Ref. [36] para el caso

de una red de difracción dieléctrica de per�l sinusoidal dado porg(x) = h
2 sin(2�x=d ), donde

d es el período de dicha interfaz yh es la altura característica de los surcos. La razón entre

los parámetros geométricos del per�l esh=d = 0 :1, los parámetros constitutivos de los medios

son � 1 = 1 , � 1 = 1 , � 2 = 2 :25, � 2 = 1 , el ángulo de incidencia es� 0 = 30 � , y la relación entre

el período de la red y la longitud de onda de la onda incidente esd=� = 1 :7. En las Tablas

4.1 se muestra la comparación entre las e�ciencias obtenidas con el código desarrollado y las

reportadas por Li en [36]. La Tabla 4.1a corresponde al modo de polarizacións y la Tabla 4.1b

al modo p.

(a) (b)

Tabla 4.1: Comparación entre las e�ciencias obtenidas con el código propio y las publicadas en
la Tabla 3 de la Ref. [36] para una red sinusoidal dieléctrica con� 1 = 1 , � 1 = 1 , � 2 = 2 :25,

� 2 = 1 , � 0 = 30 � , h=d = 0 :1 y d=� = 1 :7. (a) Polarización s. (b) Polarización p.

Las e�ciencias reportadas en la Ref. [36] fueron calculadas utilizando el método de Rayleigh

con el FSM. Los resultados propios de las Tablas 4.1 corresponden tanto al FSM como al PMM,

ya que para el caso presentado los resultados arrojados por ambos métodos coinciden hasta el

último decimal reportado. Con las e�ciencias propias de las Tablas 4.1, el balance energético,

dado por la ec. (3.23) para redes periódicas, se satisface de forma exacta teniendo en cuenta la

precisión de la computadora tanto para la polarizacións como para lap. Cabe destacar que si se

retiene la misma cantidad de decimales que en la Ref. [36], las e�ciencias propias de las Tablas

4.1 coinciden por completo con las reportadas en dicho artículo.

Como se mencionó anteriormente, al reducir a la mitad el número de incógnitas, la red
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perfectamente conductora fue ampliamente estudiada, por lo cual en la literatura abundan mucho

más los resultados para este caso que para las redes dieléctricas. Teniendo esto en cuenta, el

segundo ejemplo de chequeo corresponde a los resultados reportados en la Ref. [37], en la cual

se considera una red de difracción donde el medio 2 es un conductor perfecto. En este caso, el

procedimiento con el PMM o el FSM es completamente igual al explicado para las interfaces

dieléctricas. La ventaja en el caso de conductor perfecto es que las dimensiones del sistema

matricial a resolver se reducen a la mitad, es decir a(2N + 1) � (2N + 1) , donde las incógnitas

son losRn para � N � n � + N .

En la Tabla 1 de la Ref. [37] se considera una red periódica de per�l sinusoidal dado por

g(x) = h
2 (1 + cos(2�x=d )) . El medio 1 es vacío, es decir,� 1 = 1 y � 1 = 1 , mientras que el

medio 2 es un conductor perfecto. Los valores de los parámetros considerados son:� 0 = 0 �

(incidencia normal), h=d = 0 :3 y d=� = 2 :3. En las Tablas 4.2 se muestra la comparación entre

las e�ciencias obtenidas con el código desarrollado y las reportadas por Wirgin en [37]. La Tabla

4.2a corresponde al modo de polarizacións y la Tabla 4.2b al modop.

(a) (b)

Tabla 4.2: Comparación entre las e�ciencias obtenidas con el código propio y las reportadas en
la Tabla 1 de la Ref. [37] para una red sinusoidal perfectamente conductora con� 1 = 1 , � 1 = 1 ,

� 0 = 0 � , h=d = 0 :3 y d=� = 2 :3. (a) Polarización s. (b) Polarización p.

Las e�ciencias de la Ref. [37] mostradas en las Tablas 4.2 fueron calculadas utilizando el

método de Rayleigh con el FSM, mientras que las propias corresponden tanto al PMM como

al FSM, ya que los resultados de ambos métodos coinciden hasta el último decimal reportado.

Además, los resultados propios mostrados en las Tablas 4.2 satisfacen el balance energético de

la ec. (3.23) con siete cifras signi�cativas, tanto para el modo de polarizacións como para elp.

Se puede ver que si se retiene la misma cantidad de decimales que en la Ref. [37], los resultados

propios de las Tablas 4.2 concuerdan por completo con los reportados en dicho artículo. Como

último comentario, teniendo en cuenta que en este ejemplo se considera que la onda plana

incide normalmente (� 0 = 0 � ) sobre una interfaz y = g(x) representada por una función par

(g(x) � cos(x)), el problema es simétrico con respecto ax = 0 , por lo que se esperan valores

de e�ciencia simétricos respecto al ángulo de difracción. En otras palabras, se debe cumplir que

� (1)
n = � (1)

� n , tomando n > 0. Efectivamente, en las Tablas 4.2 se ve que� (1)
1 = � (1)

� 1 y � (1)
2 = � (1)

� 2,

tanto para los resultados propios como para los reportados en [37].

Por último, cabe mencionar que se realizaron más comparaciones con resultados de las Refs.
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[38�40], las cuales no se muestran en este trabajo. En todos los casos se obtuvo una muy buena

coincidencia entre los resultados propios y los reportados en la literatura. En resumen, con los

controles numéricos, la veri�cación del cumplimiento del balance energético y del teorema de

reciprocidad, y las comparaciones con resultados de la literatura se lograron validar los códigos

desarrollados del PMM y FSM para resolver el problema de scattering electromagnético en

super�cies periódicas.

4.3. Implementación numérica para interfaces con rugosidades

de tamaño �nito

En el capítulo anterior se mostró que en el caso de rugosidades localizadas, el problema físico

de scattering se reduce a encontrar las cantidades complejasR(� ) y T(� ), las cuales determinan

la distribución de ondas planas en los campos re�ejados y transmitidos. Hemos visto que cuando

la fuente de iluminación es una onda plana, debe resolverse la ecuación integral (3.50) para

hallar ~R(� ), y la ec. (3.51) para hallar ~T(� ), donde ~R(� ) y ~T(� ) son las contribuciones debidas

exclusivamente a las rugosidades de la interfaz. En cambio, con un haz gaussiano incidente, se

mostró que para hallarR(� ) y T(� ) se deben resolver las ecuaciones integrales (3.55) y (3.56).

A continuación, se esquematiza el método numérico elegido para resolver todas las ecuaciones

integrales mencionadas, denominadométodo directo.

Como ejemplo, se explica dicha estrategia numérica aplicándola a la ecuación integral (3.50)

para la incógnita ~R(� ) en el caso de onda plana incidente. La implementación del método para

las otras tres ecuaciones integrales es análoga.

Para resolver numéricamente la ecuación (3.50), se discretizan las integrales en� , lo cual

permite aproximar dicha integral como una combinación lineal de los valores de la función

incógnita ~R evaluada en una grillaf � j g de la variable � . Los puntos discretos de dicha grilla

son elegidos equiespaciados, con un paso� � , el cual es un parámetro numérico que determina

la densidad de la grilla y que se obtendráa posteriori mediante criterios de convergencia. Luego,

se evalúa la versión aproximada de la identidad (3.50) en los mismos puntos discretosf � j g, lo

cual permite el tratamiento de nuestra ecuación integral como una ecuación matricial:

X

j

� �K r (� i ; � j ) ~R(� j ) = bR (� i ) 8 � i 2 f � i g; (4.8)

donde bR (� i ) corresponde al miembro derecho de la ec. (3.50) evaluado en� 0 = � i . Con la

inversión de este sistema de ecuaciones algebraicas se determinan las incógnitas~R(� j ).

Sin embargo, cabe notar que en este caso aparece una di�cultad: el intervalo de integración

de la variable � en (3.50) es in�nito (desde�1 a + 1 ), y por ende hay que truncarlo para la

implementación numérica. Esta di�cultad se puede superar suponiendo que
�
�
� ~R(� )

�
�
� ! 0 cuando

j� j ! �1 . Por lo tanto, en ese caso es lícito aproximar la integral en el intervalo in�nito por

una integral en el intervalo �nito � 2 [� Min ; � Max ], donde � Min y � Max son otros parámetros

numéricos que serán determinadosa posteriori mediante criterios de convergencia. Teniendo

todo esto en cuenta, podemos escribir la grilla de valores de� como:
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f � j g =
�
� Min ; � Min + � �; :::; � Max � � �; � Max �

: (4.9)

Como podemos ver en (4.9), los valores de la grilla dependen de la elección de los parámetros

numéricos� � , � Min y � Max . Un tratamiento análogo para la ecuación (3.51) permite determinar

los valores ~T(� j ) de la función incógnita ~T evaluada en la grillaf � j g. Lo mismo vale para las dos

ecuaciones integrales (3.55) y (3.56), correspondientes a la iluminación con un haz gaussiano.

A continuación se detallan las consideraciones generales a tener en cuenta para la elección de

los parámetros� � , � Min y � Max . En primer lugar, la elección del paso de discretización� � está

relacionada con el cociente (longitud de onda/longitudes espaciales típicas de la estructura), y

es de vital importancia para obtener resultados correctos. Como regla general,� � debe elegirse

dos a tres veces menor que la inversa de la longitud máxima involucrada en el cálculo, que

típicamente corresponde al tamaño total de la zona corrugada (a). Esta condición se deduce

teniendo en cuenta la distancia angular entre dos mínimos consecutivos de interferencia para

una super�cie con rugosidades localizadas, y asegura una densidad de puntos mínima tal que

todos los picos y valles esperados en la �gura de intensidad difractada en función de�=k puedan

ser reproducidos.

En segundo lugar, también es fundamental la elección de los valores mínimo y máximo de� ,

� Min y � Max , que se tendrán en cuenta para truncar las integrales. En efecto, se debe elegir el

intervalo de integración centrado en� 0, y de manera tal que contenga como mínimo a todos los

valores de� que representan ondas propagantes, es decir, la zona radiativaj� j � � j k0, donde

j = 1 para las ecuaciones integrales correspondientes al campo re�ejado, yj = 2 para las del

campo transmitido. Sin embargo, se ha visto que para obtener resultados correctos debe tomarse

un intervalo aun mayor, que tenga en cuenta valores de� correspondientes a ondas evanescentes,

las cuales tienenj� j > � j k0 (zona no radiativa), y pueden eventualmente modi�car el campo

difractado por la estructura. La elección adecuada de este intervalo depende fuertemente de

la polarización del haz incidente y de los materiales a ambos lados de la interfaz, ya que está

íntimamente ligado con la excitación de ondas super�ciales [6].

4.4. Controles y validación para redes �nitas

Acabamos de ver que el método directo reduce la ecuación integral que se desea resolver a un

sistema lineal que puede ser representado por un sistema matricialAx = b, cuyo tamaño depende

de la elección particular de los valores de� � , � Min y � Max . Al invertir la matriz, el problema

queda resuelto y, por ejemplo, en el caso de la ec. integral (3.50), se obtienen los valores de la

función ~R(� j ) 8� j perteneciente a la grilla elegida. Al igual que para la implementación para

redes periódicas, se empleó el método de inversión de eliminación gaussiana con pivoteo parcial.

A continuación se detallan todos los controles realizados para veri�car el correcto funcionamiento

de los códigos implementados para redes �nitas. Se realizaron tanto controles numéricos como

físicos. Entre estos últimos se destacan la veri�cación del cumplimiento del balance energético y

la comparación de resultados entre una red localmente periódica y una in�nitamente periódica.

Por último, también se validaron los códigos desarrollados comparando con resultados de la

literatura.
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4.4.1. Estabilidad y convergencia numérica

En primer lugar, es necesario controlar numéricamente la estabilidad y la convergencia de los

resultados frente a variaciones de los parámetros numéricos� � , � Min y � Max . En los ejemplos

mostrados en esta tesis se han usado valores de dichos parámetros para los cuales se ha obtenido

una convergencia de por lo menos 6 cifras signi�cativas. Asimismo, se ha comprobado que �jando

los valores de los parámetros numéricos, tanto la estabilidad como la convergencia empeoran

cuando la altura de las rugosidades supera un cierto valor crítico, el cual depende de los valores

de los parámetros constitutivos.

Asimismo, existe otro control de convergencia numérica relacionado a las integrales con res-

pecto ax, las D 0[u; v] de�nidas en la ec. (3.35), que aparecen en las cuatro ecuaciones integrales

consideradas. Éstas fueron calculadas numéricamente para la mayoría de los per�les de la inter-

faz. Teniendo esto en cuenta, en todos los cálculos realizados se veri�có que la convergencia de

dichas integrales no sea de menos de 9 cifras signi�cativas.

4.4.2. Inversión de la matriz

Es cierto que cuánto más densa sea la grilla de puntos� j (menor � � ), mejor será la repre-

sentación del campo obtenida. Sin embargo, al igual que en el caso de la red periódica, si se

aumenta demasiado la densidad de puntos, es posible que la matrizA del sistema algebraico

quede mal condicionada, en cuyo caso el error del método de inversión empleado puede aumen-

tar. Es por eso que se ha controlado la calidad de la inversión a través de las mismas cantidades

e1 =



 AA � 1 � I




 y e2 =




 A � 1A � I




 que se utilizaron en la implementación para super�cies

periódicas. En todos los resultados mostrados,e1 y e2 fueron siempre menores que10� 12.

4.4.3. Balance energético

Los resultados provistos por el método directo deben satisfacer el principio de conservación

de la energía expresado por los balances de potencia desarrollados en la Sección (3.2.1), tanto

para iluminación con onda plana como para haz gaussiano. Es por eso que a todos los códigos

desarrollados se les agregó un indicador del balance energético. Como regla general, se ha ob-

servado que cuando se mantienen �jos los valores de los parámetros constitutivos y se aumenta

la altura de las rugosidades, disminuye la cantidad de cifras signi�cativas con que se satisface el

balance de potencia. Análogamente, se ha comprobado que cuando se mantiene �ja la altura de

las rugosidades, el grado de exactitud con que se cumple el balance de potencias depende de los

valores empleados para los parámetros constitutivos.

4.4.4. Comparación con red in�nitamente periódica

Otra manera de validar el formalismo de scattering desarrollado es comparar cuantitati-

vamente los resultados obtenidos para redes �nitas con los resultados provistos por los méto-

dos para super�cies perfectamente periódicas. La comparación puede hacerse considerando una

red con un número �nito de protuberancias idénticas, es decir, una super�cie plana in�nita

con un corrugado periódico en un área limitada. Este tipo de estructuras ha sido considera-

do ampliamente, no sólo por sus variadas e importantes aplicaciones, sino también porque han
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proporcionado pruebas cuantitativas de la validez de una gran variedad de teorías de scatte-

ring [41�44]. Por lo tanto, el propósito de esta comparación es realizar pruebas cuantitativas

para el formalismo teórico presentado para super�cies con rugosidades �nitas. Para eso, vamos

a considerar interfaces no periódicas con un número �nito de protuberancias sinusoidales de

la forma g(x) = h
2 sin(2�x=d ) rect(x=a), donde h es la altura de los surcos,d es elperíodo de

la red (si fuese in�nita) y rec(u) es la función rectangular centrada en el origen con ancho y

altura unidad. El esquema de esta con�guración se muestra en la Fig 4.2. El tamaño total de la

Figura 4.2: Esquema de la con�guración considerada para la comparación con la red in�nita.

rugosidad esa = Nd, donde N es el número de surcos idénticos que se considera; por ejemplo,

en la Figura 4.2 se muestra un per�l conN = 3 . Los parámetros constitutivos se eligen como

� 1 = 1 , � 1 = 1 , � 2 = 3 y � 2 = 1 . Como se pretende comparar los resultados con los de la red

in�nita, se considera una onda plana como fuente de iluminación.

Es de esperar que a medida que aumenta el número de protuberancias de la red �nita, los

grá�cos de las distribuciones angulares de potencia tiendan a parecerse a los de la red in�nita.

Para mostrar la evolución de los resultados desde el caso localmente periódico al caso in�ni-

tamente periódico, se consideraron redes �nitas sinusoidales similares (h=� = 0 :02, d=� = 2 ),

con un número creciente de protuberancias (N = 3 ; 9; 15), iluminadas por una onda plana con

un ángulo de incidencia� 0 = 20 � . En la Figura 4.3 se muestran las distribuciones angulares

de potencia re�ejada en el medio 1 como función del ángulo de dispersión� s1. Se analizaron

los dos modos de polarización: los resultados de la columna izquierda (Figs. 4.3a, 4.3c y 4.3e)

corresponden a la polarizacións (azul), mientras que los de la columna derecha (Figs. 4.3b, 4.3d

y 4.3f) corresponden al modop (rojo).

Para los seis cálculos (N = 3 ; 9; 15 con polarizacións y p) el balance energético, expresado

para redes �nitas con onda plana incidente en la ec. (3.67), se cumple con por lo menos 5 cifras

signi�cativas. Cabe aclarar que también se hicieron los cálculos correspondientes a la distribución

de la potencia transmitida, los cuales no se muestran en este trabajo pues presentan las mismas

tendencias que la potencia re�ejada.

En primer lugar, se hallaron los ángulos� s1 y � s2, que corresponden a los máximos principales

de los patrones de scattering para la potencia re�ejada (Figura 4.3) y transmitida, respectiva-
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Figura 4.3: Distribución angular de potencia re�ejada para tres redes �nitas sinusoidales con
parámetros geométricosh=� = 0 :02, d=� = 2 , y constitutivos � 1 = � 1 = � 2 = 1 y � 2 = 3 , para

diferente número de protuberancias: (a) y (b) N=3, (c) y (d) N=9 y, (e) y (f ) N=15. En todos
los casos la interfaz es iluminada por una onda plana con ángulo de incidencia� 0 = 20 � .

Columna izquierda: polarización s; columna derecha: polarización p.

mente. Por otro lado, se consideró la red in�nitamente periódica con exactamente los mismos

parámetros geométricos y constitutivos que se eligieron para las redes �nitas. Con las ecuaciones

de red (3.19) y (3.20) se calcularon las posiciones angulares� r;n y � t;n en las cuales hay órdenes

difractados en el medio re�ejado y transmitido, respectivamente. Estos resultados se muestran

en la Tabla 4.3.

En las columnasN = 3 ; 9; 15se muestran los ángulos para los cuales hay un máximo principal

en la distribución de potencia re�ejada o transmitida para las redes �nitas, y se los asocia a un

dado ordenn de la red periódica. Cabe aclarar que éstos fueron los valores encontrados tanto
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Tabla 4.3: Direcciones angulares de los máximos de las distribuciones de potencia re�ejada� r

(mostrados en la Fig. 4.3) y transmitida � t obtenidos para N = 3, 9, 15, comparados con las
direcciones de los órdenes de difracción para la red in�nitamente periódica. El resto de los

parámetros utilizados son:� 1 = � 1 = � 2 = 1 , � 2 = 3 , h=� = 0 :02, d=� = 2 y � 0 = 20 � .

para la polarizacións como para lap, ya que en todos los casos las posiciones angulares de los

máximos coinciden hasta el último decimal para ambos modos, tal como lo predice la teoría. En

las columnas tituladase( %) se muestra ladistancia porcentual entre el valor del ángulo para

la red periódica y el de la red �nita con N protuberancias. Cabe aclarar que esta distancia no

constituye un error ya que la comparación se realiza entre super�cies diferentes, por lo que no se

espera una coincidencia perfecta con las posiciones angulares predichas por las ecuaciones de la

red periódica, sobre todo cuando se consideran pocas protuberancias comoN = 3 . A partir de

la Tabla 4.3 se observa que todos los patrones de scattering considerados exhiben máximos en

posiciones angulares muy cercanas a las posiciones de los órdenes de difracción de la red in�nita,

incluso para el caso deN = 3 protuberancias. Además, para ambas polarizaciones, a medida

que aumentaN , e disminuye, es decir, la concordancia con la red periódica mejora, tal como es

de esperar.

Asimismo, los resultados de la Figura 4.3 también muestran que a medida que aumenta la

cantidad de protuberancias consideradas, el ancho de los dos máximos principales (n = � 1 con

� s1 ' � 9:09� y n = +1 con � s1 ' 57:35� ) decrece, tendiendo al caso de las redes in�nitamente

periódicas, donde se obtiene intensidad no nula únicamente en las posiciones angulares predichas

por la ecuación de la red (3.19). Esta misma observación también es válida para la distribución

de potencia transmitida, no mostrada en este trabajo. Los resultados de la Fig. 4.3 evidencian

que cuando se consideran redes con un número �nito de protuberancias, las distribuciones de

intensidad obtenidas con el formalismo de scattering desarrollado exhiben características cine-

máticas - tal como la posición y ancho de los picos - que están en perfecta concordancia con los

resultados predichos por la óptica física.

Para realizar pruebas cuantitativas más exigentes que las proporcionadas por la óptica física,

en lo que sigue comparamos las distribuciones de potencia de las redes �nitas con los resultados

obtenidos con el formalismo de Rayleigh para la red in�nitamente periódica. Para eso se calculan

las e�ciencias de los órdenes difractados principalesn = � 1 y n = +1 con el FSM implementado

para una red perfectamente periódica con los mismos parámetros que las redes �nitas usadas

en la Fig. 4.3 (� 1 = � 1 = � 2 = 1 , � 2 = 3 , h=� = 0 :02 y d=� = 2 ). Se pueden comparar los

cocientes entre dos e�ciencias de la red in�nita con los cocientes entre las alturas de los picos

correspondientes de la red �nita, considerando a estos últimos como una extensión aproximada
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del cociente entre las e�ciencias de la red in�nita [14]. Haciendo eso, para la polarizacións la

razón � (1)
� 1=� (1)

+1 entre las e�ciencias de la red in�nitamente periódica vale� (1)
� 1=� (1)

+1 � 1:0480,

mientras que la razón correspondiente entre las alturas de los picosn = � 1 y n = +1 en los

patrones de scattering en la columna izquierda de la Fig. 4.3 toma los valores� 1.0356 (N = 3 ),

� 1:0459 (N = 9 ), � 1:0481 (N = 15). Observamos que los valores de este cociente obtenidos

para las redes �nitas coinciden en una buena medida con los predichos por el formalismo para la

red in�nitamente periódica, y también que dependen levemente del número de protuberancias

N considerado. Este hecho bastante curioso (considerando el número relativamente pequeño

de surcos en nuestro ejemplo), ya había sido observado [41�43]. Igualmente, se observa que la

concordancia con la red in�nita mejora cuando se aumentaN .

Análogamente para la polarizaciónp la razón � (1)
� 1=� (1)

+1 entre las e�ciencias de la red in�nita-

mente periódica vale� (1)
� 1=� (1)

+1 � 2:6800, mientras que la razón correspondiente entre las alturas

de los picosn = � 1 y n = +1 en los patrones de scattering en la columna derecha en la Fig.

4.3 toma los valores� 2:5964 (N = 3 ), � 2:6645 (N = 9 ), � 2:6765 (N = 15). Al igual que

en el otro modo de polarización, observamos que los valores de esta razón para las redes �nitas

concuerdan muy bien con el valor predicho por el formalismo de la red perfectamente periódica,

incluso para el número bastante pequeño de protuberancias consideradas en nuestro ejemplo.

Estas características y las mostradas anteriormente utilizando la ecuación de la red proveen

evidencia de la validez del formalismo desarrollado e implementado para redes �nitas en este

trabajo.

Como último comentario, es importante notar que en el ejemplo considerado, el tamaño de

la rugosidad relativo a � aumenta a medida que aumenta el número de protuberancias: para

N = 3 vale a=� = 6 , para N = 9 a=� = 18, y para N = 15 a=� = 30. Este aumento del

tamaño de la rugosidad hace que el tiempo de cómputo crezca considerablemente. Esto es así

en parte porque la discretización en� tiene que ser elegida como mínimo como� � � 1=3a. Al

aumentar a, � � se hace cada vez más chico, lo que a su vez aumenta el tamaño de la matriz a

construir. Sin embargo, en estructuras naturales de nuestro interés, los tamaños típicos de las

rugosidades podrían estar en el orden dea=� � 30, por lo que resultó importante veri�car el

correcto funcionamiento del código implementado en este rango de valores.

4.4.5. Teorema de reciprocidad

Otro control que se hizo para la implementación del método para redes localmente periódicas,

fue veri�car el cumplimiento del teorema de reciprocidad, explicado en la Sección 3.1.3. El

teorema de reciprocidad está planteado para redes in�nitamente periódicas, pero en este caso lo

vamos a veri�car para la red localmente periódica, como un caso límite. En el ejemplo de la Fig.

4.3, el ángulo de incidencia se eligió como� 0 = 20 � . Utilizando la ecuación de la red (3.19) se

puede ver que los máximos principales para ese� 0 ocurren paran = � 1 (� s1=- 9.09� ) y n = +1

(� s1 = 57.35� ), lo cual se esquematiza comocaso 1 en las Figs. 4.4a y 4.4b, respectivamente.

Teniendo en cuenta lo anterior, se calculó la distribución angular de potencia re�ejada para

una red �nita con N = 15 protuberancias sinusoidales iluminada por una onda plana con ángulo

de incidencia � 0 = 9 :09� , manteniendo los mismos valores para los parámetros constitutivos y

geométricos de la Fig. 4.3. Usando la ecuación de la red (3.19) y la convención de signos para los
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(a) (b)

Figura 4.4: Esquema del control realizado para veri�car el teorema de reciprocidad en la red
localmente periódica.

ángulos � 0 y � s1 mostrada en la Figura 3.7, es fácil ver que un ángulo de incidencia� 0 = 9 :09�

corresponde a iluminar la super�cie a lo largo de la dirección de propagación del pico del orden

n = � 1 de la Figura 4.3. Esto se esquematiza en la Figura 4.4a como elcaso 2. Análogamente,

se calculó la distribución angular de potencia re�ejada para la red �nita conN = 15 y un ángulo

de incidencia� 0 = � 57:35� . De la misma forma, se puede mostrar que si el ángulo de incidencia

es � 0 = � 57:35� , se está iluminando la super�cie a lo largo de la dirección de propagación del

pico del orden n = +1 de la Fig. 4.3, lo cual se esquematiza en la Fig. 4.4b comocaso 2.

En la Figura 4.5 se muestran las distribuciones angulares obtenidas para estos dos ángulos de

incidencia (� 0 = 9 :09� y � 0 = � 57:35� ), considerando ambos modos de polarización.

A partir de los resultados de las Figuras 4.5a y 4.5b se puede ver que para el ángulo de

incidencia � 0 = 9 :09� el máximo principal del orden n = � 1 se encuentra en� s1 ' � 20� , tal

como se espera por el teorema de reversión. Además, el valor del pico de este ordenn = � 1

para polarización s (� 0:0408178, Fig. 4.5a) concuerda bastante bien con el valor del pico de

n = � 1 en la Fig. 4.3e (� 0:0408177), tal como se esperaba por el teorema de reciprocidad.

Un acuerdo similar es observado para la polarizaciónp, para la cual los dos máximos toman los

valores � 0:044 (Fig. 4.5b) y � 0:045 (Fig. 4.3f).

Análogamente, a partir de las Figs. 4.5c y 4.5d se puede ver que para el ángulo de incidencia

� 0 = � 57:35� el máximo principal del orden n = +1 se encuentra en� s1 ' � 20� . Asimismo,

el valor del pico de este ordenn = +1 para polarización s (� 0:03892, Fig. 4.5c) concuerda

bastante bien con el valor del pico den = +1 en la Fig. 4.3e (� 0:03894), tal como se esperaba

por el teorema de reciprocidad. Un acuerdo similar se observa para la polarizaciónp, para la

cual los dos máximos toman los valores� 0:016622(Fig. 4.5d) y � 0:016628(Fig. 4.3f).

La comparación entre los patrones de scattering de las Figuras 4.3 y 4.5 indica que en estos

casos los resultados obtenidos con el formalismo de scattering desarrollado están en buen acuerdo

con el teorema de reciprocidad, que es lo que se quería veri�car.

50



CAPÍTULO 4. IMPLEMENTACIONES NUMÉRICAS Y CONTROLES

Figura 4.5: Distribución angular de la potencia re�ejada para una red �nita con N = 15
protuberancias sinusoidales, iluminada por una onda plana con ángulos de incidencia� 0 = 9 :09�

((a) y (b)) y � 0 = � 57:35� ((c) y (d)). Los parámetros geométricos y constitutivos son los
mismos que en la Fig. 4.3. Columna izquierda: polarización s; columna derecha: polarización p.

4.4.6. Comparación con resultados de la literatura

El último control realizado para veri�car el correcto funcionamiento del método desarrollado

fue la comparación de los resultados obtenidos con los reportados en la literatura. Cabe aclarar

que fue difícil encontrar trabajos donde utilizaran el mismo tipo particular de interfaces que

consideramos en este trabajo (con rugosidades �nitas y en el límite de validez de la hipótesis

de Rayleigh, que separan dos medios lineales sin pérdidas). Las con�guraciones consideradas

en los trabajos de la literatura nunca se atenían completamente al esquema de la con�guración

utilizada en nuestro trabajo. Es por eso que se tuvo que adaptar el código desarrollado para poder

considerar redes perfectamente conductoras, como así también medios lineales con pérdidas. A

modo de ejemplo, a continuación se presentan las comparaciones realizadas con resultados de

dos artículos diferentes.

En primer lugar, se compararon los resultados obtenidos con los estudiados por Grünhutet

al. en la Ref. [13]. Al igual que en nuestro trabajo, en este artículo utilizan el método de Rayleigh

para interfaces con rugosidades de tamaño �nito. El medio de incidencia es un material lineal sin

pérdidas elegido como vacío (� 1 = 1 y � 1 = 1 ). El medio de transmisión puede ser un material
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lineal convencional1 con pérdidas, llamado medio convelocidad de fase positiva(medio PPV por

las siglas en inglés), o un material lineal con pérdidas e índice de refracción negativo, es decir un

metamaterial, también llamado medio convelocidad de fase negativa(NPV). En la Fig. 7 de la

Ref. [13] se considera el caso de una super�cie con una sola protuberancia sinusoidal dada por

g(x) = h
2 [1 + cos(2�x=a )] rect(x=a), donde rect(u) es la función rectangular de altura y ancho

unidad (ver inset en la Fig. 4.6b). Ésta es iluminada por una onda plana con ángulo de incidencia

� 0 = 20 � . Los valores de los parámetros constitutivos considerados para el medio de transmisión

son � 2 = 5 + i0:01, � 2 = 1 + i0:01 (un medio PPV con índice de refracción� 2 � 2:23 + i0:01), o

� 2 = � 5 + i0:01, � 2 = � 1 + i0:01 (un medio NPV con índice de refracción� 2 � � 2:23 + i0:01).

Los parámetros geométricos y de iluminación se eligen comoh=a = 0 :0025 y �=a = 0 :25, y se

consideran ambos modos de polarización. En la Figura 4.6 se muestra la comparación de las

curvas de la distribución de potencia re�ejada para el caso considerado.

(a) (b)

Figura 4.6: dP (1) =d� vs � s1 para una protuberancia sinusoidal de alturah = 0 :0025a iluminada
con una onda plana con� = 0 :25a y � 0 = 20 � . Los valores de los parámetros constitutivos son

� 2 = 5 + i0:01 y � 2 = 1 + i0:01 (PPV), y � 2 = � 5 + i0:01 y � 2 = � 1 + i0:01 (NPV) . (a)
Resultados de la Fig. 7 de la Ref. [13].(b) Resultados obtenidos con el código propio. Inset:

esquema de la protuberancia sinusoidal considerada.

A partir de la Fig. 4.6 se puede observar que se logró reproducir satisfactoriamente las

cuatro curvas de la Figura 7 de la Ref. [13] con el código desarrollado. Además, para una

dada polarización, las curvas del medio NPV y PPV parecen ser iguales. Por lo tanto, para

poder apreciar las diferencias entre las dos curvas de una misma polarización, se realizó una

magni�cación de la zona de valores pequeños dedP (1) =d� , lo cual se muestra en la Figura 4.7.

En la Fig. 4.7 se observa que al ampli�car la escala de la Fig. 4.6, se sigue obteniendo una

muy buena coincidencia entre las curvas propias y las reportadas en la Ref. [13]. Las posiciones

y alturas de los picos coinciden en una muy buena medida. Además, con la magni�cación de

escala se puede ver que lejos de la dirección especular (� s1 = � 0), las dos curvas para una dada

polarización pero distinto tipo de medio no son idénticas (p. ej., las curvas para pol.s con medio

NPV y PPV). Por último, vale aclarar que además de las curvas mostradas en las Figs. 4.6 y

4.7, se pudieron reproducir las 14 curvas presentadas en la Ref. [13].

1con índice de refracción � positivo
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(a) (b)

Figura 4.7: Mismas curvas que en la Fig. 4.6, pero con una escala distinta en el eje vertical,
para evidenciar las diferencias entre las curvas en las direcciones de observación lejos de la

dirección especular.

El ejemplo anterior corresponde a iluminación con onda plana, por lo que a continuación se

muestra una comparación con resultados publicados en la Ref. [45], en los que se considera un

haz gaussiano incidente. En dicho trabajo el medio de incidencia se elige como vacío (� 1 = 1 y

� 1 = 1 ), mientras que el medio 2 es un conductor perfecto. Teniendo esto en cuenta, la ecuación a

resolver numéricamente con el método directo es la ec. (3.73) para la polarizacións, y la ec. (3.74)

para el modop. El per�l de la super�cie es una protuberancia rectangular de alturah y ancho

a, dada por g(x) = h rect(x=a). Se utiliza como iluminación un haz localizado espacialmente de

tipo gaussiano. El ancho espectral de este haz está caracterizado por el parámetro� (ver ec.

(3.54)), el cual en la Ref. [45] se elige como�=k 0 = 0 :016, dondek0 = !=c es el número de onda

de la luz incidente en el vacío. El resto de los parámetros son� 0 = 0 � , h=� = 0 :05 y a=� = 4 :05

para la polarizacións, y a=� = 2 :55 para el modop. En las Figuras 4.8 (modos) y 4.9 (modo p)

se muestra la comparación entre los resultados obtenidos y los reportados en las Figs. 3 (modo

s) y 4 (modo p) de la Ref. [45], donde se gra�ca la intensidad re�ejada por la super�cie como

función de sin � s1 = �=k 1.

Para hacer las curvas más claras, en la Ref. [45] se le resta a la intensidad re�ejada, la

intensidad re�ejada especularmente por una super�cie plana perfectamente conductora, es decir,

Intensidad = � (1)
�

� (1)
0

�
�R(� ) � (� 1)kA(� )

�
�2

, donde k = 0 para el modop y k = 1 para el modos.

Ésta es la intensidad gra�cada en todas las curvas de las Figuras 4.8 y 4.9. Dicha intensidad se

puede interpretar como la contribución a la intensidad re�ejada debida solamente a la presencia

de la rugosidad. Se comprobó que los resultados propios de las Figs. 4.8 y 4.9 satisfacen el

balance energético, el cual para conductores perfectos con haz gaussiano incidente está dado por

la ec. (3.70), cancelando el término dePt . Con los parámetros elegidos, el error en el balance

energético es cero dentro de la precisión de la computadora para la polarizacións, y es menor que

10� 5 para el modop. Cabe destacar que tanto para la polarizacións como para lap, las curvas

propias de las Figuras 4.8 y 4.9 coinciden en una buena medida con las reportadas en la Ref. [45].

Esta concordancia es muy relevante si se tiene en cuenta que en [45] las curvas fueron calculadas
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