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RESUMEN

El campo magnético terrestre ha sido estudiado durante mucho tiempo y ain hoy continua siendo
un objeto intenso de andlisis. Sin embargo, todavia se discuten numerosos detalles sobre el origen
del mismo y los causantes de algunas de sus caracteristicas como las reversiones geomagnéticas. Al
dia de hoy se ha mostrado que las ecuaciones de la magnetohidrodindmica difusiva y rotante en una
geometria esférica permiten reproducir efectivamente dichas caracteristicas, pero el elemento que
fuerza el sistema a esta situacion no es del todo consensuado. En este trabajo se muestra que si se
considera como forzante tinicamente la precesioén en el movimiento rotante de la Tierra, alcanza para
reproducir de forma satisfactoria los rasgos mencionados como la generacion y auto-sostenimiento de

campo magnético, que ademds presenta multiples reversiones en el momento dipolar magnético.
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CAriTULO 1

INTRODUCCION

El campo magnético terrestre es objeto de estudio de la humanidad desde hace mucho tiempo atrds,
pasando por modelos y etapas muy rudimentarias hasta llegar a hoy, donde el conocimiento sobre €l es
mucho mayor pero no asi completo. Entender el campo geomagnético fue de gran importancia, por
ejemplo, en la navegacion con la utilizacion de brijulas. Pero también se sabe que funciona como
un escudo que nos protege de las particulas cargadas provenientes del viento solar o rayos césmicos
galécticos. El campo geomagnético ademds no permite que el viento solar arrastre a nuestra atmdsfera.

En definitiva el campo magnético terrestre es esencial para la posibilidad de la vida en la tierra.

En la actualidad se cuenta con observaciones del campo magnético de la Tierra, tanto satelitales
como en la superficie del planeta mediante observatorios. Considerando que el campo varia en el
tiempo, las mediciones son realizadas periddicamente con intervalos temporales de hasta dias, y
publicadas desde 1965 por la Asociacion Internacional de Geomagnetismo y Aeronomia (IAGA por
sus siglas en inglés). Resulta de gran complejidad medir el campo magnético en toda la tierra y en la
magnetosfera, ya que constaria de observaciones en todos los puntos incluyendo el interior terrestre.
Para solucionar esto se utiliza un modelo de desarrollo en arménicos esféricos cuyos coeficientes se
ajustan, mayormente, con los datos satelitales y de los observatorios magnéticos de todo el mundo.
Esto es lo que finalmente se publica como Campo Geomagnético Internacional de Referencia (IGRF
por sus siglas en inglés) y permite pronosticar la respuesta del campo magnético terrestre frente a

tormentas solares, por ejemplo, para aplicaciones cientificas y tecnoldgicas.



El campo magnético terrestre se puede descomponer en un campo principal, campo externo y campo
de la corteza. Aun asi, al medir el campo sélo se puede detectar el total, pero es importante diferenciarlos
para poder entender sus aportes. Se sabe que el campo magnético principal es originado en el interior
de la Tierra, que representa la mayor parte de la intensidad del campo total (aproximadamente un
95 %) y la intensidad de este tltimo decrece al alejarse del centro terrestre. Esto indica que su fuente
debe estar en el nucleo, y mas precisamente se considera que se genera por corrientes eléctricas en
el nicleo externo. Luego se tiene el campo cortical que es generado por rocas magnetizadas en las
regiones cercanas a la superficie del planeta. Y por ultimo, el campo externo que es producido fuera de

la Tierra sélida por interaccion entre el viento solar, la magnetdsfera y la iondsfera.

Analizando la magnitud de los diferentes términos del IGRF, que corresponden al desarrollo
multipolar del mismo, se puede concluir que el campo es mayormente dipolar resultando en aproxi-
madamente un 80 % dipolar en la superficie y al menos un 50 % en la regién nicleo-manto (Langel
y Estes, 1982). Si bien esto varia en el tiempo, lo hace a escalas geoldgicas, entonces el cambio es

despreciable en el tiempo que lleva publicdndose el IGRF.

La polaridad del campo presenta un fendmeno interesante conocido como reversion geomagnética,
que se da cuando la componente del dipolo magnético paralela a la velocidad angular pasa de ser
positiva a negativa. A modo de ejemplo se muestra una ilustracién de dicho proceso en la Figura 1.1.
Los indicios observacionales de esto se obtienen al estudiar la magnetizacién remanente de rocas y
observar que su polaridad era contraria en ese momento a la actual de la Tierra, y que dichas reversiones

se producen cada millones de afios, aunque se conoce que este fendmeno no es periddico.

Figura 1.1: llustracion de las dos polaridades del campo magnético terrestre antes y después de una reversion.
En (a) la componente en 2 del momento dipolar es positiva respecto del eje de rotacion, y en (b) es

negativa.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

En cuanto al origen del campo magnético principal de la Tierra todavia hay discusion. La teoria
del geodinamo, que consiste en considerar magnetohidrodindmica en el nucleo, resulté compatible
con la existencia de reversiones (Olson, 2009). Sin embargo no se han encontrado los causales de los

cambios de polaridad.

Tomo importancia la posibilidad de que se produzca por el comportamiento cadtico del sistema.
Durante las dltimas décadas se ha mostrado, mediante experimentos y simulaciones, que varias
cantidades de interés en magnetohidrodindmica presentan rangos de invariancia temporal (Dmitruk
y col., 2011). Por su expresion matemética en el dominio espectral, este fendmeno recibe el nombre de
ruido 1/f. Estudios m4s recientes han encontrado ruido 1/f en el momento dipolar magnético utilizando
simulacidnes de magnetohidrodindmica no disipativa (Dmitruk y col., 2014). El régimen turbulento
se puede generar por distintos causales. Evidencias experimentales y tedricas muestran que el efecto
de la precesion de un sistema rotante conlleva a la generacion de dinamos (Stewartson y Roberts,
1963, Busse, 1968, Noir y col., 2003, Tilgner, 2005) y se propone a esta como la causa del campo
geomagnético (Malkus, 1968).

En este trabajo se propuso analizar el efecto de la precesion en un flujo conductor dentro de una
cavidad esférica utilizando simulaciones numéricas directas. Se buscé caracterizar las condiciones
en las que se alcanza un régimen turbulento y con ello ademads la generaciéon de dinamos. Bajo las
condiciones creadas también se propuso estudiar la aparicion de reversiones en el momento dipolar y

realizar un analisis estadistico de estos eventos.

Comprendiendo que las situaciones propuestas en este trabajo son muy diferentes a las del dinamo
terrestre, se considerd que las conclusiones que puedan extraerse de este andlisis conceptualmente més
simple, pueden resultar de gran utilidad para entender el fendmeno del geodinamo en ciertos aspectos,
y la precesién como una posible causa de dicho efecto. Ademas seria interesante poder considerar

condiciones mds complejas en un futuro partiendo de la base del entendimiento logrado en esta tesis.

La organizacion de esta Tesis, luego de este capitulo introductorio consta de un CAPITULO 2,
donde se presentan las ecuaciones de la dindmica de fluidos y de la magnetohidrodindmica. Luego
sigue el CAPITULO 3 en donde se describe la geometria esférica empleada, el método numérico
utilizado y las condiciones iniciales de las simulaciones. La presentacion de las simulaciones realizadas
y los resultados obtenidos se encuentran en el CAPITULO 4, mostrandose en una primera parte los
resultados de las simulaciones puramente hidrodindmicas, con y sin precesion y en una segunda parte

las simulaciones magnetohidrodindmicas con precesion, el andlisis de la existencia o no de efecto

11



dinamo y la presencia de reversiones del momento dipolar magnético en el caso de sostenimiento de la

energia magnética (dinamo). Finalmente en el CAPITULO 5 se describen las conclusiones de la Tesis.
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CAPITULO 2

ECUACIONES

2.1. Mecanica de fluidos

Para describir el sistema a estudiar, se necesita utilizar la mecanica de fluidos. Se considerara una
descripcion euleriana, por lo que se estudiardn los campos de las variables fisicas en todo el espacio en
funcién del tiempo. Se utiliza para este trabajo un fluido incompresible, es decir p = cte o Vp = 0,
si bien por completitud en las ecuaciones se mostrardn los términos que corresponden a fluidos

compresibles.

Para las variaciones temporales en este tipo de sistemas, se debe tener en cuenta tanto el cambio de
la variable en un punto del espacio (r), como el desplazamiento local de masa. Por esto se define la

derivada temporal total como el operador derivada material que es el siguiente:

D o

En el miembro derecho se tiene primero la variacién temporal explicita y luego variaciones producidas

por el transporte de masa.

Ahora se puede escribir la conservacién de masa (dp/dt = —V - (pu)) mediante la derivada



2.1. MECANICA DE FLUIDOS

material como

Dp _
5 FeV-u=0, (2.2)

también llamada ecuacién de continuidad. Luego se puede escribir la ecuacién de movimiento del

fluido sin viscosidad de esta forma:

Du
con p la presién del fluido y f las fuerzas por unidad de volumen o fuerzas volumétricas.
A partir de ahora se consideraran distintos casos para agregarle complejidad en forma ordenada y
facilitar la descripcion.

Si se tiene que f/p = —V ¢, es decir que es un campo irrotacional, como el caso del campo

gravitatorio por ejemplo (f /p = g), entonces de la Ecuacién (2.13) queda

Du _ o (p\_NVop _
Du_ v(p) vy, 4

Los primeros dos términos de la derecha son otra forma de escribir —(1/p) V p. Luego se puede definir
el potencial G = p/p + ¢ y escribir un solo gradiente y se obtiene
Du (Vplp

E:—VQ— p2 .

(2.5)

Ahora se considera el caso rotante con velocidad angular de la forma Q) = Op[cos(yt) sen(6)x +
sen(yt) sen(6)iy + cos(8)z] con 0 fijo y 7y la frecuencia de precesion. Si se mira desde el sistema que

rota, la ecuacion del movimiento del fluido resulta

D \Y .
_”:_V(E)_%—znxu—nx(nxr)wxsprf (2.6)
Dt P P P
donde —20) X u corresponde a la fuerza de Coriolis por unidad de masa, —Q x (Q x 1) = f_.../p
representa la fuerza centrifuga por unidad de masa y como V x f_, . = Oentonces f /0 = =V,

y por dltimo 7 x € es la fuerza de Euler/Poincaré que corresponde a la precesién. Ahora se puede

definir C = p/p + ¢, quedando la ecuacién de movimiento como

Du o, (Vpp
Dt ve p?

—20><u—|—r><ﬂ—|—£ (2.7)
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CAPITULO 2. ECUACIONES

Luego se puede considerar un fluido viscoso, en este caso se puede demostrar (Landau, 1991) que

es posible escribir la fuerza viscosa volumétrica para los fluidos llamados newtonianos como

foise = 1V + (E4+1) V(V ),
con p 'y ' la primera y segunda viscosidad dindmica respectivamente, que dependen del fluido y las
condiciones termodindmicas en las que se encuentra y V2 el operador laplaciano. Al agregar dicha
fuerza a la Ecuacion (2.13) para un flujo incompresible (V - u = 0), sin considerar la rotacién por un
momento para la simplicidad de la expresion, queda

LIS N 2.8)
Dt [y [y

donde v = u/p es la viscosidad cinematica. Esta expresion es conocida como ecuacion de Navier-
Stokes.

Ahora, si se quiere estudiar un sistema que contenga a las Ecuaciones (2.5), (2.7) y (2.8), es decir,
un fluido newtoniano rotante, viscoso y bajo la acciéon de un campo gravitatorio, serd descripto por las

siguientes ecuaciones:

Dp _
22+ pV u=0 2.9)
Du 2 *
ﬁ:_V73+1/Vu—20><u+r><ﬂ+f (2.10)
h(p,p, T) =0 (2.11)
Ds
‘OTD_t =€ (2.12)

con P la presién modificada que se define como P = p / 0 + Werav + Peents h 1a ecuacién de estado
del fluido y € la tasa de variacion de la energia del sistema. Ademads se utiliz6 que es un fluido
incompresible, entonces Vp = 0. Si a este conjunto de ecuaciones se le agrega las condiciones
iniciales y de contorno, se puede describir completamente el comportamiento del fluido. Si bien las
Ecuaciones (2.11) y (2.12) no seran utilizadas en el trabajo, fueron incluidas por completitu ya que fue

asumida la incompresibilidad del fluido.
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2.1. MECANICA DE FLUIDOS

2.1.1. Balance de energia

Si el fluido es incompresible, entonces de la ecuacion de continuidad V - u = 0 0 9;u; = 0. Ademads
se escribe la presion total como P = p/ P + DPeent + Perav, con el potencial centrifugo dado por
feent = — V®cent y €l potencial gravitatorio por f grav = —V1peray. Luego, si se tiene en cuenta la

ecuacion de Navier-Stokes para una esfera rotante con precesion, en el sistema solidario a la esfera:

Du
Dt
con () la velocidad angular de la esfera y v la viscosidad cinematica. Ahora, si se hace producto escalar

= VP+vVu—-20xu+rxQ (2.13)

de la Ecuacién (2.13) y u, y se integra en el volumen V| se tiene una expresion para el balance de la

energia en el sistema.

/VdV{u-g—’:-l—u-(u-V)u} =/VdV{—u-V73+1/u-V2u—2u-(Q X u)+u-(rxQ)}
(2.14)
donde Du/Dt = du/dt + (u - V)u es la derivada material. Se va a estudiar cada término por separado
para mayor claridad en la expresion:
= Por un lado se tiene que [, dVu - (du) /ot = [, dVo(u?/2)/dt = 9E,/dt, con E;, la energia

cinética.

= Para el segundo término del lado izquierdo se tiene
- (- V)= w(ud)u; = (%) — L du; = u- (u- Vyu=V - (@)
0

= En el término con la presion se vuelve a usar que # es un campo solenoidal: u - VP =

V- uP)—PV-u=u-VP =V _-(Pu)
= Con el término de Coriolis alcanzaverque Q X u L u = u - (Q x u) =0

= El término disipativo se puede separar como v - V2u = —1(V x u)> + V - [vu x (V x u)]

Cabe notar que el término de precesion queda como ya fue expresado, entonces la variacién de energia

finalmente es:

dEcin _
dt

2
/[u—u—l—Pu—vux(Vxu)]-ﬁdS+/[u-(er)—v|V><u|2]dV (2.15)
s 2 1%
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CAPITULO 2. ECUACIONES

donde los términos en superficie se deducen usando la ley de la divergencia de Gauss. En los primeros
términos, tenemos el cambio de energia cinética en el borde debido a conveccidn y el trabajo de las
fuerzas de presion y viscosas. En este caso, por la condicion de contorno # - 71 = 0 en S, los términos
f S[u|u]2 /2 +uP/p]-7ndS son nulos ya que corresponde a frontera cerrada. Entonces solo quedan
los términos que corresponden al aumento de energia por la fuerza de Poincaré/Euler (precesion) y la

disminucién dada por la disipacidn, y asi

dEcin
dt

_ /v[u x (V x w)] - AdS + / [ (r x Q) — v|V x ul?]dV. (2.16)
S \%

La cantidad que aparece en el tltimo término de la derecha contiene el rotor del campo de velocidad, a
este campo se lo define como campo de vorticidad w = V X u. A su vez se define la enstrofia, una

cantidad directamente relacionada con dicho campo de la siguiente forma

2 2
5:/ Mdvz/ Y av. 2.17)
174 2 v 2

2.1.2. Adimensionalizacion

Es usual usar pardmetros adimensionales con la finalidad de poder obtener una similaridad dindmica.
Esto permite comparar sistemas con dimensiones muy distintas, como seria el caso de la Tierra y un
experimento llevado a cabo en un laboratorio, pero con dindmicas equivalentes.

Para adimensionalizar en cada caso, es necesario definir magnitudes caracteristicas del sistema a
estudiar. En el caso del presente trabajo, es necesario definir una longitud caracteristica del problema
como el radio de la esfera R, por otro lado como velocidad tipica U y por ultimo considerando que
existe una presion representativa en el flujo Py. Asi queda definido el nuevo conjunto de variables

adimensionales como:

u r u P —"Py
t/:—t; /:—; = /:—,
ROTERIY TGV T
De esta forma la Ecuacién (2.51) queda
Du’ p 1 _p 1 4 A
o =V P+ R—ev’ u' — Rg202 % u' + Por’ x Q) (2.18)

17



2.1. MECANICA DE FLUIDOS

donde V' es el operador que actda sobre las variables primadas ('), Re = RU /v el ndmero de
Reynolds, Ro = U/RQ) el nimero de Rossby y Po = R?Qy / U? el nimero de Poincaré.
Es interesante el valor del nimero de Reynolds, ya que éste puede obtenerse como el cociente del

término convectivo y la magnitud de la fuerza viscosa:

(- V)u|
Re = ——~
T V]|

Esto permite diferenciar los flujos turbulentos con Re >> 1 cuando la viscosidad es despreciable
frente al término inercial y da lugar a un comportamiento caético; y laminares Re << 1 donde las
fluctuaciones son suaves debido a que el término no lineal se desprecia frente a la accién de la fuerza

viscosa.

2.1.3. Modos inerciales

Al tener un fluido contenido en un recipiente cerrado que rota rigidamente, pueden aparecer movimien-
tos oscilatorios dados por la fuerza de Coriolis.

Se considera, por facilidad de comprension, el caso no viscoso primero. De esta manerav = 0y
entonces el término viscoso de la Ecuacién (2.13) es nulo (vVZu = 0). Otro término nulo de dicha
ecuacion es el de la fuerza de Euler dada por la precesion, ya que se supone rotacion rigida (2 = ()2).
Luego la ecuacién que gobierna el movimiento del fluido vista desde el sistema rotante da

ou

—+2Q><u—|—1V77=0. (2.19)
ot 0

Donde el término convectivo de la derivada material se desprecia debido a la hipdtesis de que el fluido
tiene una rotacion rigida, solo permitiendo apartarse ligeramente de dicho comportamiento. Esto y
la condicién de v = 0 hacen que se obtenga una ecuacién diferencial de primer orden, y que no se
admita ningtn tipo de capa viscosa en el borde.

También se debe agregar la ecuacion de continuidad

V-u=0 (2.20)

La condicién de contorno debe ser la de un fluido ideal, entonces se tiene

u-ft)g =0 2.21)
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CAPITULO 2. ECUACIONES

Se puede demostrar que los movimientos oscilatorios no pueden ocurrir en el caso de que (2 = 0.
Entonces este tipo de comportamientos estdn directamente ligados a la velocidad de rotacién. Por
esto es natural considerar Q! como unidad caracteristica de tiempo, a esto se le agrega la unidad
de longitud como el radio de la esfera R, una velocidad tipica U del fluido y pUC)R como escala de

presion. Entonces se adimensionaliza con el siguiente cambio:

t—=Q Y% r—=Rr; u—Uu y P — pUQRP
Se mantiene la notacién para las cantidades adimensionalizadas que evita mayor complejidad. Asi se

obtienen las ecuaciones adimensionales

%—”t’+22><u+v7>:0 (2.22)

con £ la direccion del eje de rotacidn,

V.-u=0. (2.23)

Las soluciones oscilatorias a las ecuaciones son del tipo

u(r, t) = u(r)e ; P(r,t) = p(r)e™" (2.24)

con i> = —1y o la mitad de la frecuencia de oscilacién de los modos. Aplicando las soluciones de

(2.24) en la Ecuacién (2.22) se obtiene

2icu(r) +22 x u(r)+ Vp(r) =0 (2.25)

El problema se divide en dos casos dependiendo de la simetria que presentan los modos. Por un
lado estan las denominadas oscilaciones inerciales que corresponden a modos axisimétricos respecto
del eje de rotacion; y por otro se tienen las ondas inerciales para los modos no axisimétricos al eje de
rotacién y se propagan en direccion azimutal.

Cotas para ¢

Se puede demostrar que 0 < |o| < 1, para ello se multiplica escalarmente u* (el asterisco

corresponden al complejo conjugado) a la Ecuacién (2.22) y se integra en el volumen

21'(7/ |u|2dV+2/ W (2 x u)dV = —/ - VpdV. (2.26)
\% \%4 1%
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2.1. MECANICA DE FLUIDOS

Como en particular, se cumple también V - u* = 0y u* - fi|s = 0, entonces se cumple que

f v #* - VpdV = 0. Luego se consigue una relacion para la frecuencia y da

_ Jyiz-(u X w*)dV
N [y [u?2av

Pero si se separa al campo de velocidades en parte real e imaginaria de forma que u = ugy + iug, se

(2.27)

sigue que la Ecuacidn (2.27) queda

. vaﬁ . (ugg X ug)dV
Jy(unl? + [ug[Hdv:

Ahora usando la desigualdad (|ug|? + |ug|?) > 2lug||lug| > 2|2 - (up X ug)

o (2.28)

, se consiguen las

cotas para o

-1<oc <1 (2.29)

Esto deja claro que la frecuencia de oscilacién de los modos estd directamente condicionada por la
velocidad de rotacion del sistema, y como maximo puede llegar a dos veces ésta tltima. Pero por otro
lado no hay una condicién de que tan chica puede ser, entonces la escala temporal de los modos puede

ser mucho mads larga que la de la rotacion.

Relacion de ortogonalidad

Se supone un modo (#y,, Py, 0;) que cumple:

2ioyuy +22 X uy + Vp, =0, (2.30)

V'un=0, un'ﬁ|S:0

Y por otro lado otro modo distinto (#;, Pm, 0 ), que cumple las mismas relaciones pero escrito con su

conjugado:

i, + 22 X ul, + Vi, =0, (2.31)

V-u, =0, u, -it|]s=0
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CAPITULO 2. ECUACIONES

Ahora si se multiplica a la Ecuacién (2.30) por u},,, se le suma la Ecuacién (2.31) multiplicada por u,,

y se integra en el volumen, se consigue

20y — o) /V -ty dV = /V V(D + )0 = /S (0 + wnpl) - AdS. (232)

Usando nuevamente las condiciones de contorno, el término de la derecha se anula y queda la relacién

de ortonormalidad

20 — o) / - tpdV = 0, (2.33)
1%

donde al haber supuesto que los modos son distintos, entonces 0;; — 03, 7# 0.

Es importante notar que la ortonormalidad es de gran utilidad matematica para lograr una base
completa y ortogonal, pero en este caso no se ha demostrado atin la completitud.

Para el caso de la esfera es comun utilizar los armonicos esféricos como parte de la base, lo
que genera complicaciones ya que por los efectos de rotacién se acoplan distintos 6rdenes. Esto es
debido a que los armoénicos esféricos no estidn asociados con el operador diferencial de las ecuaciones

diferenciales que surgen de los sistemas rotantes esféricos.

2.2. Electrodinamica Clasica

Es preciso introducir la teoria necesaria del electromagnetismo clasico para poder describir el geodina-
mo.

La definicién de los campos eléctrico y magnético, E y B respectivamente, estd dada por las
ecuaciones de Maxwell en el vacio. Estas leyes se derivaron de resultados experimentales y se formulan

de forma diferencial de la siguiente forma:

v.E=F (2.34)
€0
V-B=0 (2.35)
OB
VxE=-5 (2.36)
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2.2. ELECTRODINAMICA CLASICA

1 0E

V X B =]+ 5= (2.37)

con €q y Mo, la permitividad eléctrica del vacio y permeabilidad magnética del vacio respectivamente,
y c es la velocidad de la luz en el vacio y cumple ¢ = 1/,/€ojig. Ademds, § es la densidad de
carga eléctrica (fuentes de campo eléctrico) y J la densidad de corriente eléctrica (fuente de campo
magnético). Se puede notar que existe otra fuente de campo magnético dada por la variacion temporal
del campo eléctrico, llamada también corriente de desplazamiento.

Los campos E y B permiten expresar la fuerza de Lorentz en todo punto del espacio, que siente

una particula con carga g y moviéndose a una velocidad v, como

F; = g(E+v x B).

Por lo tanto, la fuerza de Lorentz por unidad de volumen es

fr =PE+] xB.
Ley de Ohm

Teniendo en cuenta que J estd directamente relacionado con el movimiento de cargas eléctricas,
es logico pensar que se vera afectada por la presencia de E y B. Entonces se puede expresar para un
material a la densidad de corriente como funcién de los campos, y en particular para muchos escenarios

alcanza con la relacion

] = oE, (2.38)

con 0 la conductividad de un material. Dicha magnitud cuantifica cuan conductor o aislante es el
material, con o — 0 para un material aislante y o — oo para un conductor perfecto. Esta relacion es

conocida como la Ley de Ohm simple.

Transformaciones de Lorentz

Resulta interesante y de gran utilidad, conocer cémo transforman los campos al cambiar el sistema

de referencia. En este caso, al tener la velocidad relativa entre sistemas mucho menor que la de la luz,
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CAPITULO 2. ECUACIONES

puede demostrarse que las llamadas transformaciones de Lorentz quedan

E=E+uxB,
1 (2.39)
B' =B - —u X E,
c
donde u es la velocidad del sistema primado observada desde el sistema sin primar.
Luego hay que tener en cuenta que las cargas que en un sistema estan en reposo, pueden estar
moviéndose en el otro, y asi generar una corriente. Entonces es necesario definir una transformacién

para las fuentes que es:

J =] - pu. (2.40)

2.3. Magnetohidrodinamica (MHD)

Para analizar el campo magnético terrestre se consideran las ecuaciones magnetohidrodinamicas
(MHD). Entonces es necesario discutir el limite de aplicacion de las aproximaciones necesarias en
MHD.

Considerando un material conductor con un campo eléctrico de baja frecuencia aplicado en primera
instancia, por simplicidad para estudiar los procesos electromagnéticos en el interior. Las cargas
positivas y negativas dentro del conductor se aceleran, pero si la densidad de particulas es alta, estas
chocaran entre si. Luego se puede definir el camino libre medio (1), que es la distancia en promedio que
recorren las particulas antes de chocar. Cuando los procesos de interés se producen a escalas mucho
mayores que [, se puede definir una velocidad macroscépica del movimiento. De lo contrario se debe
estudiar el sistema microscOpicamente, es decir que se estudia cada particula de forma individual.

Otra variable que se puede usar en lugar de [, es la longitud de apantallamiento de Debye (Ap).
Esta representa la distancia a la cual el potencial eléctrico producido por una carga, cae una tasa
de 1/e. Para un material constituido por una tnica especie, en equilibrio termodindmico y con altas

temperaturas, la longitud de Debye toma la forma

GkBT
Ap = \/ 10e2 7 (2.41)
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2.3. MAGNETOHIDRODINAMICA (MHD)

con kg la constante de Boltzmann, T la temperatura medida en Kelvin, € la permitividad eléctrica
relativa’, e la carga eléctrica y n° la densidad de iones. Si existieran K especies, entonces se suman las
K cantidades n%q%( en el denominador.

De esta manera a longitudes mayores que Ap se tiene un comportamiento macroscépico y por el
contrario, a longitudes menores que Ap se precisa usar técnicas de mecdnica estadistica. La primera
situacion es la que serd tratada en este trabajo.

Si bien no fue posible encontrar referencias al valor de Ap en el nicleo externo, se puede considerar
que en la iondsfera Ap ~ 1073m y la densidad electrénica se incrementa en mayor medida que la
temperatura al pasar hacia el niicleo externo, entonces Ap en dicha capa es muy pequefio respecto del
radio.

Ademads es importante pensar en la frecuencia de colision (w.,;). En la deduccién de la Ecuacion
(2.38) estd implicito que se consideran promedios temporales mucho mayores que el periodo (1/w;)
de choque de particulas. Si se usaran periodos mas chicos, empieza a haber separacion de carga y es
necesario considerar dos fluidos, uno de cargas positivas y otro con las negativas. Como ésta no es
la situacién estudiada en este trabajo, y por el contrario, se cumple w < w.,; y L > Ap (L es una
longitud caracteristica del problema de interés), se considera un fluido cuasi neutro (esto es g ~ 0,
excepto por leves fluctuaciones).

Debido a la cuasi-neutralidad, las transformaciones de Lorentz quedan

] )=]—-pu~],EE =E+uxB. (2.42)

Luego puede reformularse la Ley de Ohm como

J=0c(E+uxB), (2.43)

que a partir de ahora sera utilizada de esta forma.

Ecuaciones de MHD y sus simplificaciones

Considerando las ecuaciones deducidas en las Secciones 2.1 y 2.2, incluyendo la Ecuacién (2.49)

y la fuerza de Lorentz en la ecuacion de N-S, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones de MHD:

V-E:eﬁ, (2.44)

(e}

La permitividad eléctrica relativa es el cociente entre la permitividad eléctrica del material y la del vacio.
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V.B=0, (2.45)

VxE=-2, (2.46)

V x B = o] + 12%—15, (2.47)

V.= —g, (2.48)

J=0(E+uxB), (2.49)

2 V=0, (2:50)
%:—VP—(Vpg)p+1/V2u—|—ﬁE—i—]><B—20><u—|—r><ﬂ+f, 2.51)
h(p,p,T) =0, 2.52)

pTg—i =c€. (2.53)

Luego se puede despreciar el término pE respecto de los demds términos por la suposicién de
cuasineutralidad. Ademas, se observa que la Ecuacion (2.48) se verifica inmediatamente por las
ecuaciones de Maxwell. Otro término que se puede despreciar es el de las corrientes de desplazamiento

dadas por Cl—z%—f ya que es del orden de 12 / c?, donde u << ¢ (Jackson, 1975). De ésta manera se tiene

V x B =], (2.54)

asi V - J = 0 debido a que las corrientes se obtienen de un rotor, que es consecuente con suponer
p ~ 0y dip ~ 0en laecuacion de coninuidad de carga.
Usando la Ley de Ohm (Ecuacién (2.49)) y la Ley de Ampere (Ecuacion (2.54)) para escribir el

campo E, se puede llegar a la expresion del rotor que da

VXE=3nV x(V xB)—V x(uxB), (2.55)
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2.3. MAGNETOHIDRODINAMICA (MHD)

donde 7 = 1/ou es la difusividad magnética del material. Ahora usando la Ecuacién (2.46) y la
identidad V x (V x B) = V(V - B) — V2B (donde V - B = 0) se llega a
oB

5 = nV?B+V x (u x B). (2.56)

Esta es la llamada ecuacion de induccion magnética y su primer término del lado derecho es el de
disipacion 6hmica. Resulta fundamental en los procesos del dinamo que se presentardn méas adelante.
Una vez detalladas todas las aproximaciones, las ecuaciones que gobiernan los procesos magneto-

hidrodinamicos resultan:

[ V-B=0
V xB=yujJ
%—?:Vx(uxB)qL;yVZB
g—fﬂ)v-u:o
%=—VP—(Vpg)p+]><B+1/V2u—20><u+r><ﬂ+f
hp,p,T) =0
pT%:e
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_1 2

Se puede usar la ley de Ohm para obtener el campo eléctrico E. Y las cantidades cuadréticas E;y,,

Emag y € fueron incluidas al final ya que resultan de relevancia para este trabajo.

2.4. Geodinamo

Existe gran consenso de que la turbulencia en el nicleo externo terrestre es fundamental para los
procesos del dinamo. Ya se introdujo la teoria necesaria para estudiar el comportamiento de dicho
sistema en la Seccion 2.3, en donde la generacién de la turbulencia estd directamente relacionada con

los forzantes externos. Las ecuaciones relevantes son

DD_;’:_V7D+]><B+1/V2u—20><u+r><ﬂ+f (2.57)
aa_’f — V x (u x B)+ VB (2.58)

donde los responsables de causar efectos turbulentos estan representados por f y la fuerza de Euler
r x Q). El primero de ellos contiene los efectos térmicos y convectivos en el niicleo externo, que se
pueden pensar como una transformacion ciclica de energia que funciona de la siguiente manera:
Calor y energia quimica — Energia mecdnica de la conveccion — Energia electromagnética por
induccion — Calor por disipacion éhmica. Ademas la energia producida por decaimiento radiactivo
es despreciable y el calor generado por friccidén es menor que aquel por pérdidas resistivas (Roberts y
King, 2013).

Por otro lado, algunos autores aseguran que el efecto de la precesion en la rotacion de la Tierra
como forzante tiene un rol fundamental (Roberts y Glatzmaier, 2000). Si bien nunca se descart6 su
influencia, esta no ha sido muy estudiada.

Para poder estudiar qué subconjunto de parametros reproduce el comportamiento del campo
magnético terrestre observado, es necesario introducir nimeros adimensionales pertinentes al sistema

de ecuaciones que gobiernan la dindmica del geodinamo. Este tipo de andlisis fue introducido en la

Seccion 2.1.2.
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Si en este caso se comparan el término difusivo (vV2u) con el término correspondiente a la fuerza

de Coriolis () X u), se obtiene el nimero de Ekman

WV v
ClQxul|  R2Qg’
Notar que ademds este pardmetro corresponde a Ro/Re y que aqui la escala temporal corresponde a

Ek (2.59)

la amplitud de la velocidad angular (). Para el dinamo terrestre es 1012 (Sanchez, 2016) en orden
de magnitud y esté directamente relacionado con el ancho de la capa de Ekman. Dicha capa es una
zona cercana a la frontera donde no se puede despreciar el efecto de la fuerza viscosa respecto del de
Coriolis y su grosor es d ~ v/EkR. Una simulacién numérica basada en un Ek realista no es factible
desde el punto de vista computacional. Incluso si se parametriza el papel de la turbulencia sustituyendo
la viscosidad por una viscosidad efectiva, el Ek seria sobreestimado por un facotr de 10* (Glatzmaier,
2002)

Con la misma idea anterior para el nimero de Ekman, usando que U = R()g, se puede redefinir
Po de la siguiente forma

_lrx ol

Po = el f S 0 | 2.
C = Qxull ~ Oy (260

que compara la frecuencia de precesion con la amplitud total de la velocidad angular. Esto da una
medida de qué tan rdpida es la precesion respecto de la rotacion rigida sobre un mismo eje.

También es util ver el cociente entre la fuerza de flotacién y la viscosa, que da lugar al niimero
de Rayleigh (Ra). Su deduccién puede verse en Goluskin, 2016; para los modelos usuales de dinamo

toma la forma (Aubert y col., 2009)

8fo
Ra = 2.61

donde g es la aceleracion de la gravedad en la intefaz entre el niicleo externo y el interno, y fy el flujo
de masa en la interfaz antes nombrada.
Luego se puede comparar los términos en la ecuacion de induccion y asi introducir el niimero de

Reynolds magnético (Rm).

_|IVx@mxB)|| UR R
||7V2Bl| 1 no

Se escribi6 de las dos formas posibles segtin como quedan definidas las escalas caracteristicas. Para

Rm

(2.62)

valores grandes del Rm se tiene dominancia del término inductivo respecto de la disipacién éhmica.
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Al comparar la difusividad mecdanica con la térmica, se obtiene el niimero de Prandtl (Pr). Para

esto hay que tener en cuenta el coeficiente de difusividad térmica x y queda

Pr = —. (2.63)
K

Finalmente queda por definir el niimero de Prandtl magnético (Pm) que compara la difusividad

mecdanica con la magnética de la siguiente forma

pm =" (2.64)

n

Se puede ver un resumen de los nimeros adimensionales previamente descriptos, con sus valores

correspondientes al nicleo externo terrestre (Sanchez, 2016) en la Tabla 2.1.

Parametro | Definicién | Nucleo
Re UR 10°
Rm % 103
Ek o 1015
Ra % 10-12
Pr Y 107!
Pm 7 107°

Tabla 2.1: Niimeros adimensionales, su definicion y sus valores para el niicleo externo terrestre.

2.4.1. Ruido 1/f en el momento dipolar magnético

El fenémeno de las reversiones geomagnéticas no tiene un periodo temporal definido. Pero si se analiza
el contenido del momento dipolar magnético (m) en frecuencia (f), en una porcion del espectro existe
un decaimiento como una ley de potencias de f ~1 (Constable y Johnson, 2005; Ziegler y Constable,
2011). Este comportamiento denominado ruido 1/f, se evidenci6é en muchas disciplinas como la fisica
de semiconductores, llegando hasta algunas mas alejadas como el mercado de valores (Dutta y Horn,
1981; Montroll y Shlesinger, 1982)

Si se busca conocer el valor medio de frecuencia en un cierto intervalo (f, f2), se debe integrar la

forma espectral en dicho intervalo. Al hacer esto con el ruido 1/ f se observa que es la tnica que no

29



2.4. GEODINAMO

presenta una frecuencia caracteristica, ya que es lo mismo hacerlo entre el intervalo (f1, f2) que otro
intervalo («a f1, a fo). Basicamente, el contenido en frecuencia entre 1Hz y 10Hz es el mismo que entre
1kHz y 10kHz, por ejemplo. Esto muestra una invariancia de escala temporal en el proceso estudiado
que presenta dicho comportamiento.

Para el caso de magnetohidrodindmica se ha propuesto que la interaccién no local entre procesos
que ocurren en diferentes escalas puede causar espectros con la forma de la curva de interés para
diferentes condiciones de contorno y regimenes (Dmitruk y col., 2011; Ponty y col., 2004). En MHD
ideal se ve una funcién de distribucién del tiempo de espera entre reversiones de momento dipolar

magnético T, de la forma 7%

y se ha sugerido una relacién directa con la presencia de ruido 1/f
(Dmitruk y col., 2014). En el caso terrestre, para cierto rango temporal, dichas reversiones se distribuyen

de ésta manera.
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CAPITULO 3

SIMULACIONES NUMERICAS Y

METODOLOGIA

3.1. Simulacion numérica de un dinamo esférico

Dada la alta no-linealidad de las ecuaciones que gobiernan el sistema de interés, que previamente
fueron detalladas en el CAPITULO 2, resulta necesaria la utilizacion de simulaciones numéricas. En
este caso fueron realizadas con un c6digo computacional implementado en Fortran 95, paralelizado
mediante MPI, que fue desarrollado por Pablo D. Mininni (Mininni y Montgomery, 2006, Mininni
y col., 2007). Dicho c6digo emplea un método numérico espectral que se basa en la descomposicion
de Chandrasekhar-Kendall para los campos de velocidad y magnético, considerando un fluido que
llena el volumen de una esfera y cuya frontera gira con velocidad angular () que puede ser variable
en el tiempo. El sistema es estudiado desde el sistema solidario a la esfera que rota, considerando
asi la fuerza de Coriolis y la fuerza de precesion (en el caso de velocidad angular que varia en el
tiempo). Ademads se desprecian los efectos térmicos y es considerado el caso de flujo incompresible
(en Olson, 2009; Braginsky y Roberts, 1995 se discute este caso para el nicleo externo terrestre). Si
bien la ausencia de frontera interna y el despreciar efectos térmicos, se aleja del caso terrestre, se

pueden obtener conclusiones interesantes para comparar a futuro con médelos que representen mejor
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el geodinamo. Asi, el sistema de ecuaciones que describen la condiciones previamente desarrolladas

resulta (Seccion 2.3)

V-u=0 (3.1)
%:—V7>+]><B+1/V2u—20><u+r><ﬂ+f (3.2)
V-B=0 3.3)

%—If =V x (ux B)+71V*B (3.4)

Gracias a despreciar los efectos térmicos y la hipétesis de incrompresibilidad, es posible dejar de lado
las ecuaciones de estado y energia.

Debido a que los campos u# y B son solenoidales (su divergencia es nula), se puede utilizar una
descomposicion para ellos mediante una base de campos de Bernoulli para resolver las Ecuaciones

(3.2) y (3.4), que fue propuesta Chandrasekhar y Kendall, 1957.

3.1.1. Descomposicion de Chandrasekhar-Kendall

Se busca la solucién al sistema de ecuaciones para un campo vectorial solenoidal A que sigue

V x A= f(rA, (3.5)

A-Vf@r)=0, (3.6)

con la segunda ecuacion para asegurar V - A = 0. El campo A se lo denomina campo de Bernoulli o
campo force-free.

Como no existe solucion analitica para la Ecuacion (3.5), se puede resolver para el caso de un
campo de Bernoulli lineal, que corresponde al caso de f(r) = k, con k una constante. Por lo tanto, el

problema se reduce a

VxA=kA, (3.7
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verificindose automdticamente la Ecuacion (3.6) para este caso. Luego se aplica el operador rotor
a ambos miembros y aprovechando que el campo es solenoidal se usa la relacion V X V x A =

V(V - A) — V?A, entonces resulta

V2A+KA=0. (3.8)

Lamando L, T y S a las tres posibles soluciones, tienen que tener la siguiente forma

L=Vy, (3.9)
T =kV x ¢r, (3.10)
S =V x(V xyr), (3.11)

donde r es el vector de la posicién y 1 es una funcion escalar que debe satisfacer la ecuacion de

Helmbholtz

V2 4 K2y = 0. (3.12)

Ademads es posible mostrar que se verifican

V x § =kT, (3.13)

y luego también

V x (S+T) =kT+S). (3.14)

Abhora bien, teniendo en cuenta que L solo es solucién para el caso k = 0 debido aque V x Vi =0,
solo tendremos soluciones generales de la Ecuacién (3.7) de la forma T + S.
Para el caso de coordenadas esféricas, las soluciones de la Ecuacién (3.12) se desarrollan de la

siguiente manera

00 l

=YY Vi (3.15)

I=0m=-—1
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Vi = Cimfik)Y]'(6, @) + Clyi(kn)Y]'(6, @) (3.16)
con Cj, y C;m constantes, j; e y; las funciones de Bessel y Neumann esféricas respectivamente de
[-ésimo orden, e Y] el drmonico esférico de grado [ y orden m. Se puede ver que como V X por = 0,
la suma comienzaen [ = 1 para T 'y S. Luego, dada la constante de proporcionalidad que tiene un

campo con su rotor, se resuelve para encontrar un campo force-free lineal.

3.1.2. Expansion de u y B en autofunciones de Chandrasekhar-Kendall

Se quiere desarrollar los campos de interés en el problema # y B en una expasiéon de campos de
Bernoulli. Para esto se considera un conjunto que contenga todos los campos force-free lineales (&)

que se representa como

¢ = {Cz / V X Ci = kiCi} (3.17)

donde C; es la i-ésima autofuncion de Chandrasekhar-Kendall. Algo para notar es que el conjunto €
no es cerrado bajo la operacion suma ya que, en general (C; + C i) ¢ €. Al escribirlo para coordenadas

esféricas, C debe describirse por 3 indices que son g, [ y m y entonces

V x qum = kqlcqlm. (3.18)
Andlogamente al procedimiento de la Seccién 3.1.1 se obtienen los C glm que verifican:
cqlm = kql(V X ll]qlmi‘) +V x(V x q}qlmf’)/ (3.19)

donde la funcion ¢, queda

Yam = Coii([kg[1)Y]' O, @) + Coyi([kg [1)Y]" @, @) (3.20)

con kql definido a partir de las condiciones de contorno y ademds cumple k—ql = —kql, qu y Cl’ﬂ

constantes de normalizacion y se obtienen exigiendo

/V qum : C;/l,m,dV = 5qq’5ll’5mm’/ (3.21)

siendo V' el dominio del problema y * denota la operacion de conjugacion.
El conjunto € resulta una base ortonormal para el espacio vectorial que se forma por todos los

campos vectoriales reales y solenoidales que ademads tengan flujo a través de la frontera del problema
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de interés. En Yoshida y Giga, 1990 se describe el teorema y se justifica por qué puede considerarse
numerable kql. Luego se puede escribir cualquier campo que pertenezca al espacio vectorial antes
mencionado como una combinacion de elementos de la base, 1o que resulta util para poder describir

los campos u y B de la siguiente forma

) 0 1

u, ) =), Y, Y. SomOCaun(r), (3.22)

q=—00 [=1m=-1

o l

Bir,)=Y, Y Y Sm®OCqm(). (3.23)

g=—00 |=1 m=—1

En general, los coeficientes Gy, son complejos, pero si los campos son reales se cumple
éql—m = (_1)m€;lm' (3.24)

Por como fue definida la base, los elementos de ella cumplen la Ecuacién (3.18), entonces se puede

escribir la vorticidad w y la densidad de corriente J como

w(r, ) = ) kgliu(DCm (@), (3.25)
glm

Jrt) = Y kgt (BC gim(r), (3.26)
qlm

donde los limites de las sumas se suprimieron por comodidad en la notacidn, asi como se compactaron

las tres sumatorias en una dnica.

3.1.2.1. Condiciones de contorno

Para este trabajo fue utilizado un cédigo que fue previamente mencionado al principio del capitulo, el
cual incluye al origen de coordenadas en el dominio. Por este motivo, las funciones ,;;, no contienen

los términos con funciones de Neumann (i), ya que estas divergen para r = 0. Luego se puede escribir

lpqlm = qujl(|kql|r)Y?1(9/ ?), (3.27)
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donde ademads, se puede mostrar que la constante de normalizacion resulta

C

(3.28)

1 1
T Jkgjra (kg 1B /10 + DR3

con R el radio de la esfera considerada en el dominio.

En esta tesis, las condiciones de contorno son u,|g = wy|r = 0y B;|g = J;|[r = 0. Dichas
condiciones resultan de considerar flujo nulo en la superficie, para el caso de la restriccién en u, en una
esfera con un aislante muy fino en la frontera (J;|g = 0), y un conductor ideal por fuera (B;|r = 0) y
la restante w,|g = 0 que es condicién necesaria, pero no suficiente, para que no haya deslizamiento
entre el borde de la esfera y la capa de fluido inmediata a ésta.

Las condiciones que fueron comentadas previamente se reducen a la restriccion
ji([kg|R) = 0, (3.29)

ya que las funciones C qim deben formar una base para cualquier campo vectorial que cumpla dichas
condiciones de contorno. De esta manera, kql es la g-ésima raiz de la funcion de Bessel esférica de

orden [-ésimo.

3.1.3. Evolucién temporal de los coeficientes &* y (5

Es necesario encontrar un conjunto de ecuaciones diferenciales que describan la variacién temporal
de los coeficientes de la descomposicién C-K. Para esto se deben usar las Ecuaciones (3.2) y (3.4),
imponiendo que los campos se describen en la base de C-K y, por lo tanto, hay que asumir que f

también se puede representar en dicha base y asi

f=Y&,Com (3.30)
qlm
Primero es util reescribir la Ecuacién (3.2) como
ou u? ) .
gzuxw—Bx]—V 73+7 —20xu4+vVu+rxQ+f (3.31)
donde se usé que (1 - V)u = —u x (V x u) + V(u?/2). Ahora es necesario reemplazar en la anterior

ecuacion, las expresiones de los campos desarrolladas en las bases de C-K de las Ecuaciones (3.22),

(3.23), (3.25), (3.26) y (3.30) y asi se obtiene

0
5 LG = LECi x LK€ — 187 % Lkt ¢
! ! ] i j
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2
~v (P + ”7) —20 X Y EC+ vV Y EICi+

+rx 0+ ée, (3.32)

" 1" m') para reducir la notacién. Luego, si se usa que V2C; =
1

con los indices i = (¢/,1I",m") yj = (4",
—klzCi, debidoaque V-C; =0,V x C; = k;C; y ademds VZA =V(V-A)—V XV x A, yse

agrupan las sumatorias convenientemente queda

d
Z ¢/ —ZZkCZ xcj—ZZk]-giBg]Bcixc]-—
i ]
u2 u 2xUup
-V <P+7>—20xlz§ici—v12ki§i€,+

+rxa+Y e, (3.33)

El préximo paso consiste en usar la relacion de ortogonalidad de las autofunciones de Chandrasekhar-
Kendall de la Ecuacién (3.21). Entonces si se llama n = (g, 1, m), luego se multiplica ambos miembros

por C y, por tltimo, se integra en todo el dominio V, se obtiene
u
o= STkt -SSRl - [ ¢ (P )av-
i g i g
—2/ C- <Q X Zgl ) dv — VZngl Sin+

+ /Vc;; (rx Q) dV + Y & 6, (3.34)

donde se llam6 IZ?; a fv C,-(C;x C;)dV. Definiendo O} = fv C; x C;dV y para encontrarlo en
la ecuacidn anterior es necesario hacer una permutacion ciclica del producto mixto en el término de

Coriolis, se llega a

A

+2ng - O —vkiEn+
1
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¢ f
+ /V i (rx Q) dV +¢). (3.35)

-~

B
Para ver qué resulta del término A de la Ecuacién (3.35) es conveniente llamar x = P + u?/2. Luego

se utiliza que los campos de Bernoulli son solenoidales (de divergencia nula), entonces V - (xC}) =

xV-C,+C;-Vx=C, - Vxy por el teorema de Gauss se obtiene

/V C: . VxdV = /V V. (Cix)dV = ja{S XC - dS. (3.36)

Como S es la superficie del volumen V de la esfera, su diferencial orientado es dS = dS# y asi resulta
C; -dS = [C}],dS (se utiliz6 [C} ], para denotar la componente radial). Por dltimo es necesario
recordar que por las condiciones de contorno, la integral en la superficie de la Ecuacion (3.36) se anula
y esto implica que A también es nulo. Ahora es necesario verificar cémo queda el término 3 y para ello
alcanza con ver que C;; - (r X €3) = —Q) - (r X C};) y entonces como se muestra en (Mininni y Mont-
gomery, 2006) [, r x CidV = 4y/7/3Co 10 - (V2/2011, —iV/2 /261, —0m,0)59(Ag1)f; ([g1]) ¥

luego

B = 4y ZCpusg it (Agah (Qetimg - Z5( i)

Realizando un analisis similar para la Ecuacion (3.23) se obtiene una ecuacion diferencial para
le evolucién temporal de CE, donde puede resultar mds simple usar la ecuacién equivalente para el
potencial vector del campo magnético A, tal que V X A = B.

Finalmente quedan determinadas las ecuaciones dindmicas para los coeficientes del campo de

velocidades ¢* y del campo magnético ¢? de la siguiente manera:

d u
bi YT (gt - 8P) + 20 OF — vigE + B, (337)
ij i

4Cr _ Y kaIlighe? —mkieh (3.38)

dt_ijnzjzj MK Gns :
= | e cixcpav, (339)

1%
o = / C: x CidV, (3.40)
\%4
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T _ . 1 . .
B =41/ =Cy158(Ag10)j1(1Ag1]) { Q26m0 — —= (e — i2))0p1 ) - (3.41)
3 V2

Al descomponer los campos de la manera que fue introducida en esta seccidn es posible resolver
las ecuaciones de forma puramente espectral y ademds el sistema de ecuaciones en derivadas parciales

es transformado en uno de ecuaciones diferenciales ordinarias.

3.1.4. Cantidades cuadraticas y momento dipolar magnético

Una vez determinada la descomposicion de los campos dada por las Ecuaciones (3.22)-(3.26) y el
sistema de ecuaciones para la evolucion temporal de los coeficientes (Ecuaciones (3.37) y (3.38)),
es simple calcular las cantidades cuadréticas definidas en la Seccion 2.3. Dichas cantidades quedan

expresadas en términos de los coeficientes &* y &8 como:

. 1 1
Eein 4 pmag _ ptot _ 5 Z |Czu|2 + 5 Z |§1B|2' (3.42)
i

i

1
' =5 L kilgi? (3.43)
1

También se puede mostrar que el momento dipolar magnético depende tinicamente de los coefi-

cientes {1, (Mininni y Montgomery, 2006) y entonces resulta de forma andloga a (3.41)

mzl/rx]dV:
2 Jv

m = 2R3\/§ Y Coalkgalii(kg1|R) [V2Re (25, 1) & — v2Im (&5, 1) 9 — €8y 2], (344)
q

donde jj corresponde a la derivada de la funcién de Bessel esférica de primer orden.

3.2. Resolucion numérica

En este apartado se busca explicar brevemente el funcionamiento del codigo utilizado para resolver las
Ecuaciones (3.37)-(3.40) en una esfera de radio R = 1, que fue mencionado previamente al principio

del capitulo. Para reducir la cantidad de coeficientes de la expansién a un nimero finito, dicho c6digo
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utiliza una aproximacion de tipo Galerkin. Por esto, resulta necesario escoger una resolucion espectral
en primer lugar; lo que deriva en escoger 1os nimeros gax Y Imax, y luego m queda limitado.

Luego, por medio de un algoritmo mixto que emplea biseccion y Newton-Raphson, el cédigo
computa los autovalores kql y evalda las constantes de normalizacion Cy; utilizando la Ecuacién (3.28).
Posteriormente se guardan los resultados en archivos binarios para su futura utilizacion.

A continuacion se realiza el cdlculo de los arreglos Ii’}- y O, que consiste en la tarea méds compleja
del programa. Es posible separar la integral de la Ecuacion (3.39) en tres, una para cada direccion.
Para ¢ solo se computa 11; + mj = My, ya que en caso contrario es cero. Luego, en # y 6 el problema
es reducido a siete integrales. Estas contienen tres funciones de Bessel esféricas y sus derivadas en
la direccidn radial y tres funciones de Legendre con sus derivadas en el dngulo polar. Mediante las
cuadraturas de Gauss-Jacobi y Gauss-Legendre se computan las integrales en 0 y # respectivamente,
con doble precision para ambos casos.

También es posible ahorrar memoria gracias a varias simetrias en el cdlculo de O7'. Si dicho arreglo
se proyecta sobre las coordenadas cartesianas, este queda descompuesto en tres arreglos Xs;', Xri'y
Z?, que verifican Xs}' # 0 solo si m; = my, + 1, Xr}' # 0sim; = m, — 1,y ZI' # 0 para m; = my,.

Debido a esta descomposicion, el término de Coriolis resulta
2) 3 [(Q + i) Xs] + (Q — i) X1} + O, Z]] . (3.45)
i

En este caso el cddigo utiliza cuadraturas de Gaus-Legendre para calcular la parte radial y angular de
los arreglos Xs', Xr}'y Z.

Para almacenar los arreglos Ii’}., Xs!', Xri'y Z}' (estos tltimos tres corresponden a la proyeccién de
(’)?), se lo hace como archivos MPI en paralelo, debido al gran tamafio de estos.

Finalmente son evolucionados temporalmente los coeficientes ¢, por medio de un algoritmo de

Runge-Kutta de cuarto orden.
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3.3. Metodologia

Para realizar este trabajo y llevar a cabo los objetivos planteados, fueron realizadas simulaciones
numéricas directas mediante la descomposicion detallada en la Seccién 3.1 y el c6digo Fortran también
mencionado en dicha Seccién.

Las simulaciones fueron hechas con |gax| = Imax = 7 de resolucion espacial, lo que corresponde a
un total de 960 coeficientes de expansién; por otro lado la resolucién temporal utilizada fue de 1 x 1073
en tiempo adimensional. La diferencia sustancial que se puede encontrar en cada una estd dada por los
pardmetros que el codigo permite controlar, como es el caso de la viscosidad (v), difusividad magnética
(17), amplitud de la velocidad angular (()g) y frecuencia de precesion (7). Si bien es un pardmetro que
el cédigo permite modificar, se considerauna inclinacion del eje de rotacién de 8 = 23° para todas las
simulaciones, consistente con el dngulo de precesion terrestre. Existe una diferencia grande entre los
tipos de sistemas estudiados que serdn descriptos proximamente por separado para mejor compresion
y ordenamiento, se consideran los casos hidrodindmico (HD) y magnetohidrodindmico (MHD), que
son diferenciados por la ausencia o presencia de campo magnético respectivamente. El muestreo del
espacio de parametros es realizado de manera ad-hoc, con la estrategia de introducir variaciones sobre

un caso de referencia que produce una dindmica adecuada, segin lo que se quiere estudiar.

3.3.1. Simulaciones HD

Las simulaciones correspondientes al sistema sin campo magnético, es decir hidrodindmico, fueron
realizadas con las mismas condiciones iniciales y sin un forzado externo mas que el que otorga la

precesion, con el objetivo de entender su comportamiento. Dichas condiciones iniciales consistieron en
ngmlt:o =03 conq==%1,+2;/=12ym=1,2,
siendo nulos todo los demas coeficientes, y cabe recordar que m esta condicionado por [ ya que

|m| < I. El valor de ug fue elegido buscando normalizar aproximadamente la energia cinética. Los

parametros utilizados para las simulaciones HD se explicitan en el capitulo siguiente.
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3.3.2. Simulaciones MHD

Para el caso del problema con campo magnético nuevamente el tinico forzado utilizado fue el que
genera la fuerza de Euler dada por la precesion. Aqui las condiciones iniciales para las velocidades

fueron
&lio=05 cong=3:sil=12=m=0,1ysil=3=me[0,3].
mientras que para el campo magnético fueron usadas las siguientes condiciones iniciales
loli=0 = 0,5,

ilizo =05 (1 —i),

con todos los coeficientes restantes iguales a cero (tanto para el campo de velocidades como para
el magnético) y nuevamente vale que |m| < [. Los pardmetros utilizados en estas simulaciones se

encuentran en el capitulo siguiente.
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CAPITULO 4

RESULTADOS

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos y se separa en dos partes, por un lado los
resultados correspondientes al caso HD y por otro los del caso MHD, como ya fue anticipado en la
Seccion 3.3. El analisis en cada caso es distinto, buscando profundizar en lo que se desea estudiar en
cada uno. En el caso HD se quiere entender el aporte de la precesion a la dindmica del sistema para

luego agregarle el campo magnético.

4.1. Resultados hidrodinamicos

Los parametros adimensionales (), 7y y v para las corridas en el caso sin campo magnético se
muestran en la Tabla 4.1. Ademas los parametros Re, Ek, Ro y Po para las mismas simulaciones se

presentan en la Tablas 4.2 desde HDOO hasta HD25 y en la Tabla 4.3 desde HD26 hasta HD39.



4.1. RESULTADOS HIDRODINAMICOS
ID | Q| v v ID | Q| v v ID | Q| v %

HDOO| O | O | 001 || HDI4| 1 |10 0,06 | HD27| 4 | 10 | 0,1
HDO1| 1 | O |001 || HDIS| 1 |10 | 0,1 | HD28 | 10 | 0,1 | 0,01
HDO02 0 {001 |HDI6| 4 |01]0,01| HD29| 10 | 0,1 | 0,03
HDO3 | 10 | O | 0,01 | HD17 | 4 | 0,1 0,03 | HD30 | 10 | 0,1 | 0,06
HDO4 | 1 (011|001 | HDI8| 4 |01 006 | HD31 |10 |01 | 0,1
HDOS | 1 (01|003|HDI9| 4 |01] 01 |HD32| 10| 1 |0,01
HDO6 | 1 [0,1{006 | HD20| 4 | 1 0,01 | HD33 | 10 0,03
HDO7 | 1 (01| 01 ||[HD21| 4 | 1 003 | HD34 | 10| 1 |0,06
HDOS | 1 | 1 |001||HD22| 4 | 1 006 | HD35| 10| 1 | 0,1
HDO9 | 1 | 1 |003||HD23| 4 | 1 |01 |HD36| 10 | 10 | 0,01
HD10| 1 | 1 [006 | HD24| 4 | 10 0,01 | HD37 | 10 | 10 | 0,03
HDI1| 1 | 1|01 |HD25| 4 | 10 | 0,03 | HD38 | 10 | 10 | 0,06
HD12 | 1 | 10 | 0,01 | HD26 | 4 | 10 | 0,06 || HD39 | 10 | 10 | 0,1
HD13 | 1 | 10 | 0,03

Tabla 4.1: Simulaciones en el caso HD diferenciadas por los pardmetros (), v y v
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ID Reg Rey Ek Rog Po
HDO00* | 1,0-10% | 2,2-107! - - -
HDO1 | 1,0-10% | 5,8-1072 | 1,0- 1072 1,0 0
HDO02 | 1,0-10% | 5,1-1073|25-1073 | 25-107! 0
HDO3 | 1,0-10%> | 1,2-1074 | 1,0-1073 | 1,0- 107! 0
HDO04 | 1,0 - 10? 1,8 1,0-1072 1,0 1,0-1071
HDO5 |3,3-10' | 4,5-1071 [3,0-1072(9,9-10"! | 1,0-10!
HDO6 | 1,7-10' | 1,5-1071 | 6,0-1072 1,0 1,0-1071
HDO07 | 1,0-10' | 6,6-1072 | 1,0-107! 1,0 1,0-1071
HDO8 | 1,0 - 10? 9,9 1,0-1072 1,0 1,0
HD09 | 3,3-10! 2,8 30-107299-107! 1,0
HDI10 | 1,7-10! 1,2 6,0-1072 1,0 1,0
HDI1 | 1,0-10' | 5,5-1071 | 1,0-107! 1,0 1,0
HDI12 | 1,0-10%> | 1,8-10' | 1,0-1072 1,0 1,0 - 10!
HDI13 | 3,3-10! 5,8 30-1072{9,9-107' | 1,0-10
HD14 | 1,7-10! 2,8 6,0-1072 1,0 1,0-10!
HDI5 | 1,0-10! 1,6 1,0-107! 1,0 1,0 - 10!
HDI16 | 1,0-10? 2,0 25-107325-1071 | 251072
HD17 |3,3-10'|6,2-1071 | 75-1073 |25-1071 | 25-1072
HDI8 |1,7-10'[28-1071 | 15-1072| 625 [25-1072
HDI9 |1,0-10' | 1,4-1071 | 25-1072 |25-1071 | 25-1072
HD20 | 1,0-10%> | 1,7-10' |25-1073|25-1071 |25 107!
HD21 | 3,3-10! 5,2 75-107325-1071 | 251071
HD22 | 1,7-10! 2,4 1,5-1072| 625 [25-1071
HD23 | 1,0-10! 1,3 25-1072|25-1071 | 2,5-107!
HD24 | 1,0-10%> | 5,7-10' |25-1073 |25 107! 2,5
HD25 |3,3-10' | 19-10' |75-1073 |25 107! 2,5

Tabla 4.2: Simulaciones desde HDOO hasta HD25 diferenciadas por los pardmetros adimnesionales. Se muestran
los valores para Re, Ek, Ro y Po. El subindice 0 denota cantidades estimadas a partir de la velocidad
inicial, mientras el subindice f indica lo propio a partir de la velocidad final. *En el caso HDOO que

no es ni precesivo (7y = 0), ni rotante (()y = 0) no se definen los niimeros de Ek, Ro y Po.
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ID Regp Rey Ek Rog Po
HD26 | 1,7 - 10! 9,0 1,5-107%2| 6,25 2,5
HD27 | 1,0 - 10! 5,2 2,5-107225-107! 2,5
HD28 | 1,0 - 10? 2,1 1,0-1073 | 1,0-1071 | 1,0-1072
HD29 | 3,3-10' | 6,7-1071 | 3,0-1072|9,9-1072 | 1,0- 1072
HD30 | 1,7-10' | 3,2-107' | 60-1073 | 1,0-10"1 | 1,0- 1072
HD31 | 1,0-10' | 1,8-1071 | 1,0-1072 | 1,0-10~! | 1,0- 1072
HD32 | 1,0-10%> | 2,0-10' | 1,0-1072 | 1,0-10°1 | 1,0- 10!
HD33 | 3,3-10! 6,2 30-1073199-1072 | 1,0-107!
HD34 | 1,7 - 10! 3,0 6,0-1073]1,0-1071 | 1,0-107!
HD35 | 1,0 - 10! 1,7 1,0-1072 | 1,0-10°1 | 1,0- 10!
HD36 | 1,0-10%> | 1,1-10> [ 1,0-1073 | 1,0- 107! 1,0
HD37 | 33-10' | 35-10! [3,0-1073]9,9-1072 1,0
HD38 | 1,7-10' | 1,7-10' | 6,0-1073 | 1,0-10! 1,0
HD39 | 1,0 - 10! 9,8 1,0-1072 | 1,0-10! 1,0

Tabla 4.3: Simulaciones desde HD26 hasta HD39 diferenciadas por los pardmetros adimnesionales. Se muestran
los valores para Re, Ek, Ro y Po. El subindice 0 denota cantidades estimadas a partir de la velocidad

inicial, mientras el subindice f indica lo propio a partir de la velocidad final.

4.1.1. Sin precesion

Como se indic6, es necesario conocer como varia la dindmica de un fluido con simetria esférica que
rota y presenta precesion. Para ello se compara con el resultado del caso sin precesion con las mismas
condiciones iniciales y los mismos pardmetros, excepto la frecuencia de precesion 7y, que debe ser nula
para obtener rotacién rigida.

En la Figura 4.1(a) se muestra el comportamiento de la energia cinética en el tiempo para rotacion
rigida correspondiente a las simulaciones HDOO, HDO1, HDO2 y HDO3 que difieren entre si por el
valor de la tasa de rotacién (). Se puede observar decaimiento aproximadamente exponencial que
resulta mds rapido cuanto mayor es la tasa de rotacién (). La tasa de decaimiento varia como 1/Q)g

como se predice en Greenspan, 1968 y fue comprobado numéricamente en Mininni y col., 2007. Esto
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puede observarse en la Figura 4.1(b) que muestra el gréfico de la tasa de decaimiento 1/7, obtenida
mediante un ajuste exponencial de la energia, en funcién de /() la raiz cuadrada del médulo de la
velocidad angular. Ademads se puede ver el ajuste lineal correspondiente que muestra un buen acuerdo

con la dependencia lineal mencionada.

(b)

0 |
1071 ~1.0{w
107" 4 ~1.2-
] *
10—2 _ —14 T
W 103 £ -161
I ~1.81 <
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Figura 4.1: (a) Energia cinética en funcion del tiempo para las corridas HD0OO, HDO1, HDO2 y HD03, donde se
observa su comportamiento exponencial. (b) Tasa de decaimiento de la energia en funcion de la

raiz cuadrada de Q) con su respectivo ajuste lineal.

Como se dijo anteriormente, el proceso de decaimiento resulta mayor cuando aumenta la tasa de
rotacion, esto se debe a que las no linealidades del sistema excitan las escalas espaciales mas pequeiias,

por lo tanto, las escalas de méas rapida disipacion.

Otra cantidad que permite caracterizar los flujos es la enstrofia, que contiene informacién sobre
los efectos disipativos del sistema. En las Figuras 4.2 y 4.3 se muestra para las simulaciones que se
enumeraron previamente el comportamiento de dicha cantidad en el tiempo representadas en distintas
escalas para poder observar mejor las distintas caracteristicas de las curvas. Se observa un pico cerca
del inicio de la evolucién del sistema, que aumenta su valor a mayor tasa de rotacién y ocurre mas
temprano en el tiempo. Luego de dicho pico el sistema decae mas rapidamente cuanto mayor es () y

en forma exponencial.
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Figura 4.2: Serie temporal de la enstrofia para las simulaciones HDOO, HDO1, HDO2 y HDO3 que presentan un

pico al principio y luego un decaimiento exponencial.
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Figura 4.3: Serie temporal de la enstrofia para las simulaciones HD0OO, HDO1, HDO2 y HDO3 que presentan un

pico al principio y luego un decaimiento exponencial.

48



CAPITULO 4. RESULTADOS

En las Figuras 4.4 (a) y 4.4 (b) se muestran los espectros espaciales de energia a tiempos t = 1y
t = 6 respectivamente. En todos se puede observar que los espectros mds planos, es decir con mayor
desarrollo de las escalas chicas, corresponden a los mayores valores de (), que es consistente con lo

mencionado previamente.
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107 3 . y=4 1071 = Qp=4
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k

k

Figura 4.4: Espectros espaciales para dichas simulaciones a tiempot = 1 (a)yt = 6 (b), se observan espectros
mds planos mientras mayor es el Q). En (b) se normalizaron los espectros por el primer valor

correspondiente a k =~ 0,46 para facilitar la comparacion entre ellos.

4.1.2. Con precesion

Se incorpora la fuerza de Poincaré al sistema y se estudia en qué difiere la dindmica del mismo.
Para esto se puede ver en las Figuras 4.5(a) y 4.5(b) la evolucién temporal de la energia cinética y
la enstrofia correspondientemente, para las simulaciones HD0O8, HD20 y HD32, que comparten los
valores v = 1y v = 0,01. Se observa para ambas cantidades un régimen transitorio y luego uno

estacionario manteniendo un valor constante. En el régimen transitorio se ve un comportamiento
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similar al encontrado para el caso de rotacion rigida, notando que el decaimiento es mds rdpido cuanto
mayor es ()y y en la enstrofia se observan picos al inicio con las mismas caracteristicas. Luego, en
el estacionario se puede observar que cuanto mayor es la tasa de rotacién el valor final resulta méas
alto y se alcanza mas rdpidamente, esto dltimo es consecuente con la caida mds veloz en el transitorio.
Este comportamiento es compartido para todos los pardmetros explorados, pero solo se muestra las
series temporales mencionadas a modo ilustrativo. Ademds de encontrar una dependencia del valor
estacionario de la energia y enstrofia con el valor de )y también es posible notar lo mismo para
los demds parametros <y y v. Esto ultimo puede verse en las Figuras 4.6 (a) y 4.6 (b) que contienen
la energia y la enstrofia correspondientemente para las corridas HD28, HD32 y HD36 (comparten
g = 10y v = 0,01 y se diferencian en 7); y las Figuras 4.7 (a) y 4.7 (b) contienen las mismas

cantidades cuadrdticas para las corridas HD32-HD35 que comparten (g = 10y v = 1.

10° 1 102 1

A 101':
ujJ 1071 ] N3
\Y,

100 4

1072
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
t t

Figura 4.5: Serie temporal de la energia (a) y la enstrofia (b) para las corridas HDOS, HD20 y HD32 donde se

observan dos régimenes, con un estancamiento en un valor constante al final.
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Figura 4.6: Serie temporal de la energia (a) y la enstrofia (b) para las corridas HD28, HD32 y HD36.
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Figura 4.7: Evoluciones en el tiempo de la energia (a) y enstrofia (b) para las corridas HD32, HD33, HD34 y
HD35.
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Como se menciond previamente, los valores finales de la energia y enstrofia para el caso con
precesion son dependientes de los pardmetros que diferencian a cada simulacién. Con el objetivo de
encontrar dicha dependencia y estudiar similitudes entre ellas, fueron graficados los valores finales
(valor en que la energia y enstrofia se estabilizan) de éstas cantidades en funcidn de cada pardmetro
fijando los otros dos restantes. En las Figuras 4.8 (a) y 4.8 (b) se tiene el comportamiento de la
energia y enstrofia correspondientemente, en funcion de la amplitud de la velocidad angular () para
los distintos valores de <y con viscosidad v = 0,01 fija. Se observa que el estancamiento de ambas
magnitudes se produce a valores mayores cuanto mayor es (), esto significa que es creciente con
la tasa de rotacion. El comportamiento es similar para los distintos 7y pero es dificil encontrar una
relacion clara. El mismo andlisis se repite para el caso de los valores finales de energia y enstrofia en
funcidn de 7y para los distintos ()g a v = 0,01 fijo. Dichos comportamientos se muestran en las Figuras
4.9 (a) y 4.9 (b), en las que se observa un crecimiento monétono nuevamente. Otra vez resulta dificil
encontrar una relacion definida, pero el comportamiento resulta muy similar. Por dltimo se muestra en
las Figuras 4.10 (a) y 4.10 (b) la dependencia que presentan los valores finales de energia y enstrofia
correspondientemente, para los distintos ()g y el valor de vy = 1 fijo. Aqui es posible notar que es un

comportamiento decreciente de los valores respecto de la viscosidad en ambos casos.
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Figura 4.8: Valores finales de la energia (a) y enstrofia (b) en funcion de Q) para los distintos 7y utilizados y

conv = 0,01 fijo. Ambos son crecientes con un comportamiento similar.
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Figura 4.9: Valores finales de la energia (a) y enstrofia (b) en funcion de <y para los distintos Qg y con v = 0,01

fijo. Ambos con comportamiento similar resultan crecientes.
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Figura 4.10: Valores finales de la energia (a) y enstrofia (b) en funcion de v para los distintos Q) utilizados y

con v =1 fijo. En los dos casos son decrecientes y con dependencias semejantes.
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Para conocer como se estructura la energia espacialmente se muestran los espectros correspondien-
tes a HDO8, HD20 y HD32 en la Figura 4.11 (a) para tiempo t = 1, y en la Figura 4.11 (b) para tiempo
t = 6. Es posible observar que al principio se obtiene un comportamiento similar al caso de rotacién sin
precesion y para tiempos avanzados se ve un desarrollo de las escalas pequefias correspondientes con
los k grandes. Nuevamente los espectros mds planos siguen correspondiendo a los mayores valores de
()g. Todo esto se repite para los demds pardmetros explorados que no son mostrados. Adicionalmente
se tienen las Figuras 4.12 y 4.13, en ellas se encuentran los espectros de la energia para los tiempos
t =1()yt = 6 (b) en ambos casos para las corridas HD28, HD32 y HD36 para el primer par
de figuras, y HD32-HD35 para el segundo par. Se sacan las mismas conclusiones que en los casos
anteriores, notando que a mayor valor de 7y o menores de v se tiene mayores valores totales de energia,
como es de esperar. Ademas de que el desarrollo de pequeiias escalas es mayor cuanto menor es la

viscosidad y no se puede dilucidar una relacién de esto con la variacion de la frecuencia de precesion.
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Figura 4.11: Espectros espaciales de la energia a tiempost =1 (a) y t = 6 (b), para las simulaciones HDOS,
HD20 y HD32. Se ve un desarrollo de escalas pequeiias a tiempos largos y con espectros mds

planos para mayores valores de ).
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Figura 4.12: Espectros espaciales de la energia a tiempost =1 (a) y t = 6 (b), para las simulaciones HD2S8,

HD32 y HD36.
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Figura 4.13: Espectros espaciales de la energia a tiempos t =1 (a) yt = 6 (b), para las simulaciones HD32,

HD33, HD34 y HD35.
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Teniendo un entendimiento mayor del efecto dado por la precesion en el objeto de estudio para el
caso hidrodindmico, a continuacion se enumeran y discuten los resultados obtenidos al agregar campo

magnético.

4.2. Resultados magnetohidrodinamicos

Un objetivo importante es la generacion y auto-sostenimiento de campo magnético en el tiempo debido
a la turbulencia en el flujo. Para que esto sea posible es necesario inyectar energia en el sistema de
forma que se genere el flujo turbulento. Se estudia de qué manera la precesion puede producir dicho
efecto y asi luego se genere el campo magnético deseado para proseguir estudiando sus caracteristicas.
Las simulaciones y sus parametros ()g, 7 y v pueden verse en la Tabla 4.4. También los parametros
Re, Ek, Ro y Po correspondientes s a dichas simulaciones se tienen en las Tablas 4.5 4.6, separadas en

la primera desde la corrida MHDOO hasta la MHD20 y en la segunda desde MHD21 hasta MHD38.

ID Qo | v ID Qo | v ID Qo | 7
MHDOO | 1 (01 | MHDI3| 1 | -1,5|| MHD26| 8 | =3,5
MHDO1 | 1 1 | MHD14 | 1 —2 || MHD27 | 8 —4
MHDO2 | 1 | 10 | MHDI5| 1 | —2,5 || MHD28 | 8 | —4,5
MHDO3 | 4 | 0,1 | MHDI16 | 1 —3 || MHD29 | 8 -5
MHDO04 | 4 1 || MHD17 | 1 | =3,5| MHD30 | 16 | —1
MHDOS5 | 4 | 10 || MHDI8 | 1 —4 || MHD31 | 16 | —1,5
MHDO6 | 10 | 0,1 || MHD19 | 1 | —4,5 | MHD32 | 16 | -2
MHDO7 | 10 | 1 || MHD20 | 1 —5 || MHD33 | 16 | —2,5
MHDOS | 10 | 10 || MHD21 | 8 | —1 || MHD34 | 16 | -3
MHDO09 | 16 | 0,1 | MHD22 | 8 | —1,5 || MHD35 | 16 | —3,5
MHDIO | 16 | 1 || MHD23 | 8 —2 | MHD36 | 16 | —4
MHDI1 | 16 | 10 || MHD24 | 8 | —2,5 | MHD37 | 16 | —4,5
MHDI2 | 1 | -1 | MHD25| 8 | —3 || MHD38 | 16 | —5

Tabla 4.4: Corridas MHD con los pardmetros de ()y y 7y utilizados. Para todas la viscosidad y la difusividad

magnética son iguales y adquieren el valor de v = 1 = 0,001.
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ID Rey Ek Roy Po
MHDO00 | 2,0-10' | 1,0-1073 | 2,0-1072 | 1,0-10~!
MHDOI | 1,1-10%> | 1,0-1073 | 1,1-107! 1,0
MHDO2 | 1,8-10> | 1,0-107% | 1,8-107! 10

MHDO3 | 2,25-10' | 25-107* | 56-107% | 2,5-1072
MHDO4 | 2,1-10%> | 25-107* | 53-1072 | 2,5-10"!
MHDO5 | 5,8-10% | 2,5-107% | 1,45-10"! 2,5
MHDO06 | 2,3-10' | 1,0-107* | 2,3-107% | 1,0-1072
MHDO07 | 2,5-10%> | 1,0-107* | 2,5-1072 | 1,0-10!
MHDOS | 1,24-10%> | 1,0-10% | 1,25-107! 1,0
MHDO09 | 2,4-10' |6,25-107° | 1,5-107% | 6,5-1073
MHDI10 | 2,5-10%> | 6,25-107° | 1,6-1072 | 6,5-1072
MHDI1 | 1,8-10° | 6,25-107° | 1,1-10~! | 6,5-10"
MHDI2 | 55-10%> | 1,0-107® | 55-107! 1,0
MHDI13 | 54-10> | 1,0-1072 | 54-107! 1,5
MHDI14 | 3,6-10> | 1,0-1072 | 3,6-107! 2,0
MHDI15 | 3,1-10> | 1,0-1072 | 3,1-107! 2,5
MHDI16 | 2,8-10> | 1,0-1072 | 2,8-107! 3,0
MHDI17 | 2,7-10> | 1,0-1072 | 2,7-107! 3,5
MHDI8 | 2,5-10> | 1,0-1072 | 2,5-107! 4,0
MHDI19 | 2,45-10% | 1,0-1073 | 2,45-10"! 4,5
MHD20 | 2,4-10> | 1,0-1072 | 2,4-107! 5,0

Tabla 4.5: Simulaciones desde MHDOO hasta MHD20 diferenciadas por los pardmetros adimensionales. Se
muestran los valores para Re, Ek, Ro y Po. El subindice f denota cantidades estimadas a partir de
la velocidad final. No se incluye el Rm y el Pm ya que la difusividad magnética y la viscosidad son

iguales en todas las corridas y por lo tanto Rm = Rey Pm = 1.
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ID Re Ek Ro Po
MHD21 | 2,6-10% | 1,25-107%| 3,3-1072 | 1,25-10~!
MHD22 | 43-10% [ 1,25-1074 | 54-1072 | 1,9-107!
MHD23 | 6,6-10% [ 1,25-107* | 82-1072 | 2,5-107!
MHD24 | 9,3-10% [ 1,25-107* | 1,1-10~! | 3,1-107!
MHD25 | 1,2-10% | 1,25-107%| 1,5-107! | 3,75-10"!
MHD26 | 1,5-10% | 1,25-1074 | 1,9-107! | 4,4-107!
MHD27 | 1,9-10% | 1,25-107% | 2,4-10~! | 5,0-107!
MHD28 | 2,3-10% [ 1,25-107* | 2,9-107! | 5,6-107!
MHD29 | 2,8-10% [ 1,25-107* | 3,5-107! | 6,25-10""
MHD30 | 2,5-10% | 6,25-107° | 1,5-1072 | 6,2-1072
MHD31 | 4,3-10% | 6,25-107° | 2,7-1072 | 9,4-1072
MHD32 | 55-10% | 6,25-107° | 3,4-1072 | 1,25-10"!
MHD33 | 7,3-10% | 6,25-107° | 4,6-1072 | 1,6-107!
MHD34 | 9,7-10% | 6,25-107° | 6,05-1072 | 1,9-107!
MHD35 | 1,2-10% | 6,25-107° | 7,7-1072 | 2,2-107!
MHD36 | 1,5-10% | 6,25-107° | 9,7-1072 | 2,5-10"!
MHD37 | 1,9-10% | 6,25-107° | 1,2-107! | 2,8-107!
MHD38 | 2,2-10% | 6,25-107° | 1,4-10~! | 3,1-107!

Tabla 4.6: Simulaciones desde MHD21 hasta MHD38 diferenciadas por los pardmetros adimensionales: Re, Ek,
Ro y Po. No se incluye el Rm y el Pm ya que la difusividad magnética y la viscosidad son iguales en

todas las corridas y por lo tanto Rm = Rey Pm = 1.

Las Figuras 4.14, 4.15, 4.16 y 4.17 muestran las evoluciones temporales de la energia cinética y
magnética para las corridas de MHDOO a MHD11. Separadas por los tres valores de la frecuencia de
precesion explorados, siendo en todas vy = 0,1 (a), v =1 (b) y v = 10(c) y en cada figura comparten
el valor de (). Es importante notar que la rotacion y precesion del sistema tienen el mismo sentido
de giro. Se observa que no aparece energia magnética apreciable excepto en el caso de precesion y

rotacion muy intensas (y = 10y (g = 10 6 Q)g = 16).
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Figura 4.14: Series temporales de la energia para las simulaciones MHDOO (a), MHDOI (b) y MHDO?2 (c).
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Figura 4.15: Series temporales de la energia para las simulaciones MHDO3 (a), MHDO4 (b) y MHDOS (c).
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Figura 4.16: Series temporales de la energia para las simulaciones MHDOG6 (a), MHDO7 (b) y MHDOS (c).

O (5 ©
] — EC ] —— EC ;
4 Em E77L :
10° 4 E ERENY A
] . 11 angad WA v
1071 e + i ‘:" .
L 3 -'A:F
. Says,
4 A4 bl
102 E v, E : E
1073 4 \ 3 +—
] E,,
0 50 100 150 0 50 100 150 0 50 100 150
t t t

Figura 4.17: Series temporales de la energia para las simulaciones MHDO9 (a), MHD10 (b) y MHDI11 (c).
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La opcidn con precesion retrograda (7y < 0), se contempla en las Figuras 4.18, 4.19 y 4.20. La
primera figura nombrada corresponde a las corridas MHD13 (a) y MHD18 (b), ambas con ()g = 1y
distintos 7y muestran que con los pardmetros utilizados no se ha logrado generar energia magnética
estable. Las otras dos Figuras restantes, que tienen las corridas MHD22 (4.19 (a)), MHD27 (4.19
(b)), MHD31 (4.20 (a)) y MHD36 (4.20 (b)) muestran a modo ilustrativo un caso donde la energia
magnética decae, pero en el otro se observa que alcanza a mantenerse la energia magnética, es decir
que se produce el efecto dinamo. Esto permite inferir que entonces existe un valor de la frecuencia
de precesion critico, el que separa la aparicion o no de efecto dinamo. Dicho valor critico resulta de

Yc = —3 tanto para el caso de ()g = 8 como el de ()y = 16.
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Figura 4.18: Evolucion de la energia cinética en negro y magnética en azul para las simulaciones MHDI13 (a) y
MHDIS8 (b). Para el primer caso la energia magnética decae sin estabilizarse y para el segundo se

alcanza un valor promedio estable.
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Figura 4.19: Evolucion de la energia cinética en negro y magnética en azul para las simulaciones MHD?22 (a) y
MHD?27 (b). Para el primer caso la energia magnética decae sin estabilizarse y para el segundo se

alcanza un valor promedio estable.
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Figura 4.20: Evolucion de la energia cinética en negro y magnética en azul para las simulaciones MHD31 (a) y
MHD36 (b). Para el primer caso la energia magnética decae sin estabilizarse y para el segundo se

alcanza un valor promedio estable.
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CAPITULO 4. RESULTADOS

Se puede visualizar como cambia con |y| el valor medio de la energia cinética y magnética para un
intervalo temporal entre t = 80 — 100 en las Figuras 4.21 (a) y 4.21 (b) correspondientemente para
()g = 8y en las Figuras 4.22 (a) y 4.22 (b) para ()9 = 16. Las simulaciones en las que no se genera
dinamo estan incluidas en las Figuras 4.21 (b) y 4.22 (b) como cruces rojas, ya que la energia sigue
decreciendo en el tiempo utilizado y no se puede ver estabilizacion, por lo que se espera que siga esa
tendencia. Debido al comportamiento evidenciado, en todas las Figuras antes nombradas se puede
ver un ajuste por una ley de potencias de las energias con el valor de |y| (< E >~ ||?). Las curvas
muestran gran acuerdo con los datos en todos los casos, sobre todo para los mayores valores de |7y|.
Los exponentes obtenidos de los ajustes resultan para la energia cinéticaa ~ 3,3 en el caso de ()g = 8

ya =~ 3,2 si ()9 = 16; y para la energia magnética a ~ 3,9 con ()9 = 8y a = 4,4 cuando ()y = 16.
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Figura 4.21: Comportamiento del valor medio temporal de la energia cinética (a) y magnética (b) en funcion de
el pardmetro |7y|. En el intervalo de tiempo elegido se aprecia estabilizacion de dichas cantidades
para todas las simulaciones, excepto en las que no existe efecto dinamo que estdn representadas
en (b) en rojo con una cruz. Las simulaciones corresponden a todas las que fueron realizadas con
Qg = 8 y precesion retrégrada. Ambos grdficos contienen un ajuste por una ley de potencias de

las energias respecto de |y|.
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Figura 4.22: Variacion con el pardmetro |7y| del valor medio temporal de la energia cinética (a) y magnética
(b). En el intervalo de tiempo elegido se aprecia estabilizacion de dichas cantidades para todas las
simulaciones, excepto en las que no existe efecto dinamo que estdn representadas en (b) en rojo
con una cruz. Las simulaciones corresponden a todas las que fueron realizadas con Qg = 16y
precesion retrograda. Ambos grdficos contienen un ajuste por una ley de potencias de las energias

respecto de |y|.

Los espectros espaciales de la energia magnética con el forzante que se obtiene con la fuerza
precesiva muestran que se trata de un régimen de pequeiia escala, ya que existe un dominio de los k
grandes. Esto puede observarse en las Figuras 4.23 y 4.24, que contiene los espectros para la simulacién
MHD27 y MHD38 correspondientemente en los tiempos t = 100, t = 200, t = 300 y t = 400, que

sirve a modo demostrativo ya que en todas las simulaciones de dinamo se ve el mismo régimen.
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Figura 4.23: Espectros espaciales de la energia magnética correspondientes a la corrida MHD?27 para los

tiempos t = 100 en negro, t = 200 en azul, t = 300 en verde y t = 400 en rojo.
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Figura 4.24: Espectros espaciales de la energia magnética correspondientes a la corrida MHD38 para los

tiempos t = 100 en negro, t = 200 en azul, t = 300 en verde y t = 400 en rojo.
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4.2. RESULTADOS MAGNETOHIDRODINAMICOS

Para ilustrar la estructura del campo magnético en un caso en donde se observa dinamo se muestra
en la Figura 4.25 el campo magnético generado en la corrida MHD27 en el tiempo t = 800 La

escala de colores corresponde a un corte en z = 0 de la componente B;; ademds se representan las

componentes By y By, con flechas.

Figura 4.25: Campo magnético de la corrida MHD27 a tiempo t = 800. Corresponde a un corte en el plano

z = 0 de la componente B, y las flechas muestran las componentes By y B,,.
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CAPITULO 4. RESULTADOS

Un fendmeno interesante para estudiar respecto del campo magnético que se genera por el efecto
dinamo son las llamadas reversiones magnéticas, que consisten en el cambio de polaridad del campo,
como se observan en el campo magnético terrestre. Esto puede notarse en la Figura 4.26 que muestra la
serie temporal de la componente en z (eje alrededor del que gira (2) del momento dipolar normalizado
por el médulo del momento dipolar total de la corrida MHD27 nuevamente. En el gréfico se ve que
aparecen los mencionados cambios de polaridad en gran cantidad, atin cuando no pueden diferenciarse
con total claridad. Esto se repite para las demds corridas, pero no se incluyen debido a que no agregan

informacion relevante.
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CAPITULO 4. RESULTADOS

Se quiere estudiar como se comportan las reversiones al cambiar la frecuencia de precesion y. Para
esto se puede ver nuevamente la componente en z del momento dipolar magnético normalizado de
las corridas de MHD25 a MHD29 (que difieren en la intensidad de la precesion) en las Figuras 4.27
(a) ala4.27 (e) correspondientemente, mostrando el intervalo temporal ¢ = 80 - 100. Dichas corridas
corresponden a las que contienen un campo magnético auto-sostenido y todas muestran reversiones
magnéticas y se puede observar que la dindmica resulta mds rdpida para mayores valores de |y|. Esto
se repite en otros intervalos y el comportamiento respecto de los valores de |y|. Este comportamiento
resulta similar para las corridas con ()y = 16 en las que se produce efecto dinamo y puede observarse
en las Figuras 4.28 (a)-(e) que contiene el momento dipolar magnético normalizado para las corridas

MHD34-MHD38 correspondientemente, en el mismo intervalo que las Figuras anteriores.

(a)

mz/|m|
o

(c)

mz/|m|
o

(d)

mz/|m|
o

mz/|m|
o

-1 T T T T T T T T T
80.0 82.5 85.0 87.5 90.0 92.5 95.0 97.5 100.0
t

Figura 4.27: Componente z normalizada del momento dipolar para las corridas MHD25 a MHD29 ((a)-(e)

correspondientemente) para el intervalo temporal de t = 80 a t = 100.
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Figura 4.28: Evolucion temporal para el intervalo temporal de t = 80 a t = 100 de la componente z normali-

zada del momento dipolar para las corridas MHD34 a MHD38 ((a)-(e) correspondientemente).

Para evidenciar con mas claridad lo mencionado anteriormente, se presentan los histogramas
normalizados correspondientes a la distribucion del tiempo entre reversiones (7), en la Figuras 4.29
(a)-(e) y 4.30 (a)-(e) para las mismas corridas MHD25-MHD?29 para las primer serie de figuras y
MHD34-MHD?38 para la segunda serie. Se observa que en todos los casos existen reversiones rapidas
como antes se comentd, pero para valores menores de || hay una preponderancia de tiempos de espera

mayores entre reversiones.
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Figura 4.29: Histogramas normalizados de las distribuciones de tiempo entre reversiones para las corridas

MHD25 (a)-MHD29 (e).
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Figura 4.30: Histogramas normalizados de las distribuciones de tiempo entre reversiones para las corridas

MHD34 (a)-MHD38 (e).

72



CAPITULO 5

CONCLUSIONES

Utilizando simulaciones numéricas directas, fueron estudiadas las ecuaciones incompresible y resistivas
tanto de la hidrodindmica como de la magnetohidrodindmica. En particular, se consieré el escenario de
un fluido que ocupa el interior de una esfera rotante y precesiva, a la vez que se incluyo el efecto de la
fuerza de Coriolis y Poincaré (efecto precesivo, también conocida como fuerza de Euler) para un flujo

homogéneo.

Se reprodujeron resultados obtenidos para el caso HD rotante (Mininni y col., 2007). Fue visualizada
la relacién de decaimiento de la energia cinética con la amplitud de la velocidad angular, obteniendo
un comportamiento de 1/7 ~ /Q) para la tasa de decaimiento exponencial. Los espectros espaciales
de la energia resultaron mas planos cuanto mayor es () lo que es concomitante con el desarrollo de

pequeias escalas, las mds disipativas.

Fue incorporado el término precesivo en las ecuaciones de movimiento, se encontré una estabili-
zacion de la energia y enstrofia luego de un intervalo transitorio de decaimiento similar al caso sin
precesion. Los valores finales de dichas cantidades mostraron dependencia directa con los pardmetros
utilizados, siendo crecientes cuanto mayores fueran ()y y 7y (frecuencia de precesion), pero derecre-
ciente con la viscosidad v. Nuevamente, los espectros resultan con mayor dominio en las escalas chicas

cuanto mayor es ().

Se estudi6 posteriormente la incorporacién de campo magnético, en una descripcion magneto-

hidrodindmica (MHD). Se analizaron en este caso también la existencia de estados asintéticos y en



particular el sostenimiento de la energia magnética o efecto dinamo y la influencia de la precesion.
De los resultados se evidenci6 que resulta necesaria la precesion retrograda (sg(7y) # sg(€o)) para la
aparicion de dinamos esféricos. Ademas se encontré una frecuencia de precesion critica |y.| = 3 por
debajo de la cual no se obtiene el sostenimiento de energia magnética. Este valor result6 el mismo
para valores de rotacién () = 8, 16, en cambio en el caso de ()g = 1 no se consigue el sostenimiento
magnético para ninguin valor testeado de |y|. Esto es consistente con el hecho de que la amplitud de
la velocidad angular es un factor de proporcion en el término de la fuerza de Poincaré al igual que la
frecuencia de precesion. Analizando el comportamiento de los valores medios de las energias cinética
y magnética estas resultaron crecientes con |y| con la forma de una ley de potencias. También se
observé que los dinamos precesivos presentan un régimen de pequefia escala.

Finalmente se analizé el momento dipolar magnético para las simulaciones de dinamo realizadas y
se encontraron multiples reversiones en todos los casos. A medida que aumenta |y| la dindmica es mds
rapida y mediante un estudio estadistico se observé que para menores valores de |7y| se observa una
preponderancia de tiempos de espera mayores entre reversiones en comparacioén con los |y| mayores.

Los estudios iniciados en esta Tesis sirven de punto de partida para caracterizar un modelo
simplificado del geodinamo y la aparicién de reversiones del dipolo magnético. En consonancia con
estudios avanzados en el grupo de investigacion de pertenencia del director de esta Tesis se plantean
como temas a futuro la incorporacién de condiciones de contorno mas generales y adaptadas a la
geometria y el régimen fisico observado en el campo geomagnético. En ese contexto la incorporacién

de la precesion en la rotacidn representa un avance importante en las investigaciones.
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