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RESUMEN

El campo magnético terrestre ha sido estudiado durante mucho tiempo y aún hoy continua siendo

un objeto intenso de análisis. Sin embargo, todavía se discuten numerosos detalles sobre el origen

del mismo y los causantes de algunas de sus características como las reversiones geomagnéticas. Al

día de hoy se ha mostrado que las ecuaciones de la magnetohidrodinámica difusiva y rotante en una

geometría esférica permiten reproducir efectivamente dichas características, pero el elemento que

fuerza el sistema a esta situación no es del todo consensuado. En este trabajo se muestra que si se

considera como forzante únicamente la precesión en el movimiento rotante de la Tierra, alcanza para

reproducir de forma satisfactoria los rasgos mencionados como la generación y auto-sostenimiento de

campo magnético, que además presenta múltiples reversiones en el momento dipolar magnético.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

El campo magnético terrestre es objeto de estudio de la humanidad desde hace mucho tiempo atrás,

pasando por modelos y etapas muy rudimentarias hasta llegar a hoy, donde el conocimiento sobre él es

mucho mayor pero no así completo. Entender el campo geomagnético fue de gran importancia, por

ejemplo, en la navegación con la utilización de brújulas. Pero también se sabe que funciona como

un escudo que nos protege de las partículas cargadas provenientes del viento solar o rayos cósmicos

galácticos. El campo geomagnético además no permite que el viento solar arrastre a nuestra atmósfera.

En definitiva el campo magnético terrestre es esencial para la posibilidad de la vida en la tierra.

En la actualidad se cuenta con observaciones del campo magnético de la Tierra, tanto satelitales

como en la superficie del planeta mediante observatorios. Considerando que el campo varia en el

tiempo, las mediciones son realizadas periódicamente con intervalos temporales de hasta días, y

publicadas desde 1965 por la Asociación Internacional de Geomagnetismo y Aeronomía (IAGA por

sus siglas en inglés). Resulta de gran complejidad medir el campo magnético en toda la tierra y en la

magnetósfera, ya que constaría de observaciones en todos los puntos incluyendo el interior terrestre.

Para solucionar esto se utiliza un modelo de desarrollo en armónicos esféricos cuyos coeficientes se

ajustan, mayormente, con los datos satelitales y de los observatorios magnéticos de todo el mundo.

Esto es lo que finalmente se publica como Campo Geomagnético Internacional de Referencia (IGRF

por sus siglas en inglés) y permite pronosticar la respuesta del campo magnético terrestre frente a

tormentas solares, por ejemplo, para aplicaciones científicas y tecnológicas.



El campo magnético terrestre se puede descomponer en un campo principal, campo externo y campo

de la corteza. Aún así, al medir el campo sólo se puede detectar el total, pero es importante diferenciarlos

para poder entender sus aportes. Se sabe que el campo magnético principal es originado en el interior

de la Tierra, que representa la mayor parte de la intensidad del campo total (aproximadamente un

95 %) y la intensidad de este último decrece al alejarse del centro terrestre. Esto indica que su fuente

debe estar en el núcleo, y más precisamente se considera que se genera por corrientes eléctricas en

el núcleo externo. Luego se tiene el campo cortical que es generado por rocas magnetizadas en las

regiones cercanas a la superficie del planeta. Y por último, el campo externo que es producido fuera de

la Tierra sólida por interacción entre el viento solar, la magnetósfera y la ionósfera.

Analizando la magnitud de los diferentes términos del IGRF, que corresponden al desarrollo

multipolar del mismo, se puede concluir que el campo es mayormente dipolar resultando en aproxi-

madamente un 80 % dipolar en la superficie y al menos un 50 % en la región núcleo-manto (Langel

y Estes, 1982). Si bien esto varía en el tiempo, lo hace a escalas geológicas, entonces el cambio es

despreciable en el tiempo que lleva publicándose el IGRF.

La polaridad del campo presenta un fenómeno interesante conocido como reversión geomagnética,

que se da cuando la componente del dipolo magnético paralela a la velocidad angular pasa de ser

positiva a negativa. A modo de ejemplo se muestra una ilustración de dicho proceso en la Figura 1.1.

Los indicios observacionales de esto se obtienen al estudiar la magnetización remanente de rocas y

observar que su polaridad era contraria en ese momento a la actual de la Tierra, y que dichas reversiones

se producen cada millones de años, aunque se conoce que este fenómeno no es periódico.

(a) (b)

Figura 1.1: Ilustración de las dos polaridades del campo magnético terrestre antes y después de una reversión.

En (a) la componente en ẑ del momento dipolar es positiva respecto del eje de rotación, y en (b) es

negativa.
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En cuanto al origen del campo magnético principal de la Tierra todavía hay discusión. La teoría

del geodínamo, que consiste en considerar magnetohidrodinámica en el núcleo, resultó compatible

con la existencia de reversiones (Olson, 2009). Sin embargo no se han encontrado los causales de los

cambios de polaridad.

Tomó importancia la posibilidad de que se produzca por el comportamiento caótico del sistema.

Durante las últimas décadas se ha mostrado, mediante experimentos y simulaciones, que varias

cantidades de interés en magnetohidrodinámica presentan rangos de invariancia temporal (Dmitruk

y col., 2011). Por su expresión matemática en el dominio espectral, este fenómeno recibe el nombre de

ruido 1/f. Estudios más recientes han encontrado ruido 1/f en el momento dipolar magnético utilizando

simulaciónes de magnetohidrodinámica no disipativa (Dmitruk y col., 2014). El régimen turbulento

se puede generar por distintos causales. Evidencias experimentales y teóricas muestran que el efecto

de la precesión de un sistema rotante conlleva a la generación de dínamos (Stewartson y Roberts,

1963, Busse, 1968, Noir y col., 2003,Tilgner, 2005) y se propone a esta como la causa del campo

geomagnético (Malkus, 1968).

En este trabajo se propuso analizar el efecto de la precesión en un flujo conductor dentro de una

cavidad esférica utilizando simulaciones numéricas directas. Se buscó caracterizar las condiciones

en las que se alcanza un régimen turbulento y con ello además la generación de dínamos. Bajo las

condiciones creadas también se propuso estudiar la aparición de reversiones en el momento dipolar y

realizar un análisis estadístico de estos eventos.

Comprendiendo que las situaciones propuestas en este trabajo son muy diferentes a las del dínamo

terrestre, se consideró que las conclusiones que puedan extraerse de este análisis conceptualmente más

simple, pueden resultar de gran utilidad para entender el fenómeno del geodínamo en ciertos aspectos,

y la precesión como una posible causa de dicho efecto. Además sería interesante poder considerar

condiciones más complejas en un futuro partiendo de la base del entendimiento logrado en esta tesis.

La organización de esta Tesis, luego de este capítulo introductorio consta de un CAPÍTULO 2,

donde se presentan las ecuaciones de la dinámica de fluidos y de la magnetohidrodinámica. Luego

sigue el CAPÍTULO 3 en donde se describe la geometría esférica empleada, el método numérico

utilizado y las condiciones iniciales de las simulaciones. La presentación de las simulaciones realizadas

y los resultados obtenidos se encuentran en el CAPÍTULO 4, mostrándose en una primera parte los

resultados de las simulaciones puramente hidrodinámicas, con y sin precesión y en una segunda parte

las simulaciones magnetohidrodinámicas con precesión, el análisis de la existencia o no de efecto

11



dínamo y la presencia de reversiones del momento dipolar magnético en el caso de sostenimiento de la

energía magnética (dínamo). Finalmente en el CAPÍTULO 5 se describen las conclusiones de la Tesis.
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CAPÍTULO 2

ECUACIONES

2.1. Mecánica de fluidos

Para describir el sistema a estudiar, se necesita utilizar la mecánica de fluidos. Se considerará una

descripción euleriana, por lo que se estudiarán los campos de las variables físicas en todo el espacio en

función del tiempo. Se utiliza para este trabajo un fluido incompresible, es decir ρ = cte o ∇ρ = 0,

si bien por completitud en las ecuaciones se mostrarán los términos que corresponden a fluidos

compresibles.

Para las variaciones temporales en este tipo de sistemas, se debe tener en cuenta tanto el cambio de

la variable en un punto del espacio (r), como el desplazamiento local de masa. Por esto se define la

derivada temporal total como el operador derivada material que es el siguiente:

D
Dt

=
∂

∂t
+ (u ·∇). (2.1)

En el miembro derecho se tiene primero la variación temporal explícita y luego variaciones producidas

por el transporte de masa.

Ahora se puede escribir la conservación de masa (∂ρ/∂t = −∇ · (ρu)) mediante la derivada



2.1. MECÁNICA DE FLUIDOS

material como

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0, (2.2)

también llamada ecuación de continuidad. Luego se puede escribir la ecuación de movimiento del

fluido sin viscosidad de esta forma:

ρ
Du
Dt

= −∇p + f (2.3)

con p la presión del fluido y f las fuerzas por unidad de volumen o fuerzas volumétricas.

A partir de ahora se considerarán distintos casos para agregarle complejidad en forma ordenada y

facilitar la descripción.

Si se tiene que f/ρ = −∇φ, es decir que es un campo irrotacional, como el caso del campo

gravitatorio por ejemplo ( f/ρ = g), entonces de la Ecuación (2.13) queda

Du
Dt

= −∇
Å

p
ρ

ã
− (∇ρ)p

ρ2 −∇φ. (2.4)

Los primeros dos términos de la derecha son otra forma de escribir−(1/ρ)∇p. Luego se puede definir

el potencial G = p/ρ + φ y escribir un solo gradiente y se obtiene

Du
Dt

= −∇G − (∇ρ)p
ρ2 . (2.5)

Ahora se considera el caso rotante con velocidad angular de la forma Ω = Ω0[cos(γt) sen(θ)x̂ +

sen(γt) sen(θ)ŷ + cos(θ)ẑ] con θ fijo y γ la frecuencia de precesión. Si se mira desde el sistema que

rota, la ecuación del movimiento del fluido resulta

Du
Dt

= −∇
Å

p
ρ

ã
− (∇ρ)p

ρ2 − 2Ω× u−Ω× (Ω× r) + r× Ω̇ +
f
ρ

(2.6)

donde −2Ω× u corresponde a la fuerza de Coriolis por unidad de masa, −Ω× (Ω× r) = f cent/ρ

representa la fuerza centrífuga por unidad de masa y como ∇× f cent = 0 entonces f cent/ρ = −∇ψ,

y por último r × Ω̇ es la fuerza de Euler/Poincaré que corresponde a la precesión. Ahora se puede

definir C = p/ρ + ψ, quedando la ecuación de movimiento como

Du
Dt

= −∇C − (∇ρ)p
ρ2 − 2Ω× u + r× Ω̇ +

f
ρ

(2.7)
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Luego se puede considerar un fluido viscoso, en este caso se puede demostrar (Landau, 1991) que

es posible escribir la fuerza viscosa volumétrica para los fluidos llamados newtonianos como

f visc = µ∇2u +
(µ

3
+ µ′

)
∇(∇ · u),

con µ y µ′ la primera y segunda viscosidad dinámica respectivamente, que dependen del fluido y las

condiciones termodinámicas en las que se encuentra y ∇2 el operador laplaciano. Al agregar dicha

fuerza a la Ecuación (2.13) para un flujo incompresible (∇ · u = 0), sin considerar la rotación por un

momento para la simplicidad de la expresión, queda

Du
Dt

= −∇p
ρ

+ ν∇2u +
f
ρ

(2.8)

donde ν = µ/ρ es la viscosidad cinemática. Esta expresión es conocida como ecuación de Navier-

Stokes.

Ahora, si se quiere estudiar un sistema que contenga a las Ecuaciones (2.5), (2.7) y (2.8), es decir,

un fluido newtoniano rotante, viscoso y bajo la acción de un campo gravitatorio, será descripto por las

siguientes ecuaciones:

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0 (2.9)

Du
Dt

= −∇P + ν∇2u− 2Ω× u + r× Ω̇ + f (2.10)

h(p, ρ, T) = 0 (2.11)

ρT
Ds
Dt

= ε (2.12)

con P la presión modificada que se define como P = p/ρ + ψgrav + φcent, h la ecuación de estado

del fluido y ε la tasa de variación de la energía del sistema. Además se utilizó que es un fluido

incompresible, entonces ∇ρ = 0. Si a este conjunto de ecuaciones se le agrega las condiciones

iniciales y de contorno, se puede describir completamente el comportamiento del fluido. Si bien las

Ecuaciones (2.11) y (2.12) no serán utilizadas en el trabajo, fueron incluidas por completitu ya que fue

asumida la incompresibilidad del fluido.
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2.1. MECÁNICA DE FLUIDOS

2.1.1. Balance de energía

Si el fluido es incompresible, entonces de la ecuación de continuidad ∇ · u = 0 o ∂iui = 0. Además

se escribe la presión total como P = p/ρ + Φcent + ψgrav, con el potencial centrífugo dado por

f cent = −∇Φcent y el potencial gravitatorio por f grav = −∇ψgrav. Luego, si se tiene en cuenta la

ecuación de Navier-Stokes para una esfera rotante con precesión, en el sistema solidario a la esfera:

Du
Dt

= −∇P + ν∇2u− 2Ω× u + r× Ω̇ (2.13)

con Ω la velocidad angular de la esfera y ν la viscosidad cinemática. Ahora, si se hace producto escalar

de la Ecuación (2.13) y u, y se integra en el volumen V, se tiene una expresión para el balance de la

energía en el sistema.

∫
V

dV{u · ∂u
∂t

+ u · (u ·∇)u} =
∫

V
dV{−u ·∇P + νu · ∇2u− 2u · (Ω× u) + u · (r× Ω̇)}

(2.14)

donde Du/Dt = ∂u/∂t+ (u ·∇)u es la derivada material. Se va a estudiar cada término por separado

para mayor claridad en la expresión:

Por un lado se tiene que
∫

V dVu · (∂u)/∂t =
∫

V dV∂(u2/2)/∂t = ∂Ecin/∂t, con Ecin la energía

cinética.

Para el segundo término del lado izquierdo se tiene

u · (u ·∇)u = ui(uj∂j)ui = ∂j(uj
u2

2 )− u2

2 ∂juj︸︷︷︸
0

⇒ u · (u ·∇)u = ∇ · (u u2

2 )

En el término con la presión se vuelve a usar que u es un campo solenoidal: u ·∇P =

∇ · (uP)−P∇ · u⇒ u ·∇P = ∇ · (Pu)

Con el término de Coriolis alcanza ver que Ω× u ⊥ u⇒ u · (Ω× u) = 0

El término disipativo se puede separar como νu · ∇2u = −ν(∇× u)2 +∇ · [νu× (∇× u)]

Cabe notar que el término de precesión queda como ya fue expresado, entonces la variación de energía

finalmente es:

dEcin

dt
= −

∫
S
[
u2

2
u + Pu− νu× (∇× u)] · n̂dS +

∫
V

[u · (r× Ω̇)− ν|∇× u|2]dV (2.15)

16



CAPÍTULO 2. ECUACIONES

donde los términos en superficie se deducen usando la ley de la divergencia de Gauss. En los primeros

términos, tenemos el cambio de energía cinética en el borde debido a convección y el trabajo de las

fuerzas de presión y viscosas. En este caso, por la condición de contorno u · n̂ = 0 en S, los términos∫
S[u|u|2/2 + uP/ρ] · n̂dS son nulos ya que corresponde a frontera cerrada. Entonces solo quedan

los términos que corresponden al aumento de energía por la fuerza de Poincaré/Euler (precesión) y la

disminución dada por la disipación, y así

dEcin

dt
=
∫

S
ν[u× (∇× u)] · n̂dS +

∫
V

[u · (r× Ω̇)− ν|∇× u|2]dV. (2.16)

La cantidad que aparece en el último término de la derecha contiene el rotor del campo de velocidad, a

este campo se lo define como campo de vorticidad ω = ∇× u. A su vez se define la enstrofía, una

cantidad directamente relacionada con dicho campo de la siguiente forma

E =
∫

V

|∇× u|2
2

dV =
∫

V

ω2

2
dV. (2.17)

2.1.2. Adimensionalización

Es usual usar parámetros adimensionales con la finalidad de poder obtener una similaridad dinámica.

Esto permite comparar sistemas con dimensiones muy distintas, como sería el caso de la Tierra y un

experimento llevado a cabo en un laboratorio, pero con dinámicas equivalentes.

Para adimensionalizar en cada caso, es necesario definir magnitudes características del sistema a

estudiar. En el caso del presente trabajo, es necesario definir una longitud característica del problema

como el radio de la esfera R, por otro lado como velocidad típica U y por ultimo considerando que

existe una presión representativa en el flujo P0. Así queda definido el nuevo conjunto de variables

adimensionales como:

t′ =
U
R

t ; r′ =
r
R

; u′ =
u
U

y P ′ = P −P0

ρU2 .

De esta forma la Ecuación (2.51) queda

Du′

Dt′
= −∇′P ′ + 1

Re
∇′2u′ − 1

Ro
2Ω̂× u′ + Por′ × ˙̂Ω (2.18)

17



2.1. MECÁNICA DE FLUIDOS

donde ∇′ es el operador que actúa sobre las variables primadas (r′), Re = RU/ν el número de

Reynolds, Ro = U/RΩ0 el número de Rossby y Po = R2Ω0γ/U2 el número de Poincaré.

Es interesante el valor del número de Reynolds, ya que éste puede obtenerse como el cociente del

término convectivo y la magnitud de la fuerza viscosa:

Re =
||(u ·∇)u||
||ν∇2u|| .

Esto permite diferenciar los flujos turbulentos con Re >> 1 cuando la viscosidad es despreciable

frente al término inercial y da lugar a un comportamiento caótico; y laminares Re << 1 donde las

fluctuaciones son suaves debido a que el término no lineal se desprecia frente a la acción de la fuerza

viscosa.

2.1.3. Modos inerciales

Al tener un fluido contenido en un recipiente cerrado que rota rígidamente, pueden aparecer movimien-

tos oscilatorios dados por la fuerza de Coriolis.

Se considera, por facilidad de comprensión, el caso no viscoso primero. De esta manera ν = 0 y

entonces el término viscoso de la Ecuación (2.13) es nulo (ν∇2u = 0). Otro término nulo de dicha

ecuación es el de la fuerza de Euler dada por la precesión, ya que se supone rotación rígida (Ω = Ωẑ).

Luego la ecuación que gobierna el movimiento del fluido vista desde el sistema rotante da

∂u
∂t

+ 2Ω× u +
1
ρ
∇P = 0. (2.19)

Donde el término convectivo de la derivada material se desprecia debido a la hipótesis de que el fluido

tiene una rotación rígida, solo permitiendo apartarse ligeramente de dicho comportamiento. Esto y

la condición de ν = 0 hacen que se obtenga una ecuación diferencial de primer orden, y que no se

admita ningún tipo de capa viscosa en el borde.

También se debe agregar la ecuación de continuidad

∇ · u = 0 (2.20)

La condición de contorno debe ser la de un fluido ideal, entonces se tiene

u · n̂|S = 0 (2.21)
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CAPÍTULO 2. ECUACIONES

Se puede demostrar que los movimientos oscilatorios no pueden ocurrir en el caso de que Ω = 0.

Entonces este tipo de comportamientos están directamente ligados a la velocidad de rotación. Por

esto es natural considerar Ω−1 como unidad característica de tiempo, a esto se le agrega la unidad

de longitud como el radio de la esfera R, una velocidad típica U del fluido y ρUΩR como escala de

presión. Entonces se adimensionaliza con el siguiente cambio:

t→ Ω−1t ; r → Rr ; u→ Uu y P → ρUΩRP

Se mantiene la notación para las cantidades adimensionalizadas que evita mayor complejidad. Así se

obtienen las ecuaciones adimensionales

∂u
∂t

+ 2ẑ× u +∇P = 0 (2.22)

con ẑ la dirección del eje de rotación,

∇ · u = 0. (2.23)

Las soluciones oscilatorias a las ecuaciones son del tipo

u(r, t) = u(r)ei2σt ; P(r, t) = p(r)ei2σt (2.24)

con i2 = −1 y σ la mitad de la frecuencia de oscilación de los modos. Aplicando las soluciones de

(2.24) en la Ecuación (2.22) se obtiene

2iσu(r) + 2ẑ× u(r) +∇p(r) = 0 (2.25)

El problema se divide en dos casos dependiendo de la simetría que presentan los modos. Por un

lado están las denominadas oscilaciones inerciales que corresponden a modos axisimétricos respecto

del eje de rotación; y por otro se tienen las ondas inerciales para los modos no axisimétricos al eje de

rotación y se propagan en dirección azimutal.

Cotas para σ

Se puede demostrar que 0 ≤ |σ| ≤ 1, para ello se multiplica escalarmente u∗ (el asterisco

corresponden al complejo conjugado) a la Ecuación (2.22) y se integra en el volumen

2iσ
∫

V
|u|2dV + 2

∫
V

u∗ · (ẑ× u)dV = −
∫

V
u∗ ·∇pdV. (2.26)
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2.1. MECÁNICA DE FLUIDOS

Como en particular, se cumple también ∇ · u∗ = 0 y u∗ · n̂|S = 0, entonces se cumple que∫
V u∗ ·∇pdV = 0. Luego se consigue una relación para la frecuencia y da

σ =

∫
V i ˆz · (u× u∗)dV∫

V |u|2dV
. (2.27)

Pero si se separa al campo de velocidades en parte real e imaginaria de forma que u = u< + iu=, se

sigue que la Ecuación (2.27) queda

σ =
2
∫

v ẑ · (u< × u=)dV∫
V(|u<|2 + |u=|2)dV

. (2.28)

Ahora usando la desigualdad (|u<|2 + |u=|2) ≥ 2|u<||u=| ≥ 2|ẑ · (u< × u=)|, se consiguen las

cotas para σ

−1 ≤ σ ≤ 1. (2.29)

Esto deja claro que la frecuencia de oscilación de los modos está directamente condicionada por la

velocidad de rotación del sistema, y como máximo puede llegar a dos veces ésta última. Pero por otro

lado no hay una condición de que tan chica puede ser, entonces la escala temporal de los modos puede

ser mucho más larga que la de la rotación.

Relación de ortogonalidad

Se supone un modo (un, pn, σn) que cumple:

2iσnun + 2ẑ× un +∇pn = 0, (2.30)

∇ · un = 0, un · n̂|S = 0

Y por otro lado otro modo distinto (um, pm, σm), que cumple las mismas relaciones pero escrito con su

conjugado:

−2iσmu∗m + 2ẑ× u∗m +∇p∗m = 0, (2.31)

∇ · u∗m = 0, u∗m · n̂|S = 0
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Ahora si se multiplica a la Ecuación (2.30) por u∗m, se le suma la Ecuación (2.31) multiplicada por un

y se integra en el volumen, se consigue

2i(σn − σm)
∫

V
un · umdV =

∫
V
∇ · (u∗m pn + un p∗m)dv =

∫
S
(u∗m pn + un p∗m) · n̂dS. (2.32)

Usando nuevamente las condiciones de contorno, el término de la derecha se anula y queda la relación

de ortonormalidad

2i(σn − σm)
∫

V
un · umdV = 0, (2.33)

donde al haber supuesto que los modos son distintos, entonces σn − σm 6= 0.

Es importante notar que la ortonormalidad es de gran utilidad matemática para lograr una base

completa y ortogonal, pero en este caso no se ha demostrado aún la completitud.

Para el caso de la esfera es común utilizar los armónicos esféricos como parte de la base, lo

que genera complicaciones ya que por los efectos de rotación se acoplan distintos órdenes. Esto es

debido a que los armónicos esféricos no están asociados con el operador diferencial de las ecuaciones

diferenciales que surgen de los sistemas rotantes esféricos.

2.2. Electrodinámica Clásica

Es preciso introducir la teoría necesaria del electromagnetismo clásico para poder describir el geodína-

mo.

La definición de los campos eléctrico y magnético, E y B respectivamente, está dada por las

ecuaciones de Maxwell en el vacío. Estas leyes se derivaron de resultados experimentales y se formulan

de forma diferencial de la siguiente forma:

∇ · E =
ρ̃

ε0
(2.34)

∇ · B = 0 (2.35)

∇× E = −∂B
∂t

(2.36)
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∇× B = µ0 J +
1
c2

∂E
∂t

(2.37)

con ε0 y µ0, la permitividad eléctrica del vacío y permeabilidad magnética del vacío respectivamente,

y c es la velocidad de la luz en el vacío y cumple c = 1/
√

ε0µ0. Además, ρ̃ es la densidad de

carga eléctrica (fuentes de campo eléctrico) y J la densidad de corriente eléctrica (fuente de campo

magnético). Se puede notar que existe otra fuente de campo magnético dada por la variación temporal

del campo eléctrico, llamada también corriente de desplazamiento.

Los campos E y B permiten expresar la fuerza de Lorentz en todo punto del espacio, que siente

una partícula con carga q y moviéndose a una velocidad v, como

FL = q(E + v× B) .

Por lo tanto, la fuerza de Lorentz por unidad de volumen es

f L = ρ̃E + J × B .

Ley de Ohm

Teniendo en cuenta que J está directamente relacionado con el movimiento de cargas eléctricas,

es lógico pensar que se verá afectada por la presencia de E y B. Entonces se puede expresar para un

material a la densidad de corriente como función de los campos, y en particular para muchos escenarios

alcanza con la relación

J = σE , (2.38)

con σ la conductividad de un material. Dicha magnitud cuantifica cuan conductor o aislante es el

material, con σ→ 0 para un material aislante y σ→ ∞ para un conductor perfecto. Esta relación es

conocida como la Ley de Ohm simple.

Transformaciones de Lorentz

Resulta interesante y de gran utilidad, conocer cómo transforman los campos al cambiar el sistema

de referencia. En este caso, al tener la velocidad relativa entre sistemas mucho menor que la de la luz,
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CAPÍTULO 2. ECUACIONES

puede demostrarse que las llamadas transformaciones de Lorentz quedan

E′ = E + u× B,

B′ = B− 1
c2 u× E,

(2.39)

donde u es la velocidad del sistema primado observada desde el sistema sin primar.

Luego hay que tener en cuenta que las cargas que en un sistema están en reposo, pueden estar

moviéndose en el otro, y así generar una corriente. Entonces es necesario definir una transformación

para las fuentes que es:

J′ = J − ρ̃u. (2.40)

2.3. Magnetohidrodinámica (MHD)

Para analizar el campo magnético terrestre se consideran las ecuaciones magnetohidrodinámicas

(MHD). Entonces es necesario discutir el límite de aplicación de las aproximaciones necesarias en

MHD.

Considerando un material conductor con un campo eléctrico de baja frecuencia aplicado en primera

instancia, por simplicidad para estudiar los procesos electromagnéticos en el interior. Las cargas

positivas y negativas dentro del conductor se aceleran, pero si la densidad de partículas es alta, estas

chocarán entre si. Luego se puede definir el camino libre medio (l), que es la distancia en promedio que

recorren las partículas antes de chocar. Cuando los procesos de interés se producen a escalas mucho

mayores que l, se puede definir una velocidad macroscópica del movimiento. De lo contrario se debe

estudiar el sistema microscópicamente, es decir que se estudia cada partícula de forma individual.

Otra variable que se puede usar en lugar de l, es la longitud de apantallamiento de Debye (λD).

Ésta representa la distancia a la cual el potencial eléctrico producido por una carga, cae una tasa

de 1/e. Para un material constituido por una única especie, en equilibrio termodinámico y con altas

temperaturas, la longitud de Debye toma la forma

λD =

 
εkBT
n0e2 , (2.41)
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con kB la constante de Boltzmann, T la temperatura medida en Kelvin, ε la permitividad eléctrica

relativa1, e la carga eléctrica y n0 la densidad de iones. Si existieran K especies, entonces se suman las

K cantidades n0
Kq2

K en el denominador.

De esta manera a longitudes mayores que λD se tiene un comportamiento macroscópico y por el

contrario, a longitudes menores que λD se precisa usar técnicas de mecánica estadística. La primera

situación es la que será tratada en este trabajo.

Si bien no fue posible encontrar referencias al valor de λD en el núcleo externo, se puede considerar

que en la ionósfera λD ≈ 10−3m y la densidad electrónica se incrementa en mayor medida que la

temperatura al pasar hacía el núcleo externo, entonces λD en dicha capa es muy pequeño respecto del

radio.

Además es importante pensar en la frecuencia de colisión (ωcol). En la deducción de la Ecuación

(2.38) está implícito que se consideran promedios temporales mucho mayores que el periodo (1/ωcol)

de choque de partículas. Si se usaran periodos más chicos, empieza a haber separación de carga y es

necesario considerar dos fluidos, uno de cargas positivas y otro con las negativas. Como ésta no es

la situación estudiada en este trabajo, y por el contrario, se cumple ω < ωcol y L > λD (L es una

longitud característica del problema de interés), se considera un fluido cuasi neutro (esto es ρ̃ ≈ 0,

excepto por leves fluctuaciones).

Debido a la cuasi-neutralidad, las transformaciones de Lorentz quedan

J′ = J − ρ̃u ≈ J , E′ = E + u× B . (2.42)

Luego puede reformularse la Ley de Ohm como

J = σ(E + u× B) , (2.43)

que a partir de ahora será utilizada de esta forma.

Ecuaciones de MHD y sus simplificaciones

Considerando las ecuaciones deducidas en las Secciones 2.1 y 2.2, incluyendo la Ecuación (2.49)

y la fuerza de Lorentz en la ecuación de N-S, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones de MHD:

∇ · E =
ρ̃

ε0
, (2.44)

1La permitividad eléctrica relativa es el cociente entre la permitividad eléctrica del material y la del vacío.
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∇ · B = 0 , (2.45)

∇× E = −∂B
∂t

, (2.46)

∇× B = µ0 J +
1
c2

∂E
∂t

, (2.47)

∇ · J = −∂ρ̃

∂t
, (2.48)

J = σ(E + u× B) , (2.49)

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0, (2.50)

Du
Dt

= −∇P − (∇ρ)p
ρ2 + ν∇2u + ρ̃E + J × B− 2Ω× u + r× Ω̇ + f , (2.51)

h(p, ρ, T) = 0, (2.52)

ρT
Ds
Dt

= ε . (2.53)

Luego se puede despreciar el término ρ̃E respecto de los demás términos por la suposición de

cuasineutralidad. Además, se observa que la Ecuación (2.48) se verifica inmediatamente por las

ecuaciones de Maxwell. Otro término que se puede despreciar es el de las corrientes de desplazamiento

dadas por 1
c2

∂E
∂t ya que es del orden de u2/c2, donde u << c (Jackson, 1975). De ésta manera se tiene

∇× B = µJ, (2.54)

así ∇ · J = 0 debido a que las corrientes se obtienen de un rotor, que es consecuente con suponer

ρ̃ ∼ 0 y ∂tρ̃ ∼ 0 en la ecuación de coninuidad de carga.

Usando la Ley de Ohm (Ecuación (2.49)) y la Ley de Ampère (Ecuación (2.54)) para escribir el

campo E, se puede llegar a la expresión del rotor que da

∇× E = η∇× (∇× B)−∇× (u× B), (2.55)
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donde η = 1/σµ es la difusividad magnética del material. Ahora usando la Ecuación (2.46) y la

identidad ∇× (∇× B) = ∇(∇ · B)−∇2B (donde ∇ · B = 0) se llega a

∂B
∂t

= η∇2B +∇× (u× B). (2.56)

Esta es la llamada ecuación de inducción magnética y su primer término del lado derecho es el de

disipación óhmica. Resulta fundamental en los procesos del dínamo que se presentarán más adelante.

Una vez detalladas todas las aproximaciones, las ecuaciones que gobiernan los procesos magneto-

hidrodinámicos resultan:

∇ · B = 0

∇× B = µJ

∂B
∂t

= ∇× (u× B) + η∇2B

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0

Du
Dt

= −∇P − (∇ρ)p
ρ2 + J × B + ν∇2u− 2Ω× u + r× Ω̇ + f

h(p, ρ, T) = 0

ρT
Ds
Dt

= ε

Ecin =
1
2

∫
V

ρu2dV

Emag =
1

2µ0

∫
V

B2dV
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E =
1
2

∫
V

ω2dV

Se puede usar la ley de Ohm para obtener el campo eléctrico E. Y las cantidades cuadráticas Ecin,

Emag y E fueron incluidas al final ya que resultan de relevancia para este trabajo.

2.4. Geodínamo

Existe gran consenso de que la turbulencia en el núcleo externo terrestre es fundamental para los

procesos del dínamo. Ya se introdujo la teoría necesaria para estudiar el comportamiento de dicho

sistema en la Sección 2.3, en donde la generación de la turbulencia está directamente relacionada con

los forzantes externos. Las ecuaciones relevantes son

Du
Dt

= −∇P + J × B + ν∇2u− 2Ω× u + r× Ω̇ + f (2.57)

∂B
∂t

= ∇× (u× B) + η∇2B (2.58)

donde los responsables de causar efectos turbulentos están representados por f y la fuerza de Euler

r × Ω̇. El primero de ellos contiene los efectos térmicos y convectivos en el núcleo externo, que se

pueden pensar como una transformación cíclica de energía que funciona de la siguiente manera:

Calor y energía química→ Energía mecánica de la convección→ Energía electromagnética por

inducción→ Calor por disipación óhmica. Además la energía producida por decaimiento radiactivo

es despreciable y el calor generado por fricción es menor que aquel por pérdidas resistivas (Roberts y

King, 2013).

Por otro lado, algunos autores aseguran que el efecto de la precesión en la rotación de la Tierra

como forzante tiene un rol fundamental (Roberts y Glatzmaier, 2000). Si bien nunca se descartó su

influencia, esta no ha sido muy estudiada.

Para poder estudiar qué subconjunto de parámetros reproduce el comportamiento del campo

magnético terrestre observado, es necesario introducir números adimensionales pertinentes al sistema

de ecuaciones que gobiernan la dinámica del geodínamo. Este tipo de análisis fue introducido en la

Sección 2.1.2.
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Si en este caso se comparan el término difusivo (ν∇2u) con el término correspondiente a la fuerza

de Coriolis (Ω× u), se obtiene el número de Ekman

Ek =
||ν∇2u||
||Ω× u|| =

ν

R2Ω0
. (2.59)

Notar que además este parámetro corresponde a Ro/Re y que aquí la escala temporal corresponde a

la amplitud de la velocidad angular Ω0. Para el dínamo terrestre es 10−15 (Sanchez, 2016) en orden

de magnitud y está directamente relacionado con el ancho de la capa de Ekman. Dicha capa es una

zona cercana a la frontera donde no se puede despreciar el efecto de la fuerza viscosa respecto del de

Coriolis y su grosor es d ≈
√

EkR. Una simulación numérica basada en un Ek realista no es factible

desde el punto de vista computacional. Incluso si se parametriza el papel de la turbulencia sustituyendo

la viscosidad por una viscosidad efectiva, el Ek sería sobreestimado por un facotr de 104 (Glatzmaier,

2002)

Con la misma idea anterior para el número de Ekman, usando que U = RΩ0, se puede redefinir

Po de la siguiente forma

Po =
||r× Ω̇||
||Ω× u|| =

|γ|
Ω0

, (2.60)

que compara la frecuencia de precesión con la amplitud total de la velocidad angular. Esto da una

medida de qué tan rápida es la precesión respecto de la rotación rígida sobre un mismo eje.

También es útil ver el cociente entre la fuerza de flotación y la viscosa, que da lugar al número

de Rayleigh (Ra). Su deducción puede verse en Goluskin, 2016; para los modelos usuales de dínamo

toma la forma (Aubert y col., 2009)

Ra =
g f0

ρR2Ω3
0

(2.61)

donde g es la aceleración de la gravedad en la intefaz entre el núcleo externo y el interno, y f0 el flujo

de masa en la interfaz antes nombrada.

Luego se puede comparar los términos en la ecuación de inducción y así introducir el número de

Reynolds magnético (Rm).

Rm =
||∇× (u× B)||
||η∇2B|| =

UR
η

=
R2Ω0

η
. (2.62)

Se escribió de las dos formas posibles según como quedan definidas las escalas características. Para

valores grandes del Rm se tiene dominancia del término inductivo respecto de la disipación óhmica.
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Al comparar la difusividad mecánica con la térmica, se obtiene el número de Prandtl (Pr). Para

esto hay que tener en cuenta el coeficiente de difusividad térmica κ y queda

Pr =
ν

κ
. (2.63)

Finalmente queda por definir el número de Prandtl magnético (Pm) que compara la difusividad

mecánica con la magnética de la siguiente forma

Pm =
ν

η
. (2.64)

Se puede ver un resumen de los números adimensionales previamente descriptos, con sus valores

correspondientes al núcleo externo terrestre (Sanchez, 2016) en la Tabla 2.1.

Parámetro Definición Núcleo

Re UR
ν 109

Rm UR
η 103

Ek ν
Ω0R2 10−15

Ra g0 f0
ρΩ3

0R2 10−12

Pr ν
κ 10−1

Pm ν
η 10−6

Tabla 2.1: Números adimensionales, su definición y sus valores para el núcleo externo terrestre.

2.4.1. Ruido 1/f en el momento dipolar magnético

El fenómeno de las reversiones geomagnéticas no tiene un periodo temporal definido. Pero si se analiza

el contenido del momento dipolar magnético (m) en frecuencia ( f ), en una porción del espectro existe

un decaimiento como una ley de potencias de f−1 (Constable y Johnson, 2005; Ziegler y Constable,

2011). Este comportamiento denominado ruido 1/f, se evidenció en muchas disciplinas como la física

de semiconductores, llegando hasta algunas mas alejadas como el mercado de valores (Dutta y Horn,

1981; Montroll y Shlesinger, 1982)

Si se busca conocer el valor medio de frecuencia en un cierto intervalo ( f1, f2), se debe integrar la

forma espectral en dicho intervalo. Al hacer esto con el ruido 1/ f se observa que es la única que no

29



2.4. GEODÍNAMO

presenta una frecuencia característica, ya que es lo mismo hacerlo entre el intervalo ( f1, f2) que otro

intervalo (α f1, α f2). Básicamente, el contenido en frecuencia entre 1Hz y 10Hz es el mismo que entre

1kHz y 10kHz, por ejemplo. Esto muestra una invariancia de escala temporal en el proceso estudiado

que presenta dicho comportamiento.

Para el caso de magnetohidrodinámica se ha propuesto que la interacción no local entre procesos

que ocurren en diferentes escalas puede causar espectros con la forma de la curva de interés para

diferentes condiciones de contorno y regímenes (Dmitruk y col., 2011; Ponty y col., 2004). En MHD

ideal se ve una función de distribución del tiempo de espera entre reversiones de momento dipolar

magnético τ, de la forma τ−α y se ha sugerido una relación directa con la presencia de ruido 1/ f

(Dmitruk y col., 2014). En el caso terrestre, para cierto rango temporal, dichas reversiones se distribuyen

de ésta manera.
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CAPÍTULO 3

SIMULACIONES NUMÉRICAS Y

METODOLOGÍA

3.1. Simulación numérica de un dínamo esférico

Dada la alta no-linealidad de las ecuaciones que gobiernan el sistema de interés, que previamente

fueron detalladas en el CAPÍTULO 2, resulta necesaria la utilización de simulaciones numéricas. En

este caso fueron realizadas con un código computacional implementado en Fortran 95, paralelizado

mediante MPI, que fue desarrollado por Pablo D. Mininni (Mininni y Montgomery, 2006, Mininni

y col., 2007). Dicho código emplea un método numérico espectral que se basa en la descomposición

de Chandrasekhar-Kendall para los campos de velocidad y magnético, considerando un fluido que

llena el volumen de una esfera y cuya frontera gira con velocidad angular Ω que puede ser variable

en el tiempo. El sistema es estudiado desde el sistema solidario a la esfera que rota, considerando

así la fuerza de Coriolis y la fuerza de precesión (en el caso de velocidad angular que varía en el

tiempo). Además se desprecian los efectos térmicos y es considerado el caso de flujo incompresible

(en Olson, 2009; Braginsky y Roberts, 1995 se discute este caso para el núcleo externo terrestre). Si

bien la ausencia de frontera interna y el despreciar efectos térmicos, se aleja del caso terrestre, se

pueden obtener conclusiones interesantes para comparar a futuro con módelos que representen mejor
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el geodínamo. Así, el sistema de ecuaciones que describen la condiciones previamente desarrolladas

resulta (Sección 2.3)

∇ · u = 0 (3.1)

Du
Dt

= −∇P + J × B + ν∇2u− 2Ω× u + r× Ω̇ + f (3.2)

∇ · B = 0 (3.3)

∂B
∂t

= ∇× (u× B) + η∇2B (3.4)

Gracias a despreciar los efectos térmicos y la hipótesis de incrompresibilidad, es posible dejar de lado

las ecuaciones de estado y energía.

Debido a que los campos u y B son solenoidales (su divergencia es nula), se puede utilizar una

descomposición para ellos mediante una base de campos de Bernoulli para resolver las Ecuaciones

(3.2) y (3.4), que fue propuesta Chandrasekhar y Kendall, 1957.

3.1.1. Descomposición de Chandrasekhar-Kendall

Se busca la solución al sistema de ecuaciones para un campo vectorial solenoidal A que sigue

∇× A = f (r)A , (3.5)

A ·∇ f (r) = 0 , (3.6)

con la segunda ecuación para asegurar ∇ · A = 0. El campo A se lo denomina campo de Bernoulli o

campo force-free.

Como no existe solución analítica para la Ecuación (3.5), se puede resolver para el caso de un

campo de Bernoulli lineal, que corresponde al caso de f (r) = k, con k una constante. Por lo tanto, el

problema se reduce a

∇× A = kA , (3.7)
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verificándose automáticamente la Ecuación (3.6) para este caso. Luego se aplica el operador rotor

a ambos miembros y aprovechando que el campo es solenoidal se usa la relación ∇×∇× A =

∇(∇ · A)−∇2A, entonces resulta

∇2A + k2A = 0 . (3.8)

Lamando L, T y S a las tres posibles soluciones, tienen que tener la siguiente forma

L = ∇ψ, (3.9)

T = k∇× ψr, (3.10)

S = ∇× (∇× ψr), (3.11)

donde r es el vector de la posición y ψ es una función escalar que debe satisfacer la ecuación de

Helmholtz

∇2ψ + k2ψ = 0. (3.12)

Además es posible mostrar que se verifican

∇× S = kT , (3.13)

y luego también

∇× (S + T) = k(T + S). (3.14)

Ahora bien, teniendo en cuenta que L solo es solución para el caso k = 0 debido a que ∇×∇ψ = 0,

solo tendremos soluciones generales de la Ecuación (3.7) de la forma T + S.

Para el caso de coordenadas esféricas, las soluciones de la Ecuación (3.12) se desarrollan de la

siguiente manera

ψ =
∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

ψlm, (3.15)
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ψlm = Clm jl(kr)Ym
l (θ, ϕ) + C′lmyl(kr)Ym

l (θ, ϕ) (3.16)

con Clm y C′lm constantes, jl e yl las funciones de Bessel y Neumann esféricas respectivamente de

l-ésimo orden, e Ym
l el ármonico esférico de grado l y orden m. Se puede ver que como ∇× ψ00r = 0,

la suma comienza en l = 1 para T y S. Luego, dada la constante de proporcionalidad que tiene un

campo con su rotor, se resuelve para encontrar un campo force-free lineal.

3.1.2. Expansión de u y B en autofunciones de Chandrasekhar-Kendall

Se quiere desarrollar los campos de interés en el problema u y B en una expasión de campos de

Bernoulli. Para esto se considera un conjunto que contenga todos los campos force-free lineales (C)

que se representa como

C = {C i / ∇× C i = kiC i} (3.17)

donde C i es la i-ésima autofunción de Chandrasekhar-Kendall. Algo para notar es que el conjunto C

no es cerrado bajo la operación suma ya que, en general (C i + C j) /∈ C. Al escribirlo para coordenadas

esféricas, C debe describirse por 3 índices que son q, l y m y entonces

∇× Cqlm = kqlCqlm. (3.18)

Análogamente al procedimiento de la Sección 3.1.1 se obtienen los Cqlm que verifican:

Cqlm = kql(∇× ψqlmr̂) +∇× (∇× ψqlmr̂), (3.19)

donde la función ψqlm queda

ψqlm = Cql jl(|kql|r)Ym
l (θ, ϕ) + C′qlyl(|kql|r)Ym

l (θ, ϕ) (3.20)

con kql definido a partir de las condiciones de contorno y además cumple k−ql = −kql, Cql y C′ql

constantes de normalización y se obtienen exigiendo∫
V
Cqlm · C∗q′l′m′dV = δqq′δll′δmm′ , (3.21)

siendo V el dominio del problema y ∗ denota la operación de conjugación.

El conjunto C resulta una base ortonormal para el espacio vectorial que se forma por todos los

campos vectoriales reales y solenoidales que además tengan flujo a través de la frontera del problema
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de interés. En Yoshida y Giga, 1990 se describe el teorema y se justifica por qué puede considerarse

numerable kql. Luego se puede escribir cualquier campo que pertenezca al espacio vectorial antes

mencionado como una combinación de elementos de la base, lo que resulta útil para poder describir

los campos u y B de la siguiente forma

u(r, t) =
∞

∑
q=−∞

∞

∑
l=1

l

∑
m=−l

ξu
qlm(t)Cqlm(r), (3.22)

B(r, t) =
∞

∑
q=−∞

∞

∑
l=1

l

∑
m=−l

ξB
qlm(t)Cqlm(r). (3.23)

En general, los coeficientes ξqlm son complejos, pero si los campos son reales se cumple

ξql−m = (−1)mξ∗qlm. (3.24)

Por como fue definida la base, los elementos de ella cumplen la Ecuación (3.18), entonces se puede

escribir la vorticidad ω y la densidad de corriente J como

ω(r, t) = ∑
qlm

kqlξ
u
qlm(t)Cqlm(r), (3.25)

J(r, t) = ∑
qlm

kqlξ
B
qlm(t)Cqlm(r), (3.26)

donde los límites de las sumas se suprimieron por comodidad en la notación, así como se compactaron

las tres sumatorias en una única.

3.1.2.1. Condiciones de contorno

Para este trabajo fue utilizado un código que fue previamente mencionado al principio del capítulo, el

cual incluye al origen de coordenadas en el dominio. Por este motivo, las funciones ψqlm no contienen

los términos con funciones de Neumann (yl), ya que estas divergen para r = 0. Luego se puede escribir

ψqlm = Cql jl(|kql|r)Ym
l (θ, ϕ), (3.27)
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donde además, se puede mostrar que la constante de normalización resulta

Cql =
1

|kql jl+1(||kql|R)|
1√

l(l + 1)R3
, (3.28)

con R el radio de la esfera considerada en el dominio.

En esta tesis, las condiciones de contorno son ur|R = ωr|R = 0 y Br|R = Jr|R = 0. Dichas

condiciones resultan de considerar flujo nulo en la superficie, para el caso de la restricción en u, en una

esfera con un aislante muy fino en la frontera (Jr|R = 0), y un conductor ideal por fuera (Br|R = 0) y

la restante ωr|R = 0 que es condición necesaria, pero no suficiente, para que no haya deslizamiento

entre el borde de la esfera y la capa de fluido inmediata a ésta.

Las condiciones que fueron comentadas previamente se reducen a la restricción

jl(|kql|R) = 0, (3.29)

ya que las funciones Cqlm deben formar una base para cualquier campo vectorial que cumpla dichas

condiciones de contorno. De esta manera, kql es la q-ésima raíz de la función de Bessel esférica de

orden l-ésimo.

3.1.3. Evolución temporal de los coeficientes ξu y ξB

Es necesario encontrar un conjunto de ecuaciones diferenciales que describan la variación temporal

de los coeficientes de la descomposición C-K. Para esto se deben usar las Ecuaciones (3.2) y (3.4),

imponiendo que los campos se describen en la base de C-K y, por lo tanto, hay que asumir que f

también se puede representar en dicha base y así

f = ∑
qlm

ξ
f
qlmCqlm. (3.30)

Primero es útil reescribir la Ecuación (3.2) como

∂u
∂t

= u×ω− B× J −∇
Ç
P +

u2

2

å
− 2Ω× u + ν∇2u + r× Ω̇ + f (3.31)

donde se usó que (u ·∇)u = −u× (∇× u)+∇(u2/2). Ahora es necesario reemplazar en la anterior

ecuación, las expresiones de los campos desarrolladas en las bases de C-K de las Ecuaciones (3.22),

(3.23), (3.25), (3.26) y (3.30) y así se obtiene

∂

∂t ∑
i

ξu
i C i = ∑

i
ξu

i C i ×∑
j

k jξ
u
j C j −∑

i
ξB

i C i ×∑
j

k jξ
B
j C j−
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−∇
Ç
P +

u2

2

å
− 2Ω×∑

i
ξu

i C i + ν∇2 ∑
i

ξu
i C i+

+r× Ω̇ + ∑
i

ξ
f
i C i, (3.32)

con los índices i = (q′, l′, m′) y j = (q′′, l′′, m′′) para reducir la notación. Luego, si se usa que∇2C i =

−k2
i C i, debido a que ∇ · C i = 0, ∇× C i = kiC i y además ∇2A = ∇(∇ · A)−∇×∇× A, y se

agrupan las sumatorias convenientemente queda

∑
i

dξu
i

dt
C i = ∑

i
∑

j
k jξ

u
i ξu

j C i × C j −∑
i

∑
j

k jξ
B
i ξB

j C i × C j−

−∇
Ç
P +

u2

2

å
− 2Ω×∑

i
ξu

i C i − ν ∑
i

k2
i ξu

i C i+

+r× Ω̇ + ∑
i

ξ
f
i C i. (3.33)

El próximo paso consiste en usar la relación de ortogonalidad de las autofunciones de Chandrasekhar-

Kendall de la Ecuación (3.21). Entonces si se llama n = (q, l, m), luego se multiplica ambos miembros

por C∗n y, por último, se integra en todo el dominio V, se obtiene

dξu
i

dt
δin = ∑

i
∑

j
k jξ

u
i ξu

j In
ij −∑

i
∑

j
k jξ

B
i ξB

j In
ij −

∫
V
C∗n ·∇

Ç
P +

u2

2

å
dV−

−2
∫

V
C∗n ·
Ç

Ω×∑
i

ξu
i C i

å
dV − ν ∑

i
k2

i ξu
i δin+

+
∫

V
C∗n ·

(
r× Ω̇

)
dV + ∑

i
ξ

f
i δin, (3.34)

donde se llamó In
ij a
∫

V C∗n · (C i × C j)dV. Definiendo On
i =

∫
V C∗n × C idV y para encontrarlo en

la ecuación anterior es necesario hacer una permutación cíclica del producto mixto en el término de

Coriolis, se llega a

dξu
n

dt
= ∑

i
∑

j
k j In

ij

Ä
ξu

i ξu
j − ξB

i ξB
j

ä
−

A︷ ︸︸ ︷∫
V
C∗n ·∇

Ç
P +

u2

2

å
dV +

+2 ∑
i

ξu
i Ω ·On

i − νk2
nξu

n+
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+
∫

V
C∗n ·

(
r× Ω̇

)
dV︸ ︷︷ ︸

B

+ξ
f
n. (3.35)

Para ver qué resulta del término A de la Ecuación (3.35) es conveniente llamar χ = P + u2/2. Luego

se utiliza que los campos de Bernoulli son solenoidales (de divergencia nula), entonces ∇ · (χC∗n) =

χ∇ · C∗n + C∗n ·∇χ = C∗n ·∇χ y por el teorema de Gauss se obtiene∫
V
C∗n ·∇χdV =

∫
V
∇ · (C∗nχ)dV =

∮
S

χC∗n · dS. (3.36)

Como S es la superficie del volumen V de la esfera, su diferencial orientado es dS = dSr̂ y así resulta

C∗n · dS = [C∗n]rdS (se utilizó [C∗n]r para denotar la componente radial). Por último es necesario

recordar que por las condiciones de contorno, la integral en la superficie de la Ecuación (3.36) se anula

y esto implica queA también es nulo. Ahora es necesario verificar cómo queda el término B y para ello

alcanza con ver que C∗n ·
(
r× Ω̇

)
= −Ω̇ · (r× C∗n

)
y entonces como se muestra en (Mininni y Mont-

gomery, 2006)
∫

V r × C∗ndV = 4
√

π/3Cq,1Ω̇ · (
√

2/2δm,1,−i
√

2/2δm,1,−δm,0)sq(λq,1)j′1(|q,1|) y

luego

B = 4
…

π

3
Cq,1sg(λq,1)j′1(|λq,1|)

Å
Ω̇zδm,0 −

1√
2

(Ω̇x − iΩ̇y)δm,1

ã
.

Realizando un analisis similar para la Ecuación (3.23) se obtiene una ecuación diferencial para

le evolución temporal de ξB
n , donde puede resultar más simple usar la ecuación equivalente para el

potencial vector del campo magnético A, tal que ∇× A = B.

Finalmente quedan determinadas las ecuaciones dinámicas para los coeficientes del campo de

velocidades ξu y del campo magnético ξB de la siguiente manera:

dξu
n

dt
= ∑

ij
k j In

ij

Ä
ξu

i ξu
j − ξB

i ξB
j

ä
+ 2 ∑

i
ξu

i Ω ·On
i − νk2

nξu
n + B + ξ

f
n, (3.37)

dξB
n

dt
= ∑

ij
kn In

ijξ
u
i ξB

j − ηk2
nξB

n , (3.38)

In
ij =

∫
V
C∗n · (C i × C j)dV, (3.39)

On
i =

∫
V
C∗n × C idV, (3.40)
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B = 4
…

π

3
Cq,1sg(λq,1)j′1(|λq,1|)

Å
Ω̇zδm,0 −

1√
2

(Ω̇x − iΩ̇y)δm,1

ã
. (3.41)

Al descomponer los campos de la manera que fue introducida en esta sección es posible resolver

las ecuaciones de forma puramente espectral y además el sistema de ecuaciones en derivadas parciales

es transformado en uno de ecuaciones diferenciales ordinarias.

3.1.4. Cantidades cuadráticas y momento dipolar magnético

Una vez determinada la descomposición de los campos dada por las Ecuaciones (3.22)-(3.26) y el

sistema de ecuaciones para la evolución temporal de los coeficientes (Ecuaciones (3.37) y (3.38)),

es simple calcular las cantidades cuadráticas definidas en la Sección 2.3. Dichas cantidades quedan

expresadas en términos de los coeficientes ξu y ξB como:

Ecin + Emag = Etot =
1
2 ∑

i
|ξu

i |2 +
1
2 ∑

i
|ξB

i |2, (3.42)

Eu =
1
2 ∑

i
ki|ξu

i |2 (3.43)

También se puede mostrar que el momento dipolar magnético depende únicamente de los coefi-

cientes ξq,1,m (Mininni y Montgomery, 2006) y entonces resulta de forma análoga a (3.41)

m =
1
2

∫
V

r× JdV ⇒

m = 2R3
…

π

3 ∑
q

Cq,1|kq,1|j′1(|kq,1|R)
î√

2Re
Ä

ξB
q,1,1

ä
x̂−
√

2Im
Ä

ξB
q,1,1

ä
ŷ− ξB

q,1,0ẑ
ó

, (3.44)

donde j′1 corresponde a la derivada de la función de Bessel esférica de primer orden.

3.2. Resolución numérica

En este apartado se busca explicar brevemente el funcionamiento del código utilizado para resolver las

Ecuaciones (3.37)-(3.40) en una esfera de radio R = 1, que fue mencionado previamente al principio

del capítulo. Para reducir la cantidad de coeficientes de la expansión a un número finito, dicho código
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utiliza una aproximación de tipo Galerkin. Por esto, resulta necesario escoger una resolución espectral

en primer lugar; lo que deriva en escoger los números qmax y lmax, y luego m queda limitado.

Luego, por medio de un algoritmo mixto que emplea bisección y Newton-Raphson, el código

computa los autovalores kql y evalúa las constantes de normalización Cql utilizando la Ecuación (3.28).

Posteriormente se guardan los resultados en archivos binarios para su futura utilización.

A continuación se realiza el cálculo de los arreglos In
ij y On

i , que consiste en la tarea más compleja

del programa. Es posible separar la integral de la Ecuación (3.39) en tres, una para cada dirección.

Para φ̂ solo se computa mi + mj = mn, ya que en caso contrario es cero. Luego, en r̂ y θ̂ el problema

es reducido a siete integrales. Estas contienen tres funciones de Bessel esféricas y sus derivadas en

la dirección radial y tres funciones de Legendre con sus derivadas en el ángulo polar. Mediante las

cuadraturas de Gauss-Jacobi y Gauss-Legendre se computan las integrales en θ̂ y r̂ respectivamente,

con doble precisión para ambos casos.

También es posible ahorrar memoria gracias a varias simetrías en el cálculo de On
i . Si dicho arreglo

se proyecta sobre las coordenadas cartesianas, este queda descompuesto en tres arreglos Xsn
i , Xrn

i y

Zn
i , que verifican Xsn

i 6= 0 solo si mi = mn + 1, Xrn
i 6= 0 si mi = mn − 1, y Zn

i 6= 0 para mi = mn.

Debido a esta descomposición, el término de Coriolis resulta

2 ∑
i

ξu
i
[
(Ωx + iΩy)Xsn

i + (Ωx − iΩy)Xrn
i + ΩzZn

i
]

. (3.45)

En este caso el código utiliza cuadraturas de Gaus-Legendre para calcular la parte radial y angular de

los arreglos Xsn
i , Xrn

i y Zn
i .

Para almacenar los arreglos In
ij, Xsn

i , Xrn
i y Zn

i (estos últimos tres corresponden a la proyección de

On
i ), se lo hace como archivos MPI en paralelo, debido al gran tamaño de estos.

Finalmente son evolucionados temporalmente los coeficientes ξqlm por medio de un algoritmo de

Runge-Kutta de cuarto orden.
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3.3. Metodología

Para realizar este trabajo y llevar a cabo los objetivos planteados, fueron realizadas simulaciones

numéricas directas mediante la descomposición detallada en la Sección 3.1 y el código Fortran también

mencionado en dicha Sección.

Las simulaciones fueron hechas con |qmax| = lmax = 7 de resolución espacial, lo que corresponde a

un total de 960 coeficientes de expansión; por otro lado la resolución temporal utilizada fue de 1× 10−3

en tiempo adimensional. La diferencia sustancial que se puede encontrar en cada una está dada por los

parámetros que el código permite controlar, como es el caso de la viscosidad (ν), difusividad magnética

(η), amplitud de la velocidad angular (Ω0) y frecuencia de precesión (γ). Si bien es un parámetro que

el código permite modificar, se considerauna inclinación del eje de rotación de θ = 23◦ para todas las

simulaciones, consistente con el ángulo de precesión terrestre. Existe una diferencia grande entre los

tipos de sistemas estudiados que serán descriptos próximamente por separado para mejor compresión

y ordenamiento, se consideran los casos hidrodinámico (HD) y magnetohidrodinámico (MHD), que

son diferenciados por la ausencia o presencia de campo magnético respectivamente. El muestreo del

espacio de parámetros es realizado de manera ad-hoc, con la estrategia de introducir variaciones sobre

un caso de referencia que produce una dinámica adecuada, según lo que se quiere estudiar.

3.3.1. Simulaciones HD

Las simulaciones correspondientes al sistema sin campo magnético, es decir hidrodinámico, fueron

realizadas con las mismas condiciones iniciales y sin un forzado externo más que el que otorga la

precesión, con el objetivo de entender su comportamiento. Dichas condiciones iniciales consistieron en

ξu
qlm|t=0 = 0,3 con q=±1,±2 ; l = 1, 2 y m = 1, 2,

siendo nulos todo los demás coeficientes, y cabe recordar que m está condicionado por l ya que

|m| ≤ l. El valor de u0 fue elegido buscando normalizar aproximadamente la energía cinética. Los

parámetros utilizados para las simulaciones HD se explicitan en el capítulo siguiente.
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3.3.2. Simulaciones MHD

Para el caso del problema con campo magnético nuevamente el único forzado utilizado fue el que

genera la fuerza de Euler dada por la precesión. Aquí las condiciones iniciales para las velocidades

fueron

ξu
qlm|t=0 = 0,5 con q = 3 ; si l = 1, 2⇒ m = 0, 1 y si l = 3⇒ m ∈ [0, 3] .

mientras que para el campo magnético fueron usadas las siguientes condiciones iniciales

ξB
110|t=0 = 0,5,

ξB
111|t=0 = 0,5 (1− i),

con todos los coeficientes restantes iguales a cero (tanto para el campo de velocidades como para

el magnético) y nuevamente vale que |m| ≤ l. Los parámetros utilizados en estas simulaciones se

encuentran en el capítulo siguiente.
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CAPÍTULO 4

RESULTADOS

En este capítulo se muestran los resultados obtenidos y se separa en dos partes, por un lado los

resultados correspondientes al caso HD y por otro los del caso MHD, como ya fue anticipado en la

Sección 3.3. El análisis en cada caso es distinto, buscando profundizar en lo que se desea estudiar en

cada uno. En el caso HD se quiere entender el aporte de la precesión a la dinámica del sistema para

luego agregarle el campo magnético.

4.1. Resultados hidrodinámicos

Los parámetros adimensionales Ω0, γ y ν para las corridas en el caso sin campo magnético se

muestran en la Tabla 4.1. Además los parametros Re, Ek, Ro y Po para las mismas simulaciones se

presentan en la Tablas 4.2 desde HD00 hasta HD25 y en la Tabla 4.3 desde HD26 hasta HD39.



4.1. RESULTADOS HIDRODINÁMICOS

ID Ω0 γ ν ID Ω0 γ ν ID Ω0 γ ν

HD00 0 0 0,01 HD14 1 10 0,06 HD27 4 10 0,1

HD01 1 0 0,01 HD15 1 10 0,1 HD28 10 0,1 0,01

HD02 4 0 0,01 HD16 4 0,1 0,01 HD29 10 0,1 0,03

HD03 10 0 0,01 HD17 4 0,1 0,03 HD30 10 0,1 0,06

HD04 1 0,1 0,01 HD18 4 0,1 0,06 HD31 10 0,1 0,1

HD05 1 0,1 0,03 HD19 4 0,1 0,1 HD32 10 1 0,01

HD06 1 0,1 0,06 HD20 4 1 0,01 HD33 10 1 0,03

HD07 1 0,1 0,1 HD21 4 1 0,03 HD34 10 1 0,06

HD08 1 1 0,01 HD22 4 1 0,06 HD35 10 1 0,1

HD09 1 1 0,03 HD23 4 1 0,1 HD36 10 10 0,01

HD10 1 1 0,06 HD24 4 10 0,01 HD37 10 10 0,03

HD11 1 1 0,1 HD25 4 10 0,03 HD38 10 10 0,06

HD12 1 10 0,01 HD26 4 10 0,06 HD39 10 10 0,1

HD13 1 10 0,03

Tabla 4.1: Simulaciones en el caso HD diferenciadas por los parámetros Ω0, γ y ν
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ID Re0 Re f Ek Ro0 Po

HD00∗ 1,0 · 102 2,2 · 10−1 - - -

HD01 1,0 · 102 5,8 · 10−2 1,0 · 10−2 1,0 0

HD02 1,0 · 102 5,1 · 10−3 2,5 · 10−3 2,5 · 10−1 0

HD03 1,0 · 102 1,2 · 10−4 1,0 · 10−3 1,0 · 10−1 0

HD04 1,0 · 102 1,8 1,0 · 10−2 1,0 1,0 · 10−1

HD05 3,3 · 101 4,5 · 10−1 3,0 · 10−2 9,9 · 10−1 1,0 · 10−1

HD06 1,7 · 101 1,5 · 10−1 6,0 · 10−2 1,0 1,0 · 10−1

HD07 1,0 · 101 6,6 · 10−2 1,0 · 10−1 1,0 1,0 · 10−1

HD08 1,0 · 102 9,9 1,0 · 10−2 1,0 1,0

HD09 3,3 · 101 2,8 3,0 · 10−2 9,9 · 10−1 1,0

HD10 1,7 · 101 1,2 6,0 · 10−2 1,0 1,0

HD11 1,0 · 101 5,5 · 10−1 1,0 · 10−1 1,0 1,0

HD12 1,0 · 102 1,8 · 101 1,0 · 10−2 1,0 1,0 · 101

HD13 3,3 · 101 5,8 3,0 · 10−2 9,9 · 10−1 1,0 · 101

HD14 1,7 · 101 2,8 6,0 · 10−2 1,0 1,0 · 101

HD15 1,0 · 101 1,6 1,0 · 10−1 1,0 1,0 · 101

HD16 1,0 · 102 2,0 2,5 · 10−3 2,5 · 10−1 2,5 · 10−2

HD17 3,3 · 101 6,2 · 10−1 7,5 · 10−3 2,5 · 10−1 2,5 · 10−2

HD18 1,7 · 101 2,8 · 10−1 1,5 · 10−2 6,25 2,5 · 10−2

HD19 1,0 · 101 1,4 · 10−1 2,5 · 10−2 2,5 · 10−1 2,5 · 10−2

HD20 1,0 · 102 1,7 · 101 2,5 · 10−3 2,5 · 10−1 2,5 · 10−1

HD21 3,3 · 101 5,2 7,5 · 10−3 2,5 · 10−1 2,5 · 10−1

HD22 1,7 · 101 2,4 1,5 · 10−2 6,25 2,5 · 10−1

HD23 1,0 · 101 1,3 2,5 · 10−2 2,5 · 10−1 2,5 · 10−1

HD24 1,0 · 102 5,7 · 101 2,5 · 10−3 2,5 · 10−1 2,5

HD25 3,3 · 101 1,9 · 101 7,5 · 10−3 2,5 · 10−1 2,5

Tabla 4.2: Simulaciones desde HD00 hasta HD25 diferenciadas por los parámetros adimnesionales. Se muestran

los valores para Re, Ek, Ro y Po. El subíndice 0 denota cantidades estimadas a partir de la velocidad

inicial, mientras el subíndice f indica lo propio a partir de la velocidad final. ∗En el caso HD00 que

no es ni precesivo (γ = 0), ni rotante (Ω0 = 0) no se definen los números de Ek, Ro y Po.
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ID Re0 Re f Ek Ro0 Po

HD26 1,7 · 101 9,0 1,5 · 10−2 6,25 2,5

HD27 1,0 · 101 5,2 2,5 · 10−2 2,5 · 10−1 2,5

HD28 1,0 · 102 2,1 1,0 · 10−3 1,0 · 10−1 1,0 · 10−2

HD29 3,3 · 101 6,7 · 10−1 3,0 · 10−3 9,9 · 10−2 1,0 · 10−2

HD30 1,7 · 101 3,2 · 10−1 6,0 · 10−3 1,0 · 10−1 1,0 · 10−2

HD31 1,0 · 101 1,8 · 10−1 1,0 · 10−2 1,0 · 10−1 1,0 · 10−2

HD32 1,0 · 102 2,0 · 101 1,0 · 10−3 1,0 · 10−1 1,0 · 10−1

HD33 3,3 · 101 6,2 3,0 · 10−3 9,9 · 10−2 1,0 · 10−1

HD34 1,7 · 101 3,0 6,0 · 10−3 1,0 · 10−1 1,0 · 10−1

HD35 1,0 · 101 1,7 1,0 · 10−2 1,0 · 10−1 1,0 · 10−1

HD36 1,0 · 102 1,1 · 102 1,0 · 10−3 1,0 · 10−1 1,0

HD37 3,3 · 101 3,5 · 101 3,0 · 10−3 9,9 · 10−2 1,0

HD38 1,7 · 101 1,7 · 101 6,0 · 10−3 1,0 · 10−1 1,0

HD39 1,0 · 101 9,8 1,0 · 10−2 1,0 · 10−1 1,0

Tabla 4.3: Simulaciones desde HD26 hasta HD39 diferenciadas por los parámetros adimnesionales. Se muestran

los valores para Re, Ek, Ro y Po. El subíndice 0 denota cantidades estimadas a partir de la velocidad

inicial, mientras el subíndice f indica lo propio a partir de la velocidad final.

4.1.1. Sin precesión

Como se indicó, es necesario conocer cómo varía la dinámica de un fluido con simetría esférica que

rota y presenta precesión. Para ello se compara con el resultado del caso sin precesión con las mismas

condiciones iniciales y los mismos parámetros, excepto la frecuencia de precesión γ, que debe ser nula

para obtener rotación rígida.

En la Figura 4.1(a) se muestra el comportamiento de la energía cinética en el tiempo para rotación

rígida correspondiente a las simulaciones HD00, HD01, HD02 y HD03 que difieren entre sí por el

valor de la tasa de rotación Ω0. Se puede observar decaimiento aproximadamente exponencial que

resulta más rápido cuanto mayor es la tasa de rotación Ω0. La tasa de decaimiento varía como
√

Ω0

como se predice en Greenspan, 1968 y fue comprobado numéricamente en Mininni y col., 2007. Esto
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS

puede observarse en la Figura 4.1(b) que muestra el gráfico de la tasa de decaimiento 1/τ, obtenida

mediante un ajuste exponencial de la energía, en función de
√

Ω0 la raíz cuadrada del módulo de la

velocidad angular. Además se puede ver el ajuste lineal correspondiente que muestra un buen acuerdo

con la dependencia lineal mencionada.
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Figura 4.1: (a) Energía cinética en función del tiempo para las corridas HD00, HD01, HD02 y HD03, donde se

observa su comportamiento exponencial. (b) Tasa de decaimiento de la energía en función de la

raíz cuadrada de Ω0 con su respectivo ajuste lineal.

Como se dijo anteriormente, el proceso de decaimiento resulta mayor cuando aumenta la tasa de

rotación, esto se debe a que las no linealidades del sistema excitan las escalas espaciales más pequeñas,

por lo tanto, las escalas de más rápida disipación.

Otra cantidad que permite caracterizar los flujos es la enstrofía, que contiene información sobre

los efectos disipativos del sistema. En las Figuras 4.2 y 4.3 se muestra para las simulaciones que se

enumeraron previamente el comportamiento de dicha cantidad en el tiempo representadas en distintas

escalas para poder observar mejor las distintas características de las curvas. Se observa un pico cerca

del inicio de la evolución del sistema, que aumenta su valor a mayor tasa de rotación y ocurre más

temprano en el tiempo. Luego de dicho pico el sistema decae más rápidamente cuanto mayor es Ω0 y

en forma exponencial.
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Figura 4.2: Serie temporal de la enstrofía para las simulaciones HD00, HD01, HD02 y HD03 que presentan un

pico al principio y luego un decaimiento exponencial.
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Figura 4.3: Serie temporal de la enstrofía para las simulaciones HD00, HD01, HD02 y HD03 que presentan un

pico al principio y luego un decaimiento exponencial.
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En las Figuras 4.4 (a) y 4.4 (b) se muestran los espectros espaciales de energía a tiempos t = 1 y

t = 6 respectivamente. En todos se puede observar que los espectros más planos, es decir con mayor

desarrollo de las escalas chicas, corresponden a los mayores valores de Ω0, que es consistente con lo

mencionado previamente.
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Figura 4.4: Espectros espaciales para dichas simulaciones a tiempo t = 1 (a) y t = 6 (b), se observan espectros

más planos mientras mayor es el Ω0. En (b) se normalizaron los espectros por el primer valor

correspondiente a k ≈ 0,46 para facilitar la comparación entre ellos.

4.1.2. Con precesión

Se incorpora la fuerza de Poincaré al sistema y se estudia en qué difiere la dinámica del mismo.

Para esto se puede ver en las Figuras 4.5(a) y 4.5(b) la evolución temporal de la energía cinética y

la enstrofía correspondientemente, para las simulaciones HD08, HD20 y HD32, que comparten los

valores γ = 1 y ν = 0,01. Se observa para ambas cantidades un régimen transitorio y luego uno

estacionario manteniendo un valor constante. En el régimen transitorio se ve un comportamiento
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similar al encontrado para el caso de rotación rígida, notando que el decaimiento es más rápido cuanto

mayor es Ω0 y en la enstrofía se observan picos al inicio con las mismas características. Luego, en

el estacionario se puede observar que cuanto mayor es la tasa de rotación el valor final resulta más

alto y se alcanza más rápidamente, esto último es consecuente con la caída más veloz en el transitorio.

Este comportamiento es compartido para todos los parámetros explorados, pero solo se muestra las

series temporales mencionadas a modo ilustrativo. Además de encontrar una dependencia del valor

estacionario de la energía y enstrofía con el valor de Ω0 también es posible notar lo mismo para

los demás parámetros γ y ν. Esto último puede verse en las Figuras 4.6 (a) y 4.6 (b) que contienen

la energía y la enstrofía correspondientemente para las corridas HD28, HD32 y HD36 (comparten

Ω0 = 10 y ν = 0,01 y se diferencian en γ); y las Figuras 4.7 (a) y 4.7 (b) contienen las mismas

cantidades cuadráticas para las corridas HD32-HD35 que comparten Ω0 = 10 y γ = 1.
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Figura 4.5: Serie temporal de la energía (a) y la enstrofía (b) para las corridas HD08, HD20 y HD32 donde se

observan dos régimenes, con un estancamiento en un valor constante al final.
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Figura 4.6: Serie temporal de la energía (a) y la enstrofía (b) para las corridas HD28, HD32 y HD36.
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Figura 4.7: Evoluciones en el tiempo de la energía (a) y enstrofía (b) para las corridas HD32, HD33, HD34 y

HD35.
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Como se mencionó previamente, los valores finales de la energía y enstrofía para el caso con

precesión son dependientes de los parámetros que diferencian a cada simulación. Con el objetivo de

encontrar dicha dependencia y estudiar similitudes entre ellas, fueron graficados los valores finales

(valor en que la energía y enstrofía se estabilizan) de éstas cantidades en función de cada parámetro

fijando los otros dos restantes. En las Figuras 4.8 (a) y 4.8 (b) se tiene el comportamiento de la

energía y enstrofía correspondientemente, en función de la amplitud de la velocidad angular Ω0 para

los distintos valores de γ con viscosidad ν = 0,01 fija. Se observa que el estancamiento de ambas

magnitudes se produce a valores mayores cuanto mayor es Ω0, esto significa que es creciente con

la tasa de rotación. El comportamiento es similar para los distintos γ pero es difícil encontrar una

relación clara. El mismo análisis se repite para el caso de los valores finales de energía y enstrofía en

función de γ para los distintos Ω0 a ν = 0,01 fijo. Dichos comportamientos se muestran en las Figuras

4.9 (a) y 4.9 (b), en las que se observa un crecimiento monótono nuevamente. Otra vez resulta difícil

encontrar una relación definida, pero el comportamiento resulta muy similar. Por último se muestra en

las Figuras 4.10 (a) y 4.10 (b) la dependencia que presentan los valores finales de energía y enstrofía

correspondientemente, para los distintos Ω0 y el valor de γ = 1 fijo. Aquí es posible notar que es un

comportamiento decreciente de los valores respecto de la viscosidad en ambos casos.
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Figura 4.8: Valores finales de la energía (a) y enstrofía (b) en función de Ω0 para los distintos γ utilizados y

con ν = 0,01 fijo. Ambos son crecientes con un comportamiento similar.
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Figura 4.9: Valores finales de la energía (a) y enstrofía (b) en función de γ para los distintos Ω0 y con ν = 0,01

fijo. Ambos con comportamiento similar resultan crecientes.
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Figura 4.10: Valores finales de la energía (a) y enstrofía (b) en función de ν para los distintos Ω0 utilizados y

con γ = 1 fijo. En los dos casos son decrecientes y con dependencias semejantes.
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Para conocer cómo se estructura la energía espacialmente se muestran los espectros correspondien-

tes a HD08, HD20 y HD32 en la Figura 4.11 (a) para tiempo t = 1, y en la Figura 4.11 (b) para tiempo

t = 6. Es posible observar que al principio se obtiene un comportamiento similar al caso de rotación sin

precesión y para tiempos avanzados se ve un desarrollo de las escalas pequeñas correspondientes con

los k grandes. Nuevamente los espectros más planos siguen correspondiendo a los mayores valores de

Ω0. Todo esto se repite para los demás parámetros explorados que no son mostrados. Adicionalmente

se tienen las Figuras 4.12 y 4.13, en ellas se encuentran los espectros de la energía para los tiempos

t = 1 (a) y t = 6 (b) en ambos casos para las corridas HD28, HD32 y HD36 para el primer par

de figuras, y HD32-HD35 para el segundo par. Se sacan las mismas conclusiones que en los casos

anteriores, notando que a mayor valor de γ o menores de ν se tiene mayores valores totales de energía,

como es de esperar. Además de que el desarrollo de pequeñas escalas es mayor cuanto menor es la

viscosidad y no se puede dilucidar una relación de esto con la variación de la frecuencia de precesión.
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Figura 4.11: Espectros espaciales de la energía a tiempos t = 1 (a) y t = 6 (b), para las simulaciones HD08,

HD20 y HD32. Se ve un desarrollo de escalas pequeñas a tiempos largos y con espectros más

planos para mayores valores de Ω0.
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Figura 4.12: Espectros espaciales de la energía a tiempos t = 1 (a) y t = 6 (b), para las simulaciones HD28,

HD32 y HD36.
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Figura 4.13: Espectros espaciales de la energía a tiempos t = 1 (a) y t = 6 (b), para las simulaciones HD32,

HD33, HD34 y HD35.
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Teniendo un entendimiento mayor del efecto dado por la precesión en el objeto de estudio para el

caso hidrodinámico, a continuación se enumeran y discuten los resultados obtenidos al agregar campo

magnético.

4.2. Resultados magnetohidrodinámicos

Un objetivo importante es la generación y auto-sostenimiento de campo magnético en el tiempo debido

a la turbulencia en el flujo. Para que esto sea posible es necesario inyectar energía en el sistema de

forma que se genere el flujo turbulento. Se estudia de qué manera la precesión puede producir dicho

efecto y así luego se genere el campo magnético deseado para proseguir estudiando sus características.

Las simulaciones y sus parámetros Ω0, γ y ν pueden verse en la Tabla 4.4. También los parámetros

Re, Ek, Ro y Po correspondientes s a dichas simulaciones se tienen en las Tablas 4.5 4.6, separadas en

la primera desde la corrida MHD00 hasta la MHD20 y en la segunda desde MHD21 hasta MHD38.

ID Ω0 γ ID Ω0 γ ID Ω0 γ

MHD00 1 0,1 MHD13 1 −1,5 MHD26 8 −3,5

MHD01 1 1 MHD14 1 −2 MHD27 8 −4

MHD02 1 10 MHD15 1 −2,5 MHD28 8 −4,5

MHD03 4 0,1 MHD16 1 −3 MHD29 8 −5

MHD04 4 1 MHD17 1 −3,5 MHD30 16 −1

MHD05 4 10 MHD18 1 −4 MHD31 16 −1,5

MHD06 10 0,1 MHD19 1 −4,5 MHD32 16 −2

MHD07 10 1 MHD20 1 −5 MHD33 16 −2,5

MHD08 10 10 MHD21 8 −1 MHD34 16 −3

MHD09 16 0,1 MHD22 8 −1,5 MHD35 16 −3,5

MHD10 16 1 MHD23 8 −2 MHD36 16 −4

MHD11 16 10 MHD24 8 −2,5 MHD37 16 −4,5

MHD12 1 −1 MHD25 8 −3 MHD38 16 −5

Tabla 4.4: Corridas MHD con los parámetros de Ω0 y γ utilizados. Para todas la viscosidad y la difusividad

magnética son iguales y adquieren el valor de ν = η = 0,001.
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ID Re f Ek Ro f Po

MHD00 2,0 · 101 1,0 · 10−3 2,0 · 10−2 1,0 · 10−1

MHD01 1,1 · 102 1,0 · 10−3 1,1 · 10−1 1,0

MHD02 1,8 · 102 1,0 · 10−3 1,8 · 10−1 10

MHD03 2,25 · 101 2,5 · 10−4 5,6 · 10−3 2,5 · 10−2

MHD04 2,1 · 102 2,5 · 10−4 5,3 · 10−2 2,5 · 10−1

MHD05 5,8 · 102 2,5 · 10−4 1,45 · 10−1 2,5

MHD06 2,3 · 101 1,0 · 10−4 2,3 · 10−3 1,0 · 10−2

MHD07 2,5 · 102 1,0 · 10−4 2,5 · 10−2 1,0 · 10−1

MHD08 1,24 · 102 1,0 · 10−4 1,25 · 10−1 1,0

MHD09 2,4 · 101 6,25 · 10−5 1,5 · 10−3 6,5 · 10−3

MHD10 2,5 · 102 6,25 · 10−5 1,6 · 10−2 6,5 · 10−2

MHD11 1,8 · 103 6,25 · 10−5 1,1 · 10−1 6,5 · 10−1

MHD12 5,5 · 102 1,0 · 10−3 5,5 · 10−1 1,0

MHD13 5,4 · 102 1,0 · 10−3 5,4 · 10−1 1,5

MHD14 3,6 · 102 1,0 · 10−3 3,6 · 10−1 2,0

MHD15 3,1 · 102 1,0 · 10−3 3,1 · 10−1 2,5

MHD16 2,8 · 102 1,0 · 10−3 2,8 · 10−1 3,0

MHD17 2,7 · 102 1,0 · 10−3 2,7 · 10−1 3,5

MHD18 2,5 · 102 1,0 · 10−3 2,5 · 10−1 4,0

MHD19 2,45 · 102 1,0 · 10−3 2,45 · 10−1 4,5

MHD20 2,4 · 102 1,0 · 10−3 2,4 · 10−1 5,0

Tabla 4.5: Simulaciones desde MHD00 hasta MHD20 diferenciadas por los parámetros adimensionales. Se

muestran los valores para Re, Ek, Ro y Po. El subíndice f denota cantidades estimadas a partir de

la velocidad final. No se incluye el Rm y el Pm ya que la difusividad magnética y la viscosidad son

iguales en todas las corridas y por lo tanto Rm = Re y Pm = 1.
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ID Re Ek Ro Po

MHD21 2,6 · 102 1,25 · 10−4 3,3 · 10−2 1,25 · 10−1

MHD22 4,3 · 102 1,25 · 10−4 5,4 · 10−2 1,9 · 10−1

MHD23 6,6 · 102 1,25 · 10−4 8,2 · 10−2 2,5 · 10−1

MHD24 9,3 · 102 1,25 · 10−4 1,1 · 10−1 3,1 · 10−1

MHD25 1,2 · 103 1,25 · 10−4 1,5 · 10−1 3,75 · 10−1

MHD26 1,5 · 103 1,25 · 10−4 1,9 · 10−1 4,4 · 10−1

MHD27 1,9 · 103 1,25 · 10−4 2,4 · 10−1 5,0 · 10−1

MHD28 2,3 · 103 1,25 · 10−4 2,9 · 10−1 5,6 · 10−1

MHD29 2,8 · 103 1,25 · 10−4 3,5 · 10−1 6,25 · 10−1

MHD30 2,5 · 102 6,25 · 10−5 1,5 · 10−2 6,2 · 10−2

MHD31 4,3 · 102 6,25 · 10−5 2,7 · 10−2 9,4 · 10−2

MHD32 5,5 · 102 6,25 · 10−5 3,4 · 10−2 1,25 · 10−1

MHD33 7,3 · 102 6,25 · 10−5 4,6 · 10−2 1,6 · 10−1

MHD34 9,7 · 102 6,25 · 10−5 6,05 · 10−2 1,9 · 10−1

MHD35 1,2 · 103 6,25 · 10−5 7,7 · 10−2 2,2 · 10−1

MHD36 1,5 · 103 6,25 · 10−5 9,7 · 10−2 2,5 · 10−1

MHD37 1,9 · 103 6,25 · 10−5 1,2 · 10−1 2,8 · 10−1

MHD38 2,2 · 103 6,25 · 10−5 1,4 · 10−1 3,1 · 10−1

Tabla 4.6: Simulaciones desde MHD21 hasta MHD38 diferenciadas por los parámetros adimensionales: Re, Ek,

Ro y Po. No se incluye el Rm y el Pm ya que la difusividad magnética y la viscosidad son iguales en

todas las corridas y por lo tanto Rm = Re y Pm = 1.

Las Figuras 4.14, 4.15, 4.16 y 4.17 muestran las evoluciones temporales de la energía cinética y

magnética para las corridas de MHD00 a MHD11. Separadas por los tres valores de la frecuencia de

precesión explorados, siendo en todas γ = 0,1 (a), γ = 1 (b) y γ = 10(c) y en cada figura comparten

el valor de Ω0. Es importante notar que la rotación y precesión del sistema tienen el mismo sentido

de giro. Se observa que no aparece energía magnética apreciable excepto en el caso de precesión y

rotación muy intensas (γ = 10 y Ω0 = 10 ó Ω0 = 16).
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Figura 4.14: Series temporales de la energía para las simulaciones MHD00 (a), MHD01 (b) y MHD02 (c).
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Figura 4.15: Series temporales de la energía para las simulaciones MHD03 (a), MHD04 (b) y MHD05 (c).
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Figura 4.16: Series temporales de la energía para las simulaciones MHD06 (a), MHD07 (b) y MHD08 (c).
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Figura 4.17: Series temporales de la energía para las simulaciones MHD09 (a), MHD10 (b) y MHD11 (c).
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La opción con precesión retrógrada (γ < 0), se contempla en las Figuras 4.18, 4.19 y 4.20. La

primera figura nombrada corresponde a las corridas MHD13 (a) y MHD18 (b), ambas con Ω0 = 1 y

distintos γ muestran que con los parámetros utilizados no se ha logrado generar energía magnética

estable. Las otras dos Figuras restantes, que tienen las corridas MHD22 (4.19 (a)), MHD27 (4.19

(b)), MHD31 (4.20 (a)) y MHD36 (4.20 (b)) muestran a modo ilustrativo un caso donde la energía

magnética decae, pero en el otro se observa que alcanza a mantenerse la energía magnética, es decir

que se produce el efecto dínamo. Esto permite inferir que entonces existe un valor de la frecuencia

de precesión crítico, el que separa la aparición o no de efecto dínamo. Dicho valor crítico resulta de

γc = −3 tanto para el caso de Ω0 = 8 como el de Ω0 = 16.
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Figura 4.18: Evolución de la energía cinética en negro y magnética en azul para las simulaciones MHD13 (a) y

MHD18 (b). Para el primer caso la energía magnética decae sin estabilizarse y para el segundo se

alcanza un valor promedio estable.
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Figura 4.19: Evolución de la energía cinética en negro y magnética en azul para las simulaciones MHD22 (a) y

MHD27 (b). Para el primer caso la energía magnética decae sin estabilizarse y para el segundo se

alcanza un valor promedio estable.
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Figura 4.20: Evolución de la energía cinética en negro y magnética en azul para las simulaciones MHD31 (a) y

MHD36 (b). Para el primer caso la energía magnética decae sin estabilizarse y para el segundo se

alcanza un valor promedio estable.
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Se puede visualizar como cambia con |γ| el valor medio de la energía cinética y magnética para un

intervalo temporal entre t = 80− 100 en las Figuras 4.21 (a) y 4.21 (b) correspondientemente para

Ω0 = 8 y en las Figuras 4.22 (a) y 4.22 (b) para Ω0 = 16. Las simulaciones en las que no se genera

dínamo están incluidas en las Figuras 4.21 (b) y 4.22 (b) como cruces rojas, ya que la energía sigue

decreciendo en el tiempo utilizado y no se puede ver estabilización, por lo que se espera que siga esa

tendencia. Debido al comportamiento evidenciado, en todas las Figuras antes nombradas se puede

ver un ajuste por una ley de potencias de las energías con el valor de |γ| (< E >∼ |γ|a). Las curvas

muestran gran acuerdo con los datos en todos los casos, sobre todo para los mayores valores de |γ|.
Los exponentes obtenidos de los ajustes resultan para la energía cinética a ≈ 3,3 en el caso de Ω0 = 8

y a ≈ 3,2 si Ω0 = 16; y para la energía magnética a ≈ 3,9 con Ω0 = 8 y a ≈ 4,4 cuando Ω0 = 16.
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Figura 4.21: Comportamiento del valor medio temporal de la energía cinética (a) y magnética (b) en función de

el parámetro |γ|. En el intervalo de tiempo elegido se aprecia estabilización de dichas cantidades

para todas las simulaciones, excepto en las que no existe efecto dínamo que están representadas

en (b) en rojo con una cruz. Las simulaciones corresponden a todas las que fueron realizadas con

Ω0 = 8 y precesión retrógrada. Ambos gráficos contienen un ajuste por una ley de potencias de

las energías respecto de |γ|.
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Figura 4.22: Variación con el parámetro |γ| del valor medio temporal de la energía cinética (a) y magnética

(b). En el intervalo de tiempo elegido se aprecia estabilización de dichas cantidades para todas las

simulaciones, excepto en las que no existe efecto dínamo que están representadas en (b) en rojo

con una cruz. Las simulaciones corresponden a todas las que fueron realizadas con Ω0 = 16 y

precesión retrógrada. Ambos gráficos contienen un ajuste por una ley de potencias de las energías

respecto de |γ|.

Los espectros espaciales de la energía magnética con el forzante que se obtiene con la fuerza

precesiva muestran que se trata de un régimen de pequeña escala, ya que existe un dominio de los k

grandes. Esto puede observarse en las Figuras 4.23 y 4.24, que contiene los espectros para la simulación

MHD27 y MHD38 correspondientemente en los tiempos t = 100, t = 200, t = 300 y t = 400, que

sirve a modo demostrativo ya que en todas las simulaciones de dínamo se ve el mismo régimen.
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Figura 4.23: Espectros espaciales de la energía magnética correspondientes a la corrida MHD27 para los

tiempos t = 100 en negro, t = 200 en azul, t = 300 en verde y t = 400 en rojo.
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Figura 4.24: Espectros espaciales de la energía magnética correspondientes a la corrida MHD38 para los

tiempos t = 100 en negro, t = 200 en azul, t = 300 en verde y t = 400 en rojo.
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Para ilustrar la estructura del campo magnético en un caso en donde se observa dínamo se muestra

en la Figura 4.25 el campo magnético generado en la corrida MHD27 en el tiempo t = 800 La

escala de colores corresponde a un corte en z = 0 de la componente Bz; además se representan las

componentes Bx y By con flechas.

Figura 4.25: Campo magnético de la corrida MHD27 a tiempo t = 800. Corresponde a un corte en el plano

z = 0 de la componente Bz, y las flechas muestran las componentes Bx y By.
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Un fenómeno interesante para estudiar respecto del campo magnético que se genera por el efecto

dínamo son las llamadas reversiones magnéticas, que consisten en el cambio de polaridad del campo,

como se observan en el campo magnético terrestre. Esto puede notarse en la Figura 4.26 que muestra la

serie temporal de la componente en z (eje alrededor del que gira Ω) del momento dipolar normalizado

por el módulo del momento dipolar total de la corrida MHD27 nuevamente. En el gráfico se ve que

aparecen los mencionados cambios de polaridad en gran cantidad, aún cuando no pueden diferenciarse

con total claridad. Esto se repite para las demás corridas, pero no se incluyen debido a que no agregan

información relevante.
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Se quiere estudiar cómo se comportan las reversiones al cambiar la frecuencia de precesión γ. Para

esto se puede ver nuevamente la componente en z del momento dipolar magnético normalizado de

las corridas de MHD25 a MHD29 (que difieren en la intensidad de la precesión) en las Figuras 4.27

(a) a la 4.27 (e) correspondientemente, mostrando el intervalo temporal t = 80 - 100. Dichas corridas

corresponden a las que contienen un campo magnético auto-sostenido y todas muestran reversiones

magnéticas y se puede observar que la dinámica resulta más rápida para mayores valores de |γ|. Esto

se repite en otros intervalos y el comportamiento respecto de los valores de |γ|. Este comportamiento

resulta similar para las corridas con Ω0 = 16 en las que se produce efecto dínamo y puede observarse

en las Figuras 4.28 (a)-(e) que contiene el momento dipolar magnético normalizado para las corridas

MHD34-MHD38 correspondientemente, en el mismo intervalo que las Figuras anteriores.
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Figura 4.27: Componente z normalizada del momento dipolar para las corridas MHD25 a MHD29 ((a)-(e)

correspondientemente) para el intervalo temporal de t = 80 a t = 100.
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Figura 4.28: Evolución temporal para el intervalo temporal de t = 80 a t = 100 de la componente z normali-

zada del momento dipolar para las corridas MHD34 a MHD38 ((a)-(e) correspondientemente).

Para evidenciar con más claridad lo mencionado anteriormente, se presentan los histogramas

normalizados correspondientes a la distribución del tiempo entre reversiones (τ), en la Figuras 4.29

(a)-(e) y 4.30 (a)-(e) para las mismas corridas MHD25-MHD29 para las primer serie de figuras y

MHD34-MHD38 para la segunda serie. Se observa que en todos los casos existen reversiones rápidas

como antes se comentó, pero para valores menores de |γ| hay una preponderancia de tiempos de espera

mayores entre reversiones.
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Figura 4.29: Histogramas normalizados de las distribuciones de tiempo entre reversiones para las corridas

MHD25 (a)-MHD29 (e).
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Figura 4.30: Histogramas normalizados de las distribuciones de tiempo entre reversiones para las corridas

MHD34 (a)-MHD38 (e).
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CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES

Utilizando simulaciones numéricas directas, fueron estudiadas las ecuaciones incompresible y resistivas

tanto de la hidrodinámica como de la magnetohidrodinámica. En particular, se consieró el escenario de

un fluido que ocupa el interior de una esfera rotante y precesiva, a la vez que se incluyó el efecto de la

fuerza de Coriolis y Poincaré (efecto precesivo, también conocida como fuerza de Euler) para un flujo

homogéneo.

Se reprodujeron resultados obtenidos para el caso HD rotante (Mininni y col., 2007). Fue visualizada

la relación de decaimiento de la energía cinética con la amplitud de la velocidad angular, obteniendo

un comportamiento de 1/τ ∼ √Ω0 para la tasa de decaimiento exponencial. Los espectros espaciales

de la energía resultaron más planos cuanto mayor es Ω0 lo que es concomitante con el desarrollo de

pequeñas escalas, las más disipativas.

Fue incorporado el término precesivo en las ecuaciones de movimiento, se encontró una estabili-

zación de la energía y enstrofía luego de un intervalo transitorio de decaimiento similar al caso sin

precesión. Los valores finales de dichas cantidades mostraron dependencia directa con los parámetros

utilizados, siendo crecientes cuanto mayores fueran Ω0 y γ (frecuencia de precesión), pero derecre-

ciente con la viscosidad ν. Nuevamente, los espectros resultan con mayor dominio en las escalas chicas

cuanto mayor es Ω0.

Se estudió posteriormente la incorporación de campo magnético, en una descripción magneto-

hidrodinámica (MHD). Se analizaron en este caso también la existencia de estados asintóticos y en



particular el sostenimiento de la energía magnética o efecto dínamo y la influencia de la precesión.

De los resultados se evidenció que resulta necesaria la precesión retrograda (sg(γ) 6= sg(Ω0)) para la

aparición de dínamos esféricos. Además se encontró una frecuencia de precesión crítica |γc| = 3 por

debajo de la cual no se obtiene el sostenimiento de energía magnética. Este valor resultó el mismo

para valores de rotación Ω0 = 8, 16, en cambio en el caso de Ω0 = 1 no se consigue el sostenimiento

magnético para ningún valor testeado de |γ|. Esto es consistente con el hecho de que la amplitud de

la velocidad angular es un factor de proporción en el término de la fuerza de Poincaré al igual que la

frecuencia de precesión. Analizando el comportamiento de los valores medios de las energías cinética

y magnética estas resultaron crecientes con |γ| con la forma de una ley de potencias. También se

observó que los dínamos precesivos presentan un régimen de pequeña escala.

Finalmente se analizó el momento dipolar magnético para las simulaciones de dínamo realizadas y

se encontraron múltiples reversiones en todos los casos. A medida que aumenta |γ| la dinámica es más

rápida y mediante un estudio estadístico se observó que para menores valores de |γ| se observa una

preponderancia de tiempos de espera mayores entre reversiones en comparación con los |γ| mayores.

Los estudios iniciados en esta Tesis sirven de punto de partida para caracterizar un modelo

simplificado del geodínamo y la aparición de reversiones del dipolo magnético. En consonancia con

estudios avanzados en el grupo de investigación de pertenencia del director de esta Tesis se plantean

como temas a futuro la incorporación de condiciones de contorno mas generales y adaptadas a la

geometría y el régimen físico observado en el campo geomagnético. En ese contexto la incorporación

de la precesión en la rotación representa un avance importante en las investigaciones.
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