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Resumen

En este trabajo se estudiaron las propiedades estadisticas de caminatas aleatorias individuales mediante si-
mulaciones numéricas. Se estudié como generar caminatas con distintas condiciones (caminatas libres y con
deriva, caminatas con nadas y caminatas dirigidas) y cuales son las caracteristicas de ensamble distintivas
para cada tipo de movimiento, para luego aplicarlas al analisis de trayectorias experimentales obtenidas por
métodos de seguimiento de particula Unica. Las trayectorias experimentales analizadas sugieren que méas de
un tipo de movimiento esta presente en una misma trayectoria. Fue entonces objetivo de este trabajo de -
nir criterios estadisticos para evaluar si estos comportamientos son reales o son artefactos del movimiento
aleatorio.

Se concluye que es posible obtener una descripcidn cuantitativa los procesos que gobiernan a la caminata

a partir de analizar la distribucion de los pasos de la caminata. El analisis se realiza considerando los pasos
como una variable aleatoria a partir de la cual se obtiene la velocidad de deriva del valor medio de los
pasos, y el coe ciente de difusion D de la varianza de los mismos. Adicionalmente se obtienen correcciones
al coe ciente de difusion cuando el movimiento es dirigido a utilizando para esto el angulo de giro entre dos
pasos consecutivos.

Finalmente presentamos el conjunto de herramientas desarrolladas alo largo del trabajo junto a un protocolo
detallado que permite analizar caminatas individuales.
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Introduccion y motivaciones

En las ultimas décadas muchas técnicas basadas en la deteccién de particulas individuales se han conver-
tido en herramientas de uso cotidiano en disciplinas que van desde la fisica y quimica, hasta la biologia y

la nanotecnologia [Kusumi et al., 2014, Roberts et al., 2007, Ruhnow et al., 2011]. Las técnicas de particulas
individuales permiten determinar distribuciones de propiedades especi cas que muchas veces son dificiles

de obtener en mediciones de conjunto ( experimentos bulk ) debido al proceso de promediado inherente a las
mediciones de conjunto, lo cual puede conducir a resultados erroneos. Por ejemplo, en el interior celular, las
particulas pueden interactuar con diversos componentes celulares resultando en poblaciones con diferentes
propiedades de movilidad. Adicionalmente, la dinamica de cada poblacion podria cambiar en el tiempoy /o
espacio, efecto que también estaria enmascarado en un experimento de conjunto.

Entre las técnicas basadas en la deteccién de particulas individuales mas comunmente utilizadas, se encuen-
tran los métodos para el seguimiento de particulas individuales (o SPT por sus siglas en inglés). Los métodos
de SPT se han constituido en una herramienta muy poderosa para el estudio de la dinamica de procesos que
abarcan un amplio rango de escalas temporales y espaciales. En el area de la biologia, métodos de SPT fue-
ron aplicados por primera vez durante las décadas del 80y 90 [Othmer et al., 1988, Qian et al., 1991, Kusumi
etal., 1993, Saxton and Jacobson, 1997. A partir de ese momento la cantidad de aplicaciones ha crecido sig-
ni cativamente principalmente con el avance de las técnicas de microscopiay el desarrollo de marcadores
moleculares cada vez mas e cientes. Las trayectorias de particulas individuales tienen codi cada informa-
cion tanto del mecanismo del movimiento como de las condiciones del entorno en donde se producen. Sin
embargo, la utilizacion de estas técnicas para responder preguntas especi cas esta principalmente limitada
por dos efectos. Por un lado, la resolucién espacial y temporal con la que se puede determinar la posicion del
marcador; y por el otro, el tiempo total de experimentacion que esta dado por la durabilidad del marcador
uorescente. Estas dos caracteristicas determinan el conjunto de preguntas que pueden abordarse.

El marcado celular a partir de moléculas organicas, proteinas uorescentes o puntos cuanticos (  Quantum
dots) es una herramienta que desde hace mas de 10 afios es extensamente utilizada en microscopias de uo-
rescencia. Sin embargo, este tipo de marcadores sufren, muchas veces, de procesos fotofisicos y /o fotoqui-
micos indeseados como el parpadeo ( blinking ) o la degradacion fototérmica ( photobleaching ), lo que limita
su utilizacién en experimentos de SPT a solo unos pocos segundos de medicién. Conocer la trayectoria de
una particula Unica por unos pocos segundos puede ser muy revelador en algunos casos y completamente in-
fructuoso en otros. En este sentido, recientemente las nanoparticulas (NPs) metalicas empezaron a utilizarse
como marcadores alternativos a los tradicionales compuestos uorescentes en experimentos de microsco-
pia optica [Durr et al., 2007]. Una de las principales ventajas en el uso de NPs metdlicas es el practicamente
in nito tiempo de duracién del experimento (decenas de minutos) consecuencia del no desgaste del marca-
dor. Esto que a primera vista es una ventaja, puede llevar a resultados erréneos si la trayectoria no se analiza
adecuadamente. Al estar la particula en un medio heterogéneo como lo es una célula, las particulas pueden
sufrir distintos comportamientos, producto de su interaccion con los diferentes componentes del interior ce-
lular. A modo de ejemplo, en un trabajo muy reciente de Maucorty colaboradores mostraron que la dindmica
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de vesiculas® en células neuroendocrinas 2 oscila entre periodos con diferente difusividad o entre periodos
de movimiento difusivo y transporte activo  [Maucort et al., 2014 ]. Es claro entonces que en un analisis que
promedie lainformacion alo largo de toda la trayectoria llevara a resultados no representativos de la realidad.

A modo de ejemplo en la gura 1.1 mostramos tres mediciones experimentales, gentileza de la Lic. Manuela
Gabriel, de la trayectoria de nanoparticulas de oro de 10 nm de diametro (AuNP) difundiendo dentro del
nucleo de células de ovario de hamster chino (CHO-K1). Es evidente que el movimiento de las NPs esta go-
bernado por al menos dos comportamientos diferentes como se desprende de las trayectorias que muestran
regiones donde las NP pasan mas tiempo (recuadros rojos) y regiones que recorren en menos tiempo (recua-
dros verdes)

rm—
D
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Figura 1.1: Trayectorias de nanoparticulas de oro difundiendo en el interior del nacleo de células de ovario
de hamster chino (CHO-K1). La duracion de los experimentos fue de a) 45 min, b) 38 min y c) 50 min.
Encuadradas en rojo las regiones donde la particula pasa mas tiempo y en enmarcadas por elipses verdes las
regiones que recorre en menos tiempo.

Analisis de trayectorias de particulas individuales

Para sobrellevar los problemas de mediciones de ensamble, se desarrollaron técnicas enfocadas en el SPT
para seguir la posicion de particulas en el tiempo [Kusumi et al., 1993, Saxton and Jacobson, 1997]. Dado
gue la resolucion espacial y temporal del método es adecuada, estas trayectorias pueden ser analizadas para
extraer informacién cuantitativa del mecanismo involucrado en el movimiento de la particula. Ya que cada
particula es observada de maneraindependiente, SPT puede distinguir facilmente poblaciones de particulas
con diferentes propiedades de movimiento.

Las trayectorias de las particulas dan muestra del mecanismo responsable del movimiento en cada etapa.
Esto hace de SPT unatécnicaimportante para entender las dinamicas intracelulares. Sin embargo, el enfoque
de utilizar moléculas individuales tiene sus limitaciones. La brevedad de los tiempos de observacion y la
posibilidad de que las moléculas identi cadas no sean representativas de la poblacion, lo cual causa errores
de muestreo [Bressloff, 2014].

En su trabajo sobre las aplicaciones del SPT al estudio de la membrana celular Saxton presenta varias pre-
guntas que dejan en claro las capacidades de la metodologia [Saxton and Jacobson, 1997:

1En biologia celular, una vesicula es una estructura que se encuentra en el interior de una célula. Consiste de un compartimiento
pequefio y cerrado, separado del citoplasma por una capa lipidica igual que la membrana celular(Wikipedia).

2|as células neuroendocrinas son células que reciben sefiales neuronales (neurotransmisores liberados por células nerviosas o
células neurosecretoras) y, como consecuencia de estas sefiales, liberan moléculas mensaje (hormonas) a la sangre .
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= ¢/ Como hacen las particulas para moverse? ¢, Y en qué proporcion, el movimiento de varias particulas se
aleja de la difusion pura? ¢ Como esta controlado ese movimiento y cudl es su funcidon?

= ;Cbomo esta organizada la super cie de la célula? En qué proporcién las membranas se comportan dis-
tinto al modelo de uid mosaic ? ¢Es el modelo de tiempo fractal una descripcién (til de la super cie
celular? ¢ Como estan constituidas las estructuras en la super cie de las células? ¢ La compartimenta-
cion previene la intercomunicacion ( crosstalk) de los receptores? ¢ Qué control regional o global de la
dinamica sobre la membrana celular existe?

= ¢ Cudles son los efectos del movimiento heterogéneo en medios heterogéneos sobre la cinemética y el
equilibrio(termodinamico)?

Las preguntas ordenadas en tres grupos permiten diferenciar tres caracteristicas de la informacién que se
puede obtener del analisis de las trayectorias. El primer grupo referido al movimiento propio de las parti-
culas, el segundo grupo toma en consideracion al medio en el que se encuentra la particula y nalmente,
cémo las mediciones pueden indicar desviaciones en las consideraciones del modelo estadistico y por ende
al equilibrio termodinamico.

La complejidad del analisis se hace evidente principalmente cuando estos mecanismos ocurren de forma
simultanea, ademas de que su importancia relativa puede depender de las proteinas y el tipo de célula en es-
tudio. Muchos de estos mecanismos aparecen simultdneamente: obstruccién por proteinas moviles o inmo-
viles, union transitoria con especies moviles o inmdviles, con namiento por los corrales, unién u obstruccion
por matriz celular ademas de interacciones hidrodinamicas.

Ademas de todo esto, es instructivo para calibrar (o descalibrar) la intuicion propia, el poder generar cami
natas aleatorias que permitan estudiar y optimizar las condiciones experimentales. La simulacién numérica
de caminatas permite observar difusion aparente, movimiento dirigido, con namiento y transiciones entre
diferentes tipos de movilidad.

El objetivo del analisis de SPT es clasi car trayectorias en los distintos modos de movimiento y generar la
distribucién de las cantidades que caracterizan ese movimiento, como lo son el coe ciente de difusion, la
velocidad, el exponente de difusion anémala, el tamafio de los corrales o la probabilidad de escape.

¢ Por qué caminatas aleatorias ( Random Walks )? Ademas, ¢,qué son?

Eltérmino random walk fue propuesto por Karl Pearson en 1905, en una cartaen Nature donde presentd un
modelo sencillo que describe la infestacion de mosquitos en un bosque  [Pearson, 1905. El modelo describe
que cada unintervalo de tiempo regular, el mosquito se mueve unalongitud ja a enun angulo aleatorio. Con
esto, Pearson pretendia conocer la distribucién de mosquitos luego de cierto tiempo. Lord Rayleigh respon-
di6 la carta contando que él ya habia resuelto el problema en una forma mas general en 1880 en el contexto
de la propagacion de ondas de sonido en medios heterogéneos 3.

Por otro lado, unos afios antes, la teoria de las caminatas aleatorias ya habia sido desarrollada por Louis
Bachelier. En sutesis doctoral La Théorie de la Spéculation propuso a las caminatas aleatorias como el modelo
fundamental para las series temporales en el mercado nanciero, el ejemplo mas habitual que se presenta

en la actualidad [Bachelier, 1900], varias décadas antes de que esta idea se convierta en la base de la Finanza
Tedrica moderna. Algo importante a recalcar en el trabajo de Bachelier, es el de identi car la utilidad de la
teoria de probabilidades para estudiar el comportamiento de algo que hasta aquel momento no tenia forma

de ser descripto de manera determinista. Ademas, parece que fue el primero en ver la conexién entre las
caminatas aleatorias discretas y la ecuacion de difusion.

3para conocer la historia completa consultar [Hughes, 1996]
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Por otro lado, el mismo afio en que Pearson envié la carta, Albert Einstein publicé, aparentemente descono-
ciendo los trabajos de Rayleigh y Bachelier, su trabajo sobre el movimiento Browniano [Brown, 1829, Einstein,
1905]. En este trabajo describe el movimiento de una molécula pesada rodeada de un gas, a partir de una ca-
minata aleatoria. El trabajo de Einstein permitié calcular el coe ciente de difusién de la particula en funcion

de la viscosidad y la temperatura del gas. Esta teoria fue considerablemente generalizada y extendida por
Smoluchowski [von Smoluchowski, 1906 ]. Ademas, muchas contribuciones importantes se realizaron pos-
teriormente por Fokker, Planck, Burger, Purth, Ornstein, Uhlenbeck, Chandrasekhar, Kramers, Taylor entre
otros. Y por el lado puramente matematico varios aspectos de la teoria fueron analizados por Wiener, Kol-
mogorov, Feller, Lévy, Doob, Forety Kac. 4

Cabe recalcar que en la mayoria de estos trabajos se estudian caminatas aleatorias a partir de su distribucion
de probabilidad, y en su mayoria la formulacion se realiza a partir de la ecuacion de difusién o como cadenas
de Markov, en el caso discreto.

En este trabajo vamos a tener un enfoque distinto en el cual no nos concentramos en la distribucion de pro-
babilidad, sino nos enfocamos directamente en los valores medios de la caminata aleatoria pensada como
una suma de variables aleatorias. Lo realizamos asi ya que de esta forma la descripcién del modelo se aseme-
ja a las mediciones de las trayectorias y no tenemos que preocuparnos por las sutilezas matematicas ni los
rangos de validez de los modelos continuos [Chandrasekhar, 1943]. Adicionalmente, en el apéndice propor-
cionamos una pequefia explicacion de como se relacionan los distintos modelos, junto con una discusién de
los problemas que aparecen en el proceso [Kac, 1947).

Los objetivos principales de este trabajo fueron: Identi car los tipos de movimiento aleatorio que podrian
corresponderse con las mediciones. Estudiar mediante simulaciones computacionales cuéles son las carac-
teristicas principales de cada movimiento, en particular describiendo cémo son generados los movimientos

y luego estudiar cuales son las propiedades estadisticas de los mismos. Para luego con esto conocer cuéles
son los parametros importantes que se pueden extraer de las trayectorias experimentales y que las describen
cuantitativamente.

Ademas, ya que se observan distintos comportamientos dentro de una misma medicion, es necesario de-

nir criterios con los cuales se puedan segmentar las trayectorias de manera automatica y basados en las
propiedades de cada movimiento de forma que no sean lo mas generales y en lo posible independientes del
usuario.

La tesis esta dividida en tres capitulos en los cuales se presentan tanto resultados numéricos como teoria. Y
un apéndice en el cual se complementa con ejemplos y desarrollos matematicos.

El capitulo 2 se conforma de dos blogues. En el primero se introduce el concepto de caminatas aleatorias
a tiempo discreto y se presentan resultados obtenidos a partir de simulaciones computacionales, donde se
estudié el comportamiento colectivo o de ensamble en los casos de:

El caminante puede moverse libremente en una regién isétropa y homogénea.

La presencia de deriva ( drift ) en el movimiento.

Persistencia en la direcciéon del movimiento.

Movimiento en regiones con nadas.

En el segundo bloque se estudia el desplazamiento cuadratico medio (MSD) dado que es una de las herra-
mientas mas comunmente utilizada para el analisis de trayectorias individuales. Se estudiaron cuales son

“El mayor éxito de la teoria de las caminatas aleatorias y el movimiento Browniano se debe al impacto que tuvo al dar fuerte
evidencia de la existencia de los "atomos” ya que en ese tiempo se creia que la materia era un continuo.



1. Introduccién y motivaciones

las falencias del método y como remediar algunas de éstas. Un resultado importante de este capitulo por su
aplicabilidad en trayectorias experimentales es la validez de los valores de coe ciente de difusion y velocidad
de deriva obtenidos a partir del ajuste de las curvas de MSD.

En el capitulo 3 se de neny analizan criterios de seleccion binaria para distinguir caminatas libres de cami-
natas ya sean con deriva, con nadas o dirigidas. Para analizar caminatas dirigidas se evalla el angulo entre
dos pasos consecutivos y se estudia la probabilidad de que este &ngulo sea menor a un valor umbral por va-
rios pasos consecutivos. En el caso de caminatas con nadas se evalla la probabilidad de que el caminante
no se aleje mas que una distancia limite del punto del que parti6 durante un tiempo determinado. Estu-
diamos cémo depende esta probabilidad con el tiempo y la distancia limite para caminatas libres. Y para
detectar caminatas con deriva estudiamos la forma de la caminata mediante la anisotropia de las posiciones
que conforman la caminata.

A partir de los distintos criterios de seleccion de nimos algoritmos de segmentacién que generan los seg-
mentos por distintas metodologias. Para los casos de movimiento dirigido y con nado los segmentos se ge-
neran secuencialmente mientras se va recorriendo la caminata por una sola vez. Y para el caso de caminatas
con deriva se evalla la anisotropia de una parte de la caminata, seleccionada por una ventana que la recorre
completamente y luego incrementa de tamafio. Con todos los valores se genera un mapa en funcién de la
posicién y el tamafio de la ventana, y se analizan las estructuras que aparecen con forma de 'islas

En el capitulo 4 se describe brevemente el dispositivo experimental para la medicién de las trayectorias ana-
lizadas posteriormente en este mismo capitulo (la medicion de las trayectorias experimentales no formé
parte de este trabajo de tesis). Luego se propone un protocolo para analizar las trayectorias experimentales a
partir de las herramientas numéricas estudiadas en los capitulos anteriores. Se presentan las caracteristicas
que hay que analizar para detectar desviaciones del movimiento libre y varias sugerencias a problemas que
pueden aparecer en el andlisis. Para esto se explican las propiedades y métodos de la clase randomWalk) de-
nida en el entorno Matlab desarrollada para el facilitar el andlisis junto con varias funciones para visualizar

los resultados.

Y para nalizar, en el capitulo 5 estan las conclusiones del trabajo.
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Resultados numericos

Las caminatas aleatorias se utilizan para modelar distintos tipos de movimientos erraticos. Estos pueden te-
ner distintas caracteristicas como la distancia promedio que recorren por unidad de tiempo, la presencia de
una direccionalidad de nida, preferencia por mantener la direccién en la que se esta moviendo o la restric-
cion de poder moverse en una region limitada del espacio. En este capitulo generamos caminatas aleatorias
con estas caracteristicas y analizamos los pardmetros que las de nen.

2.1. Caminatas Aleatorias

Una caminata aleatoria se de ne como la trayectoria en la que cada paso se realiza de manera aleatoria,
formalmente:

De nicion.  Seaf X, gun conjunto de variables aleatorias, se de ne la caminata aleatoriaS |, como:

Sh=Xe+ Xot + X=X, 2.1)

Utilizando resultados para los valores medios de la suma de variables aleatorias, se tiene que el valor medio
y la varianza de una caminata aleatoria estan dados por (ver A.1.1):

X
= hXii, (2.2)
1

I X X
var($,) = var(Xj)+2 cov(X;,Xj) (2.3)
i=1 i=1]6i

Esto indica que el comportamiento de los valores medios de las caminatas aleatorias depende de las relacio-
nes que hay entre las variables aleatorias que la componen, es decir, el comportamiento de la trayectoria va
a depender de cdmo se realicen los pasos.

Primero consideramos las caminatas donde las variables aleatorias son independientes y estan idénticamen-
te distribuidas (i.i.d), de forma que tienen el mismo valor medio, la misma varianza y la covarianza es nula
paratodo i 6 j. Entonces

t&,i = n hXi, (2.4)
var (§,)=nvar (X)
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Notar que en este desarrollo no se hizo ninguna suposicién sobre el espacio en el que se realizan las camina-
tas, tampoco si la distribucién de pasos es discreta o continua. Lo Unico que estamos considerando es que el
proceso es discreto en el tiempo. También es posible el caso de tiempo continuo, pero no es de interés para
este trabajo, en el apéndice mencionamos mas sobre esto.

Cuando los pasos son independientes, la caminata aleatoria es un proceso markoviano. La posicion a un
tiempo n + 1 depende s6lo de la posicion en el tiempo n, es decir, es un proceso sin memoria.

Si+1= S+ Xper, (2.5)

Seguido presentamos los resultados para los casos en los que los pasos son independientes entre ellos, cuan-
do existe una tendencia en los pasos, cuando el caminante puede moverse en una region con nada. Y mos-
tramos como se extienden los resultados a movimientos en varias dimensiones.

2.1.1. Caminatas libres

El caso mas sencillo de una caminata aleatorias ocurre cuando los pasos tienen valor medio nulo, es decir, que
hay la misma probabilidad de avanzar que de retroceder. Esto hace que la posicién del caminante también
tenga valor medio nulo para todo tiempo. Desde un punto de vista un menos formal, estamos diciendo que
al medir uno observa aproximadamente la misma cantidad de pasos en una direccién y en la opuesta.

Esto es un buen modelo para describir el movimiento que hace uno cuando ya pasaron mas de diez minutos
esperando el colectivo. Empezamos a dar pasos para un lado y para otro pero, a n de cuentas, no vamos a
ningun lado. Pero ese fue un ejemplo un poco inocente para hacer mas tangibles las ideas.

El ejemplo clasico de este tipo de movimiento es el que observé R. Brown, para una particula de polen sobre
agua [Brown, 1829]. En este caso el movimiento erratico de la particula de polen se debe a los choques que
recibe ésta por las particulas del medio que la rodea. En la gura 2.1 se pueden observar 4 simulaciones de
caminatas aleatorias en las que los pasos tienen longitud jade1 nm. 1.

Figura 2.1: Caminatas unidimensionales de 100 pasos realizadas sobre una red. Todos los pasos tienen lon-
gitud constante ~ = 1nm.

1Entodo el trabajo vamos a utilizar como unidades de longitud el nanémetro ( nm), que nos permitira mas adelante uni car las
simulaciones con los experimentos
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Para ver el comportamiento estadistico de las caminatas aleatorias simulamos 100 mil caminatas de 100 pa-
sos y calculamos el valor medio y la varianza de la posicion a cada instante de tiempo. En la gura (2.2a)
mostramos el histograma, normalizado a una funcion de densidad de probabilidad (  pdf ), a distintos tiem-
pos de manera que se puede observar cémo la distribucion de las particulas va evolucionando de manera
difusiva. Con esto nos referimos a que a medida que avanza el tiempo, la distribucién se "aplasta’ pero al
mismo tiempo se ensancha. Ya que la cantidad total de caminantes es la misma.

Como mencionamos antes, el valor medio de las caminatas es nulo. Esto se observa en los histogramas, dado
gue el centro de los mismos se mantiene siempre alrededor de cero. Por otro lado la varianza, o equivalente-
mente el cuadrado del ancho medio de la distribucion, crece de manera lineal con la cantidad de pasos( g.
2.2b).

El hecho que la varianza crezca de manera lineal implica que la tasa de crecimiento es independiente de la
resolucién temporal de medicién gue se utiliza. Se de ne el Coe ciente de difusiébn como[Uhlenbeck and
Ornstein, 1930]:

var (X
2
a b
Figura 2.2: (a) Histograma de la probabilidad de encontrar un caminante a una distancia x del origen. (b)

Varianza de las posiciones nales después de n pasos. En azul se muestra el ajuste por una rectacon m =
0,990 0,002yb =0,09 0,10,R?=1,0

Con ésto se llega a que el desplazamiento cuadratico medio, luego de untiempo t = n, de un conjunto de
particulas que parten desde la misma posicion es:

h2(t)i = 8% = var(S,) = 2D n = 2Dt. (2.7)

En una caminata donde los pasos se realizan de manera independiente, con la misma probabilidad en cada
direccion (movimiento es isétropo) y no dependen de la posicion en la que esta el caminante (espacio homo-
géneo), el movimiento esta caracterizado Unicamente por el coe ciente de difusion D elcual es proporcional
ala varianza de los pasos.

Hacemos énfasis que este resultado habla de un conjunto o ensamble de particulas, no de una particula
individual. Dado que si uno observa una Unica particula, el valor medio de la posicién no es nulo. Esta tiende
a alejarse del punto del que partiéo como se ve en la gura 2.1. Y el desplazamiento cuadratico medio indica
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cémo crece la region en el espacio en la que se puede encontrar a la particula luego de cierto tiempo, no del
movimiento propio de la misma.

Antes de concluir con esta seccidn presentamos un pseudo-codigo de como se realizaron las simulaciones

de las caminatas. En el apéndice A.2 presentamos un desarrollo mas completo de lo visto hasta ahora, mos-

tramos varios ejemplos de caminatas en las que los pasos son variables aleatorias discretas o continuas y
ademas presentamos brevemente la relacion que existe con el caso continuo.

Las simulaciones las hicimos en Matlab aprovechando que es posible vectorizar operaciones 2. Para generar
unacaminata através de un ciclo, en cada paso se genera una valor aleatorio y se lo suma a la posicion del pa-
so anterior en laiteracion y se guarda el nuevo valor de la posicién. Alternativamente, podemos evitar el ciclo
vectorizando la generacién de los nimeros aleatorios y la suma acumulativa de los mismos. Es decir, en un
solo paso nos generamos un vector en el que todos sus elementos son valores aleatorios. Seguido realizamos
una suma acumulativa sobre este vector, generando un nuevo vector tal que en cada elemento esta la suma
de todos los valores del vector original hasta esa posicion. El tiempo promedio en generar una caminata de
mil pasos es de tjo, =(1,42 0,08)ms utilizando el cicloy de t,e.=0,02 0,01ms con el cédigo vectorizado.
Ademas de la mejoria en el tiempo de computo esta forma de generar la caminata, nos permite ver que existe
una equivalencia entre tener las posiciones de la caminata o los pasos que se dieron.

nPasos % numero de pasos de la caminata

longitudPasos % longitud del paso

pasos = longitudPasos random(nPasos) % vector aleatorio de 1 y 1 de longitud n
caminata = acumsum(pasos) % suma acumulativa de los pasos

2.1.2. Caminatas con deriva

Cuando en el movimiento existe una preferencia en alguna direccion del movimiento, se dice que las cami-
natas presentan una deriva.

Esto puede ocurrir ya sea porque el medio no es isétropo ( por ejemplo si existe un gradiente de concentracion
en el medio que produce una fuerza constante sobre el caminante) o si hay ujo constante del medio, entre
otras posibilidades. Es decir, la variable aleatoria que representa los pasos tiene valor medio no nulo:

WXi="060.

implicando que las ecuaciones 2.4 toman laforma [Kac, 1947):

rs1| =n \O’
var (§,)=nvar (X) (2.8)

Enla gura 2.3 se pueden ver caminatas aleatorias simuladas con pasos generados de una distribucion uni-
forme centrada en o= 0,3nmy con unavarianzaigual a 1 nm. Este movimiento es equivalente a un movi-
miento libre montado sobre una traslacién constante, lo cual se ve claramente en los histogramas de la gura
2.4a, donde se ve como los histogramas mantienen su forma acampanada pero se trasladan, es decir, el valor
medio de las posiciones crece.

2\/ectorizar una operacién quiere decir que se puede realizar una misma operacion sobre todos los elementos de un vector sin
necesidad de recurrir a una iteracion

10
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Figura 2.3: Caminatas unidimensionales con distribucion de pasos uniformes de varianza 2=1nm?yvalor
medio "= 0,3nm

Figura 2.4: (a) Histograma de las distribuciones de probabilidad de encontrar al caminante a una distancia

x luego de que dio n pasos.

(b) Valores medios de las posiciones junto con el ajuste (azul) con m, = (0,30002 0,00007)nm, b, =
(0,001 0,004) nm.

(c) Varianza de las posiciones nales junto con su ajuste m, = (1,002 0,002)nm, b, =( 0,18 0,14) nm.

Aligual que se de ni6 el coe ciente de difusién en funcién del tiempo caracteristico , de nimos la velocidad
de deriva como:

-0 (2.9)

Para comprobar que realmente el coe ciente de difusion no depende del valor medio de los pasos, simulamos
caminatas con distintos valores medios, calculamos el valor medio y la varianza de la posicién a cada tiempo.
Ajustamos las curvas por rectas ( g. 2.4b,c) y gra camos las pendientes obtenidas en cada caso como se

11
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muestra en la gura 2.5. La pendiente del valor medio de las posiciones es exactamente el valor medio de los
pasosy el coe ciente de difusién no presenta ninglin cambio representativo en su valor.

Figura 2.5: Pendiente de los ajustes del valor medio (a) y la varianza (b) de la posicion de los caminantes en
funcion del valor medio de los pasos .

Cuando la distribucién de los pasos de una caminata aleatoria tienen valor medio no nulo, las caminatas
presentan una deriva. Esta deriva puede ser producto de una tendencia en la direccidn que toman los pasos,
es decir, tienen distinta probabilidad de ocurrir en cada direccion o también puede estar presente porque la
caminata se realiza en un medio que esta en movimiento. Una caracteristica importante es laindependencia
entre la velocidad de deriva y el coe ciente de difusion, recalcando que éste no representa una la velocidad
del caminante.

2.1.3. Caminatas en d dimensiones

Considerar una variable aleatoria X = X3, X2, ,Xg) que ahora pertenece a un espacio vectorial de d
dimensiones. La distribucion de probabilidad de esta variable, p (X) se puede tomar como la distribucion
conjuntade dvariablesaleatorias p X(1)= X1, ,X@)= Xq ,donde cada coordenada es unavariable aleatoria

El movimiento va a depender de las caracteristicas de esta distribucion, es decir, que también depende de las
relaciones que existen entre las distintas coordenadas. Por ahora vamos a considerar el caso de movimiento
independiente en cadadireccion, de maneraque p (X) se descompone como el producto de las distribuciones
marginales.

En este caso, el valor medio de cada paso como un vector es el valor medio de cada una de sus componentes:

hXi = hX(]_)l ) h)((z)l ) ,W((d)l (210)

Y para calcular la varianza, recordamos que X2 = X(i) + X(ZZ) + o+ Xé) = R?, entonces

X
var (X) = var (X)) (2.11)

i=1

Siademas los pasos en cada direccion estan idénticamente distribuidos (movimiento isotrépico), la varianza

12
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se reduce a:

var (X)=d var (X)
=2dDt, (2.12)

Para generar una caminata aleatoria en d dimensiones, solo hay que modi car el vector que tiene los pasos.
En vez de generar un vector de nPasos 1, generamosunode nPasos d.

1 nPasos = % ndmero de pasos de la caminata

2 pasos = random(nPasos,dimension) % vector aleatorio de n x d dimensiones donde cada fila
representa un paso

3 caminata = acumsum(pasos) % suma acumulativa de pasos

Enla guras 2.6y 2.7 presentamos ejemplos de caminatas aleatorias simuladas en dos y tres dimensiones.

Figura 2.6: Caminatas en dos dimensiones (a) en unared ZZ2.(b) Caminata con pasos de longitud constante
(Pearson walk) y (c) caminatas con pasos con distribucion uniforme.

Figura 2.7: Caminatas en tres dimensiones. Las caminatas son generadas en:(a) unared Z2, (b) con longitud
de paso constante y (¢) con pasos distribuidos de manera gaussiana en cada una de las coordenadas.

Recalcamos que hay que ser cuidadosos y tener claro cémo se de ne la caminata aleatoria y de nir bien el
espacio sobre donde se larealiza. Por ejemplo la caminata que se realiza en lared, se puede considerar como

13
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una caminata en la que el movimiento es independiente en cada direccion si se piensa la caminata dentro de
Z? pero si la caminata es en R? el movimiento en las distintas direcciones esta correlacionado ya que solo se
puede mover en unadireccion a la vez. Hacemos notar esto ya que estas consideraciones afectan el resultado
nal en la interpretacion del valor del coe ciente de difusion.

La extension de caminatas aleatorias a varias dimensiones se logra al utilizar variables aleatorias que per-
tenecen a espacios vectoriales. En el caso de que el movimiento en cada dimensién sea independiente del
movimiento de las demas dimensiones, el movimiento se puede descomponer como caminatas aleatorias
independientes en cada una de las coordenadas.

2.1.4. Caminatas dirigidas

Hasta este punto consideramos los casos en los que los pasos son independientes entre ellos. Ahora vamos
a analizar que ocurre en el caso contrario.

Primero vamos a considerar caminatas donde los pasos tienen covarianza no nula entre ellos, es decir:

cov(X;,X;)60, (2.13)

Supongamos que los pasos tienen una correlacion que decae exponencialmente con el tiempo(nimero de
pasos), renombrando var (X)= 2

cov(Xp,Xps1)= 2 1< < 1. (2.14)

donde eslacorrelacion. Siguiendo la derivacion detallada en A.2 llegamos a:

var(§,)=n 2 (2.15)

En la ecuacion 2.15 se puede considerar que los dos términos entre paréntesis describen dos etapas en el
movimiento. El primer término esta asociado puramente a la difusién y el segundo término se conoce como

el término de adveccion o término balistico. Este Ultimo se caracteriza por estar presente solo a tiempos
cortosytiendenaOcuando n!1 . Estohace que la varianza tienda de manera asintética a:

var(s,)=2Dt, (2.16)

donde de nimos el coe ciente de difusién efectivo D como:

. 1+ 2
D= Do. DO = 2— (217)

No esta de mas decir que este cociente siempre es positivo. Si la correlacion es positiva el coe ciente de di-
fusion efectivo es mayor al del movimiento libre indicando una preferencia a recorrer regiones mas amplias
y el mismo tiene una divergencia en el limite de la correlacion tendiendo a uno, lo que signi ca que los pa-
Sos apuntan siempre en la misma direccién, de manera que no tiene sentido describirlo como un proceso

14
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aleatorio. En el caso en que los pasos estén anticorrelacionados, esdecir < 0, el coe ciente de difusién efec-
tivo es menor al del movimiento libre, indicando la tendencia de moverse en direccidn opuesta con mayor
frecuencia.

Es facil ver que el coe ciente de difusion D crece monotonamentecon .ValeD =0Ocuando = 1yD!
1 cuando ! 1.Paraanalizar el caso cuando la correlacion 1, consideremos =1 ","! 0.Entonces
B 2 2
¢ log "
1+ 2 2 1 " 2t on ¢
- = Ne, — > ——exp — 1,
1 n 1 n c

Llegando a que 2.15 toma la forma

,,n 17 " 2n
var(§,)=( n.) —+—- exp — 1 , 1. (2.18)
n. 2 Ne

En la gura 2.8 se observan caminatas generadas con pasos con correlacion positiva, en ellas se ve como
existe una tendencia a mantener la direcciéon de movimiento, generando la impresion de un movimiento
dirigido.

Figura 2.8: Caminatas unidimensionales con movimiento dirigido producto de tener los pasos correlaciona-
dos.

Pero si uno observa el movimiento a tiempos mas grandes se observa que este comportamiento de persis-
tencia desaparece. Se simularon un conjunto de diez mil caminatas y a partir de las cuales se calcul6 el valor
medio y la varianza de las posiciones a distintos tiempos. En la gura 2.9 se ven los dos comportamientos a
distintas escalas temporales, primero un movimiento dirigido y luego difusion libre.

15
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Figura2.9: (a) y (b) Histogramas de la probabilidad de encontrar al caminante luego de n pasos. Se ve como a
tiempos cortos la probabilidad no es simétrica pero a medida que se dan mas pasos toman la forma habitual
de una campana. (c) Valor medio de la posicién de los caminantesy (d) la varianza, en funcién del nimero
de pasos. Durante los primeros pasos el movimiento tiene una tendencia a avanzary llega un punto en el que
la correlacion decae totalmente y el comportamiento es de movimiento libre.

Al observar las distribuciones de la posicion de las caminatas, vemos para una cantidad de pasos pequefa
n < 10 la distribucion es asimétrica, de modo que el valor medio no es cero, ademas inicialmente la varianza
crece de maneralentay luego crece de maneralineal como en el movimiento libre. Enla gura 2.10 (varianza
en escala logaritmica) se puede ver como el movimiento tiene dos comportamientos.

Como mencionamos en la seccion de caminatas en varias dimensiones, uno puede considerar que los movi-
mientos en distintas direcciones estan relacionados. Esto no implica que la covarianza entre las direcciones
sea nula pero la distribucién conjunta no se descompone en el producto de las distribuciones marginales.

16
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Figura 2.10: Varianza en funcion del nimero de pasos. Esta gura es la misma que la gura 2.9 (d) pero en
escala logaritmica, de forma de que son evidentes los dos comportamientos.

A continuacioén analizamos caminatas en dos dimensiones ya que es nuestro caso de interés.

Supongamos que realizamos caminatas donde los pasos son aleatorios pero con la condicién de que el angu-
lo de giro respecto al paso anterior esté acotado en un rango. En un experimento este efecto es observable si
se tiene su ciente resolucion espacial y temporal para seguir a la particula. En este caso es posible ver que las
mediciones estan correlacionadas entre ellas y que el movimiento de la particula no cambia tan bruscamente
su direccién de movimiento sino que tiene cierta inercia.

Si el angulo de giro de la particula esta acotado entre [ =2, = 2], ésta tiene preferencia para moverse en
la misma direccion. Esto no restringe a que si observamos la distribucién angular de los pasos, ésta no sea
uniforme entodo el intervalo [0, 2 ). Dado que, sila particula se mueve por su ciente tiempo puede dar una
vuelta completa, de manera que apunta en cualquier direccion.

Para analizar este caso bidimensional es Util de nir las siguientes variables aleatorias. El angulo de giro res-
pecto de la m-ésima posicion  , y lalongitud del paso |,,. Podemos suponer que estas variables son inde-
pendientes, de forma que tenemos:

Z,
Hi= Ip()dl, (2.19)
z°
H2i= 12p (1)dl (2.20)
0
V4
c=hos i= cos g d , (2.21)
z
s=tsen i= sen g d (2.22)
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donde g es la distribucién de los angulos de giro.

Considerando el caso en el que la distribucidn de angulos de giro es simétrica, porlotanto s= 0, se llega a
[Kareiva and Shigesada, 1983:

<
+c 2c (1 c"
var(S,)=Hi2 n =——+b? CIACA

(2.23)
(L cy
La ecuacion 2.23 tiene la misma forma que la ecuacién 2.15, a menos del término  b?=H?2i=Hi? 1quees
el coe ciente de variacion de la longitud de los pasos [Codling et al., 2008]. El cuél es el cociente entre la
varianzay el valor medio de la longitud de los pasos y aparece porque se esta considerando una variable que
so6lo toma valores positivos.

Figura 2.11: Caminatas en dos dimensiones de pasos correlacionados. (a) Correlacién generada al imponer
gue los pasos tengan un giro maximo de 90 °. (b) Los pasos solo pueden dar giros en mltiplos de 60 ° que da
como resultado una red triangular. (c) Los pasos solo pueden dar giros en multiplos impares de 60 ° que da
como resultado una red hexagonal.

% Codigo para generar caminatas correlacionadas

nPasos % numero de pasos de la caminata
anguloMaximo % angulo maximo de giro

longitudesPasos % vector con las longitudes de los pasos
angulosDeGiro = random(nPasos,[ anguloMaximo, anguloMaximo ]) % vector con angulos de giro

generados de manera aleatoria
angulosCartesianos = acumsum(angulosDeGiro) % suma acumulativa %Direccion de los pasos respecto

del eje x

pasosNormalizados = cos angulosCartesianos , sen angulosCartesianos % vector de nx2 dimensiones,donde
cada fila representa el paso

pasos = longitudesPasos pasosNormalizados % Multiplicamos cada paso por una longitud

caminata = acumsum(pasos) % suma acumulativa de los pasos
Cuando existe una relacion temporal entre los pasos, el movimiento de la caminata aleatoria es distinto en

dos escalas temporales. A tiempos menores a un tiempo critico el movimiento presenta una direccionalidad
especi ca, donde el valor medio de las posiciones crece. Luego, del tiempo critico el movimiento se asemeja
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a un movimiento libre pero con un coe ciente de difusion efectivo. En el caso bidimensional esta relacién
puede surgir si se restringe el Angulo maximo que puede girar el caminante entre pasos sucesivos.

2.1.5. Caminatas con nadas

Cuando se empieza a estudiar caminatas en las que el caminante sélo puede recorrer una region acotada
del espacio, es mas sencillo analizar el sistema utilizando otras herramientas. Considerando el movimiento
de la particula como una cadena de Markov y estudiando cdmo es la evolucién de la distribucion de proba-
bilidad de la posicién bajo la condicion de: la probabilidad de encontrar a la particula fuera de la region de
con namiento es nula.

Es posible considerar el problema a tiempo discreto pero el desarrollo es demasiado engorroso y los resulta-
dos son complicados de interpretar [Kac, 1947]. Bajo la suposicion de que la regién de con namiento tiene
el tamafio su ciente para que sea valida la aproximacion continua del movimiento libre, se puede resolver
el problema a partir de la ecuacion de difusion ya que es mas sencillo aplicar las condiciones de contorno
[Saxton, 1995].

Figura 2.12: Ejemplos de caminatas simuladas, con nadas en ( a) una dimensiony ( b) dos dimensiones.

En este caso de movimiento con nado es necesario generar la caminata mediante una iteracion, debido a
gue hay que comprobar la posicién de la particula luego de que dé cada paso.

nPasos % numero de pasos de la caminata
bordeConfinamiento % borde del confinamiento
i = 2 %indice de la iteracién. Inicializo en 2 de forma que la caminata comience en el origen.

caminata = ceros(nPasos, dimension) % inicializar el vector con ceros

% Si la posicion esta permitida la agregamos a la caminata, sino,
% la descartamos e intentamos otra vez

while i nPasos

paso = random(1,dimension) % paso aleatorio
posicion = caminata(i 1) + paso;

if abs posicion bordeConfinamiento
caminata(i) = posicion;
i =i+ 1;

end %f
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end %while

Tenemos que el valor medio se mantiene nulo si estamos considerando que el con namiento es simétrico
respecto del origen, en caso contrario se va a observar una corrimiento hacia el centro de masa de la regién
de con namiento.

Notar que en la gura 2.13a a la distribucion le toma tiempo deformarse respecto del per | acampanado
habitual. Esto se debe a que es necesario que el caminante interactde un par de veces con los bordes del
corral para notar su presencia. En el gra co de la varianza gura 2.13b se ve que al principio la varianza crece
de manera lineal como en el movimiento libre y luego se estabiliza y tiende al valor maximo permitido por

el con namiento. Se muestran varias curvas de varianza en funcién del radio de con namiento 2.13c. Se ve
cémo a pocos pasos todas siguen la misma curva lineal y luego se separan. Junto esta el valor maximo que
alcanza la varianza en funcion del radio de con namiento 2.13d, que crece de manera cuadratica.

Figura 2.13: (a) Histogramas de las caminatas para distintos tiempos. (b) Valores de la varianza de la posicién
en funcién del nimero de pasos. (c) Curvas de la varianza de la posicion para distintos tamafios de con na-
miento (d) Valores méaximos de la varianza en funcién del radio de con namiento.

Haciendo un andlisis dimensional se puede considerar que la descripcion del movimiento depende de un
Unico parametro Dt =R? [Saxton, 1995]. A partir de este se puede analizar dos escalas temporales. Primero
t < t. = R?=D en la que el caminante ain no interactGa con el con namiento y, por lo tanto, se mueve
librementey t > t. donde la particula recorre varias veces la regién y se puede observarse el con namiento.

Resumiendo, hasta ahora analizamos distintos tipos de caminatas aleatorias, de nidas como la suma de va-
riables aleatorias idénticamente distribuidas. Analizamos el comportamiento del valor medio 5,1y lava-
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rianza var (S,) de las caminatas en funcién del tiempo y de los primeros momentos de la distribucién de
probabilidad de los pasos. Vimos que para caminatas en la que los pasos son independientes, tanto el valor
medio y la varianza de las caminatas crece de manera lineal con el tiempo. Y cuando el movimiento es is6-
tropo, es decir hay la misma probabilidad de moverse en una direccién y la opuesta, el valor medio es nulo
para todo tiempo.

Cuando los pasos no son independientes, aparecen dos rangos temporales en el movimiento. A escala me-
nores a un valor critico t. el valor medio de las caminatas crece, esto se observa como una persistencia en
la direccion de movimiento. A tiempos mayores al tiempo critico, el valor medio se mantiene casi constante

y la varianza crece de manera lineal asemejando un movimiento libre pero con un coe ciente de difusién
efectivo.

Si el movimiento esta con nado, también aparecen dos escalas temporales determinadas por el tiempo criti-
cot. = R?2=D. Donde las caminatas se comportan como libres a tiempos menoresa  t. ya que no interacttian
con las paredes del con namiento.

Un punto importante es que debido a la aleatoriedad de los procesos, ocurre que si uno mira una Unica ca-
minata puede ver que los distintos tipos de movimientos estan presentes a pesar de haber sido generados
con uno solo. A modo de ejemplo, en la gura 2.14 mostramos tres caminatas simuladas con distintas carac-
teristicas pero en las que aparenta a simple vista haber mas de un tipo de movimiento.

Figura2.14: Caminatas aleatorias simuladas. Todas las trayectorias tienen 5000 pasos y consistenen (a) cami-
nata gaussiana de pasos independientes en cada direccion, (b) caminata gaussiana conderivay (c) caminata
con correlacién debida a que el &ngulo maximo de giro de los pasos de 90 °

2.2. Desplazamiento cuadratico medio (MSD)

Como vimos en la seccion anterior, las caminatas aleatorias de distintos tipos tienen diferentes valores me-
dios y varianzas. Para uni car los resultados considerar que cada tipo de movimiento puede ser descrip-

to por el desplazamiento cuadratico medio ( msd) dado que éste es la suma hX?i = var (X) + hXi2. El msd
es una herramienta ampliamente utilizada para analizar trayectorias de particulas individuales [Qian et al.,
1991, Saxton, 1993a, Kusumi et al., 1993. Sin embargo ésta tiene sutilezas, debidas al origen estocastico del
movimiento, que son muy frecuentemente discutidas en la literatura ~ [Michalet, 2010, Coscoy et al., 2007] a
tener en cuenta cuando se realiza el andlisis .

Formalmente el valor del msd se calcula a partir de la distribucién de probabilidad:
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Z,

msd(t)=MR2(t)i = r2pe(r;t)dr, (2.24)
0

esto es un inconveniente si se quiere analizar caminatas individuales ya que no es posible obtener la distri-
bucién de probabilidad para todos los tiempos. Pero en el caso de tener una trayectoria Unica en la que se
puede suponer que el movimiento es érgodico, es decir todos los pasos estan idénticamente distribuidos, es
equivalente tomar el promedio temporal a tomar el promedio sobre el ensamble  [Landau and Lifshitz, 1969 ].

Para calcular el msd a partir del promedio temporal es necesario considerar todos los posibles pares de pun-
tos de la trayectoria que estén distanciados temporalmente por cierto  t = n y calcular los valores medios
del cuadrado de la diferencia de estos pares. Obteniendo asi que el msd es:

N Xn+1)

1
msd(n):m . Kien  Xi)?, (2.25)

dondelos x; = x (i )= x (t)son las posiciones que fue tomando la particula, n eslo que se denomina "tiempo
de retraso”y es la variable de la cual depende el msdy N es el nimero total de pasos de la trayectoria, es decir,
su duracion.

Expresiones analiticas para los distintos tipos de movimiento pueden hallarse en la literatura  [Saxton and
Jacobson, 1997, Codling and Hill, 2005]:

2dDt para movimiento libre,

2dDt +( t )2 para movimiento con deriva,

N 0O

msd(t)=_RZ 1 Ajexp % para movimiento con nado, (2.26)
0
2Dt 5 1 sexp[ 2 t]  paramovimiento dirigido,

© 2dDt para movimiento anémalo.

Para los casos de las caminatas libres, con deriva estas curvas coinciden con los resultados obtenidos en la
seccion anterior. Para el movimiento dirigido es posible reescribir la ecuacion 2.15, obtenida en la seccién
anterior, de manera que tiene la misma forma funcional de 2.26(ver apéndice A.2). El resultado analitico para
el movimiento con nado esté calculado en el trabajo de Saxton  [Saxton, 1995]. Por completitud presentamos
el caso andmalo en el apéndice.

A continuacién realizamos un andlisis de cada una de las curvas y las consideraciones que hay que tener al
analizar las curvas experimentales.

De la misma manera en la que se analizo la posicion del caminante como una variable aleatoria, se puede
analizar el msd para cada tiempo de retraso como una funcion de la variable aleatoria de la posicion de
manera que ésta tiene todas las caracteristicas de una variable aleatoria. Entonces al evaluarse a partir de
una muestra se tiene un error que depende del nimero de puntos o mediciones que se tiene del mismo.

2.2.1. MSD para movimiento libre

Para cada caminata la curva del msd va a diferir del valor esperado ya que se esta promediando sobre un
ndmero nito de puntos. Para estudiar cémo di eren los valores del msd del valor esperado hicimos simula-
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ciones de caminatas, calculamos el msd de cada unay trabajamos sobre los valores estadisticos de éstas.

Enla gura 2.15 se ve como las curvas de msd pueden diferir bastante de la curva esperada. Si se consideran
mas puntos, ya sea porque se promedia sobre varias trayectorias ( g. 2.16) o porque se toma una trayectoria
de mayor duracién, el valor de la dispersion de los puntos es menor.

Figura 2.15: Curvas de msd de caminatas individuales junto con la curva promedio. Se ve como el compor-
tamiento lineal es caracteristico del promedio de las trayectorias y no corresponde al MSD de una Unica de
ellas.

Figura 2.16: (a) Curva del msd promedio junto con las barras de error que estan dadas por la desviacion
estandar. (b) Varianza del msd en funcion del nimero de pasos de retraso.

Kusumi indica que la curva teérica de la varianza del msd es var (msd (t)) = (3Dt )’[Kusumi et al., 1993]. En
nuestro caso obtuvimos a partir de un ajuste del logaritmo de la curva de la gura 2.16b que la varianza crece
como unaley de potencia con un exponentede = 3,112 0,034. No encontramos ninguna explicacion para
esta diferencia, y queda como una duda abierta de este trabajo.

Conocer la varianza de la curva de msd es importante si se la quiere ajustar mediante cuadrados minimos
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dado que es una hipétesis del método que todos los puntos tengan la mismavarianza (  homoscedasticity). En
el caso de no tener la misma varianza ( heteroscedasticity) se tienen que utilizar cuadrados minimos pesados
(WLS) donde el peso de los puntos va como 1 = ? si se conoce la varianza tedrica del modelo [NIST, 2012,
Bevington and Robinson, 1992 ].

Boyer estudio el problema de encontrar un estimador 6ptimo para el coe ciente de difusion mediante cua-
drados minimos a partir de una Unica caminata aleatoria libre  [Boyer et al., 2013]. Analiz6 el caso de utilizar
pesosdelaforma (t t,) ,obteniendoqueelcasode =2 eseldptimo.

Ademas del problema de tener que utilizar cuadrados minimos pesados, surge la pregunta de cuél es la can-
tidad de puntos del msd que se deben ajustar. Saxton menciona que lo habitual es ajustar solo un cuarto
de la cantidad de puntos de la caminata [Saxton and Jacobson, 1997. Pero ocurre que otra de las hipétesis
del modelo de cuadrados minimaos es que los errores tienen que estar distribuidos de manera normal, o alo
sumo de manera simétrica, alrededor del valor esperado. En el caso del msd esto no ocurre, ya que tiene una
distribucién chi-cuadrado en el caso de caminatas con distribucion de pasos gaussianas. Enla gura 2.17 se
muestran los histogramas no normalizados del msd para distintos valores temporales. A tiempos de retraso
menores a 20 los histogramas se mantienen casi simétricos.

Figura 2.17: Histogramas de los valores del msd simulado. (a) Histogramas de tiempos de retrasos menores
a 10 pasos(b) en tiempos de retraso hasta 100 pasos.(c) Histogramas centrados en el valor medio, en este
caso se puede observar que a medida de que el tiempo de retraso aumenta, la distribucion va perdiendo su
simetria respecto del valor medio.

En la gura 2.18 mostramos una curva de msd calculada para una caminata libre de cien pasos. Junto estan
los ajustes por cuadrados minimos, ordinarios y pesados, de la misma considerando los primeros 25 puntos.
Elegimos este ejemplo ya que a simple vista se puede suponer que la curva pertenece a un movimiento di-
rigido y eso es un problema al realizar los ajustes experimentales ya que se esta imponiendo el modelo por
el cudl se quiere ajustar, de manera que puede dar resultados incorrectos si se lo utiliza como criterio para
clasi car los distintos tipos de caminatas. En la gura 2.18b se muestran los valores de la pendiente del msd
obtenidos ajustando distintos nimeros de puntos, junto con una linea que marca el valor de la varianza de
los pasos.
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Figura 2.18: (a) Curva de msd junto con los ajustes por cuadrados minimos y cuadrados minimos pesados.
(b) Valores de la pendiente del ajuste en funcién del nimero de puntos ajustados en el msd. Junto con la
varianza de la longitud de los pasos ~ °.

Figura 2.19: (a) Boxplot de los valores de la pendiente del msd obtenidos a partir del ajuste por cuadrados
minimos pesados. Los ajustes se realizaron a tantos puntos como el diez por ciento de la duracién de la
caminata. (b) También se realizaron ajustes pero ahora se ajustaron los diez primeros puntos del msd inde-
pendientemente de la duracién de la caminata. El box plot indica la mediana con una linea roja, los bordes

de la caja azul representan los 25y 75 percentiles, las barras negras marcan los bordes de la mediana 2,7
de manera que todos los datos mas alejados que esta distancia son considerados como outlier , cruces rojas.
Estos bordes representan el 99.3 si la distribucién es normal
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Figura 2.20: Valores de la pendiente del ajuste de curvas de msd de caminatas de mil pasos. Se ajustaron con
cuadrados minimos pesados los diez primeros puntos (a) y los cien primeros puntos (b).

Figura2.21: Boxplotde los valores de la varianza de los pasos para caminatas simuladas distintas duraciones.
Las caminatas se simularon con varianza de los pasos 1nm 2.

Otra caracteristica del analisis a tener en cuenta es el modelo por el que se ajusta en el caso de caminatas
libre. Se puede ajustar por una lineal estimando la pendiente y la ordenada al origen (") o se puede forzar a
que laordenada al origen sea nula. Michalet indica que en el caso de tener error en la medicién de la posicién

es necesario estimar la ordenada al origen a partir del ajuste y que no se debe agregar a priori el valor (0, 0)
en los datos del msd [Michalet, 2010].

Respecto del mismo problema de tener error en determinacion de la posicién de la particula, Martin indica
que este error produce un comportamiento andémalo subdifusivo a tiempos cortos [Martinetal., 2002 ]. Indica
que si se observa el msd en escala logaritmica la pendiente aparente a un tiempo de retraso t esta dada por:

1

= 2.27
P 1+ 2'=4Dt (2.27)
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2.2.2. Valores del coe ciente de difusion local

Kusumi de ne unos coe cientes de difusion locales considerando solo los primeros puntos del msd [Kusumi
et al., 1993]. Suponiendo que se tienen su cientes pasos en la caminata para que la varianza de los valores
del msd sea despreciable hasta un tiempo de retraso de cuatro pasos, se calculan analiticamente los valores
de la pendiente del ajuste a partir de las formulas de cuadrados minimos. Varios términos de las formulas se
anulan ya que el valor del msd a tiempo de retraso cero es nulo.

D,=msd(1) msd(0)=var (X), (2.28)
msd(2) msd(0)

D3 = > , (2.29)

,= 3msd(0) msd (11; msd (2) + 3msd (3)1 (2.30)

_ msd(4) msd(2)
24~ 2 -

(2.31)

Enla gura2.22 mostramos las distribuciones de estos coe cientes y como estan correlacionados entre ellos.

Figura2.22: Histogramasy gra cos de correlacion de los distintos coe cientes de difusion obtenidos a partir
de simulaciones de caminatas aleatorias de cien pasos. Los parametros y 2 son el valor medioy la varianza
de los datos representados en cada histograma.

2.2.3. MSD para movimiento con deriva

La curva tedrica del msd para movimiento dirigido es una cuadratica sin término constante. Esta se puede
reescribir comomsd (t)=2Dt 1+ v?t=2D , de manera que para observar el efecto de la deriva se tiene que
medir por su ciente tiempo como para que el término que tiene la velocidad sea comparable a 1. Calculando

la pendiente del msd en el origen se tiene que la recta tangente en este punto es exactamente el msd del
movimiento libre, lo que hace mas complicado determinar si existe deriva cuando esta es muy débil.
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La variabilidad de las curvas individuales del msd sigue estando presente en el caso del movimiento dirigido
y dado que ahora se tienen mas parametros de ajuste no realizamos un analisis tan exhaustivo como en el
caso anterior.

Figura 2.23: Curvas del msd de caminatas con deriva junto con el msd promedio.

Enla gura 2.24 mostramos la curva promedio con el error estandar de la misma, se puede observar que el
error relativo es mucho menor en este caso.

Figura 2.24: (a) Curva del msd promedio, para movimiento con deriva, junto con las barras de error dadas
por su desviacion estandar. (b) Varianza de los valores del msd en funcién del tiempo,

Para ver cuan preciso son los valores que se obtienen a partir de ajustes por cuadrados minimos, ordinarios
y pesados, gra camos los valores obtenidos en funcién del nimero de puntos utilizados en el ajuste. En la
gura 2.25a se muestra la curva del msd junto con los ajustes utilizando los veinticinco puntos. En la gura
2.25b se muestra el coe ciente de correlacion de los ajustes en funcién del nimero de puntos ajustados. Se
ve que los ajustes son adecuados pero si se observala gura 2.26b la variabilidad del coe ciente del término
lineal hace dudar de la efectividad del método para obtener resultado coherente.
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Figura 2.25: (a) Curva del msd de una caminata con deriva junto con los ajustes de cuadrados minimos
lineales pesados y no pesado.(b) Valores del coe ciente de correlacion ajustado.

Figura2.26:(a) Valores de la pendiente del ajuste en funcion del nimero de puntos ajustados en el msd. Junto
con la varianza de la longitud de los pasos  2.(b) Ordenada al origen del ajuste en funcién de la cantidad de
puntos utilizados para el ajuste junto con el valor medio de los pasos

Nuevamente, los resultados tedricos sélo se asemejan en el caso de tener un ensamble de caminatas. En la
gura 2.27 mostramos valores medios de los parametros de ajuste con sus errores estandar en funcién del
valor medio de los pasos con los que se simularon las caminatas.
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Figura 2.27: (a) Raiz del coe ciente cuadréatico del ajuste del msd, de caminatas con deriva, en funcion del
valor medio de los pasos con los que se genera la caminata. (b) Valores del coe ciente del término lineal del
ajuste del msd en funcion del valor medio de los pasos

2.2.4. MSD para movimiento dirigido

Para el caso del movimiento dirigido, la forma funcional del msd tiene dependencias no lineales con los pa-
rametros por lo que no nos preocupamos por estudiar los ajustes. Simplemente presentamos gra cos de del
msd para distintas caminatas individuales de 100 pasos junto con la curva promedio 2.28 y la curva promedio

con la su error estandar 2.28a y la varianza del msd 2.28b la cual muestra una tendencia muy diferente a la
de los casos anteriores.

Figura 2.28: Curvas del msd de caminatas con correlacion junto con la curva promedio.
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Figura 2.29: (a) Curva del msd promedio junto con sus barras de error para caminatas con movimiento co-
rrelacionado. (b) Varianza del msd

2.2.5. MSD para movimiento con nado.

El movimiento con nado presenta dependencias no lineales con los parametros por lo tanto no analizamos
los ajustes de las curvas individuales.

Para generar las guras simulamos caminatas aleatorias de cien pasos. Los pasos estaban distribuidos de
manera normal con valor medio nulo y varianza 1 nm 2. Las caminatas se realizaron en una dimension y con
un con namiento de 5 nm.

El valor al que tiende la curva es el radio de giro de toda la regién de con namiento. Esto es asi dado que si
la caminata tiene su ciente tiempo para recorrer toda la region accesible la varianza de las posiciones de la
caminata va a ser equivalente al momento de inercia de un cuerpo con densidad uniforme con la forma del
con namiento. Por lo tanto este valor depende de la forma del con namiento.

Figura 2.30: Curvas del msd para caminatas con movimiento con nado.
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Figura 2.31: (a) Curva promedio del msd con sus barras de error de ancho iguala la desviacion estandar. (b)
Curva de la varianza del msd para el caso de caminatas con nadas.
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Criterios de segmentacion

En el capitulo anterior se estudi6 las caracteristicas principales de las caminatas aleatorias cuando son gene-
radas por un Unico proceso (difusion libre, con nada, con deriva y dirigida). Sin embargo en todos los casos,
una inspeccion visual parece mostrar que los distintos tipos de movimiento estan presentes a lo largo de
una unica caminata. Por lo tanto se ve la necesidad de generar criterios de seleccion binaria para distinguir
caminatas libres y caminatas generadas por otro tipo de movimiento. Para luego utilizar estos criterios para
segmentar trayectorias experimentales.

Los criterios de segmentacion mas comidnmente utilizados pueden separarse entre: los basados en propie-

dades locales como el cambio de direccion entre pasos y los basados en propiedades globales como la forma
y el tamafio de la trayectoria. En este capitulo al criterio de segmentacion lo realizamos de dos maneras.

Secuencialmente de manera que el segmento crece en cada iteracion del algoritmo. Y evaluando el criterio

sobre una ventana que recorre toda la caminata pasando con todos los posibles tamafios de ventana. Luego
se analiza el valor en funcién de la posicion y el tamafio de la ventana.

El capitulo se divide en tres secciones. Primero se estudia la seleccién de caminatas dirigidas a partir del
angulo entre dos pasos consecutivos. Seguido se estudia la probabilidad de detectar caminatas con nadas
a partir de la extension espacial que tiene la caminata y su duracion. Y para nalizar se estudia la forma
de las caminatas, en la cual se evalla la anisotropia de las posiciones respecto de las distintas direcciones
espaciales, teniendo en mente que una caminata con deriva suele ser mas alargada que una caminata libre.

Nosotros tomamos otra metodologia que fue utilizar una ventana que va recorriendo sobre la trayectoria y
calcula algo sobre eso y lo compara con ciertos valores de umbral.

3.1. Angulo de giro

Para distinguir regiones en las que el movimiento aparenta ser dirigido se puede calcular punto a punto de la
trayectoria el angulo en el que la particula cambia de direccién. Una variante de este método esel  J-analysis
introducido por Levi y Gratton en [Levi and Gratton, 2007 ]. En el cual, si tres pasos consecutivos el angulo
de giro se mantiene menor a un angulo critico se lo asigna como un punto en una regién de movimiento
dirigido ( g.3.1).
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Figura 3.1: Esquema de la metodologia de seleccidon de segmentos con movimiento dirigido. En color rojo
se marcan los conos en los que el &ngulo entre dos pasos es mayor al &ngulo critico . y en verde cuando es
menor. Se considera como un ” lamento” al conjunto de pasos consecutivos que tienen el angulo menor al
angulo critico.

De aqui en adelante al las regiones donde se cumple la condicién de que en pasos tienen un angulo menor
al angulo critico las llamaremos ” lamentos” ( threads) debido a su forma alargada y en caso contrario llama-
remos "segmento” a cualquier porcion o pedazo de una trayectoria al cual no asignamos una caracteristica
especi ca.

La probabilidad de encontrar un lamento de n pasos consecutivos con un angulo critico 0 c ,enuna
caminata con difusion libre es:

ZCZC
PlC!Z cCr=+r n c = plquvndldn
z. z;
= p 1P 2 p nd ¢ d,
_Z° ¢ ™
=2 p 1d
Q
° n
= = . (3.1)

donde ; son los angulos medidos entre dos pasos consecutivosy p ; d ; es la probabilidad de que el
angulo ; esteentre ;y ;+d ;.Enelpasodelaprimeraa la segunda linea hicimos la suposicion de
que los cambios de direccién en los pasos son independientes y al pasar a la tercer linea suponemos que las
distribuciones son simétricas respecto de 0.

En la gura 3.2 se observa una simulacién de una caminata de cinco mil pasos gaussianos junto con los
lamentos (en rojo) de seis pasos, obtenidos bajo la condicién de que el angulo critico ¢ < 90°. El valor de
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90° puede parecer demasiado permisivo pero lo elegimos asi dado que es el limite sobre el cual se puede
interpretar que dos pasos consecutivos van en el mismo sentido. A comparaciéon del caso de caminatas en
una sola dimensién donde se puede de nir facilmente el sentido del paso basandose en el signo del mismo,
en dos dimensiones no es posible de nir una direccion global que indique que el caminante mantiene su
direccién de movimiento. Pero se puede considerar el signo de la proyeccion entre dos pasos consecutivos
paraindicar simantiene el sentido del movimiento o lo cambid, lo que es equivalente a ver el signo del coseno
del angulo de giro. Y este cambia de signo cuando el &ngulo es mayor a 90 °.

Figura 3.2: Simulacién de cinco mil pasos de una caminata de pasos gaussianos =0, = 1. Encolorrojo se
muestran todos los lamentos detectados en la trayectoria para los cuales el caminante dio giros de menos
de . =90° por seis pasos consecutivos.

Para evaluar la cantidad de lamentos que se pueden encontrar en una caminata de difusion libre se simul6

una caminata de cien mil pasos sobre la cual se aplico el criterio de segmentacién para detectar lamentos

y se armé un histograma con el nimero de lamentos para cada cantidad de pasos como se muestra en

la gura 3.3a. Se ajusto el histograma por una funcién exponencial Aexp[ n] (curvaroja), donde nes la

cantidad de pasos del lamento y A una constante de normalizacion. Para ver como depende el parametro
con el &ngulo critico se repiti6 el proceso anterior para distintos valores del angulo criticoentre 20 %y 170°

obteniendo que  decrece tendiendo a cero ( g 3.3b). Para los casos donde el angulo critico eramenora20 ©

no se encontraron lamentos de mas de 3 pasos por lo cual no se realiz6 el ajuste del histograma y el caso de

180° no tiene sentido evaluarlo.
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Figura3.3: (a) Histogramadelnumero de lamentos (giros menoresa90 °)enfuncion de la cantidad de pasos
de los mismos. Los lamentos se buscaron en una caminata con cien mil pasos, donde los pasos estaban
distribuidos de manera gaussiana. En rojo se gra ca el ajuste del histograma por una funcién exponencial,

el exponente ajustadofue = 0,684 0,008 .(b) Valor del parametro de la exponencial en funciéon del &ngulo
maximo de giro impuesto para la segmentacion.

Resumiendo, para buscar segmentos en los cuales hay correlacion entre pasos consecutivos (los cuales llama-
mos lamentos), se evalla el &ngulo gue existe entre la direccion de dos pasos consecutivos y si es menor
a un angulo critico . se considera que esos pasos pertenecen a un lamento. Para construir el lamento,
se evalla este criterio paso a paso y si cumplen se lo agrega al lamento hasta encontrar un paso que no lo
cumpla, donde se cortay se empieza a construir un lamento diferente.

3.2. Probabilidad de escape

A partir de la distribucién de la longitud de los pasos se puede obtener la probabilidad de que la particula se
encuentre a una distancia en cierto tiempo 0 equivalentemente luego de cierto nimero de pasos. [Simson
etal., 1995, Saxton, 1993

Esto permite determinar las regiones en dentro de la trayectoria las que la particula di ere del movimiento
browniano (de difusion libre), tanto si esta con nada como si esta dirigida.

Para detectar si un segmento estd con nado, lo que llamaremos ¢umulo”(  cluster), se calcula la probabilidad
de que el caminante o particula se mantenga para todo tiempo menor a  t( 0 equivalentemente n pasos)
dentro de una region de radio R alrededor del punto del cual partié durante un tiempo determinado. La
condicién de que el caminante se mantenga dentro de la regiébn  para todo tiempo ( g. 3.4b) es el detalle
importante, ya que es distinto a la probabilidad de que luego de  n pasos se encuentre dentro de la region
(g.3.4a).
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Figura 3.4: Para estudiar el con namiento en caminatas aleatorias, estudiamos la probabilidad de que una
caminata de duracién n se mantenga a una distancia menora R para todo tiempomenora n

Simulando caminatas de distinta duracion se calcula la proporcién que cumple la condicion de mantenerse

en dentro de unaregioén circular deradio R enfuncién de laduracion n de las caminatas ( g. 3.5. De manera
equivalente se calcula la proporcién de caminatas de una de nida duracion n gque se mantienen dentro de
la regién en funcién del tamafio R de la misma ( g. 3.5b).

Figura 3.5: (a) Probabilidad acumulativa de encontrar una caminata que se mantenga con nada en un radio
R en funcién del tiempo. (b) Probabilidad acumulativa de encontrar una particula se mantenga con nada
durante un tiempo t en funcioén del radio de con namiento R

La probabilidad acumulativa depende del parametro Dt =R?, donde D = 2=2 es el coe ciente de difu-
sion, t = n laduraciénde lacaminatay el tiempo entre mediciones. Al gra car las curvas de la gura 3.5
en funcién de este parametro todas las curvas se reducen a una sola ( g. 3.6).
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