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Resumen

En esta tesis de licenciatura se estudia la dinamica del proceso de fotoionizacién atomica en el
formalismo cuasiclasico. El campo eléctrico del laser distorsiona al potencial atémico formando
una barrera de potencial. El atomo se ioniza cuando el electron atraviesa dicha barrera por
efecto tunel. Se muestra que la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo de la mecanica
cuantica se puede aproximar como una superposicion coherente de trayectorias (al estilo de las
integrales de camino de Feynman). Las mismas se denominan trayectorias cuasicldsicas debido a
que comienzan en un tiempo de ionizacion en el campo complejo debido a la naturaleza cuantica
del efecto tunel, lo cual conlleva a considerar también trayectorias y velocidades complejas.

El trabajo se centra en el estudio de la teoria cuasiclasica, derivando y estudiando las ecua-
ciones de movimiento del electrén debajo de la barrera y una vez en el continuo, estableciendo
similitudes y diferencias con el caso de un atomo sometido a un campo eléctrico estatico.
Ademas, se indaga sobre la adiabaticidad del proceso de fotoionizacién en los regimenes mul-
tifoténico y de tuneleo, discutiendo el significado fisico de la parte imaginaria del tiempo de
ionizacion, su dependencia con los parametros del ldser y su relacion con el tiempo que tarda

el electrén en atravesar la barrera.

Palabras claves: Fotoionizacién, laser, efecto tunel, cuasiclasico, attofisica, adiabaticidad.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de la interaccién de la radiacién electromagnética con la materia ha sido objeto
de gran interés en la fisica especialmente desde el siglo XIX. La formulacién de la mecdanica
cuantica tuvo una fuerte incidencia en dicho estudio, principalmente cuando Einstein dilucidé
el efecto fotoeléctrico en 1905. Alli se comenzé a hablar de cuantos de luz, conocidos mas tarde
como fotones. Justamente Einstein fue el que establecié también, en 1915, los fundamentos
tedricos para el desarrollo de ldseres, los cuales se comenzaron a fabricar recién a finales de los
anos '50 del siglo pasado. Desde entonces, el desarrollo de laseres pulsados crecié enormemente.
La duracién de los pulsos se ha ido acortando, desde los milisegundos en los comienzos hasta
cruzar la barrera de los femtosegundos en la primera década de este siglo, como se muestra
en la figura 1.1. Esto hace que hoy en dia se puedan estudiar sistemas sometidos a pulsos
laser de duraciones del orden de las escalas temporales de los procesos atomicos, esto es, del
orden de 10 — 100 attosegundos [1, 2]. Asi se dio comienzo a un nuevo campo de la fisica
denominado attofisica, que involucra el estudio de la interaccién de pulsos ultracortos con la
materia [3, 4, 5, 6, 7].

Al mismo tiempo, la intensidad de los laseres también ha crecido enormemente. La intensidad
de los primeros laseres era lo suficientemente baja como para que una teoria perturbativa
describiera correctamente los fendmenos de interacciéon con la materia. Pero, debido a la alta
intensidad de los laseres actuales, dicha teoria no es satisfactoria, dando lugar a teorias en el
marco de la fisica de campo fuerte [8], asociada estrechamente a la attofisica.

Los primeros desarrollos tedricos sobre atomos en presencia de campos eléctricos intensos
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Figura 1.1: Evolucion de la duracion de los pulsos ldser a lo largo del tiempo.

fueron desarrollados alrededor de 1960, algunos incluso antes de la aparicion de los primeros
laseres. Keldysh, en su trabajo publicado en 1963 titulado lonization in the field of a strong
electromagnetic wave [9] dedujo diversas expresiones para las probabilidades de ionizacién por
efecto tunel a través de una barrera de potencial formada por el potencial coulombiano distor-
sionado por el campo eléctrico oscilante, como se muestra en la figura 1.2. Alli se introdujo un
parametro adimensional que caracteriza el proceso, denominado pardmetro de adiabaticidad, o
parametro de Keldysh
1= 5V (1.1)
donde w representa la frecuencia del campo eléctrico del laser, Ey es su amplitud e I, es el
potencial de ionizacién del atomo, es decir, la energia necesaria para que el mismo ionice,
siendo —1, la energia en el estado ligado.
Para entender el rol de este parametro en la ionizacién, notemos que podemos deducirlo
clasicamente como el cociente del tiempo 7, que tarda el electrén en recorrer clasicamente una
distancia igual al ancho de la barrera viajando a una velocidad clasica v., y el periodo de

oscilacion del ldser Ty = 2= [10], de forma tal que
VX . (1.2)

Si despreciamos el potencial coulombiano, el ancho de la barrera se obtiene al igualar el potencial
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Figura 1.2: Potencial atomico distorsionado por el potencial del ldser, dando lugar a una barrera de

potencial por la cual el electron puede escapar por efecto tunel.

del ldser V(r) = E.7 con la energfa del tomo ligado —1I,,, obteniendo

Ly (13)

D, = T
Ey

mientras que v, se halla con el teorema del virial para un sistema con potencial coulombiano
<T>=— < FEy >, (1.4)
obteniendo el valor de la velocidad cldsica
ve = /21, (1.5)

Con estas consideraciones, el tiempo clasico se expresa

p. 1 [I,
e 2/ 1.6
T Ve EO 2 ( )

De esta forma el parametro de Keldysh divide dos regimenes. Si v > 1 la dinamica es dominada

por el campo eléctrico, ya que su oscilacién es mas rapida que el tiempo caracteristico de



tuneleo, y el régimen se denomina multifotonico. Por el contrario, si v < 1 la dindmica del
electron bajo la barrera es mas rapida que el tiempo de oscilacion del laser. Bajo esta condicién

el sistema se encuentra en el régimen de tuneleo.

1.1. Ionizaciéon multifoténica (MPI)

Para la época de invencién del laser los campos eléctricos de los laseres eran muy débiles
comparados al campo coulombiano del electrén ligado al niucleo. El régimen con el que se
trabajaba era con un pardmetro de Keldysh v >> 1. En este caso, la distorsiéon del potencial
coulombiano es tan pequena que la barrera es demasiado ancha como para que el electron se
escape de las vecindades del ion remanente por efecto tunel. En este régimen, el dtomo ioniza
al absorber una cantidad n de fotones que le permite al electréon alcanzar el continuo con una
energfa positiva. Por ello, se lo denomina régimen de ionizacién multifotonico (MPI) [11, 12, 13].
Debido a que los campos eléctricos son pequenos en este régimen, la descripcion mas adecuada
de la dinamica en este caso es la teoria de perturbaciones, obteniendo leyes de escala con una
dependencia I", donde n = I,/w es el nimero minimo de fotones que absorbe el sistema e [
la intensidad del laser. Se puede ver de esta manera que, debido a que I es muy pequena, la
probabilidad decae exponencialmente con el nimero de fotones requerido para ionizar, y por

ello a mayor n se requieren desarrollos en series de Born a érdenes mas altos.

Los primeros experimentos en los que se observaron fenémenos multifotonicos fueron lle-
vados a cabo por Delone et. al. [14], en donde lograron ionizar atomos de Xendén con léseres
de rubi, y posteriormente por Agostini et al. [15], ionizando también dtomos de Xenén me-
diante procesos multifoténicos. A fines de 1970 se observé ademads un fenémeno en el cual el
electrén absorbe méds fotones de los necesarios para ionizar. A este fendmeno se lo denominé
Above Threshold Ionization (ATI) [16, 17]. Estos estudios llevaron a diversas aplicaciones de
la ionizacién multifoténica, como la resonancia MPI (denominada REMPI) [18], muy utilizada

en espectroscopias atémicas, y aplicaciones en fotoquimica.
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1.2. Ionizacion por efecto tiinel

Con el avance de la tecnologia se lograron construir laseres cada vez mas intensos, logrando
experimentos con pardmetros v < 1 [19], por lo que la teoria de perturbaciones dejé de ser un
modelo satisfactorio para describir los fenémenos de ionizaciéon atémica. Como el campo eléctri-
co distorsiona en gran parte el potencial Coulombiano, el principal mecanismo de ionizacion es

por efecto tunel [20, 21, 22].

Por otro lado, si el campo eléctrico aplicado al atomo es lo suficientemente intenso, éste lo
ionizara debido a que adquirird un valor de energia superior al de la barrera. Para un atomo
de hidrégeno, esto se traduce en intensidades del orden de 10'® Wem™2, por lo que para ldseres
con intensidades mayores el principal mecanismo de ionizacion del atomo serd por ionizacién

sobre la barrera.

Uno de los resultados mas importantes para la tasa de ionizacion en este régimen fue calcula-
do por Perelomouv, Popov 'y Terent’ev [23], el cual se lo denomina modelo PPT. Posteriormente,
una mejora del modelo fue planteada por Ammosov, Delone y Krainov (ADK), en la que se
utilizaron nimeros cuanticos efectivos para adaptarlo a mediciones en sistemas moleculares

[24]. Ambos modelos fueron muy efectivos al explicar resultados experimentales [10].

Los procesos ultrarrdpidos que involucran atomos sometidos a pulsos laser ultracortos se
pueden estudiar de diversas maneras. Una de ellas consiste en realizar simulaciones numéri-
cas de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo [25]. Sin embargo, también se han
desarrollado modelos semiclésicos [26] y modelos de trayectorias complejas del electrén [27],
los cuales permiten realizar interpretaciones fisicas de los resultados experimentales. Este tlti-
mo es el enfoque de este trabajo, en donde se estudia un atomo de hidrégeno sometido a un
campo eléctrico oscilante linealmente polarizado de duracién finita. Aproximamos la solucién
de la ecuacion de Schrodinger para la amplitud de ionizacién por una superposicion de tra-
yectorias, al estilo de las integrales de camino de Feynman [28]. Las denominamos trayectorias
cuasicldasicas ya que, como el electréon transita la region bajo la barrera, involucran trayectorias,
velocidades y tiempos en el campo complejo. Se desarrolla un modelo clasico de trayectorias
electrénicas enfocandonos en las trayectorias bajo la barrera, las cuales comienzan en un tiem-

po de ionizacién en el campo complejo. La parte imaginaria de dicho tiempo normalmente es

11



interpretada como el tiempo que transita el electréon bajo la barrera. No obstante, esto es mo-
tivo de controversias [29, 30] debido a que existen predicciones tedricas de que el tuneleo se
lleva a cabo de forma instanténea [31], a la vez que hay evidencias experimentales de que dicho
tiempo es del orden de los 100 as [32, 33, 34]. En este trabajo no se pretende, sin embargo,
dar una respuesta concluyente a esta disyuntiva, sino analizar la interpretacion en términos del
modelo cuasicléasico de trayectorias, estudiando la dependencia del tiempo de ionizacién con la
intensidad y la frecuencia del laser. Finalmente, se realiza un anélisis del grado de adiabaticidad
del proceso de ionizacion y de dicho tiempo. A lo largo de todo el trabajo se utilizan unidades

atémicas (apéndice A), excepto cuando se indica lo contrario.
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Capitulo 2

Efecto tunel. Modelos cuasiclasicos

El efecto tunel es uno de los fendmenos maés interesantes y antiintuitivos que provee la
mecanica cuantica. Consiste en el hecho de que una particula cudntica puede atravesar una
barrera de potencial a pesar de no tener la energia suficiente para sobrepasarla clasicamente.
La particula posee una probabilidad no nula de ser detectada del otro lado de la barrera, la
cual decae tipicamente de forma exponencial con el ancho de la misma. A pesar de ello, para

barreras lo suficientemente angostas, la probabilidad de transiciéon es apreciable.

Region clasicamente
permitida

Region clasicamente
prohibida

V<Vm'|n
—_ h

Figura 2.1: Barrera de potencial cldsica.

Para ilustrar este fendémeno, consideremos el siguiente ejemplo clasico. Supongamos que un
objeto de masa m viaja a velocidad v al ras del piso, ilustrado en la figura 2.1. En cierto punto,
hay una colina de altura h. Clasicamente, el objeto lograra atravesar la colina sélo si su energia

cinética es al menos suficiente como para llegar a la cima de la misma. Es decir, debe valer
L5
MY > mgh, (2.1)
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lo cual lleva a una expresion de velocidad minima del objeto para atravesar dicha barrera

Umin = \/2gh. (2.2)

Si la velocidad del objeto es menor a v,,;,, el mismo no logrard atravesar la colina. Llegara a
una cierta altura, y rebotara hacia atras, estando confinado a la region del espacio delimitada
por la barrera. Dicho de otra manera, si la energia cinética inicial del electrén es menor que la
energia potencial maxima necesaria para llegar a la cima, el mismo no la atravesara.
Considerando a la particula desde la mecénica cuantica (por ejemplo, un electrén) su dindmi-
ca estaria caracterizada por su funcién de onda ¥ (7), de modo tal que la probabilidad diferencial
de medir su posicién en un determinado sitio es dP = |¥|*dr. Esto hace que si el electrén se
encuentra ante una barrera de potencial con energia menor al maximo de potencial, exista
una probabilidad no nula de hallarlo en la region clasicamente prohibida. Este fenémeno se

denomina efecto tinel, y es ilustrado en la figura 2.2.

Y JIN

e u
\/ =

Figura 2.2: Efecto tinel en una barrera de potencial [35].

El efecto tunel es ciertamente un problema para el desarrollo de nanotecnologias. Por ejem-
plo, impone una limitacién fisica al tamano de los transistores en electrénica, ya que las di-
mensiones internas de los mismos son lo suficientemente pequenas como para que los electrones
tuneleen y se generen comportamientos electronicos impredecibles. A pesar de ello, se estan
estudiando nuevos tipos de transistores que aprovechen este fenémeno, denominados Tunnel

Field-Effect Transistors (TFET) [36].

Por otro lado, el efecto tinel esta presente en diversos fendmenos fisicos naturales, como
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decaimientos radiactivos, ademas de ser uno de los principales mecanismos que dan origen a
fusiones nucleares en estrellas. Adicionalmente, hoy en dia existen tecnologias que aprovechan
este efecto. Un ejemplo se encuentra en las junturas Josephson. Estas estdn formadas tipica-
mente por dos superconductores separados por un aislante muy fino, entre los cuales existe
una corriente que se genera por efecto tinel. Esto se aprovecha, por ejemplo, en el disenio de
magnetometros llamados SQUID (Superconducting Quantum Interference Device), los cuales
son magnetémetros con precisiones muy altas, del orden de 1071® T [37]. Ademds, en el 4&mbito
de la microscopia, en 1981 se desarroll6 el microscopio por efecto tinel (STM), que posee reso-
luciones del orden de 0,01 — 0,1 nm [38]. En el mismo, existen corrientes eléctricas por efecto

tunel entre la superficie a analizar y una punta conductora colocada muy cerca de la misma.

2.1. Barrera finita de potencial

Para comenzar a entender el efecto tinel, estudiaremos el caso mas simple que es el de un

electron tuneleando a través de una barrera finita de potencial, ilustrado en la figura 2.3. La

V(x) 4

0 a X

Figura 2.3: Barrera de potencial rectangular.

dindmica esta descripta por la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo,

1 9

i%\lf(x,t) = {—5@ + V(x)] U(x,t). (2.3)
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En este caso, la expresion del potencial es

V(z) = (2.4)

0  en otro caso.

\
En el apéndice B realizamos una descripcion detallada de la resolucion analitica de este pro-
blema.

La idea aqui es realizar un estudio semiclasico del problema para comprender la conexién

clasica-cuantica. Planteando una solucién de la ecuacién de Schrodinger de la forma
() = expliS(a, 1)), (2.5)

y sustituyendo la misma en la ecuacién (2.3), se obtiene la siguiente ecuacién diferencial para

9S 1 /85\? i 928

la funcién S(z,t)

La misma es la ecuacién clasica de Hamilton-Jacobi para la accién, exceptuando el tltimo
término, que es cuantico. De cualquier manera, para potenciales V' lineales (o constantes) en
la coordenada x, la ecuacién admite soluciones también lineales, con lo cual la contribucién de
este ultimo término es nula. De aqui interpretamos dicha funcién como la accién clasica de la
particula sometida al potencial V' (z).

Si separamos la accién en parte real e imaginaria de forma tal que S = Re(S) + ilm(S5), la

probabilidad de tuneleo sera

IT|* = exp[—2Im(S)]. (2.7)

Fisicamente, esto refiere a que la parte imaginaria de la accién contribuira a un decaimiento en
la probabilidad de transicion, mientras que la parte real no contribuye a la misma.

Para la region exterior a la barrera, la soluciéon de la ecuacion de Schrodinger es una onda
plana, en donde la accién es S = k;x. Podemos interpretar al sistema como una particula que
incide desde la izquierda con momento k;, coincidente con la velocidad en unidades atémicas.
Notemos que la accién es puramente real, lo cual se interpreta como una propagacion libre del

electron a la izquierda de la barrera. Posteriormente, la particula penetra en la barrera. Alli, la

16



energia cinética de la misma es negativa, y vale
1 1
éﬁzéﬁ—%<a (2.8)

en donde ky es el momento de la particula bajo la barrera. Dicho momento vale

ky = £iy/2Vy — k2, 2.9
f i

y es imaginario. Es decir, la interpretacion que realizamos es que el electrén viaja por debajo
de la barrera con velocidad imaginaria. Suponiendo que el electrén se halla en posicién 0 (i.e.
el extremo izquierdo de la barrera) a un tiempo inicial ¢;, la ecuacién de movimiento para el
mismo debajo de la barrera serd

z(t) = ke(t — ;). (2.10)
Sin embargo, al emerger de la barrera el mismo recorre una distancia a real. Si tomamos que
el electrén emerge a tiempo ¢t = 0, es decir, z(0) = a, podemos despejar el tiempo t; como

a=ke(0—t), (2.11)

con lo que el tiempo que tarda el electréon en tunelear vale

a
V2Vo — k¥

que también es imaginario, lo cual es consistente con el hecho de que la particula posee una

t; = +i (2.12)

velocidad imaginaria, pero recorre una distancia real. Esto quiere decir que bajo esta interpreta-
cién, la particula recorre la regién bajo la barrera en un tiempo imaginario hasta que el mismo
se anula y la particula emerge de la misma. De las dos soluciones de ¢; en la ecuacién (2.12),
una de ellas no tendra sentido fisico debido a que la probabilidad de ionizacion divergeria si
a — 00.

En la figura 2.4 graficamos la posiciéon de la particula en funcién del tiempo. Fuera de la

barrera, las ecuaciones de movimiento seran
x(t) = kit, (2.13)
antes de penetrar en la barrera (x < 0), y
z(t) = kit + a, (2.14)
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luego de emerger de la misma (z > a). En dichas expresiones se ajustaron las condiciones
iniciales para que la funcién total sea continua. Dentro de la regién punteada (entre t; y 0),
el movimiento estd regido por la ecuacién (2.10) y el tiempo es imaginario. Se puede apreciar
que durante éste, el electrén recorre una distancia a igual al ancho de la barrera transitando
dicho tiempo imaginario desde t; hasta 0. Alli, emerge y continta su propagacién con el mismo

momento con el que incide.

Posicion (au)

Tiempo (au)

Figura 2.4: Posicion en funcion del tiempo para un electron tuneleando a través de una barrera cua-
drada de ancho a. En cada tramo se grafica ademds el plano temporal complejo que transcurre durante

el movimiento.

Finalmente, procedemos a calcular la accién. Esta es real fuera de la barrera, por lo cual, por
la ecuacién (2.7), no contribuird a la expresién de la probabilidad de transicién. Sin embargo,

la accién es puramente imaginaria debajo de la misma, i.e.,

0 1 k2
S = / <§k§ - %) dt' — gti = +ialkyl, (2.15)
t;

en donde el segundo término es cudntico y se agrega para compatibilizar con la evolucién

temporal de una particula con energia total %k‘}% de forma tal que la accién en el tiempo de
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ionizacion valga —%k‘fcti. Alli la solucién positiva es la que tendra sentido fisico, ya que la
negativa, segun la ecuacién (2.7), hace que la probabilidad diverja. Finalmente, la probabilidad

de transmision de la particula es
IT|? ~ exp(—2|ky|a). (2.16)

De esta forma se evidencia que la probabilidad de tuneleo para una barrera rectangular decae
exponencialmente con el ancho de la barrera. El resultado es idéntico para el primer orden del
obtenido con la aproximacién semicldasica WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) [39], y posee la

misma dependencia exponencial que el resultado analitico exacto (apéndice B). En la figura 2.5

1.2 : 0 ;

= Solucidn exacta
= Aproximacion semiclasica

o
o
T
1

o
[0)]
T
|

=
Y
T
|

Probabilidad de tuneleo

o
g% ]
T
1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Energia (a.u.)

Figura 2.5: Comparacion entre la probabilidad de transicion semicldsica y la probabilidad exacta. Se

utilizaron valores de Vo = 0,2 y ancho de la barrera a = 8.

se grafica la solucién semiclésica de la ecuacion (2.16) junto a la solucién exacta calculada en el
apéndice B. Para energias menores a Vj el comportamiento es exponencial. Pero para energias
mayores a Vp, en la aproximacion semiclasica la probabilidad de transicién es 1, debido a que
la accién sera real, y el médulo de la exponencial en la ecuacion (2.16) serd 1. Por el contrario,
en la solucion exacta se aprecia un comportamiento oscilatorio evanescente, evidenciando que a

pesar de que su energia es superior a la barrera de potencial existe una probabilidad no nula de
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rebotar en la misma, el cual es un efecto puramente cuantico. De igual manera, la probabilidad

de transmision tiende a 1 para energias mucho mayores a V{, como es de esperar.

2.2. Ionizacién con campo eléctrico estatico

Consideremos ahora un electron en un atomo de hidrégeno, que se encuentra en un estado
ligado con energia —1I,. El potencial coulombiano es de largo alcance, por lo que no forma
ninguna barrera y el electréon permanecera en dicho estado a menos que el dtomo absorba una
cantidad de energfa igual o mayor a I,,. En dicho caso, el mismo pasa al continuo con momento
p, v su funcién de onda estd caracterizada por una onda plana, nomenclada |p) en notacién de
Dirac.

Si se somete al electron a un campo eléctrico, la expresion del potencial sera
V(r)=—=+E.T, (2.17)

en donde el potencial del laser estd expresado en el gauge de longitud (ver apéndice C). De esta
manera, el potencial formara una barrera por la que el electréon podra escapar por efecto tinel,
graficada en la figura 1.2.

Una aproximacion que utilizaremos a lo largo del trabajo es la aproximacion de campo fuerte
(SFA) [40]. Bajo esta aproximacién, asumimos que, antes de la ionizacién, el electrén ligado
estd sujeto al potencial atomico despreciando el efecto del ldser, mientras que la dinamica de
ionizacion del &tomo esta regida principalmente por el campo eléctrico, despreciando el potencial
coulombiano. Entonces, se puede reemplazar dicho potencial por una delta de Dirac centrada
en la ubicacién del dtomo, graficado en la figura 2.6. De esta manera, expresamos el potencial
como

V(r) = —6(7F) + E.7. (2.18)

A partir de la expresion anterior podemos determinar el ancho de la barrera D, que sera la
distancia clésica que el electron debe transitar debajo de la barrera al igualar el potencial total
a la energfa inicial del electrén, obteniendo asi el ancho de la barrera dado por la ecuacién (1.3).

Estudiemos ahora la dindamica cuasicldsica de un electron tuneleando en un campo estatico

E = —Fyz, en donde el signo se agregd para que la barrera se forme para valores de z positivos.
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Figura 2.6: Barrera de potencial en la aprorimacion de campo fuerte.

Suponiendo la dindmica unidimensional a lo largo del eje z, la ecuacién de Newton sera
Z(t) = Ej. (2.19)

Integramos la ecuacién tomando que 2(t = 0) = 0, es decir, que el electrén emerge de la barrera

a tiempo 0 con velocidad nula. Con esta condicién resulta
2(t) = Eot. (2.20)

Ahora realizamos la segunda integral considerando que el electrén ioniza a un tiempo t;. Al
ionizar, el electrén se halla en la posicion z = 0, centrado en el nicleo. Por ende, tomando

z(t;) = 0 se obtiene la trayectoria

2(t) 5 (t* —t3). (2.21)
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El tiempo de ionizacién lo podemos hallar pidiendo que al emerger, es decir, a tiempo t = 0, el
electrén haya recorrido una distancia igual al ancho de la barrera, dada por la ecuacién (1.3),

de forma tal que

Ey 9 I
t=0)=—(0—-t;) = 2. 2.22
At =0)= S0 = & (222)
De esta manera, hallamos el tiempo de ionizacién
21
t; =iY—2 2.23
Ve (2.23)

el cual es imaginario. Evaluando la velocidad del electrén, dada por la ecuacién (2.20), en el

tiempo de ionizacién se puede notar que la velocidad en ese instante valdra

i(t;) = iy/21,, (2.24)

y es imaginaria pura, de forma andloga al caso de la barrera cuadrada. Su moédulo, a su vez,
coincide con la velocidad clésica de la ecuacién (1.5). Ademds, con este resultado la energia
total del electron es continua, ya que, al no poseer energia potencial luego de ionizar, la misma

vale

(2.25)

En la figura 2.7 graficamos la posicion del electron en funcién del tiempo dada por la ecuacion
(2.21). En la regién a la izquierda de la linea punteada el mismo transita tiempos imaginarios
desde t; hasta 0, en donde emerge habiendo recorrido una distancia D, = é—’; A partir de alli,
el tiempo es real y positivo. Es interesante notar ademés que de la ecuacién (2.21) se deduce
que la posicion del electrén es real para todo tiempo, aun debajo de la barrera.

Calculemos ahora la accién. Para un potencial de la forma V = E7= —Fyz, utilizando las
expresiones de velocidad de la ecuacién (2.20) junto con la expresién de la trayectoria dada por

la ecuacién (2.21) el lagrangiano queda expresado como

E3t?
L:T-V:z%“%i:zﬂag (2.26)
Con esto, la acciéon queda expresada como
t
St 1) = / (E2” 4+ L)dt' + C. (2.27)
t;
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Figura 2.7: Posicion en funcion del tiempo para el electron, transitando tiempos imaginarios a la

1zquierda de la linea punteada, y tiempos reales a la derecha.

La constante C se fija pidiendo que la accién del electron ligado antes de la ionizacién sea
S(t) = I, (2.28)

la cual proviene de la evolucién temporal del estado atomico ligado. Por ello, al calcular la

accién para tiempos posteriores a t; pedimos que
Sit=t)=C=1Lt, (2.29)

por lo que la accién de la ecuacién (2.27) queda expresada como

E2
S(t,t;) = ?0(253 — )+ L(t — ;) + Lpt.. (2.30)
Alli, podemos notar que el agregado de dicha constante es equivalente a restarle a la acciéon un
término igual a la energia total multiplicada por el tiempo de ionizacién, analogo al caso de la
barrera cuadrada. Evaluando en ¢t = 0, la acciéon acumulada debajo de la barrera es finalmente

E? 1(21,)?
St=0,t) = —?Otf = 15(13—2« (2.31)
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por lo que la tasa de ionizacién serd

3/2
|T|* = exp[—2Im(S)] = exp {—;%] . (2.32)

La misma coincide, a menos de un prefactor, con la expresion derivada por Landau [41]. Pode-
mos considerar esta expresiéon como un caso limite a comparar para un campo eléctrico oscilante
en el limite w — 0. Ademas, si consideramos que el campo varia muy lentamente, podriamos
considerar en el exponente reemplazar |Ey| por |Eycos(wt)| y obtener una primera aproxima-
cién para el comportamiento exponencial para ionizacién con campo oscilante. Aqui subyace el
hecho de que la ionizacién serd maxima cuando el campo eléctrico lo sea. Ademads, la tasa de
ionizacion tendera a cero exponencialmente para campos muy chicos. Una primera conclusién
que se deriva de la ionizacién con campo eléctrico oscilante es que la mayor parte de la ioniza-
cién ocurrird para momentos cercanos a los maximos de campo eléctrico. Por ello, los andlisis

de tasas de ionizacion y trayectorias se centraran en electrones ionizados en dichos tiempos.
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Capitulo 3

Fotoionizacion atomica debida a un

campo eléctrico dependiente del tiempo

El objetivo principal de este trabajo es analizar la ionizacién atémica para un campo eléctrico
oscilante. Para resolver en forma cuantica, se plantea la ecuacién de Schrédinger dependiente
del tiempo, bajo la aproximacion de electron activo simple, que considera un soélo electron activo

por atomo,
0 -
15, 12(0) = HOIL()), (3.1)

a merced de un potencial efectivo radial V' (r) debido a su interaccién con el nicleo y el resto de
los electrones, como también del campo eléctrico del laser E (). La ecuacién 3.1 considera que
la intensidad del laser es lo suficientemente alta como para tratar al &tomo en forma cuantica y
al campo eléctrico de forma clasica. Esto se debe a que el niimero de fotones del campo eléctrico
del laser es muy grande comparado con el nimero de fotones absorbido por el atomo.

En el gauge de longitud (ver apéndice C), el hamiltoniano se escribe

_2
H= % + V() + E().7, (3.2)
—
0

donde Hj es el hamiltoniano atémico, con momento p y potencial coulombiano V(r), y H;
es el hamiltoniano de interaccién con el campo eléctrico en la aproximacién dipolar, la cual
considera que la longitud de onda es mucho mayor a las dimensiones atémicas. El hamiltoniano

de interaccién cumple que h’in H; =0, ya que el pulso laser tiene una duracion finita.
t—+oo
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Las soluciones del hamiltoniano atémico cumplen
0 5
15, 2(t)) = Ho(t)| @ (1)), (3-3)

y se suponen bien conocidas. Si consideramos la solucién |¥}) de la ecuacién (3.1) tal que
th |W) = |®f), y tomando [®;) como el estado inicial solucién de la ecuacién (3.3), podemos
—00

escribir la amplitud de transicién como

T_ 1fm (U5 (1)|®,(1)). (3.4)

t——o00
Utilizando integracion por partes se obtiene

7= i [ w0 je,0) (3.5

oo

la cual es una expresién exacta para la amplitud de transicion si |\I/JI) es exacta.

3.1. Aproximacion de campo fuerte

La ecuacion (3.5) no es mas que un mero hecho ilustrativo con ninguna practicidad, ya que
es necesario conocer la solucién de la ecuacién (3.1) para calcular el elemento de matriz de
transicién 7', y la misma no tiene una solucion analitica. Un posible método para resolverla es
de forma numérica [25]. Sin embargo, el método que usaremos en este trabajo sera aproximar
dicha soluciéon por un estado de Volkov, el cual es un autoestado del hamiltoniano de un
electron libre en presencia de un campo eléctrico (desarrollado en el apéndice C). De esta
forma, estamos asumiendo que la dindamica del electrén en el continuo se rige tinicamente por
el campo eléctrico, despreciando los efectos del potencial coulombiano. La expresion del estado

de Volkov en el gauge de longitud es

- 1 —i N i+ A(t)]F
\If;/(r,t) — —(27)3/26 SL(pitt) ilP+A®)- : (3.6)
donde A(t) es el potencial vector que cumple E(t) = —%, N
1t
Sunt) = [ 5+ Awrar 3.7
t/

es la accién clasica de un electrén libre en presencia de un campo eléctrico externo de modo tal

que se cumple la relacién

—

p=(t) — A(t), (3.8)
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donde p'es una constante de movimiento y es el momento generalizado del electrén, y 7(t) es
la velocidad del electrén. Ademads, al ser un problema tipico de scattering, se suele considerar
t' — —oo0.

Por otro lado, el estado inicial |®;(t)) evoluciona temporalmente con energia —I, de la forma
|®;()) = e'Pt|D,), (3.9)

en donde |®,) es el estado fundamental atémico. Con la expresién del estado de Volkov en el
canal final, dada por la ecuacién (3.6), podemos escribir la probabilidad de transicién de la

ecuacién (3.5) como

+o0
T=—i / dte S (51 A(t)| H,|®,), (3.10)

o0

donde la fase
S(p,t,t') = Lt (Ip + %[ﬁ+ fY(t”)]Q) dt” (3.11)
es la accion cldsica de un electrén en un campo eléctrico inicialmente con energia —1,,. Podemos
apreciar que bajo esta aproximacion la amplitud de transicién es del estilo de las integrales de
camino de Feynman. La accién involucra trayectorias electréonicas que interfieren entre si y la
probabilidad es igual a la superposicion coherente de todas ellas.
El factor que acompana a la exponencial en la ecuacién (3.10) tiene una expresién analitica
para el atomo de hidrégeno. Utilizando la expresion para el estado fundamental, la misma es
1 (21,)5/
VI (1, + L7+ An)]

(7 + A(t)|H; @) = (3.12)

Con esto, la expresién para la amplitud de transicion es

-(211))5/4 /+oo e—iS(p,t,t’)
T =i—F— dt = . 3.13
Vor S U3l AP 1

Considerando un campo eléctrico en la direccion Z, el denominador del integrando se puede

reescribir como
2
p, 1 | 0S(t)
I+ =2 4+=[p,+A)]? = —lp, +F AR = —2 3.14
o+ ol AP = T+ Sl + AP = (3.14)
I
en donde fp =1,+ %%’. Esto quiere decir que tener un momento perpendicular al campo no nulo

es analogo a incrementar el potencial de ionizacion.
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3.2. Aproximacion de punto silla

El argumento de la exponencial en la ecuacién (3.13) oscila muy répidamente. Por ello,
la integral es dominada por los tiempos en los cuales la fase es localmente estacionaria. Con
esta consideracion se puede aproximar la integral por una sumatoria sobre dichos tiempos.
Esta se denomina aprozimacion de punto silla (SPA), y estd basada en la aproximacién de
fase estacionaria [42]. Dichos tiempos, notados tgp, serdn interpretados como los tiempos de

ionizacion, y cumplen la ecuacién de punto silla

a5
ot

= % [p- + A(tsp)]* + I, = 0. (3.15)

lsp
Notemos que, a diferencia de los casos estudiados previamente, ahora tenemos méas de un tiempo
de ionizacion, etiquetados con el subindice SP, si consideraremos que el potencial vector A(t)

es sinusoidal con N ciclos. Entonces, la integral de la ecuacion (3.13) se puede aproximar como

+oo L —iS(p,t,t) —iS(tsp)
/ Ny Z S (3.16)
oo S(t) 57 S(tsp)
La expresién de la segunda derivada de la accién 82%&2“’ ) es
S(tsp) = [p: + Altsp)|E(tsp) = \/2L,|E(tsp)|, (3.17)

donde hemos usado la ecuacién de punto silla 3.15. Entonces la expresién final de la amplitud

de transicion queda
( Ip)5/4 e—is(tsp)

2
2\/171) SZP [E(tsp)|’

en donde la sumatoria se realiza sobre todos los tiempos de ionizacién. Esta expresion es vali-

T=—i

(3.18)

da en el gauge de longitud. Para el gauge de velocidad, su expresion es ligeramente distinta
(apéndice D), lo cual evidencia que la aproximacién de campo fuerte no es invariante de gauge.
Ambas expresiones difieren iinicamente en un prefactor, por lo que la dependencia exponencial
de la matriz de transicion es la misma en ambos gauges.

En la ecuacién (3.18) la sumatoria se realiza sobre la accién de trayectorias electrénicas
semicldasicas, es decir, trayectorias de electrones que ionizan en los tiempos de ionizacion tgp las

cuales son soluciones de la ecuacién (3.15). Dichas trayectorias son las que minimizan la accién,
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por lo cual, en la interpretacion de Feynman, seran las trayectorias clasicas mas probables. Sin
embargo, son denominadas semicléasicas debido a que, al sumar la contribucién de todas las
trayectorias, obtendremos interferencias cuanticas, constructivas y destructivas, entre ellas.

Para calcular dichos tiempos, consideremos un campo eléctrico linealmente polarizado de la

forma E = E,cos(wt)2, en donde el potencial vector vale A = — L0 gin(wt)2. Definimos
w
L 3.19
u=pag (3.19)

como la componente paralela al campo del momento generalizado del electréon en su forma

adimensionalizada. De esta manera la ecuacién (3.15) se expresa

[u — sin(wtgp)]* = —72, (3.20)
en donde
2 2, 2
9 W= 2 , Pp¥
EZTP E2

siendo 7 el parametro de Keldysh discutido en la introduccion, el cual aparece naturalmente
en este formalismo.

Para cada valor de u existen dos soluciones por cada ciclo 6ptico debido a que la funcién
seno adquiere dos valores iguales en cada periodo. Debido a ello, los tiempos de ionizaciéon se
notan tgp = tfﬁ), en donde m = 1,..., N indica el nimero del ciclo éptico y a = 1,2 denota
a los dos tiempos por cada ciclo. Estas soluciones representan los tiempos en que la accién
del electréon es estacionaria, y dominan la ionizacién. Llamaremos t; = ¢y + ¢7p a una de las
soluciones para el primer ciclo éptico (m = a = 1). Para los demés ciclos, etiquetados con el
subindice m, la solucion es tg) =1t + %Tm, con 1 < m < N. La segunda solucién en el mismo
ciclo éptico vale {2 = z_ b,

Si restringimos a p, = 0 la ecuacién (3.20) queda expresada
sin(wt;) = u + i7. (3.22)

Para generalizar, simplemente se reemplaza I, por I,. De la ecuacién (3.22) se deduce que la
expresién formal méas general para las soluciones de la ecuacién es

1
t; = —sin~H(u + ). (3.23)
w
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Para despejar las partes real y la imaginaria separamos el seno de un nimero complejo y

obtenemos dos ecuaciones

sin(wtg) cosh(wrr) = u,
(wto) T) (3.04)

cos(wtp) sinh(wrr) = 7,
en donde consideramos t; = tg + ¢7p. En primer lugar, para comprender el rol de cada com-
ponente del tiempo complejo supongamos que ambas partes, real e imaginaria del mismo, son
pequenas. Eso lleva a que

to +itr ~ —(u + i), (3.25)

gl

lo cual muestra que hay dos fuertes relaciones. Por un lado, la parte real del tiempo se rela-
ciona con el momento paralelo del electron. Por otro lado, la parte imaginaria tiene una fuerte
conexion con el pardametro de Keldysh y sera la principal protagonista de la dindmica de ioni-
zacién debajo de la barrera. Ademads, la misma se relaciona con el momento perpendicular p,
al generalizar v — 4 = /72 + ;—22]9/2).
0
La componente en Z de la ecuacion (3.8), recordando que u es la componente del momento

generalizado adimensionalizado paralela al campo, queda expresada

p. = a2 — 2y — AQ). (3.26)

w

Esto implica que si u = 0 la ionizaciéon ocurre en los maximos del campo eléctrico, siendo un
caso de gran importancia segun lo expresado en la ecuacién (2.32).
En particular, si u = 0, mediante la ecuacién (3.23) el tiempo de ionizacién queda puramente

imaginario, y su expresion es

ti = iTT =

sinh !y ~In(y++/2+1)
i =1 " : (3.27)

w

Como la mayor parte de la ionizaciéon ocurre con u = 0, podriamos tomar una aproximacion
de las ecuaciones para los tiempos con |u| << 1, es decir, |p,| << Ey/w. Como vimos, existe
una fuerte relacion entre la parte real de t; y u. Por ello, aproximar a primer orden en u implica
aproximar wty al mismo orden. Entonces, a primer orden, sin(wty) =~ wty, y cos(wty) ~ 1, por
lo que

wtg cosh(wrr) = u,

(3.28)
sinh(wrr) = 7.
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La solucion del tiempo de ionizacion es entonces

inh™* » ] V2 +1
f = — S D LV D (3.29)
w

+1 =

w1+ 2 w Eg\/1 + 2

Dicha ecuacién nos da una correccion para el valor de la parte real del tiempo de ionizacién
respecto al caso u = 0 pero no para la parte imaginaria, la cual tendria correcciones recién a

segundo orden en u, las cuales despreciamos.
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Capitulo 4

Dinamica cuasiclasica

En este capitulo estudiamos la dindmica cuasiclésica de los electrones para un campo eléctri-
co oscilante, resolviendo la ecuaciones de Newton para el sistema. Debido a la simetria cilindrica
del sistema, reducimos el problema de tres dimensiones a dos dimensiones, tomando la coorde-
nada z como la paralela a la direccién de polarizacién del campo eléctrico y la coordenada p
como la perpendicular. Consideramos en este caso un campo eléctrico linealmente polarizado

de la forma

E(t) = Eqcos(wt)?. (4.1)

4.1. Simple Man’s Model

Un modelo simple que trata la dindmica cuasiclasica de fotoionizacion en el régimen de
tuneleo es el denominado Simple Man’s Model (SMM). El mismo postula que la ionizacién es
instantanea y ocurre a un tiempo %y real, con una tasa de ionizaciéon semiclasica dada por el
modelo ADK [24]. Alli, el electrén emerge de la barrera con velocidad nula en el origen, es decir,
en 7 = 0, por lo que considera un ancho de la barrera nulo. A partir de alli, la dindmica es clésica,
regida tnicamente por el campo eléctrico, despreciando el efecto del potencial coulombiano del
nucleo.

La ecuaciéon de Newton para el movimiento paralelo al campo se expresa

Z(t) = —Ep cos(wt). (4.2)
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Integrando dicha ecuacién con la condicién inicial 2(t = t) = 0, la expresién para la velocidad
queda

(1) = —% fsin(wt) — sin(wto)] (4.3)

La velocidad media a lo largo de un ciclo del laser con la que se propaga el electrén vale entonces
E

< 2(t) >= 2 sin(wto) = vp, (4.4)
w

y se la denomina velocidad de deriva. Con esta definicion, la expresion de la enegia cinética es

E? 2 F
T(t) = 2—;2 sin?(wt) + UTD — UOUD sin(wt), (4.5)
y su valor medio temporal vale
E? ? v?
<T>=24+2=0y,+-2 4.6
4w? * 2 r 2 (4.6)
Alli definimos la energia ponderomotriz U, = % como el valor promedio de energia que

adquiere el electréon en un ciclo del laser. Cuando el electrén llega al detector, ubicado en
el infinito!, la energia que se mide es T' = %, ya que el electron no oscila méas después de que
se apaga el ldser. De la ecuacién (4.4) es facil comprobar que dicha energia cinética es menor
a dos veces la energia ponderomotriz, i.e., T' < 2U,. Dicha cota se denomina energia de corte.
Sin embargo, a mediados de los 90, al considerarse procesos de recolision se corrigio este valor
de energia hasta energias de corte del orden de 10U, [43, 44].

Finalmente, integrando la ecuacién (4.3) considerando z(t = t5) = 0, la ecuacién para la
trayectoria es

z(t) = % [cos(wt) — cos(wty)] + vp(t — to). (4.7)

Si consideramos que el electron ioniza en un maximo del campo eléctrico, es decir, ty = 0, por

la ecuacién (4.4) vale que vp = 0, con lo que la trayectoria queda expresada

E
2(t) = w_g [cos(wt) — 1], (4.8)
y su valor medio es
Ey

'El detector ubicado en el infinito refiere a que se halla a una distancia del 4tomo mucho mayor que las

dimensiones atémicas caracteristicas, en donde el campo eléctrico se encuentra apagado.
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Figura 4.1: Tiempos de tonizacion por cada ciclo éptico.

en donde «a se denomina amplitud de oscilacion.
El Simple Man’s Model considera que el potencial de ionizacién es I, = 0. Es por ello que
el ancho de la barrera en este caso es nulo. Por ello, con la ecuacién (3.15) los tiempos de

ionizacion de este modelo son los que cumplen la relacién
Aty = —p,. (4.10)

En la figura 4.1 graficamos dichos tiempos, evidenciando que hay dos por cada ciclo del ldser.
Ahora procederemos a realizar una mejora a este modelo, partiendo de condiciones iniciales

mas realistas al considerar el recorrido del electron bajo la barrera.

4.2. Modelo cuasiclasico

Procedemos a plantear las ecuaciones de Newton para el movimiento del electrén conside-
rando como tiempos de ionizacién las soluciones de la ecuacién de punto silla (3.15), o equiva-

lentemente, la ecuacién (3.23). La interpretacién que realizamos de los tiempos de ionizacién
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complejos t; = tg + i7r en el contexto del modelo cuasiclasico planteado en este trabajo es la

siguiente:

1. El electrén no es afectado por el campo eléctrico del laser hasta un tiempo igual a la parte
real del tiempo de ionizacién. Es decir, para t < £, el electron permanece en su estado

ligado con energia —1I,,.

2. Luego, a tiempo t; el &tomo comienza a ionizarse, y mientras transcurre tiempo complejo,
manteniendo su parte real ¢y constante, la parte imaginaria disminuye desde 71 hasta 0.

El electrén transita la regién bajo la barrera (primer tramo en la figura 4.2).

3. Al anularse la parte imaginaria del tiempo, el electrén emerge de la barrera y continda su
dindmica con tiempo real t > t; influenciado inicamente por el campo eléctrico del laser,

de acuerdo a la aproximacién de campo fuerte (segundo tramo en la figura 4.2).

Im t

iTT _____ ti

Movimiento debajo
de la barrera

to t Re t

Dinamica del electron libre

Figura 4.2: Plano complejo temporal.

Los tiempos de ionizacion tienen su rol en las condiciones iniciales desde las cuales integra-
mos la ecuacién de Newton. Se obtienen trayectorias a partir del instante t; en que el electrén
comienza a transitar bajo la barrera, es decir, su evolucién a partir de dichos tiempos. Debido

a que consideramos tiempos complejos, es inherente a la dinamica del proceso de ionizacién
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que el electrén posea, transitoriamente mientras atraviesa la barrera de potencial, trayectorias
y momentos complejos. La razén fundamental de ello es que, cuando el electrén se halla bajo
la barrera de potencial, la energia cinética del mismo es negativa, lo cual lleva a considerar
necesariamente, dentro de la dindmica cuasiclasica, velocidades imaginarias. A pesar de todo
esto, es necesario que dichos valores sean reales para el movimiento fuera de la barrera, de
acuerdo a la mecanica clasica tradicional.

Resolvemos para un campo eléctrico en la aproximacién dipolar polarizado linealmente en
la direccién Z dado por la ecuacién (4.1). La dindmica para la coordenada perpendicular p es
trivialmente p = 0, lo que lleva a considerar al momento perpendicular del electrén p = p,
como una constante de movimiento.

La ecuacién de Newton para la coordenada z con la que trabajaremos es la ecuacién (4.2)
Dicha ecuacion expresa la aceleracion del electron en funcién del tiempo bajo la influencia
del campo eléctrico una vez que despreciamos la fuerza de Coulomb ejercida por el nicleo.
Entonces, podemos analizar la aceleracion bajo la barrera parametrizando el tiempo complejo
bajo la barrera t =ty +i7 con 0 < 7 < 7. Asi, obtenemos que el electron estd sometido a una

fuerza compleja de la forma
Z(tg +i1) = —Eq cos|w(tg + iT)] = — Ep cos(wtp) cosh(wT) + i Ep sin(wtp) sinh(w7).  (4.11)

Podemos apreciar aqui que, bajo la barrera, el electrén estd sometido a una fuerza con com-
ponente imaginaria no nula. Es de esperar, por ende, que el mismo describa trayectorias y
velocidades complejas.

Primero, resolvemos la ecuacién (4.2) para un valor de momento paralelo p, arbitrario.

Segun la ecuacién (3.26), la expresion de la velocidad del electrén es

(t) = p+ At) = ps — % sin(wt). (4.12)

Con estas consideraciones, calculamos la trayectoria integrando la ecuacién (4.12). Aqui toma-
mos que el electrén en el tiempo de ionizacion se encuentra en el origen, ya que la aproximacién
de campo fuerte es equivalente a reemplazar el potencial coulombiano por una delta de Dirac
centrada en z = 0 (ver figura 2.6). Por ende, tomamos z(t = t;) = 0. Finalmente, integrando la

ecuacién (4.12), la expresién de la trayectoria es

(t) = pult — 1) — 22 /t sin(wt') e’ (4.13)

w
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Ahora procedemos a calcular las trayectorias y velocidades, particularizando para los casos en
que el momento paralelo es cero (u = 0), y el momento paralelo es distinto de cero pero pequeno
(Ju] << 1), que son los que dominan la dindmica de la ionizacién ya que refieren a ionizacién

en tiempos cercanos a los maximos de campo eléctrico.

4.3. Ionizacién en maximos de campo eléctrico (u = 0)

El caso v = 0, es decir, p, = 0, implica que los electrones que emergen de la barrera en
los méximos de campo eléctrico lo hacen con momento final nulo. Con la ecuacién (4.12), la
expresiéon de la velocidad es

At) = —% sin(wt). (4.14)

Para este caso, el tiempo de ionizacién es puramente imaginario y vale t; = 47y, en donde

1 —1 .,
mp = 7 Por ello, la ecuacién (4.13) se expresa
w )

E t
2(t) = _UO/ sin(wt')dt’, (4.15)
T

integrando desde un valor imaginario hasta un valor real. La integral de la ecuacién (4.15) se
calcula mediante un camino que recorra el eje imaginario, desde 7 hasta 0, y luego el eje real
desde 0 hasta ¢, como el descripto en la figura 4.2 tomando t, = 0. Por ende, dividimos la
integral en dos partes,
t 0 t
/ sin (wt')dt’ / sin(wt')dt’ + / sin(wt') e’ (4.16)
i irp 0
Mediante una sustitucién en la primera integral, considerando ¢ = it’ y renombrando a la
variable de integracion t’, se muestra que es posible escribir la integral como

) = 20 [ /0 " sinh(wt)dt + /0 t sin(wt’)dt’] | (4.17)

w

Este resultado es una muestra de que el electréon transita, durante un tiempo igual a la parte
imaginaria del tiempo de ionizacion, una distancia que es, en principio, la distancia recorrida
por el electréon bajo la barrera. La misma es una distancia efectiva dada por el hecho de que
la barrera no es estética, sino que oscila en el tiempo. Posteriormente, el electrén emerge de la

barrera y oscila debido al campo eléctrico del laser. Resolviendo la integral, y usando la expresion
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de 77 obtenida en la ecuacién (3.27), se obtiene el siguiente resultado para la trayectoria del

electron para un tiempo arbitrario

A(t) = % cos(wt) — 721 1) (4.18)

La ecuacién (4.18) es extendible facilmente al caso en que p, # 0 reemplazando 7 por 7. De

esta forma, obtenemos

2,2
wp;

Eq
2(t) = = lcos(wt) — \/72 + N7l +1

Considerando el caso p, = 0 y si promediamos en el tiempo, hallamos el valor medio de la

(4.19)

posicién de oscilacion del electrén

E
< z(t) >= —w—g\/ 1+72=—ay/1+72 (4.20)

que provee una correccién al Simple Man’s Model dado por la ecuacién (4.9) y coincide con la

misma en el caso que v =0

4.3.1. Dinamica bajo la barrera.

Vamos a estudiar ahora la dindmica del electrén debajo de la barrera, recordando que alli
el tiempo transcurre a lo largo del eje imaginario. Para analizar las expresiones de velocidad
y trayectoria durante el tuneleo parametrizamos el tiempo imaginario como ¢t = ¢7, donde 7
adquiere valores desde 7 al entrar a la barrera, hasta 0 a la salida de la misma.

En primer lugar, la expresiéon de la velocidad bajo la barrera se obtiene evaluando la ecuacion
(4.14) en tiempo imaginario, de forma tal que vale
sinh(wT)

S (4.21)

E
i(iT) = —i— sinh(wr) = —i\/21,
w

Este resultado expresa que la velocidad del electron bajo la barrera es imaginaria pura. Si

especificamos la velocidad en el tiempo de ionizacion t; = iTr obtenemos que

tirr) = —in/21,. (4.22)

Con esto, otra forma de expresar ambas condiciones iniciales del problema en el tiempo de
ionizacion es z(t;) = 0,y 2(t;) = —iy/2I, = —iv., en donde v, es el valor de velocidad clésica

dada por la ecuacién (1.5), en el instante de ionizacion.
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Veamos ahora la trayectoria debajo de la barrera, evaluando la ecuacién (4.18) en tiempos
imaginarios t = 7. Con esto, se obtiene la siguiente trayectoria, que, para este caso particular,

sigue siendo real incluso para tiempos imaginarios

z(iT) = £o [cosh(un‘) — m} . (4.23)

w?

4.3.2. Distancia recorrida bajo la barrera

Si tomamos que el electrén emerge de la barrera para t = 0, la posicién del electrén al final

del tuneleo sera
E
At =0) = =2 [1 V2t 1} , (4.24)
w

la cual es negativa debido a la fase del campo eléctrico en dicho punto, evidenciando que aqui
la barrera a tiempo t = 0 se forma para valores de z negativos. La distancia D recorrida por el

electrén serd el médulo de dicha expresion [45],

D= % [\/ﬁ - 1] . (4.25)

Es interesante notar que dicha distancia es distinta a cero, excepto para el caso v = 0, el cual
coincide con el SMM. Por otro lado, tomando el régimen de tuneleo (7 << 1) la distancia que

atraviesa el electron debajo de la barrera es

2
~ 20772 _ é_po (4.26)
Con la definicién de v, en este limite el resultado coincide con el resultado para la barrera
estdtica de la ecuacién (1.3). Por otro lado, notemos que este resultado es independiente de
la frecuencia del campo eléctrico. Esto expresa un concepto muy importante, que refiere a la
adiabaticidad en la dinamica del sistema. El electron recorre la misma distancia sin importar
la frecuencia (siempre y cuando se cumpla v << 1) debido a que en este régimen el electrén
tunelea mucho mas rapido de lo que tarda la barrera en oscilar. Esto hace que el proceso de
ionizacion sea adiabatico, es decir, que el electrén se adapte al movimiento de la barrera instante
a instante.
En el limite multifoténico (v >> 1) hallamos que la distancia que el electrén atraviesa
debajo de la barrera es
D ~ ifp, (4.27)

w
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la cual si posee una alta dependencia con la frecuencia, al contrario que el caso anterior, incluso
tendiendo a cero para frecuencias muy altas. Esto evidencia un comportamiento completamente
no adiabatico durante el proceso de ionizacion, en donde la barrera oscila mucho mas rapido
que el tiempo que tarda el electron en atravesar la barrera de potencial. Esto hace que el
electrén describa un movimiento efectivo afectado fuertemente por el movimiento de la barrera

de potencial que atraviesa.

4.3.3. Tiempo de ionizacion

El tiempo de ionizacién para u = 0 es t; = z@ En el régimen de tuneleo (7 << 1) vale

21,
Vi 4.2
By (4.28)

T =~

€12

que es igual al doble del tiempo clésico calculado en el capitulo 1 dado por la ecuacién (1.6),
i.e., T, = T, aunque las distancias recorridas en dicho tiempo si son iguales. La diferencia entre
ambos tiempos se entiende en que la velocidad del electrén bajo la barrera no es constante
como se asume en el capitulo 1, sino que, para v ~ w7t << 1 varia segin

E
i(it) = —i— sinh(wr) ~ —iEyT. (4.29)
w

Asi se evidencia que el médulo de la velocidad del electrén es v, = /21, inicamente al comienzo
de la ionizacién, decayendo linealmente luego. De esta forma, el valor medio de la velocidad
sera

E
<u.(r) >=i=gt

: (4.30)

y alli radica la razon de la diferencia entre ambos tiempos.

4.3.4. Energia cinética

Realizaremos ahora un analisis minucioso de la energia cinética en las tres etapas descriptas
al comienzo de la seccion.
Primero, previo a la ionizacién, el electrén posee energia total —1,,. Por el teorema del virial,

considerando que el electrén estd sometido a un potencial coulombiano V' oc 71, el valor medio
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de la energia cinética serd I,. Durante la ionizacién, parametrizando t = i, con 7 € (0, 7r), la
expresién para la energfa cinética utilizando la ecuacién (4.21) es

T=-1I, (M)Q (4.31)

la cual es consistente con el movimiento del electrén bajo la barrera, dado que la diferencia
entre la barrera de potencial y su energia total es negativa.

Otra cosa para remarcar es que en el tiempo de ionizacion la energia cinética vale —1I,,, por lo
cual hay una discontinuidad de la misma a t = ¢;. Esto se debe a que estamos suponiendo que a
partir del tiempo de ionizacion el campo eléctrico del laser domina la dindmica y despreciamos
el potencial Coulombiano, es decir, la energia potencial atémica se hace cero instantdneamente.
Esto hace que la energia cinética sea discontinua en t = ¢;. A pesar de esto, como se apaga el
potencial la energia cinética coincide con la total en este caso. Por ello, en ese punto, la energia

total vale —I, y esto hace que la misma sea continua en ese instante.

Energia cinética vs tiempo
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Figura 4.3: Energia cinética en funcion del tiempo, para w = 0,05 y v = 0,1.

Finalmente, luego de que emerge el electron de la barrera, para tiempos reales, la energia

cinética vale
2

By o - 2
T = 5,2 Sin (wt) = 2U, sin”(wt). (4.32)
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Para t = 0, la misma es continua y vale T'= 0 ya que la velocidad es nula para dicho instante.
Ademds podemos apreciar que el valor medio de 7' para tiempos t > 0 es U, lo cual es
consistente con la definicién de energia ponderomotriz.

En la figura 4.3 se puede apreciar cémo varfa la energfa cinética, para I, = 0,5 (4tomo de
hidrégeno), frecuencia w = 0,05, y un valor de v = 0,1. La regi6n central delimitada por lineas
punteadas se corresponde al electrén transitando tiempos imaginarios debajo de la barrera. El
electrén ligado tiene energia cinética constante igual a I,,. Al ionizar, se aprecia la discontinuidad
de la energia cinética, aunque su modulo es continuo, hasta que emerge en tiempo t = 0 con

pendiente cero (aceleracién nula) y comienza a oscilar bajo la accién del campo eléctrico.

4.3.5. Tasa de ionizacioén

Analizamos ahora el comportamiento exponencial de la tasa de ionizacion del sistema. Es-
to lo hacemos considerando de la ecuacién (3.18) sélo un tiempo de ionizacién, quedandonos
unicamente con el primer término de la sumatoria. Consideramos el primer tiempo de ioniza-
cion, el cual, para el caso u = 0, es puramente imaginario y vale ¢; = imp = z% En el
siguiente capitulo analizamos mas exhaustivamente los efectos de interferencia que provienen
de considerar los demas tiempos.

Tomando p, = p, = 0 por simplicidad, calculamos la accién dada por la ecuacién (3.11) del
(1)

electron para el tiempo ¢; =t;’ = ¢7p. La misma es puramente imaginaria y vale
Eg 2 1 wTr 1 .

Para calcular la probabilidad de transicién tomamos mddulo cuadrado a la amplitud dada por
la ecuacién (3.18), obteniendo

IT|? x exp(2Im[S(t;)]). (4.34)

Utilizando la expresion de la accién de la ecuacién (4.33), la probabilidad de ionizacién para
un valor de 7 arbitrario es
2

E, 1
IT|? o< exp {_w_g {(72 + 5) sinh ™'~ — % ~v2 4+ 1} } , (4.35)

el cual coincide con los resultados bibliogréficos [23].
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Para el limite de tuneleo tomamos v << 1, considerando el primer orden no trivial del

argumento de la exponencial. De esta forma obtenemos

2 (21,)%*
IT|? o exp {—g%} : (4.36)

la cual reproduce el resultado para un campo eléctrico estatico calculado en la seccion 2.2.
Este coincide con el calculado por Landau [41] y los resultados de las teorfas PPT [23] y ADK
[24]. Lo més importante que muestra la ecuacién (4.36) es la independencia del mismo con la
frecuencia del laser, consistente con un régimen adiabatico del electrén en el campo eléctrico
oscilante, en el cual la barrera de potencial oscila mucho mas lento que el tiempo que tarda el
electron en atravesarla.

Por otro lado, en el limite multifoténico (v >> 1) obtenemos
2 2117 Ip
IT] o B*% o I% =1 (4.37)

En primer lugar, este resultado muestra una fuerte dependencia de la tasa de ionizaciéon con
la frecuencia, expresando un régimen altamente no adiabético. Adicionalmente, el resultado es
proporcional a la intensidad del laser elevado a I,/w = n, en donde n es el nimero de fotones
absorbidos por el electrén para adquirir una energfa I, e ionizar. De esta forma se evidencia el
comportamiento multifoténico y perturbativo en este régimen, ya que admite un desarrollo en

potencias de v~ de la forma

|T|? o< y—2". (4.38)

Este régimen esta bien caracterizado con teorias perturbativas, aplicado a laseres de baja in-
tensidad.

En la figura 4.4 (a) graficamos la tasa de ionizacién dada por la ecuacién (4.35) en funcién
del campo eléctrico. En la misma podemos apreciar cémo la misma tiende a 1 para campos
altos (régimen de tuneleo), el cual es un comportamiento esperado y reproduce el resultado
dado por la ecuacién (4.36), mientras que para campos pequenos (régimen multifoténico) el
comportamiento es el dado por la ecuacién (4.37) y la probabilidad tiende a cero.

Por otro lado, en la figura 4.4 (b) se grafica la tasa de transicién en funcién de la frecuencia.
Para frecuencias altas, el sistema se halla en el régimen multifoténico y la probabilidad de

transicién tiende a 1 segun la ecuacién (4.37), ya que la energia de los fotones en este caso
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Figura 4.4: Tasa de ionizacion en funcion del campo eléctrico (a) y frecuencia (b). En el primer caso,

se utilizo w = 0,05, y en el seqgundo caso, un valor de Eg = 0,05.

tiende a ser mucho mayor al potencial de ionizacién. Por otro lado, para frecuencias bajas el
régimen es el de tuneleo, dado por la ecuacion (4.36), en donde el comportamiento del sistema
es independiente de la frecuencia. Por ende, la probabilidad es constante, y el mismo se halla

en un régimen adiabatico.

4.4. Ionizacién fuera de los maximos de campo eléctrico

(u #0)

Analizamos ahora el caso u # 0 considerando |u| << 1, es decir, la ionizacién en momentos
cercanos a los maximos de campo eléctrico, que es donde la ionizacion es maxima. En este caso,
el electron va a emerger de la barrera de potencial a un tiempo ty # 0. Recordemos que la

solucién de la ecuacién (3.20) del tiempo de ionizacién para |u| << 1 es

. h_1
bt iy = S0 0) (4.39)

w72+ 1 w

Notemos que, a este orden de aproximacién, hay una correccion a la parte real del tiempo de

ionizacion respecto al caso u = 0, la cual ahora es no nula. La correccion a la parte imaginaria
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es de orden O(u?), y la despreciamos.

La condicion inicial que usamos en este caso es que el electron emerge a tiempo t = tg, igual
a la parte real del tiempo de ionizacion. Mientras transcurre debajo de la barrera, el electréon
transita tiempo imaginario desde i7 hasta 0, manteniendo su parte real constante ¢, hasta que
finalmente emerge en t, con velocidad 2(t = (). A su vez, con la ecuacién (3.26) del momento

generalizado podemos escribir a primer orden

2(to) = p. (1 - ﬁ) | (4.40)

La misma se puede expresar en los dos limites de tuneleo y multifoténico como

5(to) = 5 (4.41)
y
Z(to) = p2, (4.42)
respectivamente.

La ecuacion (4.12) que da la velocidad del electrén se puede escribir como
E
i(t) = ——sin(wt) + ps, (4.43)
w

en donde p, es la velocidad con la cual los electrones llegan al detector ubicado en el infinito,
cuando el pulso de campo eléctrico ya esta apagado, es decir, es la velocidad de deriva.

La ecuacion de la trayectoria para t > ty debe ser real. Para ello, imponemos que el electron
al emerger de la barrera haya recorrido una distancia real D igual a la distancia recorrida bajo
la barrera en el caso u = 0, dada por la ecuacién (4.25). Esto se debe a que el campo eléctrico
vale

E(ty) = Eycos(wty) ~ Ej, (4.44)

es decir, a primer orden la barrera no se habra modificado respecto a la situacion anterior. Esto
hara que su trayectoria para t > t sea real, lo cual es lo que buscamos.
La condicién inicial a pedir al integrar la ecuacién (4.43) es entonces
Ey
2t = to) = — ( VR 1) - D, (4.45)
w

46



donde, segun la ecuacién (4.25), D es la distancia recorrida por el electrén bajo la barrera en
el caso u = 0, y tiene una dependencia con . Con esta condicién, al realizar la integral de z()

en la ecuacion (4.43), obtenemos la trayectoria
Eo
2(t) = =D + —; [cos(wt) — cos(wty)] + p=(t — to), (4.46)
w

que es valida para un valor de p, arbitrario, y real para tiempos mayores a ty. Reemplazando

1 i6n (4.4 = —=
a expresion (4.46) con tg Wy a orden u obtenemos

2(t) =—D + % [cos(wt) — 1] + p,t, (4.47)

en donde se puede ver que para t =ty a O(u) se recupera la condicion inicial pedida. Podemos
apreciar que, para tiempos reales mayores a tg, la trayectoria es efectivamente real, lo cual era

lo buscado.

4.4.1. Dinamica bajo la barrera

Analicemos ahora la dinamica del electrén debajo de la barrera. Para hacer esto, evaluamos
la expresién dada por la ecuacién (4.47) en un tiempo complejo ¢ = to+i7, en donde 0 < 7 < 7.

La ecuacién (4.47) se puede escribir como
. Ey
Re[z(to +iT)] =~ —D + —; [cosh(wT) — 1], (4.48)
w

_ sinh(wT)
vVt

Notemos que durante el tuneleo, el electrén transita posiciones complejas durante tiempos

Im[z(tg +i7)] =~ = : (4.49)

complejos.

En primer lugar, la parte real de la trayectoria dada por la ecuacién (4.48) no posee infor-
macién de la velocidad de deriva, debido a que ese término es de orden cuadratico en u. Por lo
tanto, dicha velocidad no juega un papel significativo durante el tuneleo del electrén. Por otro
lado, si evaluamos la parte real de la trayectoria en el tiempo real en el que el electron emerge

de la barrera, obtenemos lo pedido en la condicion inicial

Relz(ty)] = —D. (4.50)
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Ademsds, si calculamos la posicién en el tiempo de ionizacién dado por la ecuacién (4.39)
obtenemos

Re[2(t))] = —D + D = 0. (4.51)

Por lo tanto, la parte real de la trayectoria se anula al comenzar la ionizacién, lo cual es
consistente con el hecho de que el electrén se halle en posicion real 0 al ionizar.
Por otro lado, podemos ver que cuando el electrén emerge de la barrera en t = ¢y (7 = 0)

la parte imaginaria de la posicion se anula, i.e.,
Im[z(ty)] = 0, (4.52)

que es lo que buscabamos al imponer la condicion inicial pedida. Pero durante el tuneleo, la
parte imaginaria de la posicién toma valores no nulos, evolucionando en el tiempo complejo.

En particular, para el tiempo de ionizaciéon la misma vale

m[z(t;)] = 2 |sinh~} () — ——L

- \/ﬁ . (4.53)
Se puede observar en la figura 4.5 que variando Ej, y manteniendo I, = 0,5 y w = 0,05
constantes, con u = 0,001, para ambos limites (tuneleo y multifoténico) la parte imaginaria de
la trayectoria tiende a anularse, y que incluso existe un valor de vy para el cual ésta adquiere un
valor méaximo. Calculado numéricamente, este valor es Ve = 2,92. Es importante notar que
este valor no depende de ningtin parametro del problema sino que es un resultado general.

En la figura 4.5 se aprecia ademas como varia la parte imaginaria de la trayectoria en funcién
del tiempo imaginario 7, dejando fija la parte real, es decir, mientras el electréon esta transitando
debajo de la barrera. Podemos apreciar como ésta decrece, hasta que, finalmente al emerger, se
anula.

En la figura 4.6 (a) se grafica la parte real de la trayectoria mientras el electrén se encuentra
debajo de la barrera, a la izquierda de la linea punteada, dada por la ecuacién (4.48). Se puede
notar que al orden considerado, la misma no depende del valor de u. Ademads, al emerger, es
decir, a t = tg, el electrén recorrié una distancia D. A partir de dicho tiempo (que depende del
valor de u segun la ecuacién (4.39)) el electrén continta su dindmica segun la ecuacién (4.47),

lo cual se grafica en la figura 4.6 (b). Para el caso u = 0 oscila en torno a un punto medio dado
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Figura 4.5: Evolucion temporal de la parte imaginaria de la trayectoria, con wvalores w = 0,05 y

u = 0,001.

por la ecuacién (4.20). Ademds, en la figura podemos notar que para ciertos valores de u las
trayectorias vuelven al origen en algtin tiempo, llevados nuevamente por el campo eléctrico. Esto
lleva a la posibilidad de recombinacion del a&tomo en z = 0, emitiendo radiacion de frecuencias
pertenecientes a armonicos altos del laser pulsado al que se lo somete, en un proceso denominado
generacion de armdnicos altos (HHG). Este fenémeno, observado experimentalmente a fines de
la década del 80 [46], ocurre debido a que, luego de ionizar, el potencial debido al campo
eléctrico se invierte, ocasionando que, bajo ciertas condiciones, el electrén retorne al nicleo.
El modelo més simple para estudiarlo es el denominado modelo de los tres pasos [47, 48]. Este

fendémeno no es, sin embargo, objeto de estudio del presente trabajo.

Analicemos ahora la velocidad bajo la barrera. Tomando la expresién dada por la ecuacion

(4.43) y evaluandola en tiempo t = o + i7, obtenemos

: T) = — —cosh(wr) — — i% sinh(wT
Z(to +1i1) = —p; (m 1) - h(wT). (4.54)

Para 7 = 0 reobtenemos la primera condicién inicial que pedimos dada por la ecuacién (4.40),
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Figura 4.6: Parte real de la trayectoria para distintos valores de u, mientras transita la region bajo la

barrera (a) y luego de emerger de la misma (b), con valores de I, = 0,5, w = 0,05 y Ey = 0,05.

la cual es puramente real. Para el tiempo de ionizacién, la velocidad es imaginaria pura y vale

E
Ht) = —i— = —i\ /2L, (4.55)

w
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Figura 4.7: Evolucion temporal de la velocidad compleja para distintos valores de .

que es compatible con la energia de un atomo igual a —1,,.

En resumen, el electrén entra a la barrera con velocidad imaginaria y mientras penetra la
barrera su velocidad es compleja (teniendo parte imaginaria y parte real). Pero al emerger, la

parte imaginaria de la velocidad se anula, y el electrén sigue su movimiento con velocidad real.

En la figura 4.7 se grafica la velocidad compleja para cuatro valores distintos de v, con
w = 0,05 y u = 0,001. Notemos que la velocidad con la que el electron emerge de la barrera,
notada en el gréfico como v, crece con 7, y es de orden 10, En particular, para v — 0, la
velocidad bajo la barrera es imaginaria pura, de modo que emerge con velocidad nula. Esto
concuerda con el Simple Man’s Model (7 = 0), en el cual la velocidad del electrén es inicialmente

cero.
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4.4.2. Energia cinética

Analicemos ahora mas exhaustivamente la energia del electrén. Con la expresién de la
velocidad para t > t, dada por la ecuacién (4.43), para un u arbitrario obtenemos la energia
cinética
2(t) _ Ej E P

5 = 2t sin?(wt) — 210230 sin(wt) + 5 (4.56)

T =
Si tomamos el promedio temporal en un ciclo, con la definiciéon de u obtenemos
2

<T>=U,+ %. (4.57)

Esta expresién es consistente con el Simple Man’s Model, y expresa la energia ponderomotriz,
que es la energia media que adquiere el electréon en un ciclo, con el término adicional de deriva
provisto por el momento paralelo del electron.

Veamos la energia debajo de la barrera con la expresion de la velocidad para tiempos

complejos calculada anteriormente. A orden u, obtenemos

22

T = 3(7') = —2U, Sinh2<w7') + i4pZEiUp sinh(wT) [
0

cosh(wr) _ 1] . (4.58)

NS

Podemos corroborar que para el tiempo de ionizaciéon la energia cinética también es real y vale
T(t;) = —1,, (4.59)

lo cual es, como es de esperar, igual a la energia del electrén ligado, evidenciando la continuidad

de la energia total en ese instante.

52



Capitulo 5

Dinamica semiclasica: interferencias

cuanticas de trayectorias

En este capitulo analizamos la interferencia entre todas las posibles trayectorias dadas por
la dindmica cuasiclasica calculadas en el capitulo anterior, al estilo de las integrales de camino
de Feynman [49], a partir de las expresiones que se derivan para las tasas de ionizacién del
sistema. Debido a dicha interferencia, la dinamica aqui es denominada semicldsica.

Retomando la expresiéon para la amplitud de transicién de la ecuacién (3.18), obtenida
utilizando la aproximacién de campo fuerte y la aproximacion de punto silla, podemos notar
que la misma es proporcional a una sumatoria de exponenciales complejas de la accién clasica
del electrén evaluada en los tiempos de ionizacion. Por ello, previo al célculo de la amplitud de
transicién veamos la expresion de esta accidén. Para un campo eléctrico E = Eq cos(wt)z, ésta

se puede expresar como

2 2

- E t E t
S(t,t) =Lt —t') + —0/ [u — sin(wt”))* dt” = =% [iQ(t —t') + / [u — sin(wt”)]* dt" | ,
4 4

2w? 2w?

(5.1)
en donde ¥ = -/ 2L,y u= E2. Al calcular la integral de la ecuacién (5.1), la accién se puede
escribir como

S(t,t) = 5(t) — S, (5.2)
en donde definimos
S(t) = E—g P+ L [2(2u” + 1)wt + 8u cos(wt) — sin(2wt)] (5.3)
2w? 4w ' '
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Si consideramos ' — —o0, la accién evaluada en dicho tiempo es puramente real, y como ya se
analizo en el capitulo 2, a pesar de diverger, dicho término no contribuira a la probabilidad de
ionizaciéon, por lo cual lo podemos obviar.

A orden lineal en u, la parte imaginaria de la accién para todos los tiempos de ionizacién

es la misma, y vale
E2 1 1
Im[S(t;)] = 2]p7'T + —wrpr — = sinh(2w7r) |, (5.4)
E; 4 8
en donde 7 = % es la parte imaginaria del tiempo de ionizacién a este orden, dada por la
ecuacion (3.29).
Bajo las aproximaciones de campo fuerte y punto silla, la expresion de la amplitud de

transicion resulta

SiRL &

- L g o
2\/>|E )| m=la=12

) representa los tiempos de ionizacién soluciones de la ecuacién (3.15). Alli, el

en donde tﬁi‘
subindice m = 1, ..., N representa el nimero del ciclo del laser, mientras que el superindice
a = 1,2 denota el primer y segundo tiempo de ionizacién en cada ciclo, respectivamente, como
se ilustra en la figura 4.1, de modo tal que el niimero total de tiempos de ionizacién es 2/N.

Alli, t; = tg+ i1 es el primer tiempo de ionizacion, tal que t; = tgl)

. Notemos ademas que, por
la periodicidad del coseno, el médulo del campo eléctrico es el mismo para todos los tiempos
de ionizacion, por lo que en la ecuacién (5.5) salié factorizado de la sumatoria.

Para simplificar la notacién llamamos S (t&?)) = 5. Con esto, definimos dos cantidades

~ Re(S}) + Re(S2)

Sy = ; 5.6
. (56)
y
AS,, = Re(S}) — Re(S2). (5.7)
Con estas definiciones, el factor de la suma en la ecuacién (5.5) se puede escribir como
N N N
(e% - O m m ASm _;Q
Z Z —iS5, _ ,—Im[S(t;) Z o~ t5m ( -85 + ¢ = > — o~ Im[S(t:)] Z 2 oS < : ) o—iSm
m=1a=1,2 m=1 m=1
(5.8)
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El primer factor sale de la sumatoria debido a que la parte imaginaria de la accién es la misma
para todos los tiempos de ionizacién. Se puede verificar que la accidn acumulada AS,, entre t}
y t2, tampoco depende de m, por lo que también se puede factorizar en la sumatoria, obteniendo
N N
) AS -
—iSg _ _—Im[S(t;)] = —iSm
SV e zcos(Q)Ze | (59)
m=1a=1,2 m=1

Ademas, es posible reescribir la accion media S, de la forma

Spn =Sy —mS, (5.10)

donde
Sp = —% [I},+Up+p§], (5.11)
S*:%T {fp+U,,+%g] (5.12)

En base a estas cantidades, y simplificando las fases globales, con la ecuacién (5.5) podemos

escribir la probabilidad de transicién como

C(t:))?4 cos® (%)

El ultimo factor de la ecuacién (5.13) es una suma geométrica y se expresa como

> ()"

m=1

|T|2 _ e—QIm[S(ti)]

, (5.13)

N o ) . NS
3 (ei5> _ o Sn(E) ), (5.14)

m=1 sin(g)

por lo que la expresién final de la probabilidad de transiciéon queda

&\ 2
— ASY (sin(%?)
L'(p) —_——— 2
F@) B(p)

El factor I'(p) = e~ 2@ provee el comportamiento exponencial de la tasa de ionizacion y es
el expresado en la ecuacién (4.35), el cual ya fue analizado en la seccién 4.3.5. Por otro lado, los
factores F'(p) y B(p) son factores de interferencia entre todas las posibles trayectorias electréni-
cas. La funcién F(p) representa la interferencia entre trayectorias dadas por los dos tiempos
de ionizacién de cada ciclo, y es denominada interferencia intraciclo. A su vez, la interferencia

entre trayectorias dadas en tiempos de ionizacion de distintos ciclos estd representada por la
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funcion B(p) y es llamada interferencia interciclo [50]. Ahora analicemos por separado cada
uno de los factores.
El primer factor se expresa

(21,)3 1
Al, E§(v*+1)

C(t)]* = (5.16)

y sera un factor de modulacion que no afectard al comportamiento general del sistema. El factor
de intraciclo F(p) no depende del ntimero de ciclos N del laser, representando la interferencia
entre cada par de trayectorias de un mismo ciclo éptico. Y respecto al factor interciclo, el mismo
es andlogo al del patrén de interferencia de N rendijas. En el mismo se puede apreciar que B(p)
depende de N, pero si tomamos el limite N — oo se observa una serie de picos (deltas de dirac)
espaciados con la periodicidad g = nm, de modo tal que
+00
lim B(p) = > 6(S — 2nm). (5.17)

N—oo
n=—00

Lo interesante que surge es que se puede apreciar aqui la conservacion de la energia. Los

méximos del factor B(p) se dan cuando S = 27n, es decir,
2 vu 2 B2) Z o (5.18)
— =2 | =2nm. :
w \" P2

De esta expresion se pueden identificar, en el primer miembro, a la energia ponderomotriz
Va . . . 2 7 . 7 . .

Up, que es la energia adquirida en un ciclo; £ = ¢, es la energfa cinética correspondiente al

movimiento a lo largo del eje de polarizacion, e I, es el potencial de ionizacién (con un término

Py

adicional 3 correspondiente al movimiento transversal al eje de polarizacion). Por ende, si

juntamos los momentos paralelo y perpendicular en la energia cinética total ¢,,, obtenemos
en =nw — U, — I, (5.19)

lo cual da la conservacién de energia para la absorcién de n fotones.

En la figura 5.1 vemos cémo varia la funcién B(p) (normalizada a 1) en funcién de la energia
cinética del electréon variando el nimero de ciclos N. Se aprecia cémo la funciéon, al aumentar NV,
se asemeja a una suma de deltas de Dirac equiespaciadas segin la ecuacién (5.17), evidenciando
la absorcion muiltiple de fotones del sistema. El espaciamiento entre dos picos consecutivos es

igual a la energia w del foton.
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Figura 5.1: Interferencia interciclo para distintos valores del nimero de ciclos opticos, con I, = 0,5,

w=0,05yvy=0,1.

Graficamos a continuacién en la figura 5.2 (a) ambas funciones intra e interciclo en funcién
de las componentes paralela y perpendicular del momento respecto al eje de polarizacion del
laser. El producto de ambas se muestra en la figura 5.2 (b), evidenciando el comportamiento
general del sistema dentro de la SFA y de la SPA dado por la ecuacién (5.15). En la figura
5.2 (c) se muestra el grafico de la solucién numérica de la SFA calculando la integral temporal
de la ecuacién (3.13) numéricamente. Al comparar con la SPA, se corrobora que efectivamente
los tiempos de ionizacion son los que dominan la dindmica. Finalmente, el comportamiento
coincide cualitativamente con la solucion numérica de la ecuaciéon de Schrodiger dependiente
del tiempo exacta (considerando el potencial coulombiano més alla de la SFA), graficado en la

figura 5.2 (d).
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Figura 5.2: Tasa de ionizacion completa en funcion de ambas componentes de momento para diversos

modelos.
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Capitulo 6

Discusion sobre el tiempo de ionizacién

Como vimos previamente, en el Simple Man’s Model la energia del electrén tiene una dis-
continuidad desde su estado ligado con energia —1I, al continuo con energia cero, ya que en
el mismo el tuneleo es instantdneo, con un ancho de la barrera nulo. Por el contrario, en el
modelo cuasiclasico presentado en este trabajo, el electrén tiene permitido adquirir momentos
y posiciones complejas bajo la barrera, cuyo ancho no es nulo, siempre y cuando emerja de la
misma con dichas magnitudes reales. A su vez, se interpreta que el electrén transita debajo de
la barrera en tiempos complejos, en donde su parte real estd fija (y sera el tiempo en el cual el
mismo emerja de la barrera), mientras que su parte imaginaria varfa desde 7 hasta 0, siendo
t; = to+i7r el denominado “tiempo de ionizacién”, solucién de la ecuacién (3.20). Alli es donde
comienza la dinamica.

Por otro lado, el hecho de considerar tiempos complejos garantiza que la energia sea continua
siempre. Para ¢ = ¢; la energfa del electrén sera igual a —1,, como se aprecia en la ecuacion

(4.59), creciendo hasta emerger de la barrera con energia cero.

6.1. Relacién del tiempo de ionizacién con la tasa de
ionizacién

Analicemos ahora los limites de las tasas de ionizacién. Tomemos el caso u = 0 por simpli-

cidad. Si vemos las expresiones para los regimenes de tuneleo (ecuacién (4.36)) y multifoténico
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(ecuacién (4.37)), notemos que podemos reescribirlas como

4
IT|? o exp (_§ pTT> ; (6.1)
para el régimen de tuneleo (y << 1), con 70 ~ vy/w, y
|T|* x exp(—21,7r) (6.2)

para el multifoténico (v >> 1), en donde 7 ~ log(2v)/w. Como podemos apreciar, la forma
funcional del argumento de ambas expresiones es la misma. Evidentemente, el tiempo imaginario
de ionizacién 7, el cual asociamos al tiempo que pasa el electrén bajo la barrera, adquiere un
sentido fisico en la expresion de la tasa de ionizacién. Este establece una escala de decaimiento,
evidenciando que, para ambos limites, la tasa de ionizacién (el nimero de electrones que llega
al detector) decae exponencialmente con la parte imaginaria del tiempo de ionizacién. Si se

toma p, # 0, de la ecuacién 6.2 se obtiene la expresion més general
|T|* x exp(—21,7r) exp(—pf]TT), (6.3)

de la cual se puede notar que existe ademés una relacién entre el tiempo de ionizacion y la
distribucién de momento perpendicular al campo eléctrico.
Para relacionar el caso de tuneleo con el modelo cuasiclasico, reescribimos el argumento de

|T'? en la ecuacién (6.1) como

I
Ly = -2%./2I, = D.v,, (6.4)
N
donde D, = é—’; es el ancho de la barrera de potencial dada por el campo eléctrico, y v. = /21,

es la velocidad clésica de un electrén con energia total I,. Si expresamos en estos términos la

tasa de ionizacién en el régimen de tuneleo dado por la ecuacién (6.1), obtenemos

4
|T7|2 X exp (_gDcvc) ) (65)

lo cual nos dice que la probabilidad de tuneleo decae exponencialmente al aumentar el ancho de
la barrera de potencial. Esto nos muestra que la dependencia del resultado es idéntica a la de un
electron con momento cinético v, tuneleando por una barrera de potencial cuadrada de ancho

D, dada por la ecuacién (2.16), lo cual es interesante debido a que finalmente se evidencia que

4

la ionizacién para el régimen v << 1 efectivamente se da por efecto tinel, siendo el factor 3

un factor relacionado con la geometria de la barrera.
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6.2. Adiabaticidad de la ionizacion

El parametro de Keldysh es también llamado pardmetro de adiabaticidad. La razén de
esto es que, asi como divide regimenes de tuneleo y multifoténico, también divide regimenes
adiabatico y no adiabatico, en donde la adiabaticidad del proceso refiere a que el electron se
escapa por efecto tunel a un tiempo de ionizacion determinado a través de una barrera de
potencial estatica, lo cual conlleva a la independencia de la tasa de ionizacién con la frecuencia
del laser. Reescribiendo al pardmetro de Keldysh como un cociente de tiempos, expresado en la
ecuacién (1.2), siy << 1, cldsicamente el electrén tunelea més rapido que lo que tarda el campo
eléctrico en oscilar, siendo afectado muy poco por el movimiento de la barrera, interpretandose
esto como un comportamiento adiabatico del sistema. Por otro lado, para v >> 1 el tiempo
caracteristico de la dinamica es mucho mayor al periodo de oscilacién del laser, por lo que
la dindmica del electréon se ve alterada mayormente por el movimiento de la barrera, y es
entonces altamente no adiabatica. Analicemos la adiabaticidad en cada régimen en términos de
la dependencia del comportamiento de la probabilidad de ionizacién con respecto a la frecuencia
del laser.

Para el régimen de tuneleo, la expresion para la parte imaginaria del tiempo de ionizacion
es Tr @, la cual es independiente de la frecuencia coincidiendo con el tiempo de ionizacién
para el caso estatico dado por la ecuacion (2.23). Esto lleva a una tasa de ionizacién también

independiente de la frecuencia de la forma

[SI9)

2(2]p)
B ] (6.6)

la cual coincide con la ecuacién (2.32) en los célculos de ionizacién por efecto tiunel en una

IT|?  exp

barrera estatica [23, 41].
Por el contrario, el comportamiento en el régimen multifoténico (7 >> 1) es, segin la

ecuacion (3.27),

Tp ; (6.7)

con lo que se aprecia que el tiempo de ionizacién tiene una fuerte dependencia con la frecuencia,
como también su tasa de ionizacion,

T2 o I (6.8)
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En la figura 6.1 podemos apreciar el comportamiento de la tasa de ionizacién en funcion de la
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Figura 6.1: Tasa de ionizacion en funcion de la frecuencia w para tres valores distintos de amplitud

de campo eléctrico, con I, = 0,5.

frecuencia del laser, dado por la ecuacién (4.35). En el grafico se realiza una comparacién para
tres valores fijos distintos de amplitud de campo eléctrico Ey, con un potencial de ionizacion
I, = 0,5 (hidrégeno). Se puede apreciar que para valores de w < 1072 la tasa de ionizacién es
constante, lo cual evidencia que en dicho régimen la misma es independiente de la frecuencia
y por lo tanto el sistema presenta un comportamiento adiabatico. La tasa de ionizacién, a I,
constante, dependerd unicamente de Ey segin la ecuacién (6.6). Para frecuencias mayores, la
tasa de ionizacion adquiere una fuerte dependencia con w, presentando un comportamiento
completamente no adiabatico. Para w tendiendo a infinito, la misma tiende a 1 independiente-
mente del valor del campo segin la ecuacién (6.8). De igual forma, en la figura 6.2 se grafica
la parte imaginaria del tiempo de ionizacion 7p en funcién de la frecuencia, evidenciando el
mismo comportamiento respecto a la adiabaticidad que la tasa de ionizacién.

Otra forma de analizar la adiabaticidad en el contexto del modelo semiclasico es estudiar

la dindmica del electréon bajo la barrera, analizando la expresion de la distancia recorrida por
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Figura 6.2: Parte imaginaria del tiempo de ionizacion en funcion de la frecuencia w para tres valores

distintos de amplitud de campo eléctrico, con I, = 0,5.

el mismo. Para el limite de tuneleo se deriva la siguiente expresion para la distancia recorrida
bajo la barrera
I, Ve

D~—"+2 = —7p. .
EO 2TT (69)

La misma expresa que el electrén viajando con velocidad v,./2 = \/E /2 (la cual es la velocidad
media del electrén bajo la barrera en este régimen segin la ecuacién (4.30)) tarda un tiempo
igual a 7p. Es decir, la dinamica efectiva bajo la barrera no depende de la frecuencia del laser
y por ende es adiabatica.

Por otro lado, en el régimen multifoténico la distancia recorrida bajo la barrera se puede

escribir como

P o Loy, (6.10)

Se puede apreciar que si el electrén viaja con la misma velocidad que el caso anterior, el

tiempo que tarda en recorrer dicha distancia ahora sera proporcional a un periodo del laser.
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Efectivamente, en este regimen, la dindmica del electrén estd fuertemente supeditada a la

oscilacién del laser, por lo cual se evidencia que el régimen multifotonico es altamente no

adiabatico.
10" . . .
E,=0.075
= E,=0.100
L
S E,=0.150
S »
o Régimen
s adiabatico
C
1]
®
a 10 - o
Régimen no
adiabatico
10° 107 10” 10°

Frecuencia (au)

Figura 6.3: Distancia recorrida por el electron bajo la barrera en funcion de la frecuencia para tres

valores distintos de amplitud de campo eléctrico, con I, = 0,5.

En la figura 6.3 graficamos la expresion completa para la distancia recorrida por el electron
bajo la barrera, dada por la ecuacién (4.25). Se aprecia que para frecuencias bajas, coincidente
con el régimen de tuneleo (adiabatico), la distancia es independiente de la frecuencia, y sélo
depende del valor de Ej segin la ecuacién (6.9). Se ve que cuando la frecuencia sube la distan-
cia que el electron transita debajo de la barrera baja sustancialmente, tendiendo a cero para
frecuencias w — oo. Para el régimen de frecuencias altas, es decir, régimen multifoténico, el
comportamiento del sistema es altamente dependiente de w, pero no depende de la amplitud
del campo eléctrico, tal como expresa la ecuacién (6.10). Es por ello que en dicho régimen las
curvas tienden a converger entre si.

En resumen, el hecho de que durante el tuneleo la parte real del tiempo se mantenga
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constante implica que, bajo las aproximaciones realizadas en este modelo, la ionizacion atémica
sea instantdnea en el eje real temporal, por lo cual no se predice un retardo temporal real
debido al transito del electron bajo la barrera. De igual manera, éste es un tema de discusién
actual en la fisica de fenémenos ultrarrapidos debido a que se estan realizando experimentos con
pulsos laser subfemtosegundo. Esto lleva a medir procesos temporales del 6rden de magnitud
de escalas atémicas, llevando a diversas mediciones sobre el tiempo de retardo del electrén bajo

la barrera, con multiples interpretaciones y controversias [29, 30].
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Capitulo 7

Conclusiones

En el presente trabajo se ha realizado un estudio del proceso de fotoionizaciéon atémica
por laseres intensos. En el contexto de las aproximaciones de campo fuerte y de punto silla se
ha desarrollado una teoria cuasiclasica para la ionizacion atomica por efecto tunel, haciendo
hincapié en el estudio de la ionizacién para tiempos cercanos a los maximos de campo eléctrico,
cuando la ionizacion es méxima. Se han derivado expresiones de trayectorias y velocidades del
electron transitando la region bajo la barrera, siendo ambas complejas. El electrén transita
tiempo complejo mientras esta debajo de la barrera, emergiendo de la misma en un tiempo real
igual a la parte real del tiempo de ionizacion. A partir de alli, las trayectorias y velocidades
son puramente reales como es de esperar. Ademads, se obtuvo una expresién para la distancia
recorrida por el electrén debajo de la barrera, que se puede interpretar como el ancho efectivo
de la barrera para el caso en el que la misma oscila con el tiempo, que en el limite de tuneleo
coincide con el ancho de la barrera estatica. Ademas, para v = 0 se recupera el Simple Man’s
Model, el cual asume que dicha distancia es nula. Por otro lado, para frecuencias muy altas
la misma tiende a cero, evidenciando un régimen multifoténico altamente dependiente de la
frecuencia. Adicionalmente se realizé un anélisis de la energia del electrén en todo el proceso, en
donde se observé que la energia cinética presenta una discontinuidad en el tiempo de ionizacién.
Sin embargo, el hecho de considerar tiempos complejos hace que la energia mecanica total sea
continua para todo tiempo, lo cual no sucede en el SMM. Se hizo ademas un analisis de la
dependencia exponencial de la tasa de ionizacion en los limites de tuneleo y multifotonico,

obteniendo resultados que coinciden con los bibliograficos [23, 24, 41]. Se ha observado que,
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tanto para frecuencias como para campos altos la misma tiende a 1. Sin embargo, para campos
pequenos la misma tiende a 0, pero para frecuencias bajas la misma tiende a un valor constante
independiente de la frecuencia, evidenciando que el limite de tuneleo se trata de un régimen

adiabatico.

Luego se ha estudiado el aspecto semiclasico del proceso de fotoionizacion. Las trayectorias
interfieren cuanticamente dando una expresion para la tasa de ionizacién del sistema al estilo de
las integrales de camino de Feynman, que involucra interferencias entre trayectorias nacidas en
los dos tiempos de ionizacién de cada ciclo del laser (intraciclo) e interferencias entre trayectorias

con tiempos de ionizacién de distintos ciclos (interciclo).

Posteriormente, se ha realizado un analisis de los tiempos de ionizacion. El caracter cuantico
del proceso de ionizacién en su comienzo (efecto tunel) es el responsable de que la accién posea
parte imaginaria no nula, la cual lleva a un decaimiento exponencial de la tasa de ionizacion
tipico para una barrera de potencial. En el contexto de la dindmica cuasiclasica es necesario
que transcurra tiempo complejo cuando el electréon transite bajo la barrera, lo que se traduce
en la continuidad de la energia mecanica total del electron. Ademas, la parte imaginaria del
tiempo de ionizacion establece una escala de decaimiento en la tasa de ionizacién para los limites
multifoténico y de tuneleo, relacionada también con la distribucién de momento perpendicular al
laser. Sin embargo, esto no implica que efectivamente haya un retardo temporal en la ionizacién.
Mientras el electron penetra la barrera, la parte real del tiempo se mantiene fija y su parte
imaginaria varia desde 7 hasta 0. Al anularse la parte imaginaria del tiempo, el electrén
emerge de la barrera. Por ello, la parte real del tiempo que tarda el electron en atravesar la

barrera es nulo. De igual manera, esto es motivo de diversas discusiones y controversias [29, 30].

Finalmente, estudiando las expresiones del tiempo de ionizacién, de la distancia recorrida
bajo la barrera y de la tasa de ionizacion se ha verificado que en el limite de tuneleo el proceso de
fotoionizacién es adiabatico, ya que se evidencia una independencia respecto a la frecuencia del
laser. Por el contrario, la dinamica de ionizacion atémica en el limite multifoténico presenta una

alta dependencia con la frecuencia del laser, siendo éste un régimen altamente no adiabatico.

Este modelo se podria mejorar al introducir el efecto del potencial coulombiano en la dinami-
ca, el cual fue despreciado al considerar la aproximacién de campo fuerte [51, 52, 53, 54, 55, 56].

Esto llevaria a la modificacién de las expresiones de tiempos de ionizacion y de trayectorias, ya
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que la barrera de potencial se veria distorsionada respecto a la considerada en este trabajo.
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Apéndice A
Unidades atomicas

A lo largo del presente trabajo se utilizo el sistema de unidades conocido como sistema de
unidades atomicas de Hartree. El mismo es muy conveniente y utilizado cuando se trabaja en
fisica atomica.

Para este sistema, se fijan tres constantes a uno. Las mismas son

h=m, = 1. (A.1)

47’(’60

Alli, i es la constante de Planck reducida, m. es la masa del electrén, e es su carga y g es
la permitividad del vacio. Ademds, cuando se trabaja en este sistema de unidades también
se suelen utilizar unidades gaussianas, las cuales fijan 4wy = 1. Esto hace que las unidades
atomicas fijen la carga del electréon a uno, por lo que vale entonces e = m, = 1. En la tabla A.1
se presentan algunas unidades derivadas de este sistema.
Con estas consideraciones, podemos escribir el potencial coulombiano en unidades atéomicas
como
e? 1

V(r)= =2, (A-2)

dregr T

que es la expresion del potencial utilizado en el trabajo.
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Magnitud Nomenclatura Expresion Valor
Longitud ag (radio de Bohr) mfe2 0,53 A
Tiempo to m;fg 24,1 as
Frecuencia Y % 41 PHz
Energia €0 mhig 27,2 eV
Velocidad Vg o 2,2 x 10° m/s
Campo eléctrico Ey & 5,1 x 10" V/m

ag

Tabla A.1: Unidades atdmicas.
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Apéndice B
Barrera de potencial cuadrada

En este apéndice resolveremos el caso unidimensional de un electrén en presencia de una
barrera de potencial rectangular de espesor a y altura V > 0, graficado en la figura 2.3. Siendo

E' la energia del electrén, nos centramos en dos casos:

» F < Vj (clasicamente prohibido),

» £ >V (cldsicamente permitido).

La ecuaciéon que rige la dinamica del electrén es la ecuacién de Schrodinger, cuya versién

independiente del tiempo es

1
— 573 0@) + V(@) ¥(2) = E¥(), (B.1)

en donde la expresion del potencial es

Vo 0<x<a,

0 en otro caso.

\
Resolvemos la ecuacion proponiendo soluciones para las regiones x < 0 y x > a, ya que nos
interesa ver la probabilidad que posee el electron de atravesar la barrera, o de rebotar en la

misma. Supongamos que su movimiento es desde valores de x negativos hacia valores positivos,
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es decir, de izquierda a derecha. Para ello, se propone la solucion

;

eikim + Re—ikix T < O7

U(z) = (B.3)

Teikiz x> a,
\

con Ry T coeficientes complejos. Dicha solucién representa, en la regiéon previa a la barrera,
una onda plana que, en parte se propaga hacia la derecha, y en parte a la izquierda, reflejandose.
Esta tltima posee un coeficiente R, siendo |R|? la probabilidad de reflexién de la onda. De la
misma forma, a la derecha de la barrera la solucion representa una onda plana con un coeficiente
T, siendo |T|?* la probabilidad de transmisién de la onda a través de la barrera.

Al reemplazar en la ecuacién de Schrodinger, imponiendo la continuidad de la funcion de

onda y de su derivada para x = 0 y x = a se despejan dichos coeficientes, para cada caso. Con

ki=V2E,y ky =+/2(Vy — E), para el caso E > V| los coeficientes valen [41]

( .
‘RP _ (k?—k;)2 sin?(kfa)
Ak7 K3+ (k7 —k3)? sin®(kga)”’
(B.4)
|T|2 4k7 k7
L T 4kZkZ+(k2—k2)? sin” (kga)
mientras que para el caso E < V{, toman los valores
4
k2+k2)2 sinh?(kfa
R 2 i f f
| | - 4ki2k?+(ki2+k;)2sinh2(kfa)’
(B.5)
T2 — 4k7 k7
\’ ’ T ARk (k7 +KF)? sinh? (kfa) ©

Notemos que podemos pasar del primer caso al segundo si reemplazamos k; por —iky, es decir,
permitiendo al sistema poseer valores de momento imaginarios. Ademas, para el primer caso,
a pesar de que la particula posee un valor de energia mayor al de la barrera, de igual manera
hay una probabilidad no nula de que la misma rebote, siendo también éste un efecto puramente

cuantico.
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Apéndice C

Dinamica de un electron libre en un

campo eléctrico oscilante

En este apéndice analizaremos la dinamica de un electréon bajo la influencia del campo
eléctrico. Consideremos un hamiltoniano de un electrén libre en presencia de un campo eléctrico

en aproximaciéon dipolar

1, - "
1= L+ AW) - ofr.1). (1)
En esta expresion, f_f(t) es el potencial vector que cumple E(t) = —aggt) y ¢(7, 1) es el potencial

escalar.

Aqui podemos realizar dos elecciones. Si tomamos ¢(7,t) = 0, la expresién del hamiltoniano

es
R |
Hy = 5 + pLA(t) + §A2(t). (C.2)
Esta eleccién se denomina gauge de Velocidad. Otra posible eleccién es tomar ff(t) =0y
¢(F,t) = —E(t).7. Con esta eleccion, el hamiltoniano queda
P =
H;, = ) + E(t).7, (C.3)

y se denomina gauge de longitud.
Sin ninguna aproximacion adicional, ambos gauges son equivalentes. Esto quiere decir que
si consideramos ¥, como la solucion de la ecuacion de Schrodinger para el gauge de longitud,

y Wy para el gauge de velocidad, existe una transformacién unitaria que lleva de uno al otro,
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cuya expresion es

\IJL = eiﬁg(t)\lfv. (C4)

En el presente trabajo utilizamos el gauge de longitud, ya que de esta manera obtenemos una
expresion explicita para la barrera de potencial a estudiar. Al resolver la ecuaciéon de Schrédinger

para dicho hamiltoniano se obtienen los siguientes autoestados, denominados estados de Volkov.

1 , N it Bl
Vi _ —iSr(p,t,t") Ji[p+A(t)].7
\I’p (7 t) = W@ L(p:tst") i+ A7 (C.5)
Alli, definimos
1/ "
suptt) =g [ 15+ Awpar (C.6)
tl

La misma es la accién clasica de un electron libre en presencia de un campo eléctrico externo
de modo tal que p es una constante de movimiento y es el momento generalizado del electrén,
relacionandose con el momento cinetico, en el gauge de longitud, con la expresién dada por la
ecuacién (3.8). De ese modo, se evidencia que la accion es la integral de la energia cinética del

electrén entre tiempos t' y t.
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Apéndice D

Amplitud de transicion en el gauge de

velocidad

Para el cédlculo de la amplitud de transicién en el trabajo se utilizé el hamiltoniano en el
gauge de longitud. Si bien ambos gauges son equivalentes en un principio, la aproximacion de
campo fuerte no es invariante de gauge, por lo que la expresion de la amplitud de transicién
serd distinta. En este apéndice haremos el cdlculo para la misma en el gauge de velocidad.

En este gauge, el hamiltoniano queda expresado como

2
B 1
Hy == + P A(t) + §A2(t), (D.1)
en donde consideramos el potencial escalar ¢(7,t) = 0, y E(t) = —%. El estado de Volkov
en este gauge se expresa
1 ) P
Viz _ —1.5L(p,t,t') ip.T
) (7 t) = (zﬂ)3/2e LPLE) et (D.2)

en donde Sy (p,t,t') es la accién de un electrén libre bajo la accién de un campo eléctrico. Por
ello, reemplazandolo en la expresion de la amplitud de transicién obtenemos
o0 ) ,
T— i / dte= ISP (51|, ). (D.3)
Allf S(p,t,t") es la accién de un electrén con energia —I, sometido a un campo eléctrico. El

elemento de matriz tiene una expresion analitica, la cual es

1 @Ry
V2r (I, + 51p1%)

7

(5 + A(t)| Hi| @) = (D.4)



Notemos que en este gauge, dicho prefactor no tiene una dependencia temporal, por lo cual

sale de la integral. Finalmente, la amplitud de transiciéon para el gauge de velocidad queda

(2] )5/4 e o iS (Pt
= T / dt. (D.5)

Aqui utilizamos la aproximacién de punto sﬂla para aproximar la integral, reemplazandola

expresada como

por una sumatoria sobre los tiempos que hacen la fase estacionaria, que seran los tiempos
que dominan la ionizacién. Dichos tiempos son solucién de la ecuacién de punto silla (3.15).

Haciendo esto, la expresion para la amplitud de transicion es

(2] 5/4 S(tsp)
= D.6
(I 21 1/4Z|E tSP |1/2 ( )
Para un campo eléctrico linealmente polarizado E(t) = Epcos(wt)Z, el denominador de la

sumatoria no depende del subindice, ya que, para todo tiempo de ionizacién vale

E(tsp) = Eoy/72 + 1. (D.7)

Por ello, la expresion final queda

(21,)°/* 1

=1 -
71'(Ip + %p2)<2lp>1/4 \/ Eo/v2+ 1 SZP

Notemos que el prefactor es distinto para la expresién deducida en el gauge de longitud, dado

e oltsr), (D.8)

por la ecuacién (3.18). Sin embargo, el comportamiento exponencial del sistema en ambos
gauges es el mismo. Por ello, el analisis cualitativo realizado en el trabajo para el gauge de
longitud es valido para este gauge. De cualquier manera, en ambos casos el prefactor debe ser

corregido dando nota de efectos coulombianos.
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