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efecto túnel
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ALUMNO: Nicolás Adrián Nuñez Barreto
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Resumen

En esta tesis de licenciatura se estudia la dinámica del proceso de fotoionización atómica en el

formalismo cuasiclásico. El campo eléctrico del láser distorsiona al potencial atómico formando

una barrera de potencial. El átomo se ioniza cuando el electrón atraviesa dicha barrera por

efecto túnel. Se muestra que la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo de la mecánica

cuántica se puede aproximar como una superposición coherente de trayectorias (al estilo de las

integrales de camino de Feynman). Las mismas se denominan trayectorias cuasiclásicas debido a

que comienzan en un tiempo de ionización en el campo complejo debido a la naturaleza cuántica

del efecto túnel, lo cual conlleva a considerar también trayectorias y velocidades complejas.

El trabajo se centra en el estudio de la teoŕıa cuasiclásica, derivando y estudiando las ecua-

ciones de movimiento del electrón debajo de la barrera y una vez en el continuo, estableciendo

similitudes y diferencias con el caso de un átomo sometido a un campo eléctrico estático.

Además, se indaga sobre la adiabaticidad del proceso de fotoionización en los reǵımenes mul-

tifotónico y de tuneleo, discutiendo el significado f́ısico de la parte imaginaria del tiempo de

ionización, su dependencia con los parámetros del láser y su relación con el tiempo que tarda

el electrón en atravesar la barrera.

Palabras claves: Fotoionización, láser, efecto túnel, cuasiclásico, attof́ısica, adiabaticidad.
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4.3. Ionización en máximos de campo eléctrico (u = 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.3.1. Dinámica bajo la barrera. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.3.2. Distancia recorrida bajo la barrera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4.3.3. Tiempo de ionización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio de la interacción de la radiación electromagnética con la materia ha sido objeto

de gran interés en la f́ısica especialmente desde el siglo XIX. La formulación de la mecánica

cuántica tuvo una fuerte incidencia en dicho estudio, principalmente cuando Einstein dilucidó

el efecto fotoeléctrico en 1905. Alĺı se comenzó a hablar de cuantos de luz, conocidos más tarde

como fotones. Justamente Einstein fue el que estableció también, en 1915, los fundamentos

teóricos para el desarrollo de láseres, los cuales se comenzaron a fabricar recién a finales de los

años ’50 del siglo pasado. Desde entonces, el desarrollo de láseres pulsados creció enormemente.

La duración de los pulsos se ha ido acortando, desde los milisegundos en los comienzos hasta

cruzar la barrera de los femtosegundos en la primera década de este siglo, como se muestra

en la figura 1.1. Esto hace que hoy en d́ıa se puedan estudiar sistemas sometidos a pulsos

láser de duraciones del orden de las escalas temporales de los procesos atómicos, esto es, del

orden de 10 − 100 attosegundos [1, 2]. Aśı se dio comienzo a un nuevo campo de la f́ısica

denominado attof́ısica, que involucra el estudio de la interacción de pulsos ultracortos con la

materia [3, 4, 5, 6, 7].

Al mismo tiempo, la intensidad de los láseres también ha crecido enormemente. La intensidad

de los primeros láseres era lo suficientemente baja como para que una teoŕıa perturbativa

describiera correctamente los fenómenos de interacción con la materia. Pero, debido a la alta

intensidad de los láseres actuales, dicha teoŕıa no es satisfactoria, dando lugar a teoŕıas en el

marco de la f́ısica de campo fuerte [8], asociada estrechamente a la attof́ısica.

Los primeros desarrollos teóricos sobre átomos en presencia de campos eléctricos intensos
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Figura 1.1: Evolución de la duración de los pulsos láser a lo largo del tiempo.

fueron desarrollados alrededor de 1960, algunos incluso antes de la aparición de los primeros

láseres. Keldysh, en su trabajo publicado en 1963 titulado Ionization in the field of a strong

electromagnetic wave [9] dedujo diversas expresiones para las probabilidades de ionización por

efecto túnel a través de una barrera de potencial formada por el potencial coulombiano distor-

sionado por el campo eléctrico oscilante, como se muestra en la figura 1.2. Alĺı se introdujo un

parámetro adimensional que caracteriza el proceso, denominado parámetro de adiabaticidad, o

parámetro de Keldysh

γ =
ω

E0

√
2Ip, (1.1)

donde ω representa la frecuencia del campo eléctrico del láser, E0 es su amplitud e Ip es el

potencial de ionización del átomo, es decir, la enerǵıa necesaria para que el mismo ionice,

siendo −Ip la enerǵıa en el estado ligado.

Para entender el rol de este parámetro en la ionización, notemos que podemos deducirlo

clásicamente como el cociente del tiempo τc que tarda el electrón en recorrer clásicamente una

distancia igual al ancho de la barrera viajando a una velocidad clásica vc, y el peŕıodo de

oscilación del láser T0 = 2π
ω

[10], de forma tal que

γ ∝ τc
T0

. (1.2)

Si despreciamos el potencial coulombiano, el ancho de la barrera se obtiene al igualar el potencial

8



Figura 1.2: Potencial atómico distorsionado por el potencial del láser, dando lugar a una barrera de

potencial por la cual el electrón puede escapar por efecto túnel.

del láser V (r) = ~E.~r con la enerǵıa del átomo ligado −Ip, obteniendo

Dc =
Ip
E0

, (1.3)

mientras que vc se halla con el teorema del virial para un sistema con potencial coulombiano

< T >= − < Etot >, (1.4)

obteniendo el valor de la velocidad clásica

vc =
√

2Ip. (1.5)

Con estas consideraciones, el tiempo clásico se expresa

τc =
Dc

vc
=

1

E0

√
Ip
2
. (1.6)

De esta forma el parámetro de Keldysh divide dos reǵımenes. Si γ > 1 la dinámica es dominada

por el campo eléctrico, ya que su oscilación es más rápida que el tiempo caracteŕıstico de
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tuneleo, y el régimen se denomina multifotónico. Por el contrario, si γ < 1 la dinámica del

electrón bajo la barrera es más rápida que el tiempo de oscilación del láser. Bajo esta condición

el sistema se encuentra en el régimen de tuneleo.

1.1. Ionización multifotónica (MPI)

Para la época de invención del láser los campos eléctricos de los láseres eran muy débiles

comparados al campo coulombiano del electrón ligado al núcleo. El régimen con el que se

trabajaba era con un parámetro de Keldysh γ >> 1. En este caso, la distorsión del potencial

coulombiano es tan pequeña que la barrera es demasiado ancha como para que el electrón se

escape de las vecindades del ion remanente por efecto túnel. En este régimen, el átomo ioniza

al absorber una cantidad n de fotones que le permite al electrón alcanzar el continuo con una

enerǵıa positiva. Por ello, se lo denomina régimen de ionización multifotónico (MPI) [11, 12, 13].

Debido a que los campos eléctricos son pequeños en este régimen, la descripción más adecuada

de la dinámica en este caso es la teoŕıa de perturbaciones, obteniendo leyes de escala con una

dependencia In, donde n = Ip/ω es el número mı́nimo de fotones que absorbe el sistema e I

la intensidad del láser. Se puede ver de esta manera que, debido a que I es muy pequeña, la

probabilidad decae exponencialmente con el número de fotones requerido para ionizar, y por

ello a mayor n se requieren desarrollos en series de Born a órdenes más altos.

Los primeros experimentos en los que se observaron fenómenos multifotónicos fueron lle-

vados a cabo por Delone et. al. [14], en donde lograron ionizar átomos de Xenón con láseres

de rub́ı, y posteriormente por Agostini et al. [15], ionizando también átomos de Xenón me-

diante procesos multifotónicos. A fines de 1970 se observó además un fenómeno en el cual el

electrón absorbe más fotones de los necesarios para ionizar. A este fenómeno se lo denominó

Above Threshold Ionization (ATI) [16, 17]. Estos estudios llevaron a diversas aplicaciones de

la ionización multifotónica, como la resonancia MPI (denominada REMPI) [18], muy utilizada

en espectroscoṕıas atómicas, y aplicaciones en fotoqúımica.
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1.2. Ionización por efecto túnel

Con el avance de la tecnoloǵıa se lograron construir láseres cada vez más intensos, logrando

experimentos con parámetros γ . 1 [19], por lo que la teoŕıa de perturbaciones dejó de ser un

modelo satisfactorio para describir los fenómenos de ionización atómica. Como el campo eléctri-

co distorsiona en gran parte el potencial Coulombiano, el principal mecanismo de ionización es

por efecto túnel [20, 21, 22].

Por otro lado, si el campo eléctrico aplicado al átomo es lo suficientemente intenso, éste lo

ionizará debido a que adquirirá un valor de enerǵıa superior al de la barrera. Para un átomo

de hidrógeno, esto se traduce en intensidades del orden de 1016 Wcm−2, por lo que para láseres

con intensidades mayores el principal mecanismo de ionización del átomo será por ionización

sobre la barrera.

Uno de los resultados más importantes para la tasa de ionización en este régimen fue calcula-

do por Perelomov, Popov y Terent’ev [23], el cual se lo denomina modelo PPT. Posteriormente,

una mejora del modelo fue planteada por Ammosov, Delone y Krainov (ADK ), en la que se

utilizaron números cuánticos efectivos para adaptarlo a mediciones en sistemas moleculares

[24]. Ambos modelos fueron muy efectivos al explicar resultados experimentales [10].

Los procesos ultrarrápidos que involucran átomos sometidos a pulsos láser ultracortos se

pueden estudiar de diversas maneras. Una de ellas consiste en realizar simulaciones numéri-

cas de la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo [25]. Sin embargo, también se han

desarrollado modelos semiclásicos [26] y modelos de trayectorias complejas del electrón [27],

los cuales permiten realizar interpretaciones f́ısicas de los resultados experimentales. Este últi-

mo es el enfoque de este trabajo, en donde se estudia un átomo de hidrógeno sometido a un

campo eléctrico oscilante linealmente polarizado de duración finita. Aproximamos la solución

de la ecuación de Schrödinger para la amplitud de ionización por una superposición de tra-

yectorias, al estilo de las integrales de camino de Feynman [28]. Las denominamos trayectorias

cuasiclásicas ya que, como el electrón transita la región bajo la barrera, involucran trayectorias,

velocidades y tiempos en el campo complejo. Se desarrolla un modelo clásico de trayectorias

electrónicas enfocándonos en las trayectorias bajo la barrera, las cuales comienzan en un tiem-

po de ionización en el campo complejo. La parte imaginaria de dicho tiempo normalmente es
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interpretada como el tiempo que transita el electrón bajo la barrera. No obstante, esto es mo-

tivo de controversias [29, 30] debido a que existen predicciones teóricas de que el tuneleo se

lleva a cabo de forma instantánea [31], a la vez que hay evidencias experimentales de que dicho

tiempo es del orden de los 100 as [32, 33, 34]. En este trabajo no se pretende, sin embargo,

dar una respuesta concluyente a esta disyuntiva, sino analizar la interpretación en términos del

modelo cuasiclásico de trayectorias, estudiando la dependencia del tiempo de ionización con la

intensidad y la frecuencia del láser. Finalmente, se realiza un análisis del grado de adiabaticidad

del proceso de ionización y de dicho tiempo. A lo largo de todo el trabajo se utilizan unidades

atómicas (apéndice A), excepto cuando se indica lo contrario.
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Caṕıtulo 2

Efecto túnel. Modelos cuasiclásicos

El efecto túnel es uno de los fenómenos más interesantes y antiintuitivos que provee la

mecánica cuántica. Consiste en el hecho de que una part́ıcula cuántica puede atravesar una

barrera de potencial a pesar de no tener la enerǵıa suficiente para sobrepasarla clásicamente.

La part́ıcula posee una probabilidad no nula de ser detectada del otro lado de la barrera, la

cual decae t́ıpicamente de forma exponencial con el ancho de la misma. A pesar de ello, para

barreras lo suficientemente angostas, la probabilidad de transición es apreciable.

Figura 2.1: Barrera de potencial clásica.

Para ilustrar este fenómeno, consideremos el siguiente ejemplo clásico. Supongamos que un

objeto de masa m viaja a velocidad v al ras del piso, ilustrado en la figura 2.1. En cierto punto,

hay una colina de altura h. Clásicamente, el objeto logrará atravesar la colina sólo si su enerǵıa

cinética es al menos suficiente como para llegar a la cima de la misma. Es decir, debe valer

1

2
mv2 ≥ mgh, (2.1)
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lo cual lleva a una expresión de velocidad mı́nima del objeto para atravesar dicha barrera

vmin =
√

2gh. (2.2)

Si la velocidad del objeto es menor a vmin, el mismo no logrará atravesar la colina. Llegará a

una cierta altura, y rebotará hacia atrás, estando confinado a la región del espacio delimitada

por la barrera. Dicho de otra manera, si la enerǵıa cinética inicial del electrón es menor que la

enerǵıa potencial máxima necesaria para llegar a la cima, el mismo no la atravesará.

Considerando a la part́ıcula desde la mecánica cuántica (por ejemplo, un electrón) su dinámi-

ca estaŕıa caracterizada por su función de onda Ψ(~r), de modo tal que la probabilidad diferencial

de medir su posición en un determinado sitio es dP = |Ψ|2d~r. Esto hace que si el electrón se

encuentra ante una barrera de potencial con enerǵıa menor al máximo de potencial, exista

una probabilidad no nula de hallarlo en la región clásicamente prohibida. Este fenómeno se

denomina efecto túnel, y es ilustrado en la figura 2.2.

Figura 2.2: Efecto túnel en una barrera de potencial [35].

El efecto túnel es ciertamente un problema para el desarrollo de nanotecnoloǵıas. Por ejem-

plo, impone una limitación f́ısica al tamaño de los transistores en electrónica, ya que las di-

mensiones internas de los mismos son lo suficientemente pequeñas como para que los electrones

tuneleen y se generen comportamientos electrónicos impredecibles. A pesar de ello, se están

estudiando nuevos tipos de transistores que aprovechen este fenómeno, denominados Tunnel

Field-Effect Transistors (TFET) [36].

Por otro lado, el efecto túnel está presente en diversos fenómenos f́ısicos naturales, como
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decaimientos radiactivos, además de ser uno de los principales mecanismos que dan origen a

fusiones nucleares en estrellas. Adicionalmente, hoy en d́ıa existen tecnoloǵıas que aprovechan

este efecto. Un ejemplo se encuentra en las junturas Josephson. Éstas están formadas t́ıpica-

mente por dos superconductores separados por un aislante muy fino, entre los cuales existe

una corriente que se genera por efecto túnel. Esto se aprovecha, por ejemplo, en el diseño de

magnetómetros llamados SQUID (Superconducting Quantum Interference Device), los cuales

son magnetómetros con precisiones muy altas, del orden de 10−18 T [37]. Además, en el ámbito

de la microscoṕıa, en 1981 se desarrolló el microscopio por efecto túnel (STM), que posee reso-

luciones del orden de 0, 01− 0, 1 nm [38]. En el mismo, existen corrientes eléctricas por efecto

túnel entre la superficie a analizar y una punta conductora colocada muy cerca de la misma.

2.1. Barrera finita de potencial

Para comenzar a entender el efecto túnel, estudiaremos el caso más simple que es el de un

electrón tuneleando a través de una barrera finita de potencial, ilustrado en la figura 2.3. La

Figura 2.3: Barrera de potencial rectangular.

dinámica está descripta por la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo,

i
∂

∂t
Ψ(x, t) =

[
−1

2

∂2

∂x2
+ V (x)

]
Ψ(x, t). (2.3)
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En este caso, la expresión del potencial es

V (x) =


V0 0 ≤ x ≤ a,

0 en otro caso.

(2.4)

En el apéndice B realizamos una descripción detallada de la resolución anaĺıtica de este pro-

blema.

La idea aqúı es realizar un estudio semiclásico del problema para comprender la conexión

clásica-cuántica. Planteando una solución de la ecuación de Schrödinger de la forma

Ψ(x) = exp[iS(x, t)], (2.5)

y sustituyendo la misma en la ecuación (2.3), se obtiene la siguiente ecuación diferencial para

la función S(x, t)

− ∂S

∂t
=

1

2

(
∂S

∂x

)2

+ V (x)− i

2

∂2S

∂x2
. (2.6)

La misma es la ecuación clásica de Hamilton-Jacobi para la acción, exceptuando el último

término, que es cuántico. De cualquier manera, para potenciales V lineales (o constantes) en

la coordenada x, la ecuación admite soluciones también lineales, con lo cual la contribución de

este último término es nula. De aqúı interpretamos dicha función como la acción clásica de la

part́ıcula sometida al potencial V (x).

Si separamos la acción en parte real e imaginaria de forma tal que S = Re(S) + iIm(S), la

probabilidad de tuneleo será

|T |2 = exp[−2Im(S)]. (2.7)

F́ısicamente, esto refiere a que la parte imaginaria de la acción contribuirá a un decaimiento en

la probabilidad de transición, mientras que la parte real no contribuye a la misma.

Para la región exterior a la barrera, la solución de la ecuación de Schrödinger es una onda

plana, en donde la acción es S = kix. Podemos interpretar al sistema como una part́ıcula que

incide desde la izquierda con momento ki, coincidente con la velocidad en unidades atómicas.

Notemos que la acción es puramente real, lo cual se interpreta como una propagación libre del

electrón a la izquierda de la barrera. Posteriormente, la part́ıcula penetra en la barrera. Alĺı, la
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enerǵıa cinética de la misma es negativa, y vale

1

2
k2
f =

1

2
k2
i − V0 < 0, (2.8)

en donde kf es el momento de la part́ıcula bajo la barrera. Dicho momento vale

kf = ±i
√

2V0 − k2
i , (2.9)

y es imaginario. Es decir, la interpretación que realizamos es que el electrón viaja por debajo

de la barrera con velocidad imaginaria. Suponiendo que el electrón se halla en posición 0 (i.e.

el extremo izquierdo de la barrera) a un tiempo inicial ti, la ecuación de movimiento para el

mismo debajo de la barrera será

x(t) = kf (t− ti). (2.10)

Sin embargo, al emerger de la barrera el mismo recorre una distancia a real. Si tomamos que

el electrón emerge a tiempo t = 0, es decir, x(0) = a, podemos despejar el tiempo ti como

a = kf (0− ti), (2.11)

con lo que el tiempo que tarda el electrón en tunelear vale

ti = ±i a√
2V0 − k2

i

, (2.12)

que también es imaginario, lo cual es consistente con el hecho de que la part́ıcula posee una

velocidad imaginaria, pero recorre una distancia real. Esto quiere decir que bajo esta interpreta-

ción, la particula recorre la región bajo la barrera en un tiempo imaginario hasta que el mismo

se anula y la part́ıcula emerge de la misma. De las dos soluciones de ti en la ecuación (2.12),

una de ellas no tendrá sentido f́ısico debido a que la probabilidad de ionización divergeŕıa si

a→∞.

En la figura 2.4 graficamos la posición de la part́ıcula en función del tiempo. Fuera de la

barrera, las ecuaciones de movimiento serán

x(t) = kit, (2.13)

antes de penetrar en la barrera (x < 0), y

x(t) = kit+ a, (2.14)
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luego de emerger de la misma (x > a). En dichas expresiones se ajustaron las condiciones

iniciales para que la función total sea continua. Dentro de la región punteada (entre ti y 0),

el movimiento está regido por la ecuación (2.10) y el tiempo es imaginario. Se puede apreciar

que durante éste, el electrón recorre una distancia a igual al ancho de la barrera transitando

dicho tiempo imaginario desde ti hasta 0. Alĺı, emerge y continúa su propagación con el mismo

momento con el que incide.

Figura 2.4: Posición en función del tiempo para un electrón tuneleando a través de una barrera cua-

drada de ancho a. En cada tramo se grafica además el plano temporal complejo que transcurre durante

el movimiento.

Finalmente, procedemos a calcular la acción. Ésta es real fuera de la barrera, por lo cual, por

la ecuación (2.7), no contribuirá a la expresión de la probabilidad de transición. Sin embargo,

la acción es puramente imaginaria debajo de la misma, i.e.,

S =

∫ 0

ti

(
1

2
k2
i − V0

)
dt′ −

k2
f

2
ti = ±ia|kf |, (2.15)

en donde el segundo término es cuántico y se agrega para compatibilizar con la evolución

temporal de una part́ıcula con enerǵıa total 1
2
k2
f de forma tal que la acción en el tiempo de
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ionización valga −1
2
k2
f ti. Alĺı la solución positiva es la que tendrá sentido f́ısico, ya que la

negativa, según la ecuación (2.7), hace que la probabilidad diverja. Finalmente, la probabilidad

de transmisión de la part́ıcula es

|T |2 ∼ exp(−2|kf |a). (2.16)

De esta forma se evidencia que la probabilidad de tuneleo para una barrera rectangular decae

exponencialmente con el ancho de la barrera. El resultado es idéntico para el primer orden del

obtenido con la aproximación semiclásica WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) [39], y posee la

misma dependencia exponencial que el resultado anaĺıtico exacto (apéndice B). En la figura 2.5

Figura 2.5: Comparación entre la probabilidad de transición semiclásica y la probabilidad exacta. Se

utilizaron valores de V0 = 0,2 y ancho de la barrera a = 8.

se grafica la solución semiclásica de la ecuación (2.16) junto a la solución exacta calculada en el

apéndice B. Para enerǵıas menores a V0 el comportamiento es exponencial. Pero para enerǵıas

mayores a V0, en la aproximación semiclásica la probabilidad de transición es 1, debido a que

la acción será real, y el módulo de la exponencial en la ecuación (2.16) será 1. Por el contrario,

en la solución exacta se aprecia un comportamiento oscilatorio evanescente, evidenciando que a

pesar de que su enerǵıa es superior a la barrera de potencial existe una probabilidad no nula de
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rebotar en la misma, el cual es un efecto puramente cuántico. De igual manera, la probabilidad

de transmisión tiende a 1 para enerǵıas mucho mayores a V0 como es de esperar.

2.2. Ionización con campo eléctrico estático

Consideremos ahora un electrón en un átomo de hidrógeno, que se encuentra en un estado

ligado con enerǵıa −Ip. El potencial coulombiano es de largo alcance, por lo que no forma

ninguna barrera y el electrón permanecerá en dicho estado a menos que el átomo absorba una

cantidad de enerǵıa igual o mayor a Ip. En dicho caso, el mismo pasa al continuo con momento

p, y su función de onda está caracterizada por una onda plana, nomenclada |p〉 en notación de

Dirac.

Si se somete al electrón a un campo eléctrico, la expresión del potencial será

V (~r) = −1

r
+ ~E.~r, (2.17)

en donde el potencial del láser está expresado en el gauge de longitud (ver apéndice C). De esta

manera, el potencial formará una barrera por la que el electrón podrá escapar por efecto túnel,

graficada en la figura 1.2.

Una aproximación que utilizaremos a lo largo del trabajo es la aproximación de campo fuerte

(SFA) [40]. Bajo esta aproximación, asumimos que, antes de la ionización, el electrón ligado

está sujeto al potencial atómico despreciando el efecto del láser, mientras que la dinámica de

ionización del átomo está regida principalmente por el campo eléctrico, despreciando el potencial

coulombiano. Entonces, se puede reemplazar dicho potencial por una delta de Dirac centrada

en la ubicación del átomo, graficado en la figura 2.6. De esta manera, expresamos el potencial

como

V (r) = −δ(~r) + ~E.~r. (2.18)

A partir de la expresión anterior podemos determinar el ancho de la barrera Dc que será la

distancia clásica que el electrón debe transitar debajo de la barrera al igualar el potencial total

a la enerǵıa inicial del electrón, obteniendo aśı el ancho de la barrera dado por la ecuación (1.3).

Estudiemos ahora la dinámica cuasiclásica de un electrón tuneleando en un campo estático

~E = −E0ẑ, en donde el signo se agregó para que la barrera se forme para valores de z positivos.
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Figura 2.6: Barrera de potencial en la aproximación de campo fuerte.

Suponiendo la dinámica unidimensional a lo largo del eje z, la ecuación de Newton será

z̈(t) = E0. (2.19)

Integramos la ecuación tomando que ż(t = 0) = 0, es decir, que el electrón emerge de la barrera

a tiempo 0 con velocidad nula. Con esta condición resulta

ż(t) = E0t. (2.20)

Ahora realizamos la segunda integral considerando que el electrón ioniza a un tiempo ti. Al

ionizar, el electrón se halla en la posición z = 0, centrado en el núcleo. Por ende, tomando

z(ti) = 0 se obtiene la trayectoria

z(t) =
E0

2
(t2 − t2i ). (2.21)
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El tiempo de ionización lo podemos hallar pidiendo que al emerger, es decir, a tiempo t = 0, el

electrón haya recorrido una distancia igual al ancho de la barrera, dada por la ecuación (1.3),

de forma tal que

z(t = 0) =
E0

2
(0− t2i ) =

Ip
E0

. (2.22)

De esta manera, hallamos el tiempo de ionización

ti = i

√
2Ip

E0

, (2.23)

el cual es imaginario. Evaluando la velocidad del electrón, dada por la ecuación (2.20), en el

tiempo de ionización se puede notar que la velocidad en ese instante valdrá

ż(ti) = i
√

2Ip, (2.24)

y es imaginaria pura, de forma análoga al caso de la barrera cuadrada. Su módulo, a su vez,

coincide con la velocidad clásica de la ecuación (1.5). Además, con este resultado la enerǵıa

total del electrón es continua, ya que, al no poseer enerǵıa potencial luego de ionizar, la misma

vale
ż2(ti)

2
= −Ip. (2.25)

En la figura 2.7 graficamos la posición del electrón en función del tiempo dada por la ecuación

(2.21). En la región a la izquierda de la ĺınea punteada el mismo transita tiempos imaginarios

desde ti hasta 0, en donde emerge habiendo recorrido una distancia Dc = Ip
E0

. A partir de alĺı,

el tiempo es real y positivo. Es interesante notar además que de la ecuación (2.21) se deduce

que la posición del electrón es real para todo tiempo, aún debajo de la barrera.

Calculemos ahora la acción. Para un potencial de la forma V = ~E.~r = −E0z, utilizando las

expresiones de velocidad de la ecuación (2.20) junto con la expresión de la trayectoria dada por

la ecuación (2.21) el lagrangiano queda expresado como

L = T − V = ż2 − E2
0t

2
i

2
= ż2 + Ip. (2.26)

Con esto, la acción queda expresada como

S(t, ti) =

∫ t

ti

(E2
0t
′2 + Ip)dt

′ + C. (2.27)
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Figura 2.7: Posición en función del tiempo para el electrón, transitando tiempos imaginarios a la

izquierda de la ĺınea punteada, y tiempos reales a la derecha.

La constante C se fija pidiendo que la acción del electrón ligado antes de la ionización sea

S(t) = Ipt, (2.28)

la cual proviene de la evolución temporal del estado atómico ligado. Por ello, al calcular la

acción para tiempos posteriores a ti pedimos que

S(t = ti) = C = Ipti, (2.29)

por lo que la acción de la ecuación (2.27) queda expresada como

S(t, ti) =
E2

0

3
(t3 − t3i ) + Ip(t− ti) + Ipti. (2.30)

Alĺı, podemos notar que el agregado de dicha constante es equivalente a restarle a la acción un

término igual a la enerǵıa total multiplicada por el tiempo de ionización, análogo al caso de la

barrera cuadrada. Evaluando en t = 0, la acción acumulada debajo de la barrera es finalmente

S(t = 0, ti) = −E
2
0

3
t3i = i

1

3

(2Ip)
3/2

|E0|
, (2.31)
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por lo que la tasa de ionización será

|T |2 = exp[−2Im(S)] = exp

[
−2

3

(2Ip)
3/2

|E0|

]
. (2.32)

La misma coincide, a menos de un prefactor, con la expresión derivada por Landau [41]. Pode-

mos considerar esta expresión como un caso ĺımite a comparar para un campo eléctrico oscilante

en el ĺımite ω → 0. Además, si consideramos que el campo vaŕıa muy lentamente, podŕıamos

considerar en el exponente reemplazar |E0| por |E0 cos(ωt)| y obtener una primera aproxima-

ción para el comportamiento exponencial para ionización con campo oscilante. Aqúı subyace el

hecho de que la ionización será máxima cuando el campo eléctrico lo sea. Además, la tasa de

ionización tenderá a cero exponencialmente para campos muy chicos. Una primera conclusión

que se deriva de la ionización con campo eléctrico oscilante es que la mayor parte de la ioniza-

ción ocurrirá para momentos cercanos a los máximos de campo eléctrico. Por ello, los análisis

de tasas de ionización y trayectorias se centrarán en electrones ionizados en dichos tiempos.
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Caṕıtulo 3

Fotoionización atómica debida a un

campo eléctrico dependiente del tiempo

El objetivo principal de este trabajo es analizar la ionización atómica para un campo eléctrico

oscilante. Para resolver en forma cuántica, se plantea la ecuación de Schrödinger dependiente

del tiempo, bajo la aproximación de electrón activo simple, que considera un sólo electrón activo

por átomo,

i
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = Ĥ(t)|Ψ(t)〉, (3.1)

a merced de un potencial efectivo radial V (r) debido a su interacción con el núcleo y el resto de

los electrones, como también del campo eléctrico del láser ~E(t). La ecuación 3.1 considera que

la intensidad del láser es lo suficientemente alta como para tratar al átomo en forma cuántica y

al campo eléctrico de forma clásica. Esto se debe a que el número de fotones del campo eléctrico

del láser es muy grande comparado con el número de fotones absorbido por el átomo.

En el gauge de longitud (ver apéndice C), el hamiltoniano se escribe

H =
~p2

2
+ V (r)︸ ︷︷ ︸
H0

+ ~E(t).~r︸ ︷︷ ︸
Hi

, (3.2)

donde H0 es el hamiltoniano atómico, con momento ~p y potencial coulombiano V (r), y Hi

es el hamiltoniano de interacción con el campo eléctrico en la aproximación dipolar, la cual

considera que la longitud de onda es mucho mayor a las dimensiones atómicas. El hamiltoniano

de interacción cumple que ĺım
t→±∞

Hi = 0, ya que el pulso láser tiene una duración finita.
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Las soluciones del hamiltoniano atómico cumplen

i
∂

∂t
|Φ(t)〉 = Ĥ0(t)|Φ(t)〉, (3.3)

y se suponen bien conocidas. Si consideramos la solución |Ψ−f 〉 de la ecuación (3.1) tal que

ĺım
t→∞
|Ψ−f 〉 = |Φf〉, y tomando |Φi〉 como el estado inicial solución de la ecuación (3.3), podemos

escribir la amplitud de transición como

T= ĺım
t→−∞

〈Ψ−f (t)|Φi(t)〉. (3.4)

Utilizando integración por partes se obtiene

T = −i
∫ +∞

−∞
dt〈Ψ−f (t)|Hi|Φi(t)〉, (3.5)

la cual es una expresión exacta para la amplitud de transición si |Ψ−f 〉 es exacta.

3.1. Aproximación de campo fuerte

La ecuación (3.5) no es más que un mero hecho ilustrativo con ninguna practicidad, ya que

es necesario conocer la solución de la ecuación (3.1) para calcular el elemento de matriz de

transición T , y la misma no tiene una solución anaĺıtica. Un posible método para resolverla es

de forma numérica [25]. Sin embargo, el método que usaremos en este trabajo será aproximar

dicha solución por un estado de Volkov, el cual es un autoestado del hamiltoniano de un

electrón libre en presencia de un campo eléctrico (desarrollado en el apéndice C). De esta

forma, estamos asumiendo que la dinámica del electrón en el continuo se rige únicamente por

el campo eléctrico, despreciando los efectos del potencial coulombiano. La expresión del estado

de Volkov en el gauge de longitud es

ΨV
p (~r, t) =

1

(2π)3/2
e−iSL(p,t,t′)ei[~p+

~A(t)].~r, (3.6)

donde ~A(t) es el potencial vector que cumple ~E(t) = −∂ ~A(t)
∂t

, y

SL(~p, t, t′) =
1

2

∫ t

t′
[~p+ ~A(t′′)]2dt′′ (3.7)

es la acción clásica de un electrón libre en presencia de un campo eléctrico externo de modo tal

que se cumple la relación

~p = ~̇r(t)− ~A(t), (3.8)
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donde ~p es una constante de movimiento y es el momento generalizado del electrón, y ~̇r(t) es

la velocidad del electrón. Además, al ser un problema t́ıpico de scattering, se suele considerar

t′ → −∞.

Por otro lado, el estado inicial |Φi(t)〉 evoluciona temporalmente con enerǵıa −Ip de la forma

|Φi(t)〉 = eiIpt|Φg〉, (3.9)

en donde |Φg〉 es el estado fundamental atómico. Con la expresión del estado de Volkov en el

canal final, dada por la ecuación (3.6), podemos escribir la probabilidad de transición de la

ecuación (3.5) como

T = −i
∫ +∞

−∞
dte−iS(p,t,t′)〈~p+ ~A(t)|Hi|Φg〉, (3.10)

donde la fase

S(p, t, t′) =

∫ t

t′

(
Ip +

1

2
[~p+ ~A(t′′)]2

)
dt′′ (3.11)

es la acción clásica de un electrón en un campo eléctrico inicialmente con enerǵıa −Ip. Podemos

apreciar que bajo esta aproximación la amplitud de transición es del estilo de las integrales de

camino de Feynman. La acción involucra trayectorias electrónicas que interfieren entre śı y la

probabilidad es igual a la superposición coherente de todas ellas.

El factor que acompaña a la exponencial en la ecuación (3.10) tiene una expresión anaĺıtica

para el átomo de hidrógeno. Utilizando la expresión para el estado fundamental, la misma es

〈~p+ ~A(t)|Hi|Φg〉 = − 1√
2π

(2Ip)
5/4[

Ip + 1
2
|~p+ ~A(t)|2

] . (3.12)

Con esto, la expresión para la amplitud de transición es

T = i
(2Ip)

5/4

√
2π

∫ +∞

−∞
dt

e−iS(p,t,t′)

Ip + 1
2
|~p+ ~A(t)|2

. (3.13)

Considerando un campo eléctrico en la dirección ẑ, el denominador del integrando se puede

reescribir como

Ip +
p2
ρ

2︸ ︷︷ ︸
Ĩp

+
1

2
[pz + A(t)]2 = Ĩp +

1

2
[pz + A(t)]2 =

∂S(t)

∂t
, (3.14)

en donde Ĩp = Ip+
p2
ρ

2
. Esto quiere decir que tener un momento perpendicular al campo no nulo

es análogo a incrementar el potencial de ionización.
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3.2. Aproximación de punto silla

El argumento de la exponencial en la ecuación (3.13) oscila muy rápidamente. Por ello,

la integral es dominada por los tiempos en los cuales la fase es localmente estacionaria. Con

esta consideración se puede aproximar la integral por una sumatoria sobre dichos tiempos.

Ésta se denomina aproximación de punto silla (SPA), y está basada en la aproximación de

fase estacionaria [42]. Dichos tiempos, notados tSP , serán interpretados como los tiempos de

ionización, y cumplen la ecuación de punto silla

∂S

∂t

∣∣∣∣
tSP

=
1

2
[pz + A(tSP )]2 + Ĩp = 0. (3.15)

Notemos que, a diferencia de los casos estudiados previamente, ahora tenemos más de un tiempo

de ionización, etiquetados con el sub́ındice SP , si consideraremos que el potencial vector ~A(t)

es sinusoidal con N ciclos. Entonces, la integral de la ecuación (3.13) se puede aproximar como∫ +∞

−∞
dt
e−iS(p,t,t′)

Ṡ(t)
' iπ

∑
SP

e−iS(tSP )

S̈(tSP )
. (3.16)

La expresión de la segunda derivada de la acción ∂2S(tSP )
∂t2

es

S̈(tSP ) = [pz + A(tSP )]E(tSP ) =

√
2Ĩp|E(tSP )|, (3.17)

donde hemos usado la ecuación de punto silla 3.15. Entonces la expresión final de la amplitud

de transición queda

T = −i(2Ip)
5/4

2
√
Ĩp

∑
SP

e−iS(tSP )

|E(tSP )|
, (3.18)

en donde la sumatoria se realiza sobre todos los tiempos de ionización. Esta expresión es váli-

da en el gauge de longitud. Para el gauge de velocidad, su expresión es ligeramente distinta

(apéndice D), lo cual evidencia que la aproximación de campo fuerte no es invariante de gauge.

Ambas expresiones difieren únicamente en un prefactor, por lo que la dependencia exponencial

de la matriz de transición es la misma en ambos gauges.

En la ecuación (3.18) la sumatoria se realiza sobre la acción de trayectorias electrónicas

semiclásicas, es decir, trayectorias de electrones que ionizan en los tiempos de ionización tSP las

cuales son soluciones de la ecuación (3.15). Dichas trayectorias son las que minimizan la acción,
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por lo cual, en la interpretación de Feynman, serán las trayectorias clásicas más probables. Sin

embargo, son denominadas semiclásicas debido a que, al sumar la contribución de todas las

trayectorias, obtendremos interferencias cuánticas, constructivas y destructivas, entre ellas.

Para calcular dichos tiempos, consideremos un campo eléctrico linealmente polarizado de la

forma ~E = E0 cos(ωt)ẑ, en donde el potencial vector vale ~A = −E0

ω
sin(ωt)ẑ. Definimos

u = pz
ω

E0

(3.19)

como la componente paralela al campo del momento generalizado del electrón en su forma

adimensionalizada. De esta manera la ecuación (3.15) se expresa

[u− sin(ωtSP )]2 = −γ̃2, (3.20)

en donde

γ̃2 =
w2

E2
0

2Ĩp = γ2 +
p2
ρω

2

E2
0

, (3.21)

siendo γ el parámetro de Keldysh discutido en la introducción, el cual aparece naturalmente

en este formalismo.

Para cada valor de u existen dos soluciones por cada ciclo óptico debido a que la función

seno adquiere dos valores iguales en cada peŕıodo. Debido a ello, los tiempos de ionización se

notan tSP = t
(α)
m , en donde m = 1, ..., N indica el número del ciclo óptico y α = 1, 2 denota

a los dos tiempos por cada ciclo. Estas soluciones representan los tiempos en que la acción

del electrón es estacionaria, y dominan la ionización. Llamaremos ti = t0 + iτT a una de las

soluciones para el primer ciclo óptico (m = α = 1). Para los demás ciclos, etiquetados con el

sub́ındice m, la solución es t
(1)
m = ti + 2πm

ω
, con 1 ≤ m ≤ N . La segunda solución en el mismo

ciclo óptico vale t
(2)
m = π

ω
− t(1)∗

m .

Si restringimos a pρ = 0 la ecuación (3.20) queda expresada

sin(ωti) = u+ iγ. (3.22)

Para generalizar, simplemente se reemplaza Ip por Ĩp. De la ecuación (3.22) se deduce que la

expresión formal más general para las soluciones de la ecuación es

ti =
1

ω
sin−1(u+ iγ). (3.23)
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Para despejar las partes real y la imaginaria separamos el seno de un número complejo y

obtenemos dos ecuaciones sin(ωt0) cosh(ωτT ) = u,

cos(ωt0) sinh(ωτT ) = γ,

(3.24)

en donde consideramos ti = t0 + iτT . En primer lugar, para comprender el rol de cada com-

ponente del tiempo complejo supongamos que ambas partes, real e imaginaria del mismo, son

pequeñas. Eso lleva a que

t0 + iτT '
1

ω
(u+ iγ), (3.25)

lo cual muestra que hay dos fuertes relaciones. Por un lado, la parte real del tiempo se rela-

ciona con el momento paralelo del electrón. Por otro lado, la parte imaginaria tiene una fuerte

conexión con el parámetro de Keldysh y será la principal protagonista de la dinámica de ioni-

zación debajo de la barrera. Además, la misma se relaciona con el momento perpendicular pρ

al generalizar γ → γ̃ =
√
γ2 + ω2

E2
0
p2
ρ.

La componente en ẑ de la ecuación (3.8), recordando que u es la componente del momento

generalizado adimensionalizado paralela al campo, queda expresada

pz = u
E0

ω
= ż(t)− A(t). (3.26)

Esto implica que si u = 0 la ionización ocurre en los máximos del campo eléctrico, siendo un

caso de gran importancia según lo expresado en la ecuación (2.32).

En particular, si u = 0, mediante la ecuación (3.23) el tiempo de ionización queda puramente

imaginario, y su expresión es

ti = iτT = i
sinh−1 γ

ω
= i

ln(γ +
√
γ2 + 1)

ω
. (3.27)

Como la mayor parte de la ionización ocurre con u = 0, podŕıamos tomar una aproximación

de las ecuaciones para los tiempos con |u| << 1, es decir, |pz| << E0/ω. Como vimos, existe

una fuerte relación entre la parte real de ti y u. Por ello, aproximar a primer orden en u implica

aproximar ωt0 al mismo orden. Entonces, a primer orden, sin(ωt0) ' ωt0, y cos(ωt0) ' 1, por

lo que ωt0 cosh(ωτT ) = u,

sinh(ωτT ) = γ.

(3.28)
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La solución del tiempo de ionización es entonces

ti =
u

ω
√

1 + γ2
+ i

sinh−1 γ

ω
=

pz

E0

√
1 + γ2

+ i
ln(γ +

√
γ2 + 1)

ω
. (3.29)

Dicha ecuación nos da una corrección para el valor de la parte real del tiempo de ionización

respecto al caso u = 0 pero no para la parte imaginaria, la cual tendŕıa correcciones recién a

segundo orden en u, las cuales despreciamos.
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Caṕıtulo 4

Dinámica cuasiclásica

En este caṕıtulo estudiamos la dinámica cuasiclásica de los electrones para un campo eléctri-

co oscilante, resolviendo la ecuaciones de Newton para el sistema. Debido a la simetŕıa ciĺındrica

del sistema, reducimos el problema de tres dimensiones a dos dimensiones, tomando la coorde-

nada z como la paralela a la dirección de polarización del campo eléctrico y la coordenada ρ

como la perpendicular. Consideramos en este caso un campo eléctrico linealmente polarizado

de la forma

~E(t) = E0 cos(ωt)ẑ. (4.1)

4.1. Simple Man’s Model

Un modelo simple que trata la dinámica cuasiclásica de fotoionización en el régimen de

tuneleo es el denominado Simple Man’s Model (SMM). El mismo postula que la ionización es

instantánea y ocurre a un tiempo t0 real, con una tasa de ionización semiclásica dada por el

modelo ADK [24]. Alĺı, el electrón emerge de la barrera con velocidad nula en el origen, es decir,

en ~r = 0, por lo que considera un ancho de la barrera nulo. A partir de alĺı, la dinámica es clásica,

regida únicamente por el campo eléctrico, despreciando el efecto del potencial coulombiano del

núcleo.

La ecuación de Newton para el movimiento paralelo al campo se expresa

z̈(t) = −E0 cos(ωt). (4.2)
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Integrando dicha ecuación con la condición inicial ż(t = t0) = 0, la expresión para la velocidad

queda

ż(t) = −E0

ω
[sin(ωt)− sin(ωt0)] . (4.3)

La velocidad media a lo largo de un ciclo del láser con la que se propaga el electrón vale entonces

< ż(t) >=
E0

ω
sin(ωt0) ≡ vD, (4.4)

y se la denomina velocidad de deriva. Con esta definición, la expresión de la eneǵıa cinética es

T (t) =
E2

0

2ω2
sin2(ωt) +

v2
D

2
− E0

ω
vD sin(ωt), (4.5)

y su valor medio temporal vale

< T >=
E2

0

4ω2
+
v2
D

2
≡ Up +

v2
D

2
. (4.6)

Alĺı definimos la enerǵıa ponderomotriz Up ≡ E2
0

4ω2 como el valor promedio de enerǵıa que

adquiere el electrón en un ciclo del láser. Cuando el electrón llega al detector, ubicado en

el infinito1, la enerǵıa que se mide es T =
v2
D

2
, ya que el electrón no oscila más después de que

se apaga el láser. De la ecuación (4.4) es fácil comprobar que dicha enerǵıa cinética es menor

a dos veces la enerǵıa ponderomotriz, i.e., T ≤ 2Up. Dicha cota se denomina enerǵıa de corte.

Sin embargo, a mediados de los 90, al considerarse procesos de recolisión se corrigió este valor

de enerǵıa hasta enerǵıas de corte del orden de 10Up [43, 44].

Finalmente, integrando la ecuación (4.3) considerando z(t = t0) = 0, la ecuación para la

trayectoria es

z(t) =
E0

ω2
[cos(ωt)− cos(ωt0)] + vD(t− t0). (4.7)

Si consideramos que el electrón ioniza en un máximo del campo eléctrico, es decir, t0 = 0, por

la ecuación (4.4) vale que vD = 0, con lo que la trayectoria queda expresada

z(t) =
E0

ω2
[cos(ωt)− 1] , (4.8)

y su valor medio es

< z(t) >= −E0

ω2
≡ −α, (4.9)

1El detector ubicado en el infinito refiere a que se halla a una distancia del átomo mucho mayor que las

dimensiones atómicas caracteŕısticas, en donde el campo eléctrico se encuentra apagado.
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Figura 4.1: Tiempos de ionización por cada ciclo óptico.

en donde α se denomina amplitud de oscilación.

El Simple Man’s Model considera que el potencial de ionización es Ip = 0. Es por ello que

el ancho de la barrera en este caso es nulo. Por ello, con la ecuación (3.15) los tiempos de

ionización de este modelo son los que cumplen la relación

A(t(α)
m ) = −pz. (4.10)

En la figura 4.1 graficamos dichos tiempos, evidenciando que hay dos por cada ciclo del láser.

Ahora procederemos a realizar una mejora a este modelo, partiendo de condiciones iniciales

más realistas al considerar el recorrido del electrón bajo la barrera.

4.2. Modelo cuasiclásico

Procedemos a plantear las ecuaciones de Newton para el movimiento del electrón conside-

rando como tiempos de ionización las soluciones de la ecuación de punto silla (3.15), o equiva-

lentemente, la ecuación (3.23). La interpretación que realizamos de los tiempos de ionización
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complejos ti = t0 + iτT en el contexto del modelo cuasiclásico planteado en este trabajo es la

siguiente:

1. El electrón no es afectado por el campo eléctrico del láser hasta un tiempo igual a la parte

real del tiempo de ionización. Es decir, para t < t0 el electrón permanece en su estado

ligado con enerǵıa −Ip.

2. Luego, a tiempo ti el átomo comienza a ionizarse, y mientras transcurre tiempo complejo,

manteniendo su parte real t0 constante, la parte imaginaria disminuye desde τT hasta 0.

El electrón transita la región bajo la barrera (primer tramo en la figura 4.2).

3. Al anularse la parte imaginaria del tiempo, el electrón emerge de la barrera y continúa su

dinámica con tiempo real t ≥ t0 influenciado únicamente por el campo eléctrico del láser,

de acuerdo a la aproximación de campo fuerte (segundo tramo en la figura 4.2).

Figura 4.2: Plano complejo temporal.

Los tiempos de ionización tienen su rol en las condiciones iniciales desde las cuales integra-

mos la ecuación de Newton. Se obtienen trayectorias a partir del instante ti en que el electrón

comienza a transitar bajo la barrera, es decir, su evolución a partir de dichos tiempos. Debido

a que consideramos tiempos complejos, es inherente a la dinámica del proceso de ionización
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que el electrón posea, transitoriamente mientras atraviesa la barrera de potencial, trayectorias

y momentos complejos. La razón fundamental de ello es que, cuando el electrón se halla bajo

la barrera de potencial, la enerǵıa cinética del mismo es negativa, lo cual lleva a considerar

necesariamente, dentro de la dinámica cuasiclásica, velocidades imaginarias. A pesar de todo

esto, es necesario que dichos valores sean reales para el movimiento fuera de la barrera, de

acuerdo a la mecánica clásica tradicional.

Resolvemos para un campo eléctrico en la aproximación dipolar polarizado linealmente en

la dirección ẑ dado por la ecuación (4.1). La dinámica para la coordenada perpendicular ρ es

trivialmente ρ̈ = 0, lo que lleva a considerar al momento perpendicular del electrón ρ̇ = pρ

como una constante de movimiento.

La ecuación de Newton para la coordenada z con la que trabajaremos es la ecuación (4.2)

Dicha ecuación expresa la aceleración del electrón en función del tiempo bajo la influencia

del campo eléctrico una vez que despreciamos la fuerza de Coulomb ejercida por el núcleo.

Entonces, podemos analizar la aceleración bajo la barrera parametrizando el tiempo complejo

bajo la barrera t = t0 + iτ con 0 ≤ τ ≤ τT . Aśı, obtenemos que el electrón está sometido a una

fuerza compleja de la forma

z̈(t0 + iτ) = −E0 cos[ω(t0 + iτ)] = −E0 cos(ωt0) cosh(ωτ) + iE0 sin(ωt0) sinh(ωτ). (4.11)

Podemos apreciar aqúı que, bajo la barrera, el electrón está sometido a una fuerza con com-

ponente imaginaria no nula. Es de esperar, por ende, que el mismo describa trayectorias y

velocidades complejas.

Primero, resolvemos la ecuación (4.2) para un valor de momento paralelo pz arbitrario.

Según la ecuación (3.26), la expresión de la velocidad del electrón es

ż(t) = pz + A(t) = pz −
E0

ω
sin(ωt). (4.12)

Con estas consideraciones, calculamos la trayectoria integrando la ecuación (4.12). Aqúı toma-

mos que el electrón en el tiempo de ionización se encuentra en el origen, ya que la aproximación

de campo fuerte es equivalente a reemplazar el potencial coulombiano por una delta de Dirac

centrada en z = 0 (ver figura 2.6). Por ende, tomamos z(t = ti) = 0. Finalmente, integrando la

ecuación (4.12), la expresión de la trayectoria es

z(t) = pz(t− ti)−
E0

ω

∫ t

ti

sin(ωt′)dt′. (4.13)
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Ahora procedemos a calcular las trayectorias y velocidades, particularizando para los casos en

que el momento paralelo es cero (u = 0), y el momento paralelo es distinto de cero pero pequeño

(|u| << 1), que son los que dominan la dinámica de la ionización ya que refieren a ionización

en tiempos cercanos a los máximos de campo eléctrico.

4.3. Ionización en máximos de campo eléctrico (u = 0)

El caso u = 0, es decir, pz = 0, implica que los electrones que emergen de la barrera en

los máximos de campo eléctrico lo hacen con momento final nulo. Con la ecuación (4.12), la

expresión de la velocidad es

ż(t) = −E0

ω
sin(ωt). (4.14)

Para este caso, el tiempo de ionización es puramente imaginario y vale ti = iτT , en donde

τT = sinh−1 γ
ω

. Por ello, la ecuación (4.13) se expresa

z(t) = −E0

ω

∫ t

iτT

sin(ωt′)dt′, (4.15)

integrando desde un valor imaginario hasta un valor real. La integral de la ecuación (4.15) se

calcula mediante un camino que recorra el eje imaginario, desde iτT hasta 0, y luego el eje real

desde 0 hasta t, como el descripto en la figura 4.2 tomando t0 = 0. Por ende, dividimos la

integral en dos partes, ∫ t

iτT

sin(ωt′)dt′ =

∫ 0

iτT

sin(ωt′)dt′ +

∫ t

0

sin(ωt′)dt′. (4.16)

Mediante una sustitución en la primera integral, considerando ξ = it′ y renombrando a la

variable de integración t′, se muestra que es posible escribir la integral como

z(t) = −E0

ω

[∫ τT

0

sinh(ωt′)dt′ +

∫ t

0

sin(ωt′)dt′
]
. (4.17)

Este resultado es una muestra de que el electrón transita, durante un tiempo igual a la parte

imaginaria del tiempo de ionización, una distancia que es, en principio, la distancia recorrida

por el electrón bajo la barrera. La misma es una distancia efectiva dada por el hecho de que

la barrera no es estática, sino que oscila en el tiempo. Posteriormente, el electrón emerge de la

barrera y oscila debido al campo eléctrico del láser. Resolviendo la integral, y usando la expresión
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de τT obtenida en la ecuación (3.27), se obtiene el siguiente resultado para la trayectoria del

electrón para un tiempo arbitrario

z(t) =
E0

ω2

[
cos(ωt)−

√
γ2 + 1

]
. (4.18)

La ecuación (4.18) es extendible fácilmente al caso en que pρ 6= 0 reemplazando γ por γ̃. De

esta forma, obtenemos

z(t) =
E0

ω2

[
cos(ωt)−

√
γ2 +

ω2p2
ρ

E2
0

+ 1

]
. (4.19)

Considerando el caso pρ = 0 y si promediamos en el tiempo, hallamos el valor medio de la

posición de oscilación del electrón

< z(t) >= −E0

ω2

√
1 + γ2 = −α

√
1 + γ2, (4.20)

que provee una corrección al Simple Man’s Model dado por la ecuación (4.9) y coincide con la

misma en el caso que γ = 0

4.3.1. Dinámica bajo la barrera.

Vamos a estudiar ahora la dinámica del electrón debajo de la barrera, recordando que alĺı

el tiempo transcurre a lo largo del eje imaginario. Para analizar las expresiones de velocidad

y trayectoria durante el tuneleo parametrizamos el tiempo imaginario como t = iτ , donde τ

adquiere valores desde τT al entrar a la barrera, hasta 0 a la salida de la misma.

En primer lugar, la expresión de la velocidad bajo la barrera se obtiene evaluando la ecuación

(4.14) en tiempo imaginario, de forma tal que vale

ż(iτ) = −iE0

ω
sinh(ωτ) = −i

√
2Ip

sinh(ωτ)

γ
. (4.21)

Este resultado expresa que la velocidad del electrón bajo la barrera es imaginaria pura. Si

especificamos la velocidad en el tiempo de ionización ti = iτT obtenemos que

ż(iτT ) = −i
√

2Ip. (4.22)

Con esto, otra forma de expresar ambas condiciones iniciales del problema en el tiempo de

ionización es z(ti) = 0, y ż(ti) = −i
√

2Ip = −ivc, en donde vc es el valor de velocidad clásica

dada por la ecuación (1.5), en el instante de ionización.
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Veamos ahora la trayectoria debajo de la barrera, evaluando la ecuación (4.18) en tiempos

imaginarios t = iτ . Con esto, se obtiene la siguiente trayectoria, que, para este caso particular,

sigue siendo real incluso para tiempos imaginarios

z(iτ) =
E0

ω2

[
cosh(ωτ)−

√
γ2 + 1

]
. (4.23)

4.3.2. Distancia recorrida bajo la barrera

Si tomamos que el electrón emerge de la barrera para t = 0, la posición del electrón al final

del tuneleo será

z(t = 0) =
E0

ω2

[
1−

√
γ2 + 1

]
, (4.24)

la cual es negativa debido a la fase del campo eléctrico en dicho punto, evidenciando que aqúı

la barrera a tiempo t = 0 se forma para valores de z negativos. La distancia D recorrida por el

electrón será el módulo de dicha expresión [45],

D =
E0

ω2

[√
γ2 + 1− 1

]
. (4.25)

Es interesante notar que dicha distancia es distinta a cero, excepto para el caso γ = 0, el cual

coincide con el SMM. Por otro lado, tomando el régimen de tuneleo (γ << 1) la distancia que

atraviesa el electrón debajo de la barrera es

D ' E0γ
2

2ω2
=

Ip
E0

. (4.26)

Con la definición de γ, en este ĺımite el resultado coincide con el resultado para la barrera

estática de la ecuación (1.3). Por otro lado, notemos que este resultado es independiente de

la frecuencia del campo eléctrico. Esto expresa un concepto muy importante, que refiere a la

adiabaticidad en la dinámica del sistema. El electrón recorre la misma distancia sin importar

la frecuencia (siempre y cuando se cumpla γ << 1) debido a que en este régimen el electrón

tunelea mucho más rápido de lo que tarda la barrera en oscilar. Esto hace que el proceso de

ionización sea adiabático, es decir, que el electrón se adapte al movimiento de la barrera instante

a instante.

En el ĺımite multifotónico (γ >> 1) hallamos que la distancia que el electrón atraviesa

debajo de la barrera es

D '
√

2Ip

ω
, (4.27)
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la cual śı posee una alta dependencia con la frecuencia, al contrario que el caso anterior, incluso

tendiendo a cero para frecuencias muy altas. Esto evidencia un comportamiento completamente

no adiabático durante el proceso de ionización, en donde la barrera oscila mucho más rápido

que el tiempo que tarda el electrón en atravesar la barrera de potencial. Esto hace que el

electrón describa un movimiento efectivo afectado fuertemente por el movimiento de la barrera

de potencial que atraviesa.

4.3.3. Tiempo de ionización

El tiempo de ionización para u = 0 es ti = i sinh−1 γ
ω

. En el régimen de tuneleo (γ << 1) vale

τT '
γ

ω
=

√
2Ip

E0

, (4.28)

que es igual al doble del tiempo clásico calculado en el caṕıtulo 1 dado por la ecuación (1.6),

i.e., Tc = τT
2

, aunque las distancias recorridas en dicho tiempo śı son iguales. La diferencia entre

ambos tiempos se entiende en que la velocidad del electrón bajo la barrera no es constante

como se asume en el caṕıtulo 1, sino que, para γ ' ωτ << 1 vaŕıa según

ż(iτ) = −iE0

ω
sinh(ωτ) ' −iE0τ. (4.29)

Aśı se evidencia que el módulo de la velocidad del electrón es vc =
√

2Ip únicamente al comienzo

de la ionización, decayendo linealmente luego. De esta forma, el valor medio de la velocidad

será

< vz(τ) >= i
E0τT

2
, (4.30)

y alĺı radica la razón de la diferencia entre ambos tiempos.

4.3.4. Enerǵıa cinética

Realizaremos ahora un análisis minucioso de la enerǵıa cinética en las tres etapas descriptas

al comienzo de la sección.

Primero, previo a la ionización, el electrón posee enerǵıa total −Ip. Por el teorema del virial,

considerando que el electrón está sometido a un potencial coulombiano V ∝ r−1, el valor medio
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de la enerǵıa cinética será Ip. Durante la ionización, parametrizando t = iτ , con τ ∈ (0, τT ), la

expresión para la enerǵıa cinética utilizando la ecuación (4.21) es

T = −Ip
(

sinh(ωτ)

γ

)2

, (4.31)

la cual es consistente con el movimiento del electrón bajo la barrera, dado que la diferencia

entre la barrera de potencial y su enerǵıa total es negativa.

Otra cosa para remarcar es que en el tiempo de ionización la enerǵıa cinética vale −Ip, por lo

cual hay una discontinuidad de la misma a t = ti. Esto se debe a que estamos suponiendo que a

partir del tiempo de ionización el campo eléctrico del láser domina la dinámica y despreciamos

el potencial Coulombiano, es decir, la enerǵıa potencial atómica se hace cero instantáneamente.

Esto hace que la enerǵıa cinética sea discontinua en t = ti. A pesar de esto, como se apaga el

potencial la enerǵıa cinética coincide con la total en este caso. Por ello, en ese punto, la enerǵıa

total vale −Ip y esto hace que la misma sea continua en ese instante.

Figura 4.3: Enerǵıa cinética en función del tiempo, para ω = 0,05 y γ = 0,1.

Finalmente, luego de que emerge el electrón de la barrera, para tiempos reales, la enerǵıa

cinética vale

T =
E2

0

2ω2
sin2(ωt) = 2Up sin2(ωt). (4.32)
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Para t = 0, la misma es continua y vale T = 0 ya que la velocidad es nula para dicho instante.

Además podemos apreciar que el valor medio de T para tiempos t > 0 es Up, lo cual es

consistente con la definición de enerǵıa ponderomotriz.

En la figura 4.3 se puede apreciar cómo vaŕıa la enerǵıa cinética, para Ip = 0,5 (átomo de

hidrógeno), frecuencia ω = 0,05, y un valor de γ = 0,1. La región central delimitada por ĺıneas

punteadas se corresponde al electrón transitando tiempos imaginarios debajo de la barrera. El

electrón ligado tiene enerǵıa cinética constante igual a Ip. Al ionizar, se aprecia la discontinuidad

de la enerǵıa cinética, aunque su módulo es continuo, hasta que emerge en tiempo t = 0 con

pendiente cero (aceleración nula) y comienza a oscilar bajo la acción del campo eléctrico.

4.3.5. Tasa de ionización

Analizamos ahora el comportamiento exponencial de la tasa de ionización del sistema. Es-

to lo hacemos considerando de la ecuación (3.18) sólo un tiempo de ionización, quedándonos

únicamente con el primer término de la sumatoria. Consideramos el primer tiempo de ioniza-

ción, el cual, para el caso u = 0, es puramente imaginario y vale ti = iτT = i sinh−1 γ
ω

. En el

siguiente caṕıtulo analizamos más exhaustivamente los efectos de interferencia que provienen

de considerar los demás tiempos.

Tomando pz = pρ = 0 por simplicidad, calculamos la acción dada por la ecuación (3.11) del

electrón para el tiempo ti ≡ t
(1)
1 = iτT . La misma es puramente imaginaria y vale

S(ti) = −iE
2
0

ω3

[(
γ2 +

1

2

)
ωτT

2
− 1

8
sinh(2ωτT )

]
. (4.33)

Para calcular la probabilidad de transición tomamos módulo cuadrado a la amplitud dada por

la ecuación (3.18), obteniendo

|T |2 ∝ exp(2Im[S(ti)]). (4.34)

Utilizando la expresión de la acción de la ecuación (4.33), la probabilidad de ionización para

un valor de γ arbitrario es

|T |2 ∝ exp

{
−E

2
0

ω3

[(
γ2 +

1

2

)
sinh−1 γ − γ

2

√
γ2 + 1

]}
, (4.35)

el cual coincide con los resultados bibliográficos [23].
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Para el ĺımite de tuneleo tomamos γ << 1, considerando el primer orden no trivial del

argumento de la exponencial. De esta forma obtenemos

|T |2 ∝ exp

[
−2

3

(2Ip)
3/2

E0

]
, (4.36)

la cual reproduce el resultado para un campo eléctrico estático calculado en la sección 2.2.

Éste coincide con el calculado por Landau [41] y los resultados de las teoŕıas PPT [23] y ADK

[24]. Lo más importante que muestra la ecuación (4.36) es la independencia del mismo con la

frecuencia del láser, consistente con un régimen adiabático del electrón en el campo eléctrico

oscilante, en el cual la barrera de potencial oscila mucho más lento que el tiempo que tarda el

electrón en atravesarla.

Por otro lado, en el ĺımite multifotónico (γ >> 1) obtenemos

|T |2 ∝ E2
Ip
ω ∝ I

Ip
ω = In. (4.37)

En primer lugar, este resultado muestra una fuerte dependencia de la tasa de ionización con

la frecuencia, expresando un régimen altamente no adiabático. Adicionalmente, el resultado es

proporcional a la intensidad del láser elevado a Ip/ω = n, en donde n es el número de fotones

absorbidos por el electrón para adquirir una enerǵıa Ip e ionizar. De esta forma se evidencia el

comportamiento multifotónico y perturbativo en este régimen, ya que admite un desarrollo en

potencias de γ−1 de la forma

|T |2 ∝ γ−2n. (4.38)

Este régimen está bien caracterizado con teoŕıas perturbativas, aplicado a láseres de baja in-

tensidad.

En la figura 4.4 (a) graficamos la tasa de ionización dada por la ecuación (4.35) en función

del campo eléctrico. En la misma podemos apreciar cómo la misma tiende a 1 para campos

altos (régimen de tuneleo), el cual es un comportamiento esperado y reproduce el resultado

dado por la ecuación (4.36), mientras que para campos pequeños (régimen multifotónico) el

comportamiento es el dado por la ecuación (4.37) y la probabilidad tiende a cero.

Por otro lado, en la figura 4.4 (b) se grafica la tasa de transición en función de la frecuencia.

Para frecuencias altas, el sistema se halla en el régimen multifotónico y la probabilidad de

transición tiende a 1 según la ecuación (4.37), ya que la enerǵıa de los fotones en este caso
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Figura 4.4: Tasa de ionización en función del campo eléctrico (a) y frecuencia (b). En el primer caso,

se utilizó ω = 0,05, y en el segundo caso, un valor de E0 = 0,05.

tiende a ser mucho mayor al potencial de ionización. Por otro lado, para frecuencias bajas el

régimen es el de tuneleo, dado por la ecuación (4.36), en donde el comportamiento del sistema

es independiente de la frecuencia. Por ende, la probabilidad es constante, y el mismo se halla

en un régimen adiabático.

4.4. Ionización fuera de los máximos de campo eléctrico

(u 6= 0)

Analizamos ahora el caso u 6= 0 considerando |u| << 1, es decir, la ionización en momentos

cercanos a los máximos de campo eléctrico, que es donde la ionización es máxima. En este caso,

el electrón va a emerger de la barrera de potencial a un tiempo t0 6= 0. Recordemos que la

solución de la ecuación (3.20) del tiempo de ionización para |u| << 1 es

ti = t0 + iτT =
u

ω
√
γ2 + 1

+ i
sinh−1(γ)

ω
. (4.39)

Notemos que, a este orden de aproximación, hay una corrección a la parte real del tiempo de

ionización respecto al caso u = 0, la cual ahora es no nula. La corrección a la parte imaginaria
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es de orden O(u2), y la despreciamos.

La condición inicial que usamos en este caso es que el electrón emerge a tiempo t = t0, igual

a la parte real del tiempo de ionización. Mientras transcurre debajo de la barrera, el electrón

transita tiempo imaginario desde iτT hasta 0, manteniendo su parte real constante t0 hasta que

finalmente emerge en t0 con velocidad ż(t = t0). A su vez, con la ecuación (3.26) del momento

generalizado podemos escribir a primer orden

ż(t0) = pz

(
1− 1√

γ2 + 1

)
. (4.40)

La misma se puede expresar en los dos ĺımites de tuneleo y multifotónico como

ż(t0) =
pz
2
γ2 (4.41)

y

ż(t0) = pz, (4.42)

respectivamente.

La ecuación (4.12) que da la velocidad del electrón se puede escribir como

ż(t) = −E0

ω
sin(ωt) + pz, (4.43)

en donde pz es la velocidad con la cual los electrones llegan al detector ubicado en el infinito,

cuando el pulso de campo eléctrico ya está apagado, es decir, es la velocidad de deriva.

La ecuación de la trayectoria para t ≥ t0 debe ser real. Para ello, imponemos que el electrón

al emerger de la barrera haya recorrido una distancia real D igual a la distancia recorrida bajo

la barrera en el caso u = 0, dada por la ecuación (4.25). Esto se debe a que el campo eléctrico

vale

E(t0) = E0 cos(ωt0) ' E0, (4.44)

es decir, a primer orden la barrera no se habrá modificado respecto a la situación anterior. Esto

hará que su trayectoria para t ≥ t0 sea real, lo cual es lo que buscamos.

La condición inicial a pedir al integrar la ecuación (4.43) es entonces

z(t = t0) =
E0

ω2

(
1−

√
γ2 + 1

)
= −D, (4.45)
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donde, según la ecuación (4.25), D es la distancia recorrida por el electrón bajo la barrera en

el caso u = 0, y tiene una dependencia con γ. Con esta condición, al realizar la integral de z(t)

en la ecuación (4.43), obtenemos la trayectoria

z(t) = −D +
E0

ω2
[cos(ωt)− cos(ωt0)] + pz(t− t0), (4.46)

que es válida para un valor de pz arbitrario, y real para tiempos mayores a t0. Reemplazando

la expresión (4.46) con t0 = u

ω
√
γ2+1

, a orden u obtenemos

z(t) = −D +
E0

ω2
[cos(ωt)− 1] + pzt, (4.47)

en donde se puede ver que para t = t0 a O(u) se recupera la condición inicial pedida. Podemos

apreciar que, para tiempos reales mayores a t0, la trayectoria es efectivamente real, lo cual era

lo buscado.

4.4.1. Dinámica bajo la barrera

Analicemos ahora la dinámica del electrón debajo de la barrera. Para hacer esto, evaluamos

la expresión dada por la ecuación (4.47) en un tiempo complejo t = t0+iτ , en donde 0 ≤ τ ≤ τT .

La ecuación (4.47) se puede escribir como

Re[z(t0 + iτ)] ' −D +
E0

ω2
[cosh(ωτ)− 1] , (4.48)

Im[z(t0 + iτ)] ' pz
ω

[
ωτ − sinh(ωτ)√

γ2 + 1

]
. (4.49)

Notemos que durante el tuneleo, el electrón transita posiciones complejas durante tiempos

complejos.

En primer lugar, la parte real de la trayectoria dada por la ecuación (4.48) no posee infor-

mación de la velocidad de deriva, debido a que ese término es de orden cuadrático en u. Por lo

tanto, dicha velocidad no juega un papel significativo durante el tuneleo del electrón. Por otro

lado, si evaluamos la parte real de la trayectoria en el tiempo real en el que el electrón emerge

de la barrera, obtenemos lo pedido en la condición inicial

Re[z(t0)] = −D. (4.50)
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Además, si calculamos la posición en el tiempo de ionización dado por la ecuación (4.39)

obtenemos

Re[z(ti)] = −D +D = 0. (4.51)

Por lo tanto, la parte real de la trayectoria se anula al comenzar la ionización, lo cual es

consistente con el hecho de que el electrón se halle en posición real 0 al ionizar.

Por otro lado, podemos ver que cuando el electrón emerge de la barrera en t = t0 (τ = 0)

la parte imaginaria de la posición se anula, i.e.,

Im[z(t0)] = 0, (4.52)

que es lo que buscábamos al imponer la condición inicial pedida. Pero durante el tuneleo, la

parte imaginaria de la posición toma valores no nulos, evolucionando en el tiempo complejo.

En particular, para el tiempo de ionización la misma vale

Im[z(ti)] =
pz
ω

[
sinh−1(γ)− γ√

γ2 + 1

]
. (4.53)

Se puede observar en la figura 4.5 que variando E0 y manteniendo Ip = 0,5 y ω = 0,05

constantes, con u = 0,001, para ambos ĺımites (tuneleo y multifotónico) la parte imaginaria de

la trayectoria tiende a anularse, y que incluso existe un valor de γ para el cual ésta adquiere un

valor máximo. Calculado numéricamente, este valor es γmax = 2,92. Es importante notar que

este valor no depende de ningún parámetro del problema sino que es un resultado general.

En la figura 4.5 se aprecia además cómo vaŕıa la parte imaginaria de la trayectoria en función

del tiempo imaginario τ , dejando fija la parte real, es decir, mientras el electrón está transitando

debajo de la barrera. Podemos apreciar cómo ésta decrece, hasta que, finalmente al emerger, se

anula.

En la figura 4.6 (a) se grafica la parte real de la trayectoria mientras el electrón se encuentra

debajo de la barrera, a la izquierda de la ĺınea punteada, dada por la ecuación (4.48). Se puede

notar que al orden considerado, la misma no depende del valor de u. Además, al emerger, es

decir, a t = t0, el electrón recorrió una distancia D. A partir de dicho tiempo (que depende del

valor de u según la ecuación (4.39)) el electrón continúa su dinámica según la ecuación (4.47),

lo cual se grafica en la figura 4.6 (b). Para el caso u = 0 oscila en torno a un punto medio dado
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Figura 4.5: Evolución temporal de la parte imaginaria de la trayectoria, con valores ω = 0,05 y

u = 0,001.

por la ecuación (4.20). Además, en la figura podemos notar que para ciertos valores de u las

trayectorias vuelven al origen en algún tiempo, llevados nuevamente por el campo eléctrico. Esto

lleva a la posibilidad de recombinación del átomo en z = 0, emitiendo radiación de frecuencias

pertenecientes a armónicos altos del láser pulsado al que se lo somete, en un proceso denominado

generación de armónicos altos (HHG). Este fenómeno, observado experimentalmente a fines de

la década del 80 [46], ocurre debido a que, luego de ionizar, el potencial debido al campo

eléctrico se invierte, ocasionando que, bajo ciertas condiciones, el electrón retorne al núcleo.

El modelo más simple para estudiarlo es el denominado modelo de los tres pasos [47, 48]. Este

fenómeno no es, sin embargo, objeto de estudio del presente trabajo.

Analicemos ahora la velocidad bajo la barrera. Tomando la expresión dada por la ecuación

(4.43) y evaluándola en tiempo t = t0 + iτ , obtenemos

ż(t0 + iτ) = −pz

(
cosh(ωτ)√
γ2 + 1

− 1

)
− iE0

ω
sinh(ωτ). (4.54)

Para τ = 0 reobtenemos la primera condición inicial que pedimos dada por la ecuación (4.40),
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Figura 4.6: Parte real de la trayectoria para distintos valores de u, mientras transita la región bajo la

barrera (a) y luego de emerger de la misma (b), con valores de Ip = 0,5, ω = 0,05 y E0 = 0,05.

la cual es puramente real. Para el tiempo de ionización, la velocidad es imaginaria pura y vale

ż(ti) = −iE0γ

ω
= −i

√
2Ip, (4.55)
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Figura 4.7: Evolución temporal de la velocidad compleja para distintos valores de γ.

que es compatible con la enerǵıa de un átomo igual a −Ip.

En resumen, el electrón entra a la barrera con velocidad imaginaria y mientras penetra la

barrera su velocidad es compleja (teniendo parte imaginaria y parte real). Pero al emerger, la

parte imaginaria de la velocidad se anula, y el electrón sigue su movimiento con velocidad real.

En la figura 4.7 se grafica la velocidad compleja para cuatro valores distintos de γ, con

ω = 0,05 y u = 0,001. Notemos que la velocidad con la que el electrón emerge de la barrera,

notada en el gráfico como vγ, crece con γ, y es de orden 10−4. En particular, para γ → 0, la

velocidad bajo la barrera es imaginaria pura, de modo que emerge con velocidad nula. Esto

concuerda con el Simple Man’s Model (γ = 0), en el cual la velocidad del electrón es inicialmente

cero.
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4.4.2. Enerǵıa cinética

Analicemos ahora más exhaustivamente la enerǵıa del electrón. Con la expresión de la

velocidad para t > t0 dada por la ecuación (4.43), para un u arbitrario obtenemos la enerǵıa

cinética

T =
ż2(t)

2
=

E2
0

2ω2
sin2(ωt)− 2pz

E0

ω
sin(ωt) +

p2
z

2
. (4.56)

Si tomamos el promedio temporal en un ciclo, con la definición de u obtenemos

< T >= Up +
p2
z

2
. (4.57)

Esta expresión es consistente con el Simple Man’s Model, y expresa la enerǵıa ponderomotriz,

que es la enerǵıa media que adquiere el electrón en un ciclo, con el término adicional de deriva

provisto por el momento paralelo del electrón.

Veamos la enerǵıa debajo de la barrera con la expresión de la velocidad para tiempos

complejos calculada anteriormente. A orden u, obtenemos

T =
ż2

2
(τ) = −2Up sinh2(ωτ) + i4pz

ω

E0

Up sinh(ωτ)

[
cosh(ωτ)√
γ2 + 1

− 1

]
. (4.58)

Podemos corroborar que para el tiempo de ionización la enerǵıa cinética también es real y vale

T (ti) = −Ip, (4.59)

lo cual es, como es de esperar, igual a la enerǵıa del electrón ligado, evidenciando la continuidad

de la enerǵıa total en ese instante.
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Caṕıtulo 5

Dinámica semiclásica: interferencias

cuánticas de trayectorias

En este caṕıtulo analizamos la interferencia entre todas las posibles trayectorias dadas por

la dinámica cuasiclásica calculadas en el caṕıtulo anterior, al estilo de las integrales de camino

de Feynman [49], a partir de las expresiones que se derivan para las tasas de ionización del

sistema. Debido a dicha interferencia, la dinámica aqúı es denominada semiclásica.

Retomando la expresión para la amplitud de transición de la ecuación (3.18), obtenida

utilizando la aproximación de campo fuerte y la aproximación de punto silla, podemos notar

que la misma es proporcional a una sumatoria de exponenciales complejas de la acción clásica

del electrón evaluada en los tiempos de ionización. Por ello, previo al cálculo de la amplitud de

transición veamos la expresión de esta acción. Para un campo eléctrico ~E = E0 cos(ωt)ẑ, ésta

se puede expresar como

S(t, t′) = Ĩp(t− t′) +
E2

0

2ω2

∫ t

t′
[u− sin(ωt′′)]

2
dt′′ =

E2
0

2ω2

[
γ̃2(t− t′) +

∫ t

t′
[u− sin(ωt′′)]

2
dt′′
]
,

(5.1)

en donde γ̃ = ω
E0

√
2Ĩp y u = pzω

E0
. Al calcular la integral de la ecuación (5.1), la acción se puede

escribir como

S(t, t′) = S(t)− S(t′), (5.2)

en donde definimos

S(t) =
E2

0

2ω2

[
γ̃2t+

1

4ω

[
2(2u2 + 1)ωt+ 8u cos(ωt)− sin(2ωt)

]]
. (5.3)
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Si consideramos t′ → −∞, la acción evaluada en dicho tiempo es puramente real, y como ya se

analizó en el caṕıtulo 2, a pesar de diverger, dicho término no contribuirá a la probabilidad de

ionización, por lo cual lo podemos obviar.

A orden lineal en u, la parte imaginaria de la acción para todos los tiempos de ionización

es la misma, y vale

Im[S(ti)] =
E2

0

ω3

[
ω3

E2
0

ĨpτT +
1

4
ωτT −

1

8
sinh(2ωτT )

]
, (5.4)

en donde τT = sinh−1 γ
ω

es la parte imaginaria del tiempo de ionización a este orden, dada por la

ecuación (3.29).

Bajo las aproximaciones de campo fuerte y punto silla, la expresión de la amplitud de

transición resulta

T =
−i(2Ip)5/4

2
√
Ĩp|E(ti)|

N∑
m=1

∑
α=1,2

e−iS(t
(α)
m ), (5.5)

en donde t
(α)
m representa los tiempos de ionización soluciones de la ecuación (3.15). Alĺı, el

sub́ındice m = 1, ..., N representa el número del ciclo del láser, mientras que el supeŕındice

α = 1, 2 denota el primer y segundo tiempo de ionización en cada ciclo, respectivamente, como

se ilustra en la figura 4.1, de modo tal que el número total de tiempos de ionización es 2N .

Alĺı, ti = t0 + iτT es el primer tiempo de ionización, tal que ti ≡ t
(1)
1 . Notemos además que, por

la periodicidad del coseno, el módulo del campo eléctrico es el mismo para todos los tiempos

de ionización, por lo que en la ecuación (5.5) salió factorizado de la sumatoria.

Para simplificar la notación llamamos S(t
(α)
m ) ≡ Sαm. Con esto, definimos dos cantidades

S̄m =
Re(S1

m) + Re(S2
m)

2
, (5.6)

y

∆Sm = Re(S1
m)− Re(S2

m). (5.7)

Con estas definiciones, el factor de la suma en la ecuación (5.5) se puede escribir como

N∑
m=1

∑
α=1,2

e−iS
α
m = e−Im[S(ti)]

N∑
m=1

e−iS̄m
(
e−i

∆Sm
2 + ei

∆Sm
2

)
= e−Im[S(ti)]

N∑
m=1

2 cos

(
∆Sm

2

)
e−iS̄m

(5.8)
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El primer factor sale de la sumatoria debido a que la parte imaginaria de la acción es la misma

para todos los tiempos de ionización. Se puede verificar que la acción acumulada ∆Sm entre t1m

y t2m tampoco depende de m, por lo que también se puede factorizar en la sumatoria, obteniendo

N∑
m=1

∑
α=1,2

e−iS
α
m = e−Im[S(ti)]2 cos

(
∆S

2

) N∑
m=1

e−iS̄m . (5.9)

Además, es posible reescribir la acción media S̄m de la forma

S̄m = S0 −mS̃, (5.10)

donde

S0 = − π

2ω

[
Ĩp + Up +

p2
z

2

]
, (5.11)

S̃ =
2π

ω

[
Ĩp + Up +

p2
z

2

]
. (5.12)

En base a estas cantidades, y simplificando las fases globales, con la ecuación (5.5) podemos

escribir la probabilidad de transición como

|T |2 = e−2Im[S(ti)]|C(ti)|24 cos2

(
∆S

2

) ∣∣∣∣∣
N∑
m=1

(
eiS̃
)m∣∣∣∣∣

2

, (5.13)

El último factor de la ecuación (5.13) es una suma geométrica y se expresa como

N∑
m=1

(
eiS̃
)m

= ei
S̃
2

(N+1) sin(NS̃
2

)

sin( S̃
2
)
, (5.14)

por lo que la expresión final de la probabilidad de transición queda

|T |2 = e−2Im[S(ti)]︸ ︷︷ ︸
Γ(~p)

|C(ti)|24 cos2

(
∆S

2

)
︸ ︷︷ ︸

F (~p)

(
sin(NS̃

2
)

sin( S̃
2
)

)2

︸ ︷︷ ︸
B(~p)

≡ Γ(~p)|C(ti)|24F (~p)B(~p). (5.15)

El factor Γ(~p) = e−2Im[S(ti)] provee el comportamiento exponencial de la tasa de ionización y es

el expresado en la ecuación (4.35), el cual ya fue analizado en la sección 4.3.5. Por otro lado, los

factores F (~p) y B(~p) son factores de interferencia entre todas las posibles trayectorias electróni-

cas. La función F (~p) representa la interferencia entre trayectorias dadas por los dos tiempos

de ionización de cada ciclo, y es denominada interferencia intraciclo. A su vez, la interferencia

entre trayectorias dadas en tiempos de ionización de distintos ciclos está representada por la
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función B(~p) y es llamada interferencia interciclo [50]. Ahora analicemos por separado cada

uno de los factores.

El primer factor se expresa

|C(ti)|2 =
(2Ip)

5
2

4Ĩp

1

E2
0(γ2 + 1)

, (5.16)

y será un factor de modulación que no afectará al comportamiento general del sistema. El factor

de intraciclo F (~p) no depende del número de ciclos N del láser, representando la interferencia

entre cada par de trayectorias de un mismo ciclo óptico. Y respecto al factor interciclo, el mismo

es análogo al del patrón de interferencia de N rendijas. En el mismo se puede apreciar que B(~p)

depende de N , pero si tomamos el ĺımite N →∞ se observa una serie de picos (deltas de dirac)

espaciados con la periodicidad S̃
2

= nπ, de modo tal que

ĺım
N→∞

B(~p) =
+∞∑

n=−∞

δ(S̃ − 2nπ). (5.17)

Lo interesante que surge es que se puede apreciar aqúı la conservación de la enerǵıa. Los

máximos del factor B(~p) se dan cuando S̃ = 2πn, es decir,

2π

ω

(
Ĩp + Up +

p2
z

2

)
= 2nπ. (5.18)

De esta expresión se pueden identificar, en el primer miembro, a la enerǵıa ponderomotriz

Up, que es la enerǵıa adquirida en un ciclo; p2
z

2
= εz es la enerǵıa cinética correspondiente al

movimiento a lo largo del eje de polarización, e Ĩp es el potencial de ionización (con un término

adicional
p2
ρ

2
correspondiente al movimiento transversal al eje de polarización). Por ende, si

juntamos los momentos paralelo y perpendicular en la enerǵıa cinética total εn, obtenemos

εn = nω − Up − Ip, (5.19)

lo cual da la conservación de enerǵıa para la absorción de n fotones.

En la figura 5.1 vemos cómo vaŕıa la función B(p) (normalizada a 1) en función de la enerǵıa

cinética del electrón variando el número de ciclos N . Se aprecia cómo la función, al aumentar N ,

se asemeja a una suma de deltas de Dirac equiespaciadas según la ecuación (5.17), evidenciando

la absorción múltiple de fotones del sistema. El espaciamiento entre dos picos consecutivos es

igual a la enerǵıa ω del fotón.
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Figura 5.1: Interferencia interciclo para distintos valores del número de ciclos ópticos, con Ip = 0,5,

ω = 0,05 y γ = 0,1.

Graficamos a continuación en la figura 5.2 (a) ambas funciones intra e interciclo en función

de las componentes paralela y perpendicular del momento respecto al eje de polarización del

láser. El producto de ambas se muestra en la figura 5.2 (b), evidenciando el comportamiento

general del sistema dentro de la SFA y de la SPA dado por la ecuación (5.15). En la figura

5.2 (c) se muestra el gráfico de la solución numérica de la SFA calculando la integral temporal

de la ecuación (3.13) numéricamente. Al comparar con la SPA, se corrobora que efectivamente

los tiempos de ionización son los que dominan la dinámica. Finalmente, el comportamiento

coincide cualitativamente con la solución numérica de la ecuación de Schrödiger dependiente

del tiempo exacta (considerando el potencial coulombiano más allá de la SFA), graficado en la

figura 5.2 (d).
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Figura 5.2: Tasa de ionización completa en función de ambas componentes de momento para diversos

modelos.
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Caṕıtulo 6

Discusión sobre el tiempo de ionización

Como vimos previamente, en el Simple Man’s Model la enerǵıa del electrón tiene una dis-

continuidad desde su estado ligado con enerǵıa −Ip al continuo con enerǵıa cero, ya que en

el mismo el tuneleo es instantáneo, con un ancho de la barrera nulo. Por el contrario, en el

modelo cuasiclásico presentado en este trabajo, el electrón tiene permitido adquirir momentos

y posiciones complejas bajo la barrera, cuyo ancho no es nulo, siempre y cuando emerja de la

misma con dichas magnitudes reales. A su vez, se interpreta que el electrón transita debajo de

la barrera en tiempos complejos, en donde su parte real está fija (y será el tiempo en el cual el

mismo emerja de la barrera), mientras que su parte imaginaria vaŕıa desde τT hasta 0, siendo

ti = t0 + iτT el denominado “tiempo de ionización”, solución de la ecuación (3.20). Alĺı es donde

comienza la dinámica.

Por otro lado, el hecho de considerar tiempos complejos garantiza que la enerǵıa sea continua

siempre. Para t = ti la enerǵıa del electrón será igual a −Ip, como se aprecia en la ecuación

(4.59), creciendo hasta emerger de la barrera con enerǵıa cero.

6.1. Relación del tiempo de ionización con la tasa de

ionización

Analicemos ahora los ĺımites de las tasas de ionización. Tomemos el caso u = 0 por simpli-

cidad. Si vemos las expresiones para los reǵımenes de tuneleo (ecuación (4.36)) y multifotónico
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(ecuación (4.37)), notemos que podemos reescribirlas como

|T |2 ∝ exp

(
−4

3
IpτT

)
, (6.1)

para el régimen de tuneleo (γ << 1), con τT ' γ/ω, y

|T |2 ∝ exp(−2IpτT ) (6.2)

para el multifotónico (γ >> 1), en donde τT ' log(2γ)/ω. Como podemos apreciar, la forma

funcional del argumento de ambas expresiones es la misma. Evidentemente, el tiempo imaginario

de ionización τT , el cual asociamos al tiempo que pasa el electrón bajo la barrera, adquiere un

sentido f́ısico en la expresión de la tasa de ionización. Éste establece una escala de decaimiento,

evidenciando que, para ambos ĺımites, la tasa de ionización (el número de electrones que llega

al detector) decae exponencialmente con la parte imaginaria del tiempo de ionización. Si se

toma pρ 6= 0, de la ecuación 6.2 se obtiene la expresión más general

|T |2 ∝ exp(−2IpτT ) exp(−p2
ρτT ), (6.3)

de la cual se puede notar que existe además una relación entre el tiempo de ionización y la

distribución de momento perpendicular al campo eléctrico.

Para relacionar el caso de tuneleo con el modelo cuasiclásico, reescribimos el argumento de

|T |2 en la ecuación (6.1) como

IpτT =
Ip
E0

√
2Ip = Dcvc, (6.4)

donde Dc = Ip
E0

es el ancho de la barrera de potencial dada por el campo eléctrico, y vc =
√

2Ip

es la velocidad clásica de un electrón con enerǵıa total Ip. Si expresamos en estos términos la

tasa de ionización en el régimen de tuneleo dado por la ecuación (6.1), obtenemos

|T |2 ∝ exp

(
−4

3
Dcvc

)
, (6.5)

lo cual nos dice que la probabilidad de tuneleo decae exponencialmente al aumentar el ancho de

la barrera de potencial. Esto nos muestra que la dependencia del resultado es idéntica a la de un

electrón con momento cinético vc tuneleando por una barrera de potencial cuadrada de ancho

Dc dada por la ecuación (2.16), lo cual es interesante debido a que finalmente se evidencia que

la ionización para el régimen γ << 1 efectivamente se da por efecto túnel, siendo el factor 4
3

un factor relacionado con la geometŕıa de la barrera.
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6.2. Adiabaticidad de la ionización

El parámetro de Keldysh es también llamado parámetro de adiabaticidad. La razón de

esto es que, aśı como divide reǵımenes de tuneleo y multifotónico, también divide reǵımenes

adiabático y no adiabático, en donde la adiabaticidad del proceso refiere a que el electrón se

escapa por efecto túnel a un tiempo de ionización determinado a través de una barrera de

potencial estática, lo cual conlleva a la independencia de la tasa de ionización con la frecuencia

del láser. Reescribiendo al parámetro de Keldysh como un cociente de tiempos, expresado en la

ecuación (1.2), si γ << 1, clásicamente el electrón tunelea más rápido que lo que tarda el campo

eléctrico en oscilar, siendo afectado muy poco por el movimiento de la barrera, interpretándose

esto como un comportamiento adiabático del sistema. Por otro lado, para γ >> 1 el tiempo

caracteŕıstico de la dinámica es mucho mayor al peŕıodo de oscilación del láser, por lo que

la dinámica del electrón se ve alterada mayormente por el movimiento de la barrera, y es

entonces altamente no adiabática. Analicemos la adiabaticidad en cada régimen en términos de

la dependencia del comportamiento de la probabilidad de ionización con respecto a la frecuencia

del láser.

Para el régimen de tuneleo, la expresión para la parte imaginaria del tiempo de ionización

es τT '
√

2Ip

E0
, la cual es independiente de la frecuencia coincidiendo con el tiempo de ionización

para el caso estático dado por la ecuación (2.23). Esto lleva a una tasa de ionización también

independiente de la frecuencia de la forma

|T |2 ∝ exp

[
−2

3

(2Ip)
3
2

E0

]
, (6.6)

la cual coincide con la ecuación (2.32) en los cálculos de ionización por efecto túnel en una

barrera estática [23, 41].

Por el contrario, el comportamiento en el régimen multifotónico (γ >> 1) es, según la

ecuación (3.27),

τT '
ln(γ)

ω
, (6.7)

con lo que se aprecia que el tiempo de ionización tiene una fuerte dependencia con la frecuencia,

como también su tasa de ionización,

|T |2 ∝ I
Ip
ω . (6.8)
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En la figura 6.1 podemos apreciar el comportamiento de la tasa de ionización en función de la

Figura 6.1: Tasa de ionización en función de la frecuencia ω para tres valores distintos de amplitud

de campo eléctrico, con Ip = 0,5.

frecuencia del láser, dado por la ecuación (4.35). En el gráfico se realiza una comparación para

tres valores fijos distintos de amplitud de campo eléctrico E0, con un potencial de ionización

Ip = 0,5 (hidrógeno). Se puede apreciar que para valores de ω < 10−2 la tasa de ionización es

constante, lo cual evidencia que en dicho régimen la misma es independiente de la frecuencia

y por lo tanto el sistema presenta un comportamiento adiabático. La tasa de ionización, a Ip

constante, dependerá únicamente de E0 según la ecuación (6.6). Para frecuencias mayores, la

tasa de ionización adquiere una fuerte dependencia con ω, presentando un comportamiento

completamente no adiabático. Para ω tendiendo a infinito, la misma tiende a 1 independiente-

mente del valor del campo según la ecuación (6.8). De igual forma, en la figura 6.2 se grafica

la parte imaginaria del tiempo de ionización τT en función de la frecuencia, evidenciando el

mismo comportamiento respecto a la adiabaticidad que la tasa de ionización.

Otra forma de analizar la adiabaticidad en el contexto del modelo semiclásico es estudiar

la dinámica del electrón bajo la barrera, analizando la expresión de la distancia recorrida por
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Figura 6.2: Parte imaginaria del tiempo de ionización en función de la frecuencia ω para tres valores

distintos de amplitud de campo eléctrico, con Ip = 0,5.

el mismo. Para el ĺımite de tuneleo se deriva la siguiente expresión para la distancia recorrida

bajo la barrera

D ' Ip
E0

=
vc
2
τT . (6.9)

La misma expresa que el electrón viajando con velocidad vc/2 =
√

2Ip/2 (la cual es la velocidad

media del electrón bajo la barrera en este régimen según la ecuación (4.30)) tarda un tiempo

igual a τT . Es decir, la dinámica efectiva bajo la barrera no depende de la frecuencia del láser

y por ende es adiabática.

Por otro lado, en el régimen multifotónico la distancia recorrida bajo la barrera se puede

escribir como

D '
√

2Ip

ω
∝ vc

2
T0. (6.10)

Se puede apreciar que si el electrón viaja con la misma velocidad que el caso anterior, el

tiempo que tarda en recorrer dicha distancia ahora será proporcional a un peŕıodo del láser.
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Efectivamente, en este reǵımen, la dinámica del electrón está fuertemente supeditada a la

oscilación del láser, por lo cual se evidencia que el régimen multifotónico es altamente no

adiabático.

Figura 6.3: Distancia recorrida por el electrón bajo la barrera en función de la frecuencia para tres

valores distintos de amplitud de campo eléctrico, con Ip = 0,5.

En la figura 6.3 graficamos la expresión completa para la distancia recorrida por el electrón

bajo la barrera, dada por la ecuación (4.25). Se aprecia que para frecuencias bajas, coincidente

con el régimen de tuneleo (adiabático), la distancia es independiente de la frecuencia, y sólo

depende del valor de E0 según la ecuación (6.9). Se ve que cuando la frecuencia sube la distan-

cia que el electrón transita debajo de la barrera baja sustancialmente, tendiendo a cero para

frecuencias ω → ∞. Para el régimen de frecuencias altas, es decir, régimen multifotónico, el

comportamiento del sistema es altamente dependiente de ω, pero no depende de la amplitud

del campo eléctrico, tal como expresa la ecuación (6.10). Es por ello que en dicho régimen las

curvas tienden a converger entre śı.

En resumen, el hecho de que durante el tuneleo la parte real del tiempo se mantenga
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constante implica que, bajo las aproximaciones realizadas en este modelo, la ionización atómica

sea instantánea en el eje real temporal, por lo cual no se predice un retardo temporal real

debido al tránsito del electrón bajo la barrera. De igual manera, éste es un tema de discusión

actual en la f́ısica de fenómenos ultrarrápidos debido a que se están realizando experimentos con

pulsos láser subfemtosegundo. Esto lleva a medir procesos temporales del órden de magnitud

de escalas atómicas, llevando a diversas mediciones sobre el tiempo de retardo del electrón bajo

la barrera, con múltiples interpretaciones y controversias [29, 30].
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En el presente trabajo se ha realizado un estudio del proceso de fotoionización atómica

por láseres intensos. En el contexto de las aproximaciones de campo fuerte y de punto silla se

ha desarrollado una teoŕıa cuasiclásica para la ionización atómica por efecto túnel, haciendo

hincapié en el estudio de la ionización para tiempos cercanos a los máximos de campo eléctrico,

cuando la ionización es máxima. Se han derivado expresiones de trayectorias y velocidades del

electrón transitando la región bajo la barrera, siendo ambas complejas. El electrón transita

tiempo complejo mientras está debajo de la barrera, emergiendo de la misma en un tiempo real

igual a la parte real del tiempo de ionización. A partir de alĺı, las trayectorias y velocidades

son puramente reales como es de esperar. Además, se obtuvo una expresión para la distancia

recorrida por el electrón debajo de la barrera, que se puede interpretar como el ancho efectivo

de la barrera para el caso en el que la misma oscila con el tiempo, que en el ĺımite de tuneleo

coincide con el ancho de la barrera estática. Además, para γ = 0 se recupera el Simple Man’s

Model, el cual asume que dicha distancia es nula. Por otro lado, para frecuencias muy altas

la misma tiende a cero, evidenciando un régimen multifotónico altamente dependiente de la

frecuencia. Adicionalmente se realizó un análisis de la enerǵıa del electrón en todo el proceso, en

donde se observó que la enerǵıa cinética presenta una discontinuidad en el tiempo de ionización.

Sin embargo, el hecho de considerar tiempos complejos hace que la enerǵıa mecánica total sea

continua para todo tiempo, lo cual no sucede en el SMM. Se hizo además un análisis de la

dependencia exponencial de la tasa de ionización en los ĺımites de tuneleo y multifotónico,

obteniendo resultados que coinciden con los bibliográficos [23, 24, 41]. Se ha observado que,
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tanto para frecuencias como para campos altos la misma tiende a 1. Sin embargo, para campos

pequeños la misma tiende a 0, pero para frecuencias bajas la misma tiende a un valor constante

independiente de la frecuencia, evidenciando que el ĺımite de tuneleo se trata de un régimen

adiabático.

Luego se ha estudiado el aspecto semiclásico del proceso de fotoionización. Las trayectorias

interfieren cuánticamente dando una expresión para la tasa de ionización del sistema al estilo de

las integrales de camino de Feynman, que involucra interferencias entre trayectorias nacidas en

los dos tiempos de ionización de cada ciclo del láser (intraciclo) e interferencias entre trayectorias

con tiempos de ionización de distintos ciclos (interciclo).

Posteriormente, se ha realizado un análisis de los tiempos de ionización. El carácter cuántico

del proceso de ionización en su comienzo (efecto túnel) es el responsable de que la acción posea

parte imaginaria no nula, la cual lleva a un decaimiento exponencial de la tasa de ionización

t́ıpico para una barrera de potencial. En el contexto de la dinámica cuasiclásica es necesario

que transcurra tiempo complejo cuando el electrón transite bajo la barrera, lo que se traduce

en la continuidad de la enerǵıa mecánica total del electrón. Además, la parte imaginaria del

tiempo de ionización establece una escala de decaimiento en la tasa de ionización para los ĺımites

multifotónico y de tuneleo, relacionada también con la distribución de momento perpendicular al

láser. Sin embargo, esto no implica que efectivamente haya un retardo temporal en la ionización.

Mientras el electrón penetra la barrera, la parte real del tiempo se mantiene fija y su parte

imaginaria vaŕıa desde τT hasta 0. Al anularse la parte imaginaria del tiempo, el electrón

emerge de la barrera. Por ello, la parte real del tiempo que tarda el electrón en atravesar la

barrera es nulo. De igual manera, esto es motivo de diversas discusiones y controversias [29, 30].

Finalmente, estudiando las expresiones del tiempo de ionización, de la distancia recorrida

bajo la barrera y de la tasa de ionización se ha verificado que en el ĺımite de tuneleo el proceso de

fotoionización es adiabático, ya que se evidencia una independencia respecto a la frecuencia del

láser. Por el contrario, la dinámica de ionización atómica en el ĺımite multifotónico presenta una

alta dependencia con la frecuencia del láser, siendo éste un régimen altamente no adiabático.

Este modelo se podŕıa mejorar al introducir el efecto del potencial coulombiano en la dinámi-

ca, el cual fue despreciado al considerar la aproximación de campo fuerte [51, 52, 53, 54, 55, 56].

Esto llevaŕıa a la modificación de las expresiones de tiempos de ionización y de trayectorias, ya

68



que la barrera de potencial se veŕıa distorsionada respecto a la considerada en este trabajo.
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Apéndice A

Unidades atómicas

A lo largo del presente trabajo se utilizó el sistema de unidades conocido como sistema de

unidades atómicas de Hartree. El mismo es muy conveniente y utilizado cuando se trabaja en

f́ısica atómica.

Para este sistema, se fijan tres constantes a uno. Las mismas son

~ = me =
e2

4πε0

= 1. (A.1)

Alĺı, ~ es la constante de Planck reducida, me es la masa del electrón, e es su carga y ε0 es

la permitividad del vaćıo. Además, cuando se trabaja en este sistema de unidades también

se suelen utilizar unidades gaussianas, las cuales fijan 4πε0 = 1. Esto hace que las unidades

atómicas fijen la carga del electrón a uno, por lo que vale entonces e = me = 1. En la tabla A.1

se presentan algunas unidades derivadas de este sistema.

Con estas consideraciones, podemos escribir el potencial coulombiano en unidades atómicas

como

V (r) = − e2

4πε0r
= −1

r
, (A.2)

que es la expresión del potencial utilizado en el trabajo.
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Magnitud Nomenclatura Expresión Valor

Longitud a0 (radio de Bohr) ~
mee2

0,53 A

Tiempo t0
mea2

0

~ 24,1 as

Frecuencia ν0
1
t0

41 PHz

Enerǵıa ε0
~2

mea2
0

27,2 eV

Velocidad v0
~

mea0
2,2× 106 m/s

Campo eléctrico E0
e
a2

0
5,1× 1011 V/m

Tabla A.1: Unidades atómicas.
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Apéndice B

Barrera de potencial cuadrada

En este apéndice resolveremos el caso unidimensional de un electrón en presencia de una

barrera de potencial rectangular de espesor a y altura V0 > 0, graficado en la figura 2.3. Siendo

E la enerǵıa del electrón, nos centramos en dos casos:

E < V0 (clásicamente prohibido),

E > V0 (clásicamente permitido).

La ecuación que rige la dinámica del electrón es la ecuación de Schrödinger, cuya versión

independiente del tiempo es

− 1

2

d2

dx2
Ψ(x) + V (x)Ψ(x) = EΨ(x), (B.1)

en donde la expresión del potencial es

V (x) =


V0 0 < x < a,

0 en otro caso.

(B.2)

Resolvemos la ecuación proponiendo soluciones para las regiones x < 0 y x > a, ya que nos

interesa ver la probabilidad que posee el electrón de atravesar la barrera, o de rebotar en la

misma. Supongamos que su movimiento es desde valores de x negativos hacia valores positivos,
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es decir, de izquierda a derecha. Para ello, se propone la solución

Ψ(x) =


eikix +Re−ikix x < 0,

T eikix x > a,

(B.3)

con R y T coeficientes complejos. Dicha solución representa, en la región previa a la barrera,

una onda plana que, en parte se propaga hacia la derecha, y en parte a la izquierda, reflejándose.

Esta última posee un coeficiente R, siendo |R|2 la probabilidad de reflexión de la onda. De la

misma forma, a la derecha de la barrera la solución representa una onda plana con un coeficiente

T , siendo |T |2 la probabilidad de transmisión de la onda a través de la barrera.

Al reemplazar en la ecuación de Schrödinger, imponiendo la continuidad de la función de

onda y de su derivada para x = 0 y x = a se despejan dichos coeficientes, para cada caso. Con

ki =
√

2E, y kf =
√

2(V0 − E), para el caso E > V0 los coeficientes valen [41]


|R|2 =

(k2
i−k2

f )2 sin2(kfa)

4k2
i k

2
f+(k2

i−k2
f )2 sin2(kfa)

,

|T |2 =
4k2
i k

2
f

4k2
i k

2
f+(k2

i−k2
f )2 sin2(kfa)

,

(B.4)

mientras que para el caso E < V0, toman los valores


|R|2 =

(k2
i+k2

f )2 sinh2(kfa)

4k2
i k

2
f+(k2

i+k2
f )2 sinh2(kfa)

,

|T |2 =
4k2
i k

2
f

4k2
i k

2
f+(k2

i+k2
f )2 sinh2(kfa)

.

(B.5)

Notemos que podemos pasar del primer caso al segundo si reemplazamos kf por −ikf , es decir,

permitiendo al sistema poseer valores de momento imaginarios. Además, para el primer caso,

a pesar de que la part́ıcula posee un valor de enerǵıa mayor al de la barrera, de igual manera

hay una probabilidad no nula de que la misma rebote, siendo también éste un efecto puramente

cuántico.
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Apéndice C

Dinámica de un electrón libre en un

campo eléctrico oscilante

En este apéndice analizaremos la dinámica de un electrón bajo la influencia del campo

eléctrico. Consideremos un hamiltoniano de un electrón libre en presencia de un campo eléctrico

en aproximación dipolar

H =
1

2
(~p+ ~A(t))2 − φ(~r, t). (C.1)

En esta expresión, ~A(t) es el potencial vector que cumple ~E(t) = −∂ ~A(t)
∂t

y φ(~r, t) es el potencial

escalar.

Aqúı podemos realizar dos elecciones. Si tomamos φ(~r, t) = 0, la expresión del hamiltoniano

es

HV =
p2

2
+ ~p. ~A(t) +

1

2
A2(t). (C.2)

Esta elección se denomina gauge de Velocidad. Otra posible elección es tomar ~A(t) = 0 y

φ(~r, t) = − ~E(t).~r. Con esta elección, el hamiltoniano queda

HL =
p2

2
+ ~E(t).~r, (C.3)

y se denomina gauge de longitud.

Sin ninguna aproximación adicional, ambos gauges son equivalentes. Esto quiere decir que

si consideramos ΨL como la solución de la ecuación de Schrödinger para el gauge de longitud,

y ΨV para el gauge de velocidad, existe una transformación unitaria que lleva de uno al otro,
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cuya expresión es

ΨL = ei~r.
~A(t)ΨV . (C.4)

En el presente trabajo utilizamos el gauge de longitud, ya que de esta manera obtenemos una

expresión expĺıcita para la barrera de potencial a estudiar. Al resolver la ecuación de Schrödinger

para dicho hamiltoniano se obtienen los siguientes autoestados, denominados estados de Volkov.

ΨV
p (~r, t) =

1

(2π)3/2
e−iSL(p,t,t′)ei[~p+

~A(t)].~r. (C.5)

Alĺı, definimos

SL(~p, t, t′) =
1

2

∫ t

t′
[~p+ ~A(t′′)]2dt′′. (C.6)

La misma es la acción clásica de un electrón libre en presencia de un campo eléctrico externo

de modo tal que ~p es una constante de movimiento y es el momento generalizado del electrón,

relacionándose con el momento cinetico, en el gauge de longitud, con la expresión dada por la

ecuación (3.8). De ese modo, se evidencia que la acción es la integral de la enerǵıa cinética del

electrón entre tiempos t′ y t.
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Apéndice D

Amplitud de transición en el gauge de

velocidad

Para el cálculo de la amplitud de transición en el trabajo se utilizó el hamiltoniano en el

gauge de longitud. Si bien ambos gauges son equivalentes en un principio, la aproximación de

campo fuerte no es invariante de gauge, por lo que la expresión de la amplitud de transición

será distinta. En este apéndice haremos el cálculo para la misma en el gauge de velocidad.

En este gauge, el hamiltoniano queda expresado como

HV =
p2

2
+ ~p. ~A(t) +

1

2
A2(t), (D.1)

en donde consideramos el potencial escalar φ(~r, t) = 0, y ~E(t) = −∂ ~A(t)
∂t

. El estado de Volkov

en este gauge se expresa

ΨV
p (~r, t) =

1

(2π)3/2
e−i.SL(p,t,t′)ei~p.~r, (D.2)

en donde SL(p, t, t′) es la acción de un electrón libre bajo la acción de un campo eléctrico. Por

ello, reemplazándolo en la expresión de la amplitud de transición obtenemos

T = −i
∫ +∞

−∞
dte−iS(p,t,t′)〈~p|Hi|Φg〉. (D.3)

Alĺı S(p, t, t′) es la acción de un electrón con enerǵıa −Ip sometido a un campo eléctrico. El

elemento de matriz tiene una expresión anaĺıtica, la cual es

〈~p+ ~A(t)|Hi|Φg〉 = − 1√
2π

(2Ip)
5/4

(Ip + 1
2
|~p|2)

. (D.4)
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Notemos que en este gauge, dicho prefactor no tiene una dependencia temporal, por lo cual

sale de la integral. Finalmente, la amplitud de transición para el gauge de velocidad queda

expresada como

T = i
(2Ip)

5/4

√
2π(Ip + 1

2
p2)

∫ +∞

−∞
e−iS(p,t,t′)dt. (D.5)

Aqúı utilizamos la aproximación de punto silla para aproximar la integral, reemplazándola

por una sumatoria sobre los tiempos que hacen la fase estacionaria, que serán los tiempos

que dominan la ionización. Dichos tiempos son solución de la ecuación de punto silla (3.15).

Haciendo esto, la expresión para la amplitud de transición es

T = i
(2Ip)

5/4

π(Ip + 1
2
p2)(2Ĩp)1/4

∑
SP

e−iS(tSP )

|E(tSP )|1/2
. (D.6)

Para un campo eléctrico linealmente polarizado ~E(t) = E0 cos(ωt)ẑ, el denominador de la

sumatoria no depende del sub́ındice, ya que, para todo tiempo de ionización vale

E(tSP ) = E0

√
γ2 + 1. (D.7)

Por ello, la expresión final queda

T = i
(2Ip)

5/4

π(Ip + 1
2
p2)(2Ĩp)1/4

1√
E0

√
γ2 + 1

∑
SP

e−iS(tSP ). (D.8)

Notemos que el prefactor es distinto para la expresión deducida en el gauge de longitud, dado

por la ecuación (3.18). Sin embargo, el comportamiento exponencial del sistema en ambos

gauges es el mismo. Por ello, el análisis cualitativo realizado en el trabajo para el gauge de

longitud es válido para este gauge. De cualquier manera, en ambos casos el prefactor debe ser

corregido dando nota de efectos coulombianos.
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