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Resumen

Se aplico la teoria semiclasica de érbitas periddicas cortas al mapa del panadero
triddico cuantico abierto de manera continua. En este sistema las trayectorias son
parcialmente reflejadas de acuerdo a distintos tipos de funciones de reflectividad
continuas, definidas en un espacio de fases bidimensional. Este tipo de reflectivi-
dades son relevantes en muchas situaciones, como por ejemplo en las microcavi-
dades Opticas y otros sistemas con condiciones de contorno complicadas. Las érbitas
periédicas mas cortas pertenecientes al repulsor clasico del mapa abierto, que corres-
ponde a un conjunto de Cantor (reflectividad nula en una regién del espacio de fases),
son suficientes para reproducir un conjunto de resonancias de vida larga de los ma-
pas cuanticos abiertos de manera continua. Esto se da en un régimen perturbativo
en la reflectividad (con respecto al caso completamente abierto). En particular, para
una funcién de reflectividad de tipo Fermi-Dirac, el niimero de orbitas periddicas
cortas necesarias se ve reducido significativamente, como en el caso del sistema com-
pletamente abierto. Esto sucede a pesar de que las propiedades espectrales se vean

fuertemente modificadas en comparacién con el caso de reflectividad constante. [1]
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivaciones

El estudio de los sistemas dinamicos es de gran importancia en diversas areas
de la fisica. La dindmica es el estudio de la evolucién en el tiempo de un sistema
fisico. El estudio de la dindmica comenzé formalmente a mediados del siglo XVII,
cuando Sir Isaan Newton (1642 - 1726) inventa el célculo diferencial, las leyes de
movimiento y la teoria de la gravitaciéon universal. En particular, Newton resolvi6
el problema de los dos cuerpos. Durante mucho tiempo se ha intentado resolver el
problema de los tres cuerpos, el cual resulta ser mucho mas complicado que el de

dos cuerpos.

Jules Henri Poincaré (1854 - 1912) introdujo un nuevo punto de vista en donde
se hacia preguntas cualitativas, y no cuantitativas. En vez de preguntarse por las
posiciones exactas de los cuerpos para todo tiempo, se pregunté por ejemplo si el
sistema solar es siempre estable, o si eventualmente algunos planetas se alejarian al
infinito. Para esto Poincaré desarrollé un poderoso método geométrico, en donde se

reduce la dimensionalidad del problema.
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Los trabajos de Poincaré hicieron surgir la posibilidad del caos, donde un sistema
determinista presenta un comportamiento aperidodico que depende sensiblemente de
las condiciones iniciales. Esto implica que la prediccion del sistema a tiempos largos

sea practicamente imposible.

A partir de un sistema dindmico de dimensién M puede obtenerse un mapa (en
el cual el tiempo es discreto) de dimensién M — 1, mediante la interseccién de las
trayectorias sobre una superficie. Un ejemplo que serd de interés en el presente tra-
bajo es el del estudio del repulsor cadtico (conjunto de puntos en el espacio de fases
que nunca escapan en su evolucién hacia adelante y hacia atras en el tiempo) que
aparece en el mapa del borde de una microcavidad éptica [2-6]. El mapa del borde
corresponde al espacio de fases compuesto por el momento tangencial y la longitud

de arco de la cavidad.

Las microcavidades 6pticas, ademas del interés en el estudio de los fundamentos
fisicos de la luz y aplicaciones practicas en fotdnica, han atraido mucha atencién
en el campo del caos cuantico. Las aperturas o pérdidas parciales debidas a las
reflexiones de los rayos de luz sobre las paredes de la cavidad han motivado estudios

tedricos sobre sistemas cadticos cuanticos parcialmente abiertos.

Las microcavidades 6pticas se utilizan en diversas aplicaciones como filtros dinamicos
en comunicaciones opticas, microlaseres con emision unidireccional, microlaseres de
baja coherencia, generacién rapida de senales aleatorias, y en estudios de elec-
trodinamica cuantica. Nos concentraremos en el caso de microcavidades 6pticas
bidimensionales usadas como laseres. Este tipo de cavidades permite la investi-
gacion de sistemas con pérdidas parciales. En la Figura 1.1 se muestra un ejemplo

de una microcavidad optica.
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Figura 1.1: Imagen de una microcavidad 6ptica, obtenida con un microscopio de

barrido electrénico. De Shinohara et. al., 2010.

La forma que tenga la microcavidad es de gran importancia. Dependiendo de
la forma, el sistema puede mostrar una dindmica que puede ir de integrable (no
cadtica) a totalmente cadtica. En una microcavidad los rayos de luz son totalmente
reflejados en la superficie si el 4ngulo de incidencia y (medido respecto de la normal)
es mayor que el dngulo critico de reflexién total interna x. = arcsin(1/n), donde n
es el indice de refraccion de la cavidad. Si el angulo de incidencia resulta menor que
el angulo critico, x < x., entonces el rayo de luz se refractard de acuerdo a las leyes

de Snell y Fresnel, escapando de la cavidad.

Un ejemplo de una microcavidad es el microestadio dieléctrico. La seccién
transversal estd formada por dos semicirculos de radio R > 0 y dos lineas rectas
de longitud [ > 0. Para el caso en que [ = 2R, el sistema es el mas cadtico posi-
ble. Otro ejemplo es una cavidad de forma eliptica, en cuyo caso el sistema resulta
ser integrable, es decir que no presenta una dinamica cadtica. En la Figura 1.2 se

muestran estos dos tipos de cavidades.
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(b)

(c) (d)

Figura 1.2: (a) Cavidad con forma de estadio (cadtica). (b) Cavidad eliptica (inte-
grable). En (c¢) y (d) se muestran imégenes de cavidades fabricadas, donde ambas

tienen un drea S = 8748um?. De Sunada et. al., 2016 [4].

Para polarizacién transverso magnética (TM), el coeficiente de reflexion se puede

escribir como [4]:

sin(x + xt)

donde  es el angulo de incidencia medido respecto de la normal, x; es el angulo

RTM — (M)27 (11)

de transmisién, y ambos se relacionan mediante la ley de Snell nsiny = siny;.
Este es uno de los coeficientes de Fresnel. En este sistema, el indice de refraccion
n del medio desde donde incide el haz es mayor que el medio exterior (vacio por
ejemplo, donde n = 1). Por lo tanto habrd un éngulo de incidencia critico tal que
sinx. = 1/n, para el cual no hay onda transmitida, y x; = 7/2. En ese caso, el

coeficiente de reflexién es maximo, y vale R = 1.
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1.2 Contenido de esta tesis

En el capitulo 2 se resumen los conceptos bésicos sobre sistemas dindmicos en
general, y cadticos en particular. Se definen a partir de ellos los mapas de Poincaré.
Se presentan algunas de las propiedades de los sistemas cadticos como la sensibilidad
a las condiciones iniciales y los atractores extranos. Para caracterizar a los sistemas
cadticos que presenten atractores extranos se define la dimensién fractal y multifrac-

tal. Se discuten las definiciones y conceptos basicos, y se presentan algunos ejemplos.

Durante el resto de la tesis se trabajara con un sistema cadtico en particular que
ha sido muy estudiado en las tltimas décadas. El mapa del panadero es presentado
en el capitulo 3, junto con el andlisis de sus simetrias, 6rbitas periddicas, dimension

fractal y sus conjuntos invariantes (repulsores).

El capitulo 4 se ocupa del mapa del panadero cuantico abierto de manera con-
tinua. Alli se definen los operadores del sistema, se analiza su espectro para distintos

casos y el comportamiento frente a la ley de Weyl fractal en sus distintas variantes.

En el capitulo 5 se aplica la teoria de orbitas peridédicas cortas al mapa del
panadero cudntico abierto de manera continua. Aqui explicamos el resultado princi-
pal de esta tesis. El mismo consiste en que es posible construir el repulsor cuantico
continuo con tan solo las érbitas periédicas del repulsor clésico (del sistema comple-

tamente abierto).

Por tultimo se presentan las conclusiones generales del trabajo.
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos caodticos y

atractores extranos

A un sistema dinamico en general se lo puede representar mediante un conjunto
de ecuaciones diferenciales que describen su evolucién en el tiempo. En muchos
casos el conjunto de ecuaciones tiene solucién analitica y se lo puede entender en
profundidad. En muchos otros, el sistema no se puede resolver analiticamente, y
se recurre a una solucién numérica del mismo. Sin embargo, hay casos en donde
el sistema es tan complejo que su andlisis numérico no siempre ayuda a entender

ciertos aspectos de la dinamica.

2.1 Sistemas dinamicos

Un sistema dinamico se lo puede definir como un conjunto de M ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden, en donde el tiempo ¢ es una variable continua.

El sistema en forma vectorial se escribe como:

dx(t)/dt = F[x(t)], (2.1)

donde x es un vector de dimension M y F es el conjunto de M ecuaciones diferen-

15
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ciales. Dada una condicién inicial x(0) (se toma como referencia el tiempo inicial en
el origen, to = 0), en principio se puede resolver el sistema de ecuaciones (analitica

o numéricamente) para obtener la evolucién del sistema en el tiempo x(t) para t > 0.

2.1.1 Mapas de Poincaré

Una herramienta tutil para estudiar sistemas dindmicos son los mapas, que se
pueden obtener a partir del conjunto de ecuaciones diferenciales. Si en vez de estu-
diar la solucién completa del sistema, se analiza la interseccion del flujo a través de
una superficie, se obtiene sobre ella una sucesién de puntos para diferentes tiempos
(no necesariamente equiespaciados). De esta manera se logra reducir la dimensiona-
lidad del problema, en donde la variable temporal continua pasa a ser una variable
discreta. Asi, se obtiene un mapa sobre si mismo. En algunos casos sencillos se
puede obtener una expresién analitica de la sucesién, y dicha sucesion es lo que se

llama un mapa de Poincaré [7,8], o simplemente un mapa.

En la Figura 2.1 se muestra el proceso de construccion de un mapa de Poincaré
a partir del flujo correspondiente a la solucion de un sistema de ecuaciones diferen-

ciales.
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Xn+1

Figura 2.1: Proceso de construcciéon de un mapa de Poincaré a partir del flujo
correspondiente a la solucion de un conjunto de ecuaciones diferenciales. Las inter-
secciones en el plano ¥ forman una sucesiéon de puntos x,,, a la que se denomina un

mapa.

El sistema dindamico para el caso en que el tiempo es discreto se puede escribir

como una sucesion

X1 = M(x,), (2.2)

donde n € Ny, x,, es un vector de dimensién M y M define el mapa. A partir de
una condicion inicial x, se obtiene x; aplicando el mapa M; x5 se obtiene aplicando

M a x;. De esta forma se genera una érbita x,, (n =0,1,2,---).

2.2 Sistemas caoticos

Existen sistemas dinamicos que se denominan cadticos. Estos sistemas en general

tienen tres propiedades; una definicién posible es la siguiente:
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El caos es un comportamiento aperiodico en un sistema determinista que presenta

senstbilidad a las condiciones iniciales

e Aperiddico significa que existe un movimiento irregular, pero que nunca se

repite exactamente.

e Determinista significa que el sistema no tiene parametros aleatorios. El com-

portamiento irregular se debe a la no linealidad del sistema.

e La sensibilidad a las condiciones iniciales significa que trayectorias cercanas
se separan entre si siguiendo una ley exponencial, es decir, el sistema tiene un

exponente de Lyapunov positivo.

2.2.1 Alta sensibilidad a las condiciones iniciales

Una de las propiedades fundamentales que un sistema dindmico debe tener para
ser cadtico es la de ser altamente sensible a las condiciones iniciales. Esta propiedad
consiste en que érbitas muy cercanas entre si evolucionan de forma tal que su se-
paracion sigue una ley exponencial (en promedio). Una forma de cuantificar esto es
a través del ezponente de Lyapunov [7]. A continuacién se define el exponente de

Lyapunov para un mapa.

Sea xg una condicién inicial y x, (n = 0,1,2,---) la érbita correspondiente.
Si se considera un desplazamiento infinitesimal desde xq en la direccion del vector

tangente yq, la evoluciéon del vector tangente, dada por

Yn+1 = DM(Xn)'yna (23)

determina la evolucién del desplazamiento infinitesimal de la érbita. DM (x) es
la matriz Jacobiana de la matriz que define el mapa M. En particular, y,/|y,| es

la direccién del desplazamiento infinitesimal de la érbita x, y |ya|/|yo| es el factor
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de crecimiento (|y,| > |yo|) o decrecimiento (|y,| < |yo|) de dicho desplazamiento.

De la ecuacién 2.3, se tiene que y,, = DM™(xg).yo, donde

DM"(xp) = DM (x5,—1). -+ - .DM(x0).

Se define el exponente de Lyapunov para la condicion inicial xq y la orientacién

del desplazamiento infinitesimal dado por uy = yo/|yo| como

1 1 N
Axo,up) = lim —In(|y,|/|yo]) = lim —in|DM"(xq).up|. (2.4)
n—oo M n—oo 1
Para un mapa de dimensiéon M, habran a lo sumo M exponentes de Lyapunov

distintos para un dado x.

2.3 Fractales

Un fractal es una figura o construccién geométrica con una estructura fina a es-
calas arbitrariamente pequenas. En general son estructuras auto-similares, es decir
que si se magnifica una pequena porcion de un fractal, lo que se observa son partes

similares del conjunto completo original.

En muchas ocasiones a las estructuras fractales se las encuentra en la naturaleza.
Montanas, nubes, hojas, arboles, rios, redes de vasos sanguineos, copos de nieve y

muchos otros casos son ejemplos de este comportamiento.

A continuacién veremos dos ejemplos de fractales y su construccion: la curva de

Koch, y el conjunto de Cantor.

2.3.1 Curva de Koch

La curva de Koch se construye de la siguiente manera. Se empieza con un seg-

mento Sy, de longitud Ly. En el préximo paso se divide en tres partes iguales al
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segmento Sy, se elimina el intervalo intermedio, y se lo reemplaza por otros dos lados
de un triangulo equildtero, obteniendo S;. En cada paso subsiguiente se repite el
proceso para cada uno de los segmentos, es decir, S, se obtiene reemplazando el
tercio del medio de cada segmento de S,,_; por dos lados de un triangulo equilatero.

En el limite se obtiene la curva de Koch K = S...

En la Figura 2.2 se muestran los primeros pasos para la construccion de la curva

de Koch.

Figura 2.2: Primeros pasos para la construccién de la curva de Koch.

Si uno se pregunta cual es la dimension de la curva de Koch, se encuentra con
un problema. Como es una curva, en principio se podria pensar que es unidimen-
sional. Sin embargo, se puede ver que K tiene longitud infinita. Si la longitud
de Sy es Lg, entonces la longitud de S7 es L1 = %Lo. En general, para el paso n,
Ly, = (5)"Lo — oo para n — co. Més atin, la longitud de arco (distancia recorrida
a lo largo de una curva) entre cualquier par de puntos en K es infinita. Por lo tanto

los puntos de K no pueden determinarse por la longitud de arco desde un punto en

particular, porque cada punto esta infinitamente alejado de otro.
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Esto parece indicar que K tiene una dimensién mayor que 1. Sin embargo, al no
tener area, tampoco es bidimensional. Por lo tanto se llega a la conclusion de que
la dimension de la curva de Koch deberia ser un nimero entre 1 y 2. Mas adelante

se calculard explicitamente dicha dimensién cuando definamos la dimensién fractal.

2.3.2 Conjunto de Cantor

Se define el conjunto de Cantor de la siguiente manera. A partir del intervalo

1 2

So = [0,1], se elimina el conjunto abierto (3, z). De esta manera queda el conjunto

S1 =10,35] U [3,1]. Luego se eliminan los conjuntos abiertos correspondientes a los
tercios intermedios de los intervalos que quedaron. De esta manera se obtiene el
conjunto Sy = [0, 5] U [2, 3] U [2,I] U [3,1]. Continuando con este proceso infinitas
veces, se obtiene un conjunto de puntos, llamado conjunto de Cantor C' = S. En
la Figura 2.3 se muestra la construccion del conjunto de Cantor. Este conjunto tiene

medida de Lebesgue nula.

Figura 2.3: Construccién de los primeros pasos del conjunto de Cantor.
Propiedades fractales del conjunto de Cantor
El conjunto de Cantor C' presenta diferentes propiedades tipicas de los fractales:

o ( tiene estructura a escalas arbitrariamente pequenas. Si se magnifica una

porcion de C' repetidamente, se sigue observando un patrén complejo de puntos
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separados por distancias de distintos tamanos. Esta estructura es infinita.

e (' es auto-similar. Contiene copias pequenas de si mismo en todas las escalas.
Por ejemplo, si se toma el intervalo [0, %] y se magnifica por un factor tres,
se observa nuevamente C. En general, la mitad izquierda del conjunto 5,11
se ve igual que todos los S,, aumentado en tres. Tomando el limite, la mitad

izquierda de S, se ve igual que S, aumentado en tres.

e La dimension de C no es un entero. Como se demostrard mas adelante, la
dimensién del conjunto de Cantor es (n(2)/In(3) ~ 0.63. El hecho de que la
dimensién no sea un entero es una generalizacion que resulta ser una herra-

mienta util para cuantificar la estructura de los fractales.

2.4 Atractores extranos

Un atractor se denomina eztrano [8] si la estructura que forma es un fractal.
Un mecanismo tipico en la formacion de este tipo de atractores es el de estirar y
doblar repetidamente el espacio de fases. El proceso de estiramiento da lugar a la
sensibilidad a las condiciones iniciales, y el hecho de doblar hace que el sistema se

mantenga acotado en una regién.

2.4.1 Mapa del panadero

Un caso particular en donde el atractor resulta ser extrano es el llamado mapa
del panadero [7,8]. Se define el mapa del panadero (baker) como una transformacién
del espacio de fases en el cuadrado unitario con condiciones de contorno periédicas,

o sea el toro unitario (q,p) € [0,1) x [0,1). Dicha transformacién estd dada por:

2 ) 27 si0 < 1 2,
(¢,0") = Blg,p) = 2./ <1 (2.5)
(2¢—1,(p+1)/2), sil/2<q<1.



23 2.4. Atractores extranos

La accion del mapa se puede visualizar en forma gréafica a partir de dos trans-
formaciones simples. Primero, el cuadrado unitario es estirado horizontalmente y
aplastado verticalmente, obteniendo un rectangulo de 2 x % Luego, el rectangulo
es cortado verticalmente en dos partes iguales, obteniendo dos rectangulos de 1 X %
Por 1ltimo los dos rectangulos se apilan, de modo que el primero quede debajo del

segundo. En la Figura 2.4 se muestra el proceso descripto.

-

(a) (b) (c)

Figura 2.4: Evolucién del mapa de baker. El cuadrado unitario (a) es estirado y
aplastado, obteniéndose un rectangulo (b). Finalmente se corta en dos partes iguales

y se apila la parte derecha sobre la izquierda, obteniéndose el cuadrado (c).

En la Figura 2.5 se muestran los primeros pasos del mapa de baker.
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Figura 2.5: Primeros pasos del mapa de baker.

2.4.2 Sistemas con disipacion

El mapa de baker, ademds de aperturas parciales, puede tener disipacion [8,
9]. Una forma de modelar la disipacién para el mapa de baker es a través de un
pardmetro € € [0, 1] que en cada paso de la evolucién haga que el drea en el espacio
de fases disminuya. En general, si un mapa o flujo contrae voliimenes en el espacio

de fases, se dice que el sistema es disipativo. El mapa de baker con disipacion es:
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2q,ep/2), St 0< 1/2,
Bla.p) - (24, ep/2) q<1/ (26)
(2¢—1,(ep+1)/2), si 1/2<q¢<1,

donde € € [0,1]. En la Figura 2.6 se muestran los primeros pasos del mapa de

baker con disipacion.

1 1
| = | E
0 0
0 1 0 1
q q

(a) (b)

q
()

Figura 2.6: Primeros pasos del mapa de baker con disipaciéon. En este caso se uso
e = 0.8. Se puede ver que en cada paso de la evolucion el area en el espacio de fases

se contrae segun el valor del pardmetro e.
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El mapa contrae el espacio de fases en la direccién de p en un factor e, estira
el cuadrado unitario en un factor 2 en la direccién de ¢, lo aplasta a la mitad en
la direccién de p, y finalmente apila la mitad derecha encima de la izquierda. Una
distribucién inicial en el espacio de fases converge asintéticamente a un conjunto

fractal, esto es un atractor extrano.

En el caso en que € = 1 el sistema no tiene disipacion, y se dice que el mapa de
baker preserva dreas. En este trabajo se consideraran mapas abiertos proyectiva-

mente, lo que dara lugar a repulsores extranos.

2.5 Dinamica simbolica

La forma de calcular las érbitas peridédicas para el mapa de baker es mediante el
uso de la dindmica simbélica [10], basada en la teoria de corrimientos de Bernoulli

(Bernoulli Shift). Una condicién inicial xy se puede representar en en base 2 como:

o = 0.@0&1(12 e = Z CLZ‘Z_(H_I), (27)
=0

donde cada uno de los digitos a; puede tomar los valores 0 o 1. Al aplicar el
mapa una vez a esta condicion inicial, el resultado es mover el punto decimal un

lugar a la derecha, y poner el primer digito a cero.

Ty = O.alag(lg ey

To = 0.&2@3&4 HR

y asi siguiendo. Para el mapa de baker, las coordenadas del espacio de fases se

pueden representar como g = > oo €27 y p =37 27 La accién del mapa

de baker B (ecuacién 2.5) se puede representar de la siguiente forma:

B
(p|q) — ... 671 . 6061 e —) (p/|q/) — e e 67160 . 61 cee (28)
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donde en cada paso del mapa el punto se corre un lugar hacia la derecha en la
representacion binaria. En el caso en que el mapa se haga evolucionar hacia atréas

en el tiempo, el punto se lo corre un lugar hacia la izquierda.

Se define una érbita periddica de periodo p como aquella que pasa sucesivamente

por p puntos distintos xg, 1, -+ ,2,—1. Para cada punto x; tenemos:

r; = MP(x)) : j=A{0,1,--- ,p—1}. (2.9)

2.6 Dimensiones fractales de sistemas caoticos abier-
tos

Las dimensiones fractales son una herramienta muy ttil para el estudio de las
propiedades de sistemas dinamicos. En esta seccién se presenta la definicion de

dimensién que se usara durante el resto de este trabajo.

2.6.1 Dimension fractal

La dimension de objetos geométricos convencionales es conocida. Lineas o cur-
vas suaves son unidimensionales, planos y superficies suaves son bidimensionales,
cuerpos soélidos son tridimensionales, etc. En general, la dimension es la minima

cantidad de coordenadas necesarias para describir los puntos del conjunto.

El concepto de dimension fractal es una extension de la nocion general de di-
mension espacial. Sise toma como ejemplo una curva que resulte ser un fractal, como
la curva de Koch, la misma tiene longitud infinita entre dos puntos cualesquiera.
Esto indica que la dimensién debe ser mayor que uno. Por otro lado, la curva se

construye a partir de segmentos infinitamente pequenos, por lo que no tiene area.
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Entonces su dimensién tampoco puede ser dos. La conclusion es que la dimensién de
este fractal es un niimero no entero. Esta es una propiedad general de los fractales, y

la dimensién fractal siempre es menor que la dimension del espacio que lo contiene.

2.6.2 Box Counting Dimension

Para calcular la dimensién fractal se cubre el conjunto correspondiente con cubos
de tamano £. Sea S un subconjunto de un espacio de dimensién M, y N(¢) la can-
tidad minima de cubos de tamano ¢ necesarios para cubrir S. Se quiere determinar
cudl es la dependencia de N(g) con €. Para una curva unidimensional de longitud
L, N(g) o« L/e; para una superficie de drea A, N(g) oc A/e%. En general se tiene

que

N(g) ~e o, (2.10)

donde Dy es la dimensién fractal del conjunto.

Esta ley de potencia se cumple para la mayoria de los conjuntos fractales .S, pero

en estos casos Dy no es un entero. Una definiciéon equivalente es

Dy=1 2.11
0= 20 (1/e) (2.11)
La dimensién fractal para un mapa se define de la siguiente manera:
In(N (e,
Do = — Tim V() (2.12)

n—o0 ln({—jn) ’

donde ¢,, es una cantidad que tiende a cero a medida que n tiende a infinito:

lim &, = 0. (2.13)

n—oo
Usando esta definicién, la dimensién de objetos no fractales da como resultado

la dimension del espacio correspondiente.
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Dimensién de la curva de Koch

La dimensién fractal de la curva de Koch se puede calcular de la siguiente manera.
En el paso n de la construccién de esta curva, la longitud de cada segmento es
en = (1/3)", mientras que la cantidad de segmentos es N(e,) = 4". La dimensién

fractal en este caso es:

— lim In(4™) :ln(4)
D= T BN T W)

=1.26--- (2.14)

Dimension del conjunto de Cantor

El conjunto de Cantor estd compuesto por una serie de puntos, por lo que en
principio uno estaria tentado a pensar que la dimension deberia ser cero. En rea-
lidad, lo que es cero es su medida de Lebesgue. Para hablar de dimensién en este

caso es necesario calcular la dimension fractal definida en esta seccién.

Una eleccién conveniente para ¢, en este caso es &, = (%)" La cantidad de
segmentos en el paso n es N(e,) = 2". Entonces se obtiene:
In(2") In(2)

Dy = — lim () = 1n(3) 0.63- - - (2.15)

2.6.3 Dimension multifractal: Espectro de dimensiones de
Renyi

En esta seccion se extiende el concepto de dimensién fractal a sistemas donde

el espacio puede tener distintas medidas de probabilidad, es decir, funciones reales
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p: S — R, donde S = supp(p) (el soporte de la distribucion es el subconjunto
para el cual la medida u es positiva) y p(S) := [ydp = 1. Este tipo de distribu-
ciones pueden ser muy complejas, y no pueden ser resueltas por la dimension fractal

Dy definida en la seccion anterior, la cual solo considera si la caja esta ocupada o no.

Una forma de cuantificar la fractalidad en sistemas dindmicos clasicos parcial-
mente abiertos es a través del estudio del espectro de dimensiones de Renyi, o
dimension multifractal. Esto es una generalizacion de la dimensién fractal, o box

counting dimension.

Se define la dimensién multifractal (o espectro de dimensiones de Renyi) [7]

CO1mo.:

[ 1D Sl
q = m
1-— q e—0 ln(l/&‘)

(2.16)

donde i es una medida de probabilidad en el espacio de fases, y la suma se re-
aliza sobre rectangulos de tamano e, usados para particionar el espacio de fases. El
parametro ¢ es un indice continuo, ¢ € R. Si la curva D, depende del pardametro g

de forma no trivial, decimos que estamos en presencia de un multifractal.

e Para ¢ = 0 la definicién (2.16) es consistente con la dimensién fractal Dy dis-

cutida en la seccién anterior, definida en la ecuacién (2.12).

e Para ¢ =1 se define a D; como D, := lim,,; D,. Haciendo uso de la regla de

L’Hospital se puede demostrar que

NE) (s
D1 — hm Zzzl lul n(uZ) )
e—0 ln(g)

(2.17)
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La cantidad D; es de particular interés, y resulta ser la dimension de infor-
macion o entropia de Shannon. Dy describe el crecimiento del contenido de la

informacion a medida que la cantidad de rectangulos es incrementada.

e Para ¢ = 2, D5 se denomina dimension de correlacion, debido a que si p es
una medida natural, los términos en el numerador son proporcionales a la
probabilidad de que dos trayectorias terminen en el mismo rectangulo, o sea,

a una distancia €.

NE)
Dy = Tim 2= it (2.18)
e—>0  In(e)

En general, al aumentar (disminuir) el pardmetro ¢, se le da més (menos)

peso a los rectangulos que contengan una mayor medida p. En particular, en

el limite ¢ — oo la suma estd dominada unicamente por los rectangulos b; con

;= maz({u.}).

Otra propiedad es que D, en general es una funcién decreciente a medida que

aumenta q.
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Capitulo 3

Mapa del panadero clasico

El mapa del panadero (baker) es un caso paradigmatico muy estudiado en los
ultimos anos [7-18]. Debido a su simplicidad, este mapa es de gran utilidad para
estudiar las propiedades de sistemas cadticos. La dinamica de este mapa puede

describirse en términos de corrimientos de Bernoulli.

3.1 Mapa del panadero triadico (tribaker)

El mapa del panadero triadico (¢ribaker) B en el toro unitario (¢, p) € [0,1) %[0, 1)

es definido de la siguiente forma:
(
(3q,p/3), si0<qg<1/3,

B(q,p) =4 (3¢—1,(p+1)/3), sil/3<q<2/3, (3.1)

(3g—2,(p+2)/3), si2/3<q<1.

\

La accion del mapa se puede visualizar de forma gréafica a partir de dos trans-
formaciones simples. Primero, el cuadrado unitario es estirado horizontalmente y
aplastado verticalmente, obteniendo un rectangulo de 3 x % Luego, este rectangulo

es cortado verticalmente en tres partes iguales, obteniendo tres rectangulos de 1 x %

33
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Por tltimo los rectangulos se apilan, de modo que el primero quede debajo, el se-

gundo en el medio, y el tercero arriba.

En la Figura 3.1 se muestran los primeros pasos de la evolucion del tribaker.
Los puntos en el espacio de fases se colorean para una mejor visualizacién de su

evolucion.

Figura 3.1: Primeros pasos de la evolucion del tribaker.

Este mapa presenta la propiedad de ser altamente sensible a las condiciones ini-

ciales. Esto se debe al estiramiento del espacio de fases en la direccion horizontal.



35 3.1. Mapa del panadero triddico (tribaker)

El exponente de Lyapunov del tribaker es A = in(3).

El mapa descripto presenta variedades estables e inestables. Una variedad ines-
table es aquella que corresponde a la direccién en el espacio de fases en la cual la
evolucion del sistema hace que trayectorias cercanas se alejen entre si. En el caso del
tribaker, la variedad inestable corresponde a la direccién de la variable ¢ (p = cte),
mientras que la variedad estable corresponde a la direccién de la variable p (¢ = cte).

Decimos que el tribaker es un mapa hiperbalico.

3.1.1 Orbitas periédicas y simetrias del tribaker

El tribaker puede describirse mediante corrimientos de Bernoulli ternarios [10-
12]. Para el caso del tribaker se usan tres simbolos, 0, 1 y 2, y se representa una

condicion inicial en base 3 de la siguiente manera:

q = 0.60€1 -+ = Z 37kt ; p=0€_165---= Z e_x3 7k, (3.2)
k=0 k=1

donde los coeficientes ¢, € {0, 1,2}. Asi, un punto en el espacio de fases se puede
representar como una tira infinita de bits, con un punto separando la coordenada

de momento y la de posicién,

(p7 q) — .. 672671.606162 “ .. (33)
La accion del mapa viene dada por el corrimiento del punto un lugar hacia la
derecha en cada aplicacion del mapa. En el caso en que la evolucién se haga hacia

atras en el tiempo, el punto se corre hacia la izquierda.

B
(pq) = (P q) = eaer€0.c160- - (3.4)
De esta forma se pueden encontrar todas las drbitas periddicas del mapa. Para

esto primero se hacen todas las combinaciones de los tres simbolos {0, 1,2} para un
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dado periodo L,. En total quedan 3% combinaciones. Luego se descartan las érbitas
de periodo menor a L,. Por ejemplo, si L, = 2, una combinacion posible es 00, que
resulta ser una 6rbita periédica de periodo 1, correspondiente a la combinacién 0 (lo
mismo vale para la combinacién 1 y 2). Para etiquetar a las orbitas periddicas de
periodo L,, se descartan aquellas combinaciones de bits que pertenecen a la misma
érbita (retracings). Un ejemplo para el caso de periodo L, = 2 es la combinacion
01, cuya orbita es la misma que aquella dada por la condicién inicial 10. Asi, para

L, = 2, las distintas 6rbitas periddicas son:

01
02
12

Otro ejemplo a tener en cuenta son los puntos fijos del mapa (6rbitas de periodo
1), que corresponden a una tira infinita de ceros, unos o dos. Aplicando el mapa a

estas combinaciones, se vuelve a obtener el mismo punto en el espacio de fases.

Una propiedad que caracteriza a los sistemas cadticos es la del crecimiento de
la cantidad de drbitas periddicas en funcién de su periodo L,. Para los sistemas
cadticos dicho crecimiento es exponencial, €5 [19]. En el caso del tribaker la canti-
dad de puntos periédicos crece como 3%7; entonces la cantidad de érbitas periédicas

crece como 3 /L,,.

El tribaker presenta dos simetrias:

e Simetria de inversiéon temporal: esta simetria corresponde a invertir la di-

reccién del tiempo, e intercambiar las variables del espacio de fases, ¢ < p.

e Simetria de paridad: esta simetria corresponde a intercambiar ¢ — 1 — q vy

p—1—np.
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En la Figura 3.2 se muestran las érbitas periddicas de periodos 1y 2 del tribaker,
donde se puede observar la simetria. En la Figura 3.3 se muestran las orbitas

periddicas de periodo 3.

1

o
ees HNE

q

Figura 3.2: Orbitas periddicas de periodos 1 (puntos fijos) y 2 del tribaker. Los

cuadrados corresponde a las orbitas de periodo 1, y los circulos a las de periodo 2.
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Figura 3.3: Orbitas periodicas de periodo 3 del tribaker.

3.1.2 Sistemas parcialmente abiertos

Un mapa parcialmente abierto se lo puede definir de la siguiente manera. Para
el tribaker, se introduce una apertura en el intervalo 1/3 < ¢ < 2/3, de modo que si
una érbita pasa por esa region del espacio de fases, existe una probabilidad no nula
de absorberse, o dicho de otra manera, la 6rbita en ese caso se pierde. Otra forma
de definir un mapa parcialmente abierto es asignando a cada 6rbita una intensidad,
de modo que al pasar por la regiéon absorbente dicha intensidad disminuya. A cada
punto del espacio de fases se le asigna una intensidad inicial Iy = 1, y en el paso
n + 1 la intensidad serd I,,11 = I,R(q,p), donde R(q,p) € [0,1] es una funcién de
reflectividad que depende de las coordenadas del espacio de fases. Si R(q,p) = 0 se

dice que el sistema es abierto, mientras que si R(q,p) = 1 el sistema es cerrado.

En este trabajo se usaran distintos tipos de aperturas parciales, definidas a través
del uso de una funcién de reflectividad R(q, p) en el espacio de fases. En particular

se hard uso de funciones de reflectividad que dependan tinicamente de la coordenada
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q: R(q,p) = f(q). El tribaker parcialmente abierto ha sido estudiado en numerosos
trabajos [10-17] haciendo uso de una funcién de reflectividad que es una constante
r € [0,1] en la regién 1/3 < ¢ < 2/3, es decir, una funcién discontinua. En este
trabajo se usardn dos funciones de reflectividad mas genéricas, en el sentido que
pretenden ser modelos mas realistas para las microcavidades opticas, en donde la

reflectividad es una funcion continua.
A continuacién se definen las funciones de reflectividad que seran estudiadas a
lo largo de esta tesis. En todos los casos, r € [0,1] es un pardmetro que da una

medida del grado de reflectividad del sistema.

Reflectividad constante

1, si 0<qg<1/3,
f@=19r, si 1/3<q<2/3, (3.5)

1, si 2/3<q<]l.

En la Figura 3.4 se muestra la funcién utilizada para el caso de una reflectividad

constante.
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Figura 3.4: Funcién de reflectividad constante. El valor de la constante en la region

1/3<q¢<2/3esrel0,1].

Reflectividad sinusoidal

cos(6mx) +

st 0<q<1/3,
(1+7r)
o s 132q<2/3, (3.6)
st 2/3<qg< 1

El parametro r en la ecuacion 3.6 corresponde al valor de la funcién en g = %,

es decir f (%) = r. En la Figura 3.5 se muestra la funcién utilizada para el caso de

una reflectividad sinusoidal.
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Funcion tipo coseno

0.8

0.6

f(q)

04

0.2

q

Figura 3.5: Funcién de reflectividad sinusoidal.

Reflectividad de tipo Fermi-Dirac

(

1, si 0<qg<1/3,
1—r / /
+r, si 1/3<q<1/2,
1 —120((1 —q) — 0.
flq) =4 1T epl ) 0((1—¢q) —0.63)] (3.7)
- T
' 1/2<q<2/3
1+ exp[—120(g —0.63)] s 12<as2/3
1, st 2/3<q< 1.

\
El pardmetro r en la ecuacién 3.7 corresponde al valor de la funcién (aproxi-

madamente) en ¢ = 3, es decir f(3) = r. En la Figura 3.6 se muestra la funcién

utilizada para el caso de una reflectividad de tipo Fermi-Dirac.
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Figura 3.6: Funcion de reflectividad de tipo Fermi-Dirac.

3.2 Dimensién multifractal del mapa del panadero

En el caso especial del tribaker con reflectividades constantes en cada regién
(ecuacion 3.5), la dimensién multifractal se puede calcular analiticamente [13]. La
expresion de la dimensién multifractal correspondiente a la variedad estable (¢ = cte)

es la siguiente:

R} + R}, + R},
(RL + Ry + RR)q
(1—¢)in3 ’
donde Ry, Ry, Rr son los valores de la reflectividad en ¢ € [0,1/3),[1/3,2/3],(2/3,1)

in

d, = (3.8)

respectivamente. En el limite ¢ — oo, la ecuacién 3.8 tiende a

lim dq _ ln(RL + RM + RR) — ln(Rmax)

q—00 n3

, (3.9)
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donde R,,.. = max{Ry, Ry, Rr}. La dimensién fractal correspondiente a la
variedad inestable (p = cte) es 1. Por lo tanto, la dimensién fractal en el espacio de

fases sera:

D,=1+d, (3.10)

En el caso de los sistemas parcialmente abiertos, la dimensién fractal Dy es un
entero, correspondiente a la dimensién del espacio de fases en el que se esta traba-
jando. Esto es porque el sistema, al no estar completamente abierto en una region
del espacio de fases, todas las trayectorias van a tener una intensidad no nula al
evolucionar. Por lo tanto, el espacio de fases siempre quedara completamente lleno
de puntos, y asi se pierde el fractal que se obtiene al tener el sistema completamente

abierto.

En la Figura 3.7 se muestra la dimension multifractal, donde se comparan los va-
lores calculados numéricamente con la curva correspondiente a la solucién analitica.
En este caso se utilizé una reflectividad constante en el espacio de fases, dada por
la expresion 3.5, y donde se usaron tres valores distintos del grado de reflectividad:

r=0,r=0.01yr=0.2
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Figura 3.7: Dimension multifractal para el caso de una reflectividad constante para

distintos valores del grado de reflectividad r.
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D, es una funcién decreciente con el pardmetro ¢, lo que indica que se esta en
presencia de un multifractal. Ademds, para valores grandes del parametro ¢, se
observa que la curva alcanza un valor estacionario (a partir de ¢ = 10 aproximada-

mente).

Para el caso en que la reflectividad es nula en la regién intermedia 1/3 < ¢ < 2/3
(r =0), es decir para el sistema completamente abierto, la dimensién es constante
para todos los valores de ¢, y vale D, = Dy = 1.63 ~ 1 + In(2)/In(3). Esto es
consistente con la dimension fractal del conjunto de Cantor, correspondiente a la
direccion de la variedad estable, mas la dimensién en la direccién de la variedad

inestable, que es 1.

En el caso en que r = 0.01 y para ¢ > 2, los valores obtenidos de la dimension
multifractal son muy similares al caso en que » = 0. Es notable (aunque esperable
por lo discutido anteriormente) que para ¢ = 0, Dy = 2, esto es, la dimensién frac-
tal coincide con la dimension del espacio de fases en el que se esta trabajando. A
medida que el pardmetro ¢ aumenta, la dimensién D, disminuye rdpidamente hasta

alcanzar un valor estacionario aproximadamente igual a 1.63 ~ 1 + In(2)/In(3).

A continuacion se analiza la dimensiéon multifractal para el caso de una reflectivi-
dad que depende de la coordenada ¢ en forma continua. Se analizan dos funciones,
una sinusoidal, definida en la ecuacién 3.6, y otra de tipo Fermi-Dirac, definida en

la ecuacion 3.7.

Reflectividad sinusoidal

Se utiliza como funcién de prueba la funcién de reflectividad definida en la

ecuacion 3.6. En la Figura 3.8 se muestra la dimensién multifractal para este caso,
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para dos valores del grado de reflectividad: » =0y r = 0.2.

19 L * .

17 + 4

16 | 4

15

19 . . . . 1

= r=0.2

17 | 1

16 L J

15

Figura 3.8: Dimensién multifractal para el caso de una reflectividad sinusoidal

(ecuacién 3.6), para distintos valores del grado de reflectividad r.

Se puede observar que, al igual que en el caso de una reflectividad constante,
Dy = 2 para todo valor de r. Para valores crecientes de ¢, la dimension multifractal
disminuye al igual que antes, pero los valores son mayores que en el caso de reflec-
tividad constante. Esto se debe a que el espacio de fases se cierra mas rapidamente,

en el sentido de que la intensidad de los distintos puntos disminuye méas lentamente



47 3.2. Dimensién multifractal del mapa del panadero

a medida que el sistema evoluciona. Para r = 0.2 la dimensién multifractal es mayor
que en el caso en que r = 0 para valores de ¢ > 0, aunque la variacién no es tan
grande. Mas adelante veremos como esta propiedad se refleja en distintos aspectos

del sistema.

Reflectividad de tipo Fermi-Dirac

Se utiliza como funcién de prueba la funcién de reflectividad definida en la
ecuacion 3.7. En la Figura 3.9 se muestra la dimensién multifractal para este caso,

usandor =0y r = 0.2.
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Figura 3.9: Dimensién multifractal para el caso de una reflectividad de tipo Fermi-

Dirac (ecuacién 3.7) para distintos valores del grado de reflectividad r.

En este caso la dimensién multifractal sigue un comportamiento més parecido al
caso en que la reflectividad es una funcién constante. Sin embargo, los valores de la

dimensién son mayores.

Destacamos que para estos ultimos dos casos en que la reflectividad es una

funcién continua de la coordenada ¢ del espacio de fases, se puede observar que
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la dimensién multifractal tiene una variacién distinta que en el caso de una reflec-

tividad constante.

3.3 Repulsores clasicos del tribaker

Al evolucionar el tribaker abierto (para la funcién de reflectividad discontinua,
con un grado de reflectividad » = 0) para adelante y para atras en el tiempo, las
distintas trayectorias pueden reflejarse o absorberse, dependiendo de si las mismas
pasan o no por la regién de apertura del espacio de fases. Aquellas trayectorias que
se reflejen formardn un conjunto invariante que se denomina repulsor, o repeller. La
dimensiéon de este conjunto resultara ser un nimero no entero, lo que indica que el

sistema en ese caso es un fractal.

A continuacién se muestran los primeros pasos para la obtencién de los repellers
del tribaker abierto (Figura 3.10). Inicialmente se tiene un cuadrado unitario lleno
de puntos en el espacio de fases. En el primer paso se obtienen 4 cuadrados, en
el segundo se tienen 16, en el tercero 64. En general, en el paso n se obtienen 4"
cuadrados. En el limite n — 00, lo que se obtiene es el producto cartesiano de dos

conjuntos de Cantor, uno en cada direccién de las variables del espacio de fases.
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() (d)

Figura 3.10: Primeros pasos para la construccion del conjunto invariante (repeller)
del tribaker. A medida que aumenta la cantidad de iteraciones del mapa (para
adelante y para atréas en el tiempo), el conjunto obtenido se aproxima al producto

cartesiano de dos conjuntos de Cantor.

3.3.1 Repeller parcial con puntos al azar

Se usaron las distintas funciones de reflectividad definidas en la seccién 3.1.2

para estudiar los repellers clasicos del tribaker. Un caso ya estudiado con anteriori-
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dad [11,14] es el de una reflectividad constante (ecuacién 3.5) en el espacio de fases.

Para obtener el repeller parcial se hace evolucionar el sistema, y en cada paso se
calcula la intensidad de las 6rbitas como se describié en la seccion 3.1.2. Al evolu-
cionar el sistema para adelante y para atrds en el tiempo, cada punto (g;,p;) del
espacio de fases queda con una intensidad final I(g;,p;) € [0,1]. Si se grafican los
puntos del espacio de fases asignando a cada uno de ellos un color distinto segin el

valor de su intensidad, se obtiene una imagen del repeller parcial.

En la Figura 3.11 se muestra el repeller parcial correspondiente a una reflec-
tividad discontinua (ecuacién 3.5), para distintos valores del grado de reflectividad

r e [0,1].
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(c) ()

Figura 3.11: Repeller parcial clasico a tiempo ¢t = 6 para el caso de una reflectividad
discontinua en el espacio de fases para (a) r = 0, (b) r = 0.07, (¢) r = 0.1 y (d)

r = 0.2. La escala de colores corresponde al valor de las intensidades de cada orbita.

Para el caso en que r = 0 lo que se obtiene es una aproximacion a tiempo finito
del conjunto de Cantor en cada una de las variedades del sistema. A medida que
el valor de r va aumentando, el espacio de fases se va llenando (o cerrando), dado
que las distintas érbitas tienen intensidades mayores. Para el caso en que r = 0.2,

el repeller clasico se extiende en casi todo el espacio de fases.
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Para estudiar el efecto de una reflectividad que varie de forma continua en el
espacio de fases, se introduce una funcién sinusoidal (ecuacién 3.6). En la Figura
3.12 se muestra el repeller parcial correspondiente a una reflectividad que es una

funcion sinusoidal, para distintos valores del grado de reflectividad r.

(c) (d)

Figura 3.12: Repeller parcial clasico para el caso de una reflectividad sinusoidal.
Los valores del parametro r correspondientes son los que se usaron para el caso de

reflectividad constante (Figura 3.11).
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Se puede ver que en el caso en que la reflectividad varia en forma continua de
esta manera particular, el conjunto invariante es mucho mas cerrado que el caso
anterior. Una forma de entender este comportamiento es la siguiente. En la region
de apertura, la variacién de la reflectividad en forma continua desde su maximo
valor (1) hasta un cierto valor r € [0, 1] hace que muchas de las drbitas en esa regién
tengan una intensidad inicial que es mayor que en el caso de reflectividad constante.
Esto hace que al evolucionar el sistema durante un cierto tiempo (¢t = 6 en este
caso), las orbitas en el espacio de fases tengan una intensidad mayor, y por lo tanto

se obtienen los repellers observados.

Por 1ltimo se utilizé una funcién de tipo Fermi-Dirac (ecuacién 3.7). Este tipo
de funcién se asemeja mas a la funciéon constante, en el sentido de que la caida de
la misma en los bordes es mas rapida que en el caso de la funcién sinusoidal, pero
sin embargo es una funcion continua. Es esperable entonces que el repeller clasico

para este tipo de funcién se asemeje mas al de la reflectividad constante.

En la Figura 3.13 se muestra el repeller parcial correspondiente a una reflectivi-
dad que es una funciéon de tipo Fermi-Dirac, que depende de la coordenada ¢ del

espacio de fases, para distintos valores del grado de reflectividad r.
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(c) ()

Figura 3.13: Repeller parcial clasico para el caso de reflectividad de tipo Fermi-Dirac.
Los valores del parametro r son los que se usaron para el caso de una reflectividad

constante (Figura 3.11).

Lo que se puede observar en este 1iltimo caso, en donde la funcién de reflectividad
tiene una caida mas abrupta que en el caso de la funcion sinusoidal, pero continua,
es que el conjunto invariante se parece mas al caso de reflectividad constante. Se
puede decir que es un caso intermedio entre la reflectividad constante y la reflec-

tividad sinusoidal. Esto se debe a que la funcion de reflectividad es similar a una
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constante. Sin embargo, al tener este tipo de funcién los bordes continuos, se puede
ver que el sistema se cierra de manera méas rapida, pero no tanto como en el caso

de la reflectividad sinusoidal.



Capitulo 4

Mapa de baker cuantico

parcialmente abierto

En este capitulo se construird una versiéon cuantica del tribaker. Un mapa
cuantico es una transformacion unitaria que opera en un espacio de Hilbert. Cuando
la dimension del espacio de Hilbert tiende a infinito, las propiedades del sistema
deben corresponderse con las del mapa clasico. Esto es el limite semiclasico, que

puede interpretarse como que la constante de Planck A tienda a cero.

4.1 Cuantizacién del mapa de baker

No existe en general un procedimiento tinico para cuantizar un mapa. El obje-
tivo principal es asociar a un mapa conservativo clasico B un operador unitario U

que actie sobre un espacio de Hilbert. Este operador U sera el propagador.

Primeramente cuantizamos el espacio de fases. Al ser nuestro espacio de fases
un toro (el cuadrado unitario periédico en ¢ y en p), habrd una cantidad finita M de
autoestados de posicion |g,) y de momento |p,,). La relacién entre los operadores

de posiciéon y momento esta dada a partir de su conmutador:

o7
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g, p] = ih, (4.1)

donde h = h/27, y h es la constante de Planck.

Los estados de posicién y momento se relacionan entre si a través de la funcién

de transformacion [20] de la siguiente manera:

(alp) = (2mh)~/2eiw/h, (4.2)

Las condiciones de contorno antes mencionadas hacen que los estados en repre-
sentacion de posicién y momento deban satisfacer las siguientes relaciones, con fases

arbitrarias:

(q+ 1) =™ a(qly)y ,  (p+1y) =™ (p|y), (4.3)

con el cambio de base entre ambas funciones de onda, dado por la transformada

de Fourier

3p) = (2nh) /2 / e () dg, (4.4)

donde 2wy, y 2mx, son los angulos de Floquet, 0 < x4,x, < 1. El caso en
que X4 = Xp = 0 corresponde a condiciones de contorno periédicas, mientras que

Xq = Xp = 1/2 corresponde a condiciones de contorno antiperiddicas.

La solucion de la ecuacion 4.3 existe en el caso en que el espacio de Hilbert sea

de dimensién finita y entera M, y debe satisfacer

ohM =1, MeZ (4.5)

Una vez dados los angulos de Floquet, el espacio de Hilbert de dimension M

queda determinado. Los autoestados de posicién y momento se pueden escribir de
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la siguiente manera:

=) = -, (46)
k+ X _
|pk) = T> : E={0,---, M —1}. (4.7)

El cambio de base entre estados de posiciéon y momento, que corresponde a la
version discreta, define un operador que resulta ser una matriz unitaria. Esto se
puede considerar como una transformada de Fourier discreta, con los angulos de

Floquet como parametros:

2miTHxa) ebxp) M = (GXa X)), (4.8)

(pr g5} = ——
Pk, q5) = —F—
ks 4y i
La eleccion de los dngulos de Floquet se determina a partir de las simetrias del

espacio de fases de la siguiente manera:

e Simetria de inversion temporal T': se define a través del intercambio entre q y

P, ¢ <> p. En este caso la simetria existe solo si x, = X,-

e Simetria de paridad R: corresponde al cambio ¢ -+ 1—¢q, p = 1 —p. En el

caso del toro, esta simetria se da si se cumple que x, + x, = 1.

4.1.1 Operadores del mapa de baker

Existen distintas formas de cuantizar el tribaker. Una de ellas es la de Balazs-
Voros-Saraceno (BVS) [21], la cual se realiza tomando condiciones de contorno
antiperiddicas en ¢ y en p. Elegimos la dimensién del espacio de Hilbert como
M = 1/(2rwh). De esta forma, los autovectores ¢, y p,, estan relacionados entre s
mediante una transformada de Fourier discreta antisimétrica.

L orier1/2)G41/2/M (4.9)

Gk = (Qk, Dj) = \/—MG
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Se eligieron los dngulos de Floquet como x, = 1/2 = x,, es decir, condiciones de

contorno antiperiédicas.

La representacién matricial del propagador del tribaker cuantico es la siguiente

(con M multiplo de 3):

UP =Gy Guys, (4.10)

Gus 00
Gup=| 0 Gus 0 | (4.11)
0 0 Guys

G;/ es la transformada de Fourier inversa.

El tribaker cudntico parcialmente abierto de manera continua se puede obtener

a partir del operador de proyeccion P, dado por:

vz 0 0
0 0 lus

aplicado a la ecuacion 4.11 de forma de preservar las simetrias originales. La
funcién f en 4.12 corresponde a la reflectividad en el espacio de fases definida en la

seccion 3.1.2.

El operador del tribaker cuantico con una apertura parcial en la region intermedia

se obtiene de la siguiente manera:

UB = G5} PG 3P, (4.13)
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El tribaker cuantico tiene las mismas simetrias que el mapa clasico: paridad e

inversién temporal.

4.2 Analisis del espectro del tribaker

El tribaker cuantico esta caracterizado por un espectro que tiene M autoestados

y autofases tales que (773|¢j> = e"ifi;).

4.2.1 Distribucién de autovalores

En un espacio de Hilbert de dimensiéon M, el operador del tribaker cudntico (no
unitario) tiene M autoestados, tanto a izquierda como a derecha, con autoenergias
complejas €; = E; —il';/2 [22], y acttia como un operador de evolucién temporal, de

modo que sus autovalores v; estan relacionados con las autoenergias €; segin

h 2h

ComoT; € R y E; € R, || € [0,1]. Por lo tanto, se pueden usar a los |v;| como

v; = exp [—%ez} = exp [—iEil exp [—iFi] ) (4.14)

una medida del tiempo de vida media del estado correspondiente. Por ejemplo, esta-

dos de vida larga corresponderan a aquellos que cumplan |v;| < 1, o sea, I'; < 1 [13].

Se calcularon los autovalores del tribaker cudntico parcialmente abierto de ma-
nera continua para distintos valores del grado de reflectividad r. A partir del espectro
de autovalores del tribaker, se puede calcular la distribucién normalizada del médulo

de los autovalores, p(|v]).

En las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3 se muestran las distribuciones normalizadas p(|v|)
para las tres funciones de reflectividad estudiadas (reflectividad constante, sinusoidal

y Fermi-Dirac, definidas en las ecuaciones 3.5, 3.6 y 3.7 respectivamente), y distintos
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valores del grado de reflectividad r en cada caso. La dimensién en todos los casos

es M =37,

(c) (d)

Figura 4.1: Distribucién de autovalores p(|v|) del tribaker cudntico parcialmente
abierto para reflectividad constante. Los valores del grado de reflectividad usados
son (a) 7 =0, (b) r=0.01, (¢) r =0.1y (d) r = 0.2. El tamano de la matriz usado

para obtener estos graficos es de M = 37 = 2187.

Se puede ver de la Figura 4.1 que los estados estan concentrados alrededor de
un valor tipico |v|y,, que puede ser aproximado como la mediana estadistica de la

distribucién. A medida que se incrementa el valor del parametro r en cada caso, la
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mediana estadistica también aumenta.

() (d)

Figura 4.2: Distribucién de autovalores p(|v|) del tribaker cudntico parcialmente
abierto para reflectividad sinusoidal. Los valores del grado de reflectividad usados
son (a) 7 =0, (b) r=0.01, (¢) r =0.1y (d) r = 0.2. El tamano de la matriz usado

para obtener estos graficos es de M = 37 = 2187.
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() (d)

Figura 4.3: Distribuciéon de autovalores p(|v|) del tribaker cuantico parcialmente
abierto para reflectividad de tipo Fermi-Dirac. Los valores del grado de reflectividad
usados son (a) r =0, (b) r =0.01, (¢c) r = 0.1y (d) r = 0.2. El tamafio de la matriz

usado para obtener estos graficos es de M = 37 = 2187.

En el caso de la funcién de reflectividad sinusoidal, se puede observar (Figura
4.2) que la distribucién de autovalores del sistema tiene una mediana estadistica
mayor que para el caso de reflectividad constante (Figura 4.1) si se comparan los
graficos con iguales valores del parametro r. Para la reflectividad de tipo Fermi-Dirac

(Figura 4.3), la mediana estadistica es mayor que para una reflectividad constante,
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pero menor que para una reflectividad sinusoidal.

La mediana estadistica en cada caso se la puede considerar como un limite de

separacién entre estados de vida corta (|v;| < |v|y,) ¥ estados de vida larga (|v;] >

|V|typ)-

4.2.2 Comportamiento en términos de la ley de Weyl fractal

La ley de Weyl fractal se puede expresar como

N(wil > [Veutoss) ~ MP/2, (4.15)

donde N es el nimero de autoestados por encima del valor de un corte |V|cuofs
que separa estados de vida larga de estados de vida corta, con autovalores v;, M es
la dimensién del espacio de Hilbert y D(()S) es la dimensién fractal del saddle caético.
Es de interés estudiar el comportamiento de los estados de vida larga, que corres-
ponden a valores grandes del médulo del autovalor v; como se vié anteriormente.

Estos estados dominan el decaimiento del sistema.

Se calcula el nimero de autoestados correspondientes a aquellos autovalores que
cumplen |v| > |V|euofs. El valor de corte |v|euofs se elige de forma tal que sea mayor
que el valor tipico (la mediana), |V|cutoff > |V|typ. En la Figura 4.4 se muestra el
grafico del nimero de estados en funcién de la dimension del espacio de Hilbert M,
para el caso en que la reflectividad en el espacio de fases es una funcién constante en
la regién de apertura (ecuacién 3.5). La divisién del nimero de autoestados por la
dimensiéon M permite un mejor andlisis del escaleo, que de acuerdo con la predicciéon
de la ley de Weyl fractal deberia ser dq— 1, donde dy = Dy —1 es la dimensién fractal
parcial del conjunto atrapado en la direccién de la variedad inestable. Dy es la
dimensién fractal total del conjunto, que a su vez esta relacionada con la dimensiéon

del saddle cadtico D(()S) como
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< D)
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Figura 4.4: Numero de estados para reflectividad constante. La linea punteada
indica la prediccion de ley de Weyl fractal, que corresponde al caso r = 0,
d(()r:O) = In(2)/In(3). Los valores de corte usados para cada valor de reflectividad

son |V|euors = [0.5,0.5,0.52,0.62,0.68, 0.8].

Para r = 0, se puede ver en la Figura 4.4 que se cumple la ley de Weyl. A medida
que r aumenta, las curvas se desvian de la ley de Weyl. Incluso para valores de r
y M grandes, los resultados numéricos no tienden a un valor constante como es de
esperarse, ya que la dimension clésica es dg = 1. En cambio, se observa una relacion

no trivial con una dimension efectiva entre 0 y 1.
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A continuacion se analizan los resultados para las aperturas continuas. En la
Figura 4.5 se muestra el niimero de estados en el caso de una reflectividad sinusoidal,
mientras que en la Figura 4.6 se muestra el nimero de estados en el caso de una

reflectividad de tipo Fermi-Dirac.
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Figura 4.5: Numero de estados para reflectividad sinusoidal. La linea punteada
indica la prediccion de ley de Weyl fractal, que corresponde al caso r = 0,
d(()r:O) = In(2)/In(3). Los valores de corte usados para cada valor de reflectividad

Son [1/|eutors = [0.8,0.8,0.82,0.84,0.86, 0.9)].

En el caso de una apertura cuya funcion de reflectividad es sinusoidal, las cur-
vas se desvian significativamente de la ley de Weyl para todo valor del grado de

reflectividad r.
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Figura 4.6: Numero de estados para reflectividad de tipo Fermi-Dirac. La linea
punteada indica la prediccion de ley de Weyl fractal, que corresponde al caso r = 0,
déTZO) = [n(2)/In(3). Los valores de corte usados para cada valor de reflectividad

Son |V]eutoss = [0.6,0.6,0.63, 0.8, 0.85,0.89).

En el caso de una apertura de tipo Fermi-Dirac, las curvas también se desvian

de la ley de Weyl, incluso para valores chicos del grado de reflectividad r.

4.2.3 Dimension local

Una manera muy eficaz de estudiar el comportamiento del escaleo del sistema en
funcién de la reflectividad, es calcular la pendiente de las curvas del niimero de esta-
dos en funcién de la dimension M. Esta pendiente se la puede calcular en funcién de

|V|cutof £, de modo de independizarse de la eleccién un tanto arbitraria de dicho valor.
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Se define la dimensién local dj,. como la pendiente de la curva N/M en funcién

de M, entre dos puntos adyacentes.

dioe = [InN (M) — InN(M/3)]/In3. (4.17)

Se realiza un grafico de la dimensién local en funcién del valor de corte |v|cuioff,
entre 0 y 1. Este procedimiento se repite para los distintos tipos de reflectividades
estudiadas anteriormente. En la Figura 4.7 se muestra el grafico correspondiente a

la dimension local para una reflectividad constante.
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o |LR=001 04 | | | ‘
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Figura 4.7: Dimension local para reflectividad constante. Se calculé para una di-
mensién M = 37. La recta horizontal punteada corresponde a la dimensién fractal

del repeller, (n(2)/In(3) ~ 0.63.
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En la Figura 4.7 se puede observar que para valores de |V|cutors < |V|typ, la di-
mensién local es aproximadamente d;,. = 1. Esto se debe a que se sigue la ley de
Weyl usual (N o< M). Por otro lado, para |V|cutoff > |V|typ, Se pueden observar
fuertes oscilaciones, y luego dj,. tiende a un valor que corresponde a la dimension
fractal del sistema abierto dj,. ~ d((fzo). Estas oscilaciones se deben a que al ser la

funcién de reflectividad discontinua, la medida p tiene saltos discontinuos.

En la Figura 4.8 se muestra el grafico correspondiente a la dimensién local para

una reflectividad sinusoidal.
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Figura 4.8: Dimensién local para reflectividad sinusoidal. Se calculé para una di-
mensién M = 37. La recta horizontal punteada corresponde a la dimensién fractal

del repeller, (n(2)/in(3) ~ 0.63.
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Este caso presenta diferencias significativas con el correspondiente a una reflec-
tividad constante (Figura 4.7). Por un lado, las fuertes oscilaciones observadas en el
caso anterior ya no son apreciables. Por el otro, las curvas para cualquier valor de
reflectividad se mantienen practicamente constantes en dj,. = 1. Esto quiere decir

que tiende al caso cerrado, donde sigue una ley de Weyl no fractal.

En la Figura 4.9 se muestra el grafico correspondiente a la dimensién local para

una reflectividad de tipo Fermi-Dirac.

R=0.01

04 06 08 1
|V|cutoff

Figura 4.9: Dimensién local para reflectividad de tipo Fermi-Dirac. Se calculé para
una dimensién M = 37. La recta horizontal punteada corresponde a la dimensién

fractal del repeller, In(2)/In(3) ~ 0.63.

El caso de una reflectividad que es una funcién de tipo Fermi-Dirac se puede
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pensar como una situacién intermedia entre el caso en que la reflectividad es una
constante y el de una reflectividad sinusoidal. Nuevamente, las oscilaciones propias
del caso constante (Figura 4.7) para valores pequenos de r no aparecen. Esto es un

cambio fuerte.

A continuacién se muestra un grafico para el caso de reflectividad constante y
de valor r = 0.01, donde se grafica la dimension local en funcién de |v|quoff, para

tres valores de dimensién distintos, M = {35 37 38}.

0 0.2 04 06 08 1
|V|cut0ff

Figura 4.10: Dimension local para reflectividad constante r = 0.01. Se calcul6
para tres valores de dimensién: M = {3%37,3%}. La linea horizontal punteada

corresponde a la dimensién fractal del repeller, In(2)/in(3) ~ 0.63.

Se puede ver de la Figura 4.10 que las oscilaciones subsisten a medida que la
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dimensiéon M aumenta. Esto sugiere que las oscilaciones presentes en la dimension
local pueden permanecer en el limite de M grande, y representan un contraste muy

fuerte con lo que pasa en el caso de reflectividad continua.

Finalmente, en la Figura 4.11 se puede ver que para una dimensién M = 3° en
el caso continuo (sinusoidal y Fermi-Dirac) se mantiene la supresién de las grandes

oscilaciones.
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Figura 4.11: Dimensién local en funcién de v.. En a) se muestran los resultados
para M = 3° y en b) para M = 3% Las lineas finas representan la apertura
sinusoidal y las gruesas la apertura de tipo Fermi-Dirac. Los valores de reflectividad
usados son r = 0, r = 0.001, » = 0.01 y » = 0.1 (rojo, naranja, verde y amarillo
respectivamente). La linea horizontal en negro corresponde a la dimensién fractal

del repeller, In(2)/In(3) ~ 0.63.



Capitulo 5

Teoria de orbitas periodicas cortas
aplicada a los mapas con aperturas

continuas

En este capitulo se aplica la teoria semiclasica de drbitas periddicas cortas a los
sistemas descriptos en el capitulo anterior. Se explicara brevemente la teoria y se

expondran los resultados.

5.1 Funciones de cicatriz y la teoria semiclasica
de orbitas periddicas cortas
La construcciéon de las funciones de cicatriz fue realizada por E. Vergini y G.

Carlo [23]. Estas funciones son el pilar fundamental de esta teorfa.

Las funciones de cicatriz son funciones de onda localizadas en un entorno de las
orbitas periddicas del sistema cldsico. Este procedimiento de construccién de fun-

ciones de cicatriz es totalmente general, y es aplicable a cualquier sistema cadtico. En
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particular, el mapa de baker es uno de los sistemas més sencillos para este proposito.

En primer lugar se definen los modos en las érbitas periddicas (MOP) como una
superposicién de estados coherentes centrados en los puntos de una érbita periodica.
Un estado coherente en un espacio de Hilbert de dimensién M = 1/(27h) en el toro
unitario, con condiciones de contorno antiperiddicas y centrado en el punto (g, p),

se puede representar en la base de posicién |j) [10,24,25] de la siguiente forma:

<]|q’p> - K i €—7rM(e]-—i-m—q)2ez’Qﬂ'M(ej—&—m—q/?)p—iﬂ'm7 (51)
donde e; = (j + 1/2)/M y K es un factor de normalizaciéon que converge a

(2/M)Y* para M > 1. La fase se elige de forma tal que los operadores de paridad

e inversion temporal actiien sobre los estados como

Rlq,p) =11 —q,1—p), (5.2)

Tlq,p) = |p, ), (5.3)

sin fases adicionales.

A cada punto (g;,p;) de una érbita periédica v de perfodo L se le asocia un
estado coherente |g;,p;), ¢ = {0,---,L — 1}, centrado en ese punto. Estos estados
se los puede considerar como cuasi-ortogonales, cuando su separacién en el espacio
de fases es mucho mayor que el ancho del paquete, el cual es proporcional a V7.
Esta condicién se cumple de forma estricta en el limite semicldsico (M — oo). En

este limite, los estados satisfacen las siguientes condiciones aproximadas:

(@41, pj+1la5,pj) =~ 0415, (5.4)
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. . €i27rMSj

Ui = (gj+1, pj41|UP|g5, pj) = ——, 5.5
Jij+1 < Jj+1 J+1| | J J> \/m ( )
donde q;, = qo, pr, = po, A es el exponente de Lyapunov, que en el caso del

tribaker vale A = In(3), y la accién S; es la fase adquirida por el estado coherente

en un paso del mapa,

1

q pj
Si = Sq;p; = [245] (23 + 2] + 4) (5.6)

A cada ¢6rbita periddica v de periodo L del mapa se le asocia una cantidad L
de funciones de cicatriz. Los MOP se construyen combinando los distintos estados

coherentes de cada punto de la orbita ~:

L-1
1
](ﬁ,]i \/_Zexp{ 271 ]Ak Mb;)} g5, pj)- (5.7)

En la expresion 5.7, k es un entero menor que L, k € {0,--- ,L —1} y §; =
{:0 Si. La accién total de la érbita es 6, = 5,. La cantidad A’f/ = (MS,+k)/L

es un autovalor de tipo Bohr-Sommerfeld, dado que

k
e27mA

\/—|¢

Ahora construiremos las funciones de cicatriz a los mapas abiertos. Tendremos

UB| ¢y ~ )- (5.8)
funciones de cicatriz a derecha y a izquierda asociadas con cada érbita periddica,
definidas a través del propagador del mapa parcialmente abierto y aplicamos este
ultimo a los MOP, hasta un tiempo corto, aproximadamente el tiempo de Ehrenfest,

= 1lnM Como M o 5 entonces T o Un (r) Las funciones de cicatriz a derecha

e izquierda estan dadas por:

1 o~ i 7t
Wﬁﬁ = 77 UB o 2mitak o (_T) |¢§>, (5.9)
¢
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1 . —t —2mitAF 7Tt
<¢ka| = NE Z<¢§|UB e 24 cos (2—) . (5.10)
=0

e T
Las constantes de normalizacion /\/'f’L se eligen de forma tal que se cumpla
R ohR \ — (ahL [ohL L 4R\ . : :

(W) = (W) v (5 1v3) = 1. La funcién coseno se usa para introducir

un valor de corte suave. Estas funciones son adecuadas para la investigacion de la

morfologia de los autoestados.

Se selecciona una cantidad N¥9¢ del conjunto completo hasta un periodo L, de
modo de cubrir el repeller continuo. Trabajaremos con todas las érbitas periddicas

hasta un periodo L contenidas en el repeller del caso completamente abierto. Ademas,

NoutPOs

ou 9% de ellas fuera del repeller, que tengan

consideraremos una pequena cantidad
los mayores valores de i, y optimizadas de forma que cubran lo més uniformemente
posible el repeller continuo. Se forma una base en la cual se expresan los operadores
de evolucion ( 52\(/]73 1§ ;). Teniendo en cuenta que (15[f) # 0nm, resolvemos un
problema de autovalores generalizado [10] para obtener los autoestados. Las reso-

nancias de vida larga son las combinaciones lineales de las funciones de cicatriz de

la base usando los coeficientes de los autoestados.

5.2 Aplicaciéon de la teoria de o6rbitas periddicas
cortas a los mapas abiertos de manera con-
tinua

A partir de la teoria semicldsica logramos construir una aproximacion del tri-
baker cuantico parcialmente abierto de manera continua usando una dimension de

M = 3%, y considerando érbitas periédicas de perfodos L < 7.
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Una representacion muy 1til [16] en el espacio de fases que revela la parte de
la probabilidad cuantica que esta en mayor correspondencia con el repeller clasico
se obtiene como sigue. Se definen los operadores simétricos ﬁj relacionados con los
autoestados a derecha [¢f) y a izquierda (4F| como:

N N

h, =210 5.11
1= T (5.11)

cada uno de ellos relacionado con el autovalor v;. La ventaja de estos operadores
es que revelan la estructura del repeller subyacente en los autoestados. Para tener
una mejor visualizacion de como el conjunto de resonancias de vida larga se dis-
tribuye en el repeller clasico, se construyen los operadores generalizados sobre este
conjunto sumando los primeros j proyectores izj/ [12], ordenados segin el médulo de

su autovalor correspondiente en forma decreciente (|vj| > |vj| con j < j'):

Qi=> hy. (5.12)

La representacion en el espacio de fases de h y () se puede realizar en base a los

estados coherentes |g, p):

hi(q,p) = (g plhslg, ), (5.13)

Q;(a,p) = |{a,pQjla,p)|- (5.14)

Esto es el repeller cudntico continuo semicldsico @Q;¢. Las distribuciones h;(q, p)

y Q;(q, p) tienden a estar localizadas en una versiéon de tiempo discreto del repeller.

sc
ve)

En la Figura 5.1 se muestran los repellers cuanticos ()*¢, obtenidos usando las
orbitas periddicas pertenecientes al repeller del caso completamente abierto. Los
graficos superiores corresponden a la funcion de reflectividad de tipo Fermi-Dirac,

y los inferiores a la funcién sinusoidal. En la columna izquierda se usé un grado
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de reflectividad » = 0.01, mientras que en la columna derecha se usé r = 0.1. La
superposicién de estas distribuciones normalizadas con aquellas obtenidas usando
los autoestados exactos son mayores que O = 0.99 en todos los casos. Para calcular

la superposiciéon usamos:

0= / / Qu (4. 9) Q2% (q. p)dgdp. (5.15)

A modo comparativo, en la Figura 5.2 se muestran los repellers clasicos usando
las funciones de reflectividad de Fermi-Dirac y sinusoidal, y los mismos valores del

grado de reflectividad r que en el caso cuantico (Figura 5.1).
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0

0 1 0 1
1 1

. N
=
. »

0 0

0 g 1 0 1

Figura 5.1: @;° para las resonancias de vida larga con autovalores cuyo médulo es
mayor que v,.. Los paneles superiores corresponden a la reflectividad de Fermi-Dirac
(v. = 0.81), y los paneles inferiores a la reflectividad sinusoidal (v, = 0.91). En los
paneles de la izquierda se us6é » = 0.01, mientras que en los de la derecha se usé

r=0.1.
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S am
T

0 g 1 0 1

Figura 5.2: Repellers clasicos para el tribaker abierto de manera continua. Los
paneles superiores corresponden a la reflectividad de Fermi-Dirac, y los paneles
inferiores a la reflectividad sinusoidal. En los paneles de la izquierda se usé r = 0.01,

mientras que en los de la derecha se usé r = 0.1.

Una herramienta para analizar en més detalle los repellers cuanticos continuos es
la eficiencia o performance P [12], la cual se define como la fraccién de autovalores

de vida larga reproducidos semiclasicamente dentro de un error dado por

e = \/[Re(vi™) — Re(v) + [Im(v) — Im(v)] (5.16)
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En la expresion 5.16, v y v7¢ son los autovalores exactos y aquellos dados por
la teoria semiclésica, respectivamente. Se consideran autovalores cuyo médulo es
mayor que un valor de corte v,.. Se calcula el nimero de funciones de cicatriz Ngp
como fraccién de M, necesarias para obtener tantos autovalores semiclasicos tales
que € < 0.0001 y P > 0.8. La fraccion Ngr/M es una medida de la morfologia
del repeller; mientras mas grande sea esta cantidad, més interconectadas estaran
las érbitas periédicas pertenecientes al repulsor abierto. En este sentido, Ngp/M es

una medida del apartamiento del caso completamente abierto.

En la Figura 5.3 se muestra el grafico correspondiente a la fraccién Ngp/M
como funcién del parametro r € [0,0.1]. Las lineas superiores y finas corresponden
a la apertura sinusoidal, mientras que las lineas inferiores y gruesas corresponden a
la apertura de tipo Fermi-Dirac. Las lineas azules con cuadrados corresponden al
caso en el cual se toman las orbitas peridédicas pertenecientes al repeller. Las lineas

verdes con circulos corresponden a haber tomado en cuenta una cantidad maxima

NoutPO

out”Y =5 de oOrbitas periddicas fuera del repeller.
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Figura 5.3: Fraccién de funciones de cicatriz Ngp/M necesarias para alcanzar una
eficiencia P = 0.8 como funcion del parametro r. Las lineas azules con cuadrados

corresponden a considerar érbitas peridédicas dentro del repeller. Las lineas verdes

NoutPO

ou”Y = b Orbitas fuera del repeller. Las

con ctrculos corresponden a considerar
lineas finas representan la apertura sinusoidal, mientras que las lineas gruesas co-

rresponden a la apertura de tipo Fermi-Dirac.

No hay una mejora significativa en los calculos al considerar las érbitas periddicas
fuera del repeller. Esto sugiere que el rol fundamental en el cédlculo de los repellers
cuanticos esta dado por las dérbitas periddicas del repeller cldasico completamente
abierto. Ademas, se puede ver de la Figura 5.3 que la reflectividad de tipo Fermi-
Dirac es capaz de mantener la reduccion del nimero de 6rbitas periédicas necesarias,

al igual que en el caso de las aperturas discontinuas (reflectividad constante).
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Por otro lado, para el caso de la funcién de reflectividad sinusoidal se observa
que la fraccién de funciones de cicatriz necesarias para alcanzar una eficiencia de

P = 0.8 es mayor que en el caso de la reflectividad de tipo Fermi-Dirac.

Es de notar que no hay cambios significativos que se puedan apreciar tanto en
el repeller cudntico (Figura 5.1) como clasico (Figura 5.2), entre r = 0.01 y r = 0.1,
para el caso de la apertura sinusoidal. Por otro lado, los repellers correspondientes a
la apertura de tipo Fermi-Dirac muestran diferencias significativas para esos valores

de reflectividad.

Las érbitas periodicas mas cortas pertenecientes al repeller completamente abierto
resultan ser suficientes para reflectividades r < 0.1 y nuestra dimensién, M = 3°.

De hecho, pueden explicar completamente al repeller cuantico continuo.

Es asi que la teoria de orbitas periddicas cortas nos permitié descubrir la estruc-

tura de los invariantes cuanticos.
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Conclusiones

Se analizé un sistema dindmico, el mapa de baker, que presenta las propiedades
tipicas de los sistemas cadticos. En particular se estudio el tribaker, el cual es
un sistema paradigmatico que ha sido muy estudiado en los tltimos anos por su
simplicidad para analizar sistemas parcialmente abiertos, es decir, aquellos en los
cuales la reflectividad es no nula. Al considerar una funcion de reflectividad de tipo
Fermi-Dirac en una regién del espacio de fases, se intenta capturar los atributos
esenciales para diferenciar continuidad y discontinuidad, haciendo que los bordes de
la apertura en el espacio de fases sean funciones continuas. Por otro lado se usé una
funcién de reflectividad sinusoidal que pretende modelar condiciones de contorno
m&s genéricas. Estas funciones estéan caracterizadas por un pardametro r € [0, 1]
que corresponde al valor minimo de las mismas, permitiendo controlar el grado de

reflectividad del sistema.

Con respecto a la dimensiéon multifractal, se pudo determinar que el sistema
presenta un comportamiento distinto al caso en que la reflectividad es una funcion
constante. La dimension multifractal para los sistemas abiertos de manera continua
toma valores mayores como funcién del parametro ¢, lo que indica que el espacio de
fases se llena mas rapidamente que en el caso de usar una reflectividad constante

(es decir, el sistema se hace més parecido al cerrado).

La forma de los repellers clasicos se ve afectada en concordancia con estos cam-
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bios observados al usar una reflectividad continua. El sistema se cierra de forma
mas rapida para una reflectividad cuya variacion es sinusoidal, y mas lentamente
para la funcién de tipo Fermi-Dirac. Para esta tltima, el repeller clasico se parece

mas al de reflectividad constante.

Se implemento el tribaker cuantico, usando la cuantizacion propuesta por Balazs-
Voros-Saraceno, la cual considera condiciones de contorno antiperiddicas en el espa-
cio de fases. El estudio del espectro de autovalores del operador del tribaker cuantico
parcialmente abierto mostré resultados distintos usando una reflectividad continua.
La mediana de la distribucién de autovalores toma valores mayores para este ultimo
caso. Haciendo un grafico del niimero de autoestados en funcion de la dimension del
espacio de Hilbert, se comparé la curva con la prediccion de la ley de Weyl fractal,
observando discrepancias con la misma. Por otro lado, la dimension local presenta
resultados muy distintos a los de reflectividad constante. En este tltimo caso, la
dimension local tiene grandes oscilaciones, mientras que para reflectividades conti-
nuas estas oscilaciones son mucho mas pequenas o practicamente nulas, sobre todo
en el caso de reflectividad sinusoidal. Esto sucede incluso para valores chicos del
parametro r, sugiriendo que es necesario investigar una ley de Weyl distinta para

estos casos, o al menos un régimen diferente.

Finalmente, se aplicé la teoria semiclédsica de érbitas periddicas cortas para ma-
pas cuanticos abiertos de manera continua. Gracias a esto se descubrid la estruc-
tura de los conjuntos invariantes cuanticos para este tipo de aperturas. El rol de
las orbitas peridédicas mas cortas pertenecientes al repeller completamente abierto
es muy importante. Para r < 0.1 y M = 3° hemos logrado reproducir la estruc-
tura fundamental del repeller cuantico abierto de manera continua a partir de estas
6rbitas, de perfodos L < 7. De hecho, al incluir una pequefia cantidad N2“PO =5

de orbitas periddicas fuera del repeller, el resultado no cambia significativamente.
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Maés aun, en el caso de la reflectividad de Fermi-Dirac se pudo usar una pequena

cantidad de éribtas periddicas dentro de una region perturbativa en r.

Creemos que estos nuevos resultados pueden ser verificados mediante experimen-
tos con microlaseres. Mas aun, consideramos que pueden ser de vital importancia

para el diseno de nuevas cavidades resonantes en general.
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Apéndice: Calculo de la dimensién

multifractal

El algoritmo usado para calcular el espectro de dimensiones d, es el siguiente:

1. Primero se generan N puntos al azar en el toro unitario (¢,p) € [0, 1] x [0, 1],
y a cada uno de ellos se le aplica el mapa correspondiente una cantidad n de

veces. Se usaron N = 35000 puntos y se evolucioné el mapa n = 10 veces.

2. En cada paso y para cada punto del espacio de fases se calcula la intensidad,
siendo la intensidad inicial en cada punto Iy = 1. En el paso n+1, la intensidad
serd I,v1 = R(Xn)In, donde R(x,) € [0,1] es el valor de la reflectividad en el

punto x, del espacio de fases.

3. Se cubre el espacio de fases con tres rectangulos b; de tamano ¢ = 1 x 1/3, de

modo que no se solapen entre si.

4. En cada rectdangulo b; se calcula la medida p; como la intensidad promedio de

las trayectorias que corresponden a condiciones iniciales de b;:

_ <[>n,i
Ht = S D’

donde el valor medio de la intensidad se calcula sobre condiciones iniciales

(5.17)

correspondientes a cada rectangulo.
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5. Se calcula f (e, ) = Zl 1i>0 p! para distintos valores del pardmetro g € [0, 10].
Se repiten los pasos 3, 4 y 5 achicando el tamano de los rectangulos. Asi, se
obtiene una cierta cantidad de valores de f, para cada valor de ¢,, que es el

tamano de los rectdngulos (¢, =1 x (1/3)" con n € Z).

6. Se realiza un grafico de f,(e,, ) en funcién de (¢ — 1)In(e,), y se hace un

ajuste lineal. La pendiente de la recta es d,,.

En la Figura 5.4 se muestra un ejemplo del grafico obtenido para el calculo de

la dimensiéon multifractal d,.

Figura 5.4: Gréfico para el calculo de la dimensién multifractal d, para ¢ = 2. En
este caso se usé la funcién de reflectividad de tipo Fermi-Dirac (ecuacién 3.7) con
un grado de reflectividad » = 0.2. Se usé una cantidad de puntos N = 35000 y se

iter6 el mapa n = 10 veces. En este caso se obtuvo d, = 0.85.
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