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Resumen

En la presente tesis definimos lo que llamamos trabajo de formacién co-
rrelacionado W™, El mismo es una medida de cual es la minima cantidad
de energia que es necesaria invertir para transformar el estado térmico de
N copias de un sistema en un estado correlacionado de las N partes de
manera tal que localmente cada copia se encuentre en un estado p fijo. Ca-
racterizamos el trabajo de formacién correlacionado W™ a la vez que en-
contramos una expresion para los estados correlacionados con menor costo
energético. Destacamos una subfamilia de estos estados a los cuales deno-
minamos estados R -criticos. Los estados R "-criticos forman una familia de
estados reversibles, densos en el espacio de estados y cuyo trabajo de for-
macién W' coincide con la diferencia de energia libre estdndar AFj en el
limite termodindmico. Dentro de este marco, mostramos que la diferencia
de energia estandar de un estado es igual a la minima energia que es ne-
cesaria invertir para crear un estado correlacionado localmente equivalente
en el limite termodindmico. Por otro lado, los estados R -criticos permiten
definir ciclos térmicos de extraccién de trabajo a escala nanoscopica. Ca-
racterizamos el trabajo extraible de cada repeticién del ciclo y estudiamos
la eficiencia 1o del mismo. Demostramos también que asintéticamente la
eficiencia 7¢ coincide con la eficiencia de Carnot.



Introduccion

CONOCIENDO EIL ARBOL GENEALOGICO

Termodindmica y Mecanica Cudntica. Dos grandes teorias de dos genera-
ciones distintas de la historia de la fisica.

La primera es una teoria de origen fenomenolégico que relaciona mag-
nitudes tales como energia, trabajo y calor en la descripcién de sistemas
macroscépicos en equilibrio. La termodindmica no se basa en el compor-
tamiento especifico de una o varias leyes de la naturaleza, sino busca el
modelo mdas simple que refleja una caracteristica universal de todas las
leyes. Su poder recae en el hecho de que no busca entender los detalles
microscopicos de un sistema en particular. Por el contrario, intenta poner
limites a los procesos fisicos permitidos y establece relaciones entre can-
tidades aparentemente descorrelacionadas. La termodindmica, inalterable,
ha sobrevivido a todos los cambios de paradigma en el escenario de la fi-
sica, en las palabras de Einstein: “la termodindmica es la tinica teoria fisica
con contenido universal, de la cual yo estoy convencido, dentro del rango de
aplicabilidad de sus conceptos bdsicos nunca podrd ser derrocada™ [1].

La segunda de ellas es una teoria fundamental que explica el comporta-
miento de sistemas microscépicos: cristales, moléculas, &tomos. Su desarro-
llo se dio en el siglo XX y surge a partir de problemas abiertos que dejaron
la termodindmica y el electromagnetismo. Estos dilemas permitieron a los
cientificos de la época construir las bases de la mecdnica cudntica. A di-
ferencia de la termodindmica y tal como la mecdnica clasica, la mecanica
cuantica intenta describir los detalles particulares de los bloques funda-
mentales que componen los sistemas macroscépicos. Es también una teo-

1“The only physical theory of universal content, which I am convinced, that within the
framework of applicability of its basic concepts will never be overthrown.”



ria tremendamente exitosa cuyas predicciones han sido comprobadas con
asombrosa precision. Con ambas teorias en escena, naturalmente surge la
pregunta acerca de qué es lo que sucede fuera del limite macroscépico, en el
régimen de pocos sistemas cuanticos. ¢Aparecen nuevas restricciones? ¢Es
posible construir nuevos dispositivos que aprovechen estas caracteristicas?
¢Cuadl es el limite que nos permite recuperar la termodinamica usual?

La mecdnica estadistica represento el primer acercamiento entre el mun-
do microscépico y la termodindmica mediante el concepto de entropia. Esta
cantidad fue introducida por Clausius a mediados del siglo XIX para dis-
tinguir distintos tipos de fuentes de calor en los ciclos de las maquinas
térmicas, y de esta manera formalizé la segunda ley de la termodindmica
utilizando la metodologia desarrollada por Carnot en el estudio de los ciclos
de las maquinas térmicas. A escala microscdpica, decimos que todo sistema
estd compuesto por bloques fundamentales regidos por las leyes de la me-
canica, sea cldsica o cudntica. La primera relacion entre la termodindmica
de un sistema y su estructura molecular subyacente se debe a Boltzmann
con el estudio de la cinética de gases. De esta manera, la entropia en meca-
nica estadistica se encuentra relacionada con el nimero de configuraciones
microscdpicas que un sistema termodindmico puede tener cuando su estado
se encuentra especificado por determinadas variables macroscopicas.

Si bien la mecdnica estadistica ha ganado su lugar en el arbol genealodgi-
co, es una teoria que tiene sus limitaciones en este marco. Su jurisdiccion
se limita a sistemas con muchos grados de libertad y exhibe el compor-
tamiento promedio de los sistemas fisicos. Lejos de este limite en el que
consideramos pocos sistemas correlacionados, las fluctuaciones térmicas y
cuanticas dominan.

LA INFORMACION EN EL CENTRO DE ESCENA

Hacia principios del siglo XX, el concepto de informacién comenzé a co-
brar mas y mds importancia. La idea fue abstraer el fenémeno fisico en
cuestiéon y cuantificarlo a partir de probabilidades sobre ciertos eventos, sin
importar de que evento se tratase (el resultado de un experimento, el nu-
mero ganador de la loteria). Veamos esto con un ejemplo. Supongamos que
queremos enviar una sefial por un canal y queremos comprimir la sefial
para enviar un mensaje lo mds corto posible pero que contenga todo el con-
tenido de la sefial original. Si dicha sefial esta compuesta por n caracteres
distintos, donde cada cardcter aparece con probabilidad p; en la sefial, la
cantidad minima de bits por caracter que son necesarios para codificar el
cédigo resulta ser — 37" ; p; log, p;, cantidad que fue introducida por Shan-
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non en 1948. De esta forma, se lleg6 a la conclusiéon que comprimir una
seflal o enviarla por un canal ruidoso tenia que ver con el viejo concepto de
entropia. En este caso, la entropia cuantifica el grado de ignorancia acerca
de determinados eventos.

En 1932, von Neumann llega a la entropia que hoy lleva su nombre a
partir de un experimento mental. La pregunta que se hacia von Neumann
era cual es el costo energético de borrar un gas de N dtomos, inicialmente
en un estado separable p®Y con p = X p; |¢;)¢:|, mediante la transforma-
cién a un estado puro |¢1>®N en un proceso reversible. La respuesta a la
que llego involucraba la entropia que luego llevaria su nombre. Curiosa-
mente, von Neumann llega a esta expresidon 16 afios antes de que Shannon
publicara su trabajo, siendo la entropia de Shannon un caso particular de
la entropia de von Neumann.

Otro concepto que nos muestra la relacion entre termodindmica e infor-
macidn fue el principio de Landauer (1961) [2], que establece el minimo
costo energético del borrado de informacion. La minima cantidad de infor-
macidn clasica que podemos almacenar corresponde a 1 bit. El principio de
Landauer establece que durante el proceso de borrado se disipa al menos
una cantidad de energia igual a kg7 log 2, donde T es la temperatura y kp
la contante de Boltzmann. Y es el principio de Landauer que explica la fa-
mosa paradoja del demonio de Maxwell [1]. Supongamos que hay un gas
confinado en un recipiente con dos camaras conectadas entre si por medio
de una pequeila vdlvula. Un agente que tiene la capacidad de manipular
la valvula puede controlar el flujo de particulas del gas que llegan a ella.
De esta manera, el agente podria ingenidrselas y confinar las particulas con
mayor energia cinética en una de las cdmaras y extraer trabajo a partir de
la diferencia de temperatura. El punto crucial de esta situacién paraddjica
es que el demonio adquiere informacion acerca de particulas individuales
del gas y utiliza esta informacién para convertir calor en trabajo ttil. Esto
en principio podria hacerlo en forma ciclica, violando aparentemente la se-
gunda ley de la termodinamica. Sin embargo, esta aparente paradoja puede
ser resuelta si consideramos que para que hacer este proceso funcione en
forma ciclica es necesario borrar la memoria del demonio, y a partir del
principio de Landauer se puede ver que la cantidad de calor disipada com-
pensa la extraccion de trabajo realizada por el demonio. En las palabras del
matematico Gregory Chaitin, la informacién es ahora el centro de escena.

De la misma manera que fue concebida la entropia de von Neumann, es
posible fortalecer el nexo entre mecdnica cudntica y termodindmica utili-
zando herramientas desarrolladas en teoria de la informacion y teoria de
la informacion cudntica. Una manera de realizar esto es a partir de lo que



conocemos como teoria de recursos de la termodinamica cuantica.

¢(POR QUE UNA TEORIA DE RECURSOS?

Historicamente han existido dos enfoques distintos para construir una
teoria cientifica [3]. La primera de ellas es la que denominamos descriptiva
o dinamicista. Dentro de una teoria descriptiva, que es el caso mas comun
en fisica, se definen propiedades y se describen comportamientos indepen-
dientemente de cualquier accionar de un agente externo que manipula o in-
teractia con los objetos que la teoria intenta describir. El segundo enfoque
es el pragmatico. Dentro de una teoria pragmadtica, estamos mas interesa-
dos en describir como un agente externo puede manipular los objetos de la
teoria. Una teoria de recursos se construye a partir de dos objetos. Primero,
un conjunto de estados permitidos para el sistema de estudio. Segundo, las
transformaciones entre estados del sistema que estdn permitidas para un
agente externo. No sélo el enfoque de una teoria de recursos es puramente
pragmatico, sino que ademds podemos encontrar evidencia de esto mismo
en la quimica, teoria de la informaciéon e incluso en los comienzos de la
termodindmica, por citar algunos casos.

El marco de la teoria de recursos de la termodindmica cudntica permite
extender las ideas de la termodindmica estandar donde se incluyen los efec-
tos cuanticos y sistemas de dimensién pequeiia fuera del equilibrio térmi-
co. Estas teorias identifican un conjunto restrictivo de operaciones que ac-
tuan sobre 'recursos valiosos’. De esta manera, para un dado estado inicial,
permite definir un conjunto de estados que son alcanzables. Por ejemplo,
mediante la aplicacién de operaciones locales estocasticas y comunicacion
clasica (LOCC) en un estado cudntico producto inicial de dos partes solo
podremos producir estados separables de dos partes. Las mismas operacio-
nes aplicadas a estados entrelazados de dos partes, como un estado de Bell
de dos partes, permiten recuperar todos los estados de dos partes. De esta
manera, los estados de Bell resultan ser recursos valiosos que trivializan la
teoria. Es asi que el conjunto de operaciones permitidas induce una estruc-
tura en el espacio de estados donde es posible encontrar monétonos que
establecen relaciones de orden, al igual que la entropia y la energia libre en
la termodinamica.

En este caso restringiremos la teoria de recursos para estados fuera del
equilibrio térmico a una temperatura definida 7. La clase restringida de
operaciones que define la teoria de recursos incluye solo las que pueden ser
llevadas a cabo a partir de unitarias que conservan la energia del sistema y
estados térmicos arbitrarios a dicha temperatura. Es decir, estados fuera del
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equilibrio térmico son recursos en este caso. Este marco nos permitira res-
ponder preguntas tales como ¢COmo es posible cuantificar la calidad de los
diferentes recursos?, {Podemos convertir un recurso en otro en forma de-
terminista?, ¢Qué sucede si permitimos una determinada probabilidad de
éxito?, {Qué sucede si permitimos el uso de catalizadores?. De esta manera,
asumimos que el experimentador tiene control completo sobre las operacio-
nes que puede realizar y podemos obtener restricciones que son de cardcter
fundamental.

¢{POR QUE NECESITAMOS UNA TERMODINAMICA CUANTICA?

Ma3s alld de la motivacion tedrica de tener una descripcion de la termodi-
namica de sistemas de dimensién pequefia, los avances tecnolédgicos de los
ultimos afios incentivan a la comunidad cientifica a preocuparse por teo-
rias que puedan ayudar a comprender el comportamiento y los limites de
las capacidades de estos sistemas. La tecnologia actual permite manipular y
controlar sistemas cudnticos formados por pocos grados de libertad. Dentro
de esta revolucidn tecnoldgica, parte de la comunidad cientifica comenz6
a interesarse cada vez mads en los limites fundamentales de estos sistemas
y, en particular, el enfoque que ofrece la teoria de recursos de la termodi-
namica cudntica. Los primeros trabajos consideran sistemas cuanticos que
evolucionan por medio de operaciones unitarias y pueden estar acoplados
a sistemas auxiliares, tales como bafios térmicos y baterias. Dentro de to-
dos estos trabajos iniciales podemos destacar, a nuestro entender, los mas
importantes. Uno de ellos muestra cdmo es posible reconstruir el limite ter-
modindmico a partir de las transformaciones sobre muchos estados permi-
tiendo un error de orden sublineal en la cantidad de particulas. [4]. Fuera
del limite termodindmico, a partir del concepto de operador termal [5] fue
posible encontrar que la relacion que gobierna las transformaciones entre
estados es la mayorizacion. Partiendo del concepto de mayorizacidén, es po-
sible establecer cuales son las transiciones permitidas. También es posible
cuantificar el costo energético para la formacién de recursos y la cantidad
de energia que es posible extraer a partir de un determinado recurso [5].
Sorprendentemente, surge naturalmente el concepto de irreversibilidad en
esta teoria, dado que en general el trabajo de formacion es diferente al tra-
bajo de extraccién. Una generalizacion importante a los operadores terma-
les se obtiene a partir de la introduccién de catalizadores. Un catalizador es
un sistema auxiliar que no sufre modificaciones luego del proceso y permite
transformaciones que sin él serian imposibles, de alli su nombre. A partir
de este formalismo, es posible encontrar toda una familia de segundas leyes
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que obedecen las transformaciones entre sistemas cuanticos en interaccion
con un bafio térmico, es decir, una familia de energias libres que rigen las
transformaciones entre estados [6]. Efectivamente, una de estas energias
libres coincide con la energia libre estandar.

TODO MUY LINDO, PERO QUE VOY A ENCONTRAR EN ESTA TESIS

En esta tesis nos interesamos en el costo energético de la creacion de
correlaciones entre las distintas partes de un sistema. Su caracterizacién
general resulta complicada, por lo que nos concentraremos en analizar el
caso simétrico, es decir el trabajo de formacion de sistemas correlacionados
cuyos estados locales son equivalentes. La idea general del trabajo pode-
mos enunciarla a partir de la siguiente tarea: tenemos que distribuir estados
equivalentes entre diferentes laboratorios que realizan experimentos loca-
les, écudl es el minimo trabajo de formacién si necesitamos distribuir estos
estados a N laboratorios diferentes? Una respuesta inmediata es [V veces el
trabajo de formacion de una copia. Veremos en esta tesis que esto no es asi,
y que la creacion de correlaciones ayuda a mejorar el costo energético de
esta tarea. A partir de la caracterizacion completa de este problema, mos-
tramos que en el limite termodindmico cuando N — oo, el trabajo por copia
es igual a la energia libre estdndar del estado local. Es decir, mostramos que
la energia libre en teoria de recursos tiene otra propiedad especifica: es el
trabajo por copia minimo necesario para crear un dado estado multiparti-
to localmente equivalente. Mas atin, mostramos que esto puede hacerse de
manera reversible para cualquier estado en el limite termodindmico.

¢COMO LEER ESTA TESIS?

La presente tesis estd organizada en cinco capitulos. Los primeros dos
capitulos son un resumen de los resultados mds importantes obtenidos en
los ultimos afios en el campo de la teoria de recursos de la termodindmica
cudntica. Por otro lado, los dltimos tres capitulos incluyen nuevos resulta-
dos obtenidos como resultado del trabajo de tesis. Aparte se incluyen cuatro
apéndices que contienen informaciéon complementaria.

A lo largo del primer capitulo son introducidos los elementos fundamen-
tales de la teoria de recursos de la termodindmica cuantica, tales como la
definicién de reservorio térmico y los operadores termales.

En el segundo capitulo se presenta formalmente la definicion de una
teoria de recursos y se muestra como ejemplo la teoria de recursos de no

11
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Figura 1: En esta tesis vamos a explorar la posibilidad de permitir correla-
ciones entre las distintas partes de un sistema fisico. Dadas N copias de un
sistema, vamos a buscar estados correlacionados de las N partes de manera
tal que el trabajo de formacion del sistema completo sea menor que el trabajo
de formacion de cada parte por separado y de manera tal que cada copia co-
rrelacionada del sistema se encuentre en el estado p que se desea formar. Las
correlaciones van a permitir disminuir el costo energético que requiere formar
recursos.

Ey
Es
Ey
E

uniformidad. Luego se presenta la relacién que gobierna las transformacio-
nes entre estados en la termodindmica cudntica. A partir de ello, se pueden
obtener expresiones para los trabajos de formacién y de extraccion. Por ul-
timo, vemos como se recupera la termodindmica como la teoria limite de la
teoria de recursos de la termodindmica cudntica.

El tercer capitulo constituye el capitulo mds largo y mas denso en con-
tenido. En el mismo se introduce el problema tratado en esta tesis y se
presentan y demuestran los resultados obtenidos. Se define el trabajo de
formacién correlacionado, que va a ser la cantidad con la cual vamos a tra-
bajar a lo largo de la tesis. Por simplicidad, a lo largo de todo el capitulo se
trabaja con sistemas de dimension dos.

El cuarto capitulo es una aplicacion de los resultados del capitulo tres. Se
define un ciclo térmico correlacionado basado en transformaciones nanos-
copicas reversibles entre estados. Se estudia la efectividad de dichos ciclos
térmicos y se lo compara con la eficiencia del ciclo de Carnot en el limite
termodindmico.

Por ultimo, el quinto capitulo es una generalizacidn de los resultados del
capitulo tres para sistemas de dimension arbitraria.
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Capitulo 1

Termodinamica Cuantica

La termodindmica consiste en el estudio de sistemas fisicos descriptos a
partir de propiedades macroscopicas o globales, tales como la temperatura,
la entropia o la energia media del sistema. En funcién de los pardmetros
que determinan el estado del sistema es que podemos responder a pregun-
tas tales como: ¢cudles son las transformaciones permitidas por el sistema?
¢Son estas transformaciones reversibles? ¢cudnto trabajo podemos extraer
de un estado a una cierta temperatura fija? écudnto trabajo es necesario in-
vertir para formar cierto estado? ¢es posible definir trasformaciones ciclicas
del sistema de la cual en cada ciclo podamos convertir calor en trabajo?.
En la actualidad, la manipulacion de sistemas cada vez mdas pequefios es
una realidad, siendo posible la realizacién de experimentos que involucran
unos pocos atomos con pocos grados de libertad. Naturalmente, esto abre
el interrogante de cémo extender las ideas de la termodindmica al régimen
cudntico.

La termodindmica cuantica es la extension de los conceptos termodina-
micos a sistemas microscopicos y nanoscépicos. El objetivo de este capitulo
es introducir los conceptos fundamentales que constituyen, dentro del con-
texto de la teoria de recursos, la termodinamica cuantica.

Los dos conceptos mas importantes son el de reservorio térmico y el de
operador térmico. Como veremos mads adelante, toda transformacién ter-
modindmica es efectuada mediante la interaccion del sistema con un reser-
vorio térmico caracterizado por una temperatura 7. El conjunto de opera-
ciones que consisten en acoplar al sistema con el reservorio, efectuar una
operacién unitaria que no modifique la energia total y luego trazar sobre
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el reservorio se denominan operaciones termales. Un aspecto importante
de este paradigma es que la interaccidn entre el sistema y reservorio nunca
queda explicitada, lo cual no sélo simplifica el andlisis sino que también
permite formular una teoria mas general.

A continuacion introduciremos las definiciones formales de reservorio
térmico y operador termal. Mas adelante se introducen también el work
qubit y el switching qubit. A modo de resumen, la Figura 1.1 esquematiza
todos los componentes mencionados. El sistema de estudio S se encuentra
inmerso en un reservorio térmico caracterizado por su temperatura 7'y Ha-
miltoniano Hg. Por otro lado, se cuenta con dos sistemas auxiliares. El swit-
ching qubit que permite incluir evoluciones temporales en el Hamiltoniano
del sistema y el work qubit que es responsable de almacenar o suministrar
la energia sobrante del sistema.

IS —

Reservorio B

Y Wic WA

Sistema

'y
RS

Figura 1.1: Esquema completo de los distintos sistemas que conforman el
paradigma de la teoria de recursos de la termodindmica cudntica.

1.1. Preliminares

Una de las cantidades mds importantes en termodindmica es la energia
libre de Helmholtz F; definida como

Fi(p) = (E(p)) — ksT'S(p) (1.1)

donde T es la temperatura del reservorio térmico que rodea al sistema,
kp es la constante de Boltzmann, (F(p)) es la energia media y S(-) es la
entropia del sistema. La monotonia de la energia libre es la que gobierna
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las transiciones entre estados cldsicos en contacto con un reservorio térmi-
co. De ser posible la transicién, la diferencia de energia libre establece el
trabajo maximo que se puede extraer del sistema. A su vez, esto define la
cantidad de trabajo necesario para revertir el proceso ya que la termodina-
mica de sistemas macroscopicos en equilibrio es reversible.

Otro concepto clave en termodinamica es el de estado térmico o estado
de Gibbs. Hay varias formas equivalentes de definir un estado térmico. La
primera de ellas es a partir del estado cudntico al que tiende todo sistema a
tiempos largos cuando el mismo se encuentra en contacto con un bafio tér-
mico macroscopico. Otra manera de caracterizarlo es como el tinico estado
del sistema del cual no es posible extraer trabajo cuando se encuentra en
contacto con un reservorio térmico [7]. Equivalentemente, dado un sistema
con Hamiltoniano Hg y una temperatura 7, el estado térmico 7 se define
como el estado del sistema que maximiza la entropia de von Neumann S(-)
sujeto a que el valor medio de energia medio estd fijo [8]. En todos los
casos, el estado térmico o estado de Gibbs estd dado por

e_BHS

ZH

Zy = tr [e—ﬂHS} (1.2)

T =

donde 3 = (kgT)~!' y Zg es la funcién de particiéon del sistema.

Ademas, la energia libre /7 cuantifica que tan parecido es un estado p al
estado térmico 7. Cuanto mas parecidos sean, menor es el trabajo que es
posible extraer. Esta idea puede ser formalizada a través de la divergencia
de Kullback-Leibler o de entropia relativa mediante la siguiente relacion [9]

Wa(p) = Fa(p) — Fi(r) = ;Dmpuﬂ (1.3)

donde W es el trabajo que se puede extraer del estado py Dk (-]|) es la
divergencia de Kullback-Leibler definida por

Dk r(pllo) = tr p(log p — log 7) (1.4)

Como ya mencionamos, para sistemas macroscopicos las transiciones de
estados estan gobernadas por la energia libre Fj. Sin embargo, en el régi-
men cudntico va a ser necesario recurrir a herramientas matemadticas mds
sofisticadas, como la mayorizacién y las entropias de Renyi. Estas herra-
mientas van a permitir generalizar la ecuacién (1.3) para estados micros-
copicos.

Gran parte de los resultados que se exponen a lo largo de la tesis son
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validos inicamente para estados semicldsicos. Un estado p se dice semicla-
sico si conmuta con el Hamiltoniano Hg del sistema. Recordemos que la
ecuacion de Schrodinger para matrices densidad estd dada por
dp 1
— =—[p,H 1.5
Por lo tanto, los estados semicldsicos son los estados estacionarios del siste-
ma.

1.2. Reservorio térmico

Uno de los ingredientes fundamentales en la termodindamica cudntica es
el de reservorio térmico. El reservorio térmico es un sistema auxiliar R como
el de la ecuacion (1.2) con un cierto Hamiltoniano Hy y a una determinada
temperatura 7. A diferencia del sistema S, es de suma importancia que el
reservorio R sea macroscopico. Sin embargo, es posible definir una teoria
de recursos para reservorios de dimension finita [10].

La manera de imponer que el reservorio sea un sistema macroscépico es
a través de un conjunto de hipétesis. Dado el reservorio con estado de Gibbs
y fijado 6 < 1, debe existir un conjunto de energias £z de manera tal que
el reservorio se encuentre en una energia del conjunto £ con probabilidad
1 — 6, es decir:
tr[Pe,7] >1—46

donde P, es el proyector sobre los subespacios con energia en £r, y que se
cumplan las siguientes propiedades:

(1) El espectro de energias se distribuye alrededor de una media (F) y con
desvio estdndar O(,/(E)).

(2) La degeneracion gp de una energia £ € &y escala exponencialmente
en F, es decir que existe alguna constante positiva c tal que

gr(E) > eF

(3) Para todas tres energias Eg, Fs y Eg con Er € &y existe £, € Ep tal
que
Es+ Er = EZS' + EJ/R
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(4) Para toda energia F € £y se tiene

IRZ)E Ty
gr(E — Eg)

<9

es decir gr(E — Eg) ~ gr(E)e 5P,

Las hipdtesis (1) y (2) son los resultados cldsicos que se obtienen para
bafios térmicos en mecdnica estadistica [11]. Por otro lado, la hipdtesis (3)
tiene que ver con la continuidad del espectro del bafio térmico. Por tltimo,
la hipétesis (4) es una consecuencia de

g(E+ AE) = oS(E+AE) o S(E)+5EAE _ g(E)eﬂAE

Sea E un autovalor del Hamiltoniano Hg con autovectores |E,g), g =
1,2,...,9(F). Definimos como 7% al estado del sistema X mdximamente
mixto sobre el subespacio de energia I, es decir

X 1 9E) (1.6)
— N B, g\E, 1.

Luego, se puede demostrar que si el reservorio cumple las hipétesis men-
cionadas, vale que!

1
EPE(/)S ® Tr)Pp ~ @ PrypsPps @ Nh_g, (1.7)
Es

donde pp = tr(Pgpr ® 75), Pg es el proyector sobre el subespacio de ener-
gia £/ y la suma @p, se hace sobre todos los valores de energia posibles
FEg del sistema [5]. Esto establece la equivalencia entre la proyeccién del
estado total sobre un valor de energia ' con acoplar cada subespacio de
energia constante Es del sistema con el estado microcandnico del subespa-
cio de energia IY — Eg del reservorio.

1.3. Operadores termales

El otro ingrediente de la teoria de recursos de la termodindmica cudntica
es el de operador termal. Los operadores termales operan sobre el estado

'El enunciado formal y la demostracién de este resultado se pueden encontrar en el
Apéndice C.
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del sistema S y formalizan la interaccion del sistema con el reservorio sujeto
a la restriccion de conservar la energia total.

El sistema S es acoplado a un reservorio R que cumple las hipétesis ante-
riormente mencionadas. La interaccion entre el sistema S y el reservorio R
tiene que ser tal que conserve la energia total del sistema [6]. Es decir, dado
un sistema S y una temperatura 7, las operaciones permitidas incluyen:

= Agregar un sistema R macroscopico cuyo estado sea un estado de Gibbs
para algun Hamiltoniano Hy a temperatura igual a 7.

= Realizar cualquier operacién unitaria sobre SR que conmute con el Ha-
miltoniano total del sistema Hg + Hp, es decir, que no agregue ni quite
energia del sistema. Esto es equivalente a decir que podemos aplicar
cualquier operacién unitaria sobre los subespacios de energia constan-
te del sistema SR.

= Remover el reservorio R luego de efectuar alguna operacion.

Todas estas restricciones pueden escribirse matemdticamente de la si-
guiente manera [4][5][6].

Definicion 1.3.1 (Operadores Termales)

Dado un espacio de Hilbert H y un Hamiltoniano Hg, un operador termal
E: L(H) — L(H) es un operador de la forma

E(p) = tra (U (p® 7r) UT) (1.8)

donde 1y es el estado de Gibbs de un sistema anciliario con Hamiltoniano
Hpg cualquiera y temperatura T, y U es un operador unitario tal que
[U,H5®]+[®HR] = 0.

Este es el conjunto de operaciones méas generales que se pueden incluir
de manera tal que no se introduzca energia en el sistema. Desde el punto de
vista practico, representa un conjunto de operadores muy general, pero im-
pone condiciones necesarias para la evolucién del sistema. A su vez, tiene la
ventaja de que no es necesario explicitar la interaccién o el flujo de energia
entre el sistema y el reservorio. A diferencia de otros formalismos donde sé-
lo se pide la conservaciéon de la energia en valor medio [12], la restriccién
de que la transformacidén unitaria U conmute con el Hamiltoniano impone
una conservacion fuerte de la energia (primera ley de la termodindmica).

De esta manera, dado un estado p del sistema S decimos que es posible
transformar p en o por medio de operadores termales, y lo notamos p % o, si
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existe un operador termal £ tal que £(p) = 0. A su vez, se puede demostrar
facilmente que la energia libre F; también es un mondtono de la teoria de

recursos de la termodindmica [13], es decir que si p £, & entonces Fi(o) <
Fi(p).

Para sistemas semicldsicos, los operadores termales pueden pensarse co-
mo procesos de Markov, donde sdlo nos interesa la probabilidad de tran-
sicién entre los distintos niveles de energia. Es claro que todo operador
termal £ induce una matriz estocdstica que opera sobre los distintos niveles
de energia del Hamiltoniano Hg, donde la probabilidad de transicidon de un
autoestado de energia E; a otro £ esta dada por

Tisj = (E5| E (| Ea)E) | E;) (1.9)
Denominamos como proceso termal a toda matriz de transiciéon de la
forma (1.9). A su vez, los procesos térmicos inducen operadores termales y

existe un biyeccién entre ambos conjuntos [14].

Proposicion 1.3.1

Sean p y o dos estados tales que [p, Hs| = [0, Hs] = 0 y sean p y q sus
vectores de autovalores, respectivamente. Entonces existe un operador
termal £ tal que £(p) = o si y sdlo si existe un proceso térmico T' tal que

Tp=q.

1.3.1. Gibbs-preserving maps

Es importante remarcar que los operadores termales no son la unica
familia de operadores a partir de la cual es posible formular una teoria
cuantica de la termodindmica. Otro conjunto de operadores que estan es-
trechamente vinculados a los operadores termales son los operadores que
preservan el estado de Gibbs (Gibbs-preserving maps a partir de ahora).
Dado el estado térmico del sistema 74, decimos que un operador G es un
Gibbs-preserving map si cumple

G(7s) = Ts

El conjunto de operadores termales es una subclase de operadores Gibbs-
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preserving. Esto es inmediato de:

—BHs —BHR
E(rs) = tro (U (e ® ° ) UT>

Zs ZR
—B(Hs+HR)
e

—tr |[U— o UT

e~ B(Hs+Hr)
=trg | —————

? ZSR
e_ﬂHS

donde usamos que [Hg+ Hg, U] = 0. Sin embargo, no todo Gibbs-preserving
map es un operador termal. La diferencia entre ambas familias de operado-
res es que un operador termal no puede crear coherencias entre los distintos
niveles de energia, mientras que un Gibbs-preserving map si. Por ejemplo,
si consideramos un Hamiltoniano de la forma H = Ej |1)(1| entonces la
transformacién [1) — |+) = (|0) + |1))/v/2 no puede realizarse por me-
dio de operadores termales pero si por medio de Gibbs-preserving maps [1].
Sin embargo, se puede demostrar que para transformaciones entre estados
semicldsicos ambos formalismos coinciden [15].

1.4. Wit

Otro concepto de gran importancia en termodindmica es el de trabajo.
Durante un proceso termodindmico, la energia del sistema puede variar y
ser almacenada en algun sistema auxiliar. Cuando la energia del sistema
disminuye, decimos que el sistema entregd dicha energia en forma de tra-
bajo al sistema auxiliar. Por ejemplo, en el caso de un gas que se expande y
mueve un pistén del cual cuelga un objeto (Figura 1.2a), el trabajo entre-
gado por el gas es utilizado para levantar el balde, aumentando su energia
potencial.

El andlogo cudntico es el qubit de trabajo (work qubit), o simplemente
wit. El wit es un sistema auxiliar compuesto por un unico qubit, es decir, un
sistema de dimensién dos, con base {|0),|IW)} y con un Hamiltoniano de
la forma

Hy =W [WYW)|

De esta manera, el wit es el sistema que almacena (o suministra) la di-
ferencia de energia entre el estado del sistema final respecto del estado
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a) b)

Figura 1.2: Analogia entre la nocién de trabajo termodindmico cldsico (a) y
trabajo en termodindmica cudntica (b). Figura extraida de [5].

inicial. Por ejemplo, si p es el estado inicial del sistema y o el final, deci-
mos que es posible extraer una cantidad de trabajo W si la transformacion
p®|0X0| & o @ |[W)W| es posible mediante operadores termales. De la mis-
ma manera, decimos que es necesario entregar una cantidad de trabajo W
para transformar el estado p en o si la transformacion p& |W ) (W | 50w |0)X0|
es posible.

Otra posibilidad es permitir la extraccién de una cantidad de trabajo pero
con una probabilidad no nula de fallar. Fijado un ¢ < 1, podemos buscar
los W, tal que la transformacion

p @ |0)0] 5 0 ® (1 — €) W) W] + €[0)0])

estd permitida por operadores termales. De esta manera, con probabilidad
1 — € es posible extraer trabajo W, de la transformacién p — o. A lo lar-
go de la tesis, vamos a mencionar algunos de los resultados importantes
que surgen a partir de considerar esta posibilidad. Sin embargo, los resul-
tados obtenidos corresponden siempre a transformaciones donde no existe
probabilidad de fallar.

1.5. Evolucion temporal

Hasta el momento sélo mencionamos que el sistema S estd caracterizado
por un dado Hamiltoniano Hg. Sin embargo, es importante poder incluir
en el formalismo el caso en el cual el Hamiltoniano del sistema evolucione
con el tiempo. Dado que sdlo interesan los estados iniciales y finales, sin
importar los estados intermedios, vamos a contemplar el caso en el cual el
Hamiltoniano del sistema inicial H2 y el Hamiltoniano final H} son dife-
rentes.

Dentro de este formalismo, la manera de permitir esto es introduciendo
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un sistema auxiliar C formado por un tnico qubit, denominado qubit de
cambio (switching qubit). El Hamiltoniano del sistema SC es de la forma

Hiot = Hg ® |0)(0] + Hg @ 11|,

e imponemos que el estado inicial del sistema C sea |0) y el final |1). De
esta manera, la transformacién (p, H2) LN (0, HY) es equivalente a la trans-
formacién (p ® |0)0|, Hor) £ (0 @ |1X1], Hior)- A lo largo de la tesis nos
concentraremos Unicamente en el caso donde el Hamiltoniano no varia.
Sin embargo, a partir de estd observacién en simple incorporar el caso de
Hamiltoniano variable en el tiempo.
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Capitulo 2

Teoria de Recursos en
Termodinamica Cuantica

Information is physical

— Rolf Landauer

La teoria de recursos es un formalismo simple y elegante mediante el cual
muchas teorias cientificas pueden ser descriptas. En particular, una teoria
de recursos intenta responder cudles son las acciones que un agente externo
puede aplicar sobre el sistema bajo ciertas restricciones [1][3]. A lo largo
de este capitulo se introducen la nociones bdsicas de una teoria de recursos
y se muestran los resultados mas relevantes que surgen de su aplicacién a
la termodindmica cudntica.

2.1. Teoria de recursos

Una teoria de recursos queda definida por un conjunto de operaciones
sobre un sistema que son consideradas gratuitas, es decir, que pueden ser
usadas sin limite [16]. En el contexto de la mecdnica cudntica, las ope-
raciones gratuitas van a ser un subconjunto de operadores sobre los es-
tados cuanticos del sistema. Por ejemplo, el subconjunto de operaciones
locales y comunicacion clasica (LOCC) definen la teoria de recursos del en-
trelazamiento [17]; los noisy operators definen la teoria de recursos de no-
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uniformidad [16]; y los operadores termales definen la teoria de recursos
de la termodinamica cuantica [1][4].

Formalmente, una teoria de recursos queda definida mediante el conjun-
to de operaciones 7 permitidas para un agente externo [18]. Por su parte,
el sistema puede encontrarse en distintos estados de algin conjunto ). Ca-
da uno de los posibles estados del sistema recibe el nombre de recurso.
Dados dos recursos U, V' € €, decimos que V es alcanzable a partir de U, y

lo notamos U =+ V, si existe una operacién f € T tal que f(U) = V.

Dentro de una teoria de recursos existe el concepto de recursos gratis.
Un recurso gratis es un sistema que se encuentra en un estado G € )
de manera tal que para cualquier otro recurso U € (2 se tiene U . G.
Otro elemento importante es el de los mondtonos. Un mondtono de una
teoria de recursos es una funcién ¢ : Q — R tal que U Ly implica que
Y(U) < YP(V) (o (V) < ¢(U)), es decir, que ¢ es una funcién mondtona
mediante operaciones permitidas.

Entre las preguntas que uno puede plantearse en el marco de una teoria
de recursos destacamos:

= (Cudles son las condiciones necesarias y suficientes para que un recur-
so U pueda ser transformado en otro V?.

= Bajo que condiciones las trasformaciones son reversibles, es decir, cuan-
dovalequeULV:H/LU.

= (Es posible encontrar una familia 7 de monétonos ¢ : 2 — R tales que
UL VepV)<plU) Ve F?

» Dadas N copias de un recurso U, cuantas copias del recurso V' es posi-
ble obtener mediante operaciones permitidas?

Para entender mejor como esta constituida una teoria de recursos, vea-
mos un ejemplo concreto. Una teoria de recursos sencilla pero que esta
fuertemente ligada con la termodindmica cuantica es la teoria de recursos
de los noisy operators.

2.1.1. Teoria de recursos de no uniformidad

Como ya mencionamos anteriormente, ademas de los operadores terma-
les, existen distintas familias de operadores a partir de las cuales es posible
construir una teoria de recursos. Entre ellas destacamos la de los operado-
res con ruido (noisy operators a partir de ahora). Un noisy operator consiste
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en acoplar al sistema con cualquier estado auxiliar (ancila) que consista en
un estado maximamente mixto 1 de dimensién arbitraria d, realizar una
operacion unitaria sobre ambos sistemas y por ultimo trazar sobre el siste-
ma auxiliar [16][19]. De esta manera, dado un estado p del sistema, todo
noisy operator es de la forma

N(p) = tra (U <p®(;,;,...,;>> UT> (2.1)

Luego, dados dos estados p y o del sistema, decimos que ¢ es alcanzable a
partir de p si existe un noisy-operator N tal que N(p) = o.

Si en vez del estado maximamente mixto para la ancila se permite cual-
quier otro estado v distinto, entonces la teoria se vuelve trivial y se obtiene
que cualquier estado es alcanzable a partir de cualquier otro. Si la ancila
esta en un estado maximamente mixto, entonces no introduce informacion
sobre el sistema. La teoria de no uniformidad es un caso particular de la
teoria de recursos de la atermalidad, donde los Hamiltonianos son trivia-
les y por lo tanto los niveles de energia son todos degenerados. Notemos
que la definicién de noisy operator y operador termal coinciden cuando el
Hamiltoniano es proporcional a la identidad.

En general, nos preguntamos que relacién deben guardar los estados p y
o para que sea posible transformar uno en el otro. La respuesta a esta pre-
gunta se encuentra en el concepto de mayorizacién, que vamos a definir en
la siguiente seccidn. La condicidn para que se pueda dar la transformacién
estd dada por el siguiente resultado [19].

Proposicion 2.1.1

Es posible transformar un estado p en otro o por medio de noisy operators
si y s6lo si o < p, donde < es la relacién de mayorizacion.

Tanto en el caso de la teoria de recursos de no-uniformidad [19] como
en la teoria de recursos del entrelazamiento [17] se encuentra que la rela-
ciéon de mayorizacion es la que gobierna las transformaciones permitidas.
Vamos a ver mds adelante que algo similar sucede pero en el marco de los
operadores termales.

29



2.2. Condicion necesaria y suficiente para las
transformaciones térmicas

Los operadores termales son un conjunto de transformaciones que ope-
ran sobre los estados de un sistema. Dados dos estados p y o de un sistema
con Hamiltoniano Hg, decimos que es posible transformar p en o a través
de operaciones termales si existe un operador termal £ tal que £(p) =0,y
lo notamos

(ps, Hg) £ (g, Hg)

o simplemente p %, 5. Naturalmente, buscar sobre el conjunto de opera-
dores termales un operador que transforme p en o es sumamente compli-
cado, debido a que los operadores termales representan un conjunto de
operadores muy genérico. Sin embargo, existe una equivalencia entre las
transformaciones mediante operadores termales y la mayorizacion.

La mayorizacién es una herramienta matemadtica muy estudiada y que
aparece en problemas desde la matematica hasta la economia [20]. La ma-
yorizacidn se puede pensar como una relacion de orden parcial en el espacio
de distribuciones de probabilidad, en principio de dimension finita, si bien
se puede generalizar a distribuciones continuas [21]. Es inmediato exten-
der la definicién de mayorizacién a conjuntos de estados cudnticos a través
de la distribuciéon de probabilidad inducida. Formalmente, la relaciéon de
mayorizacioén se define de la siguiente manera®.

Definicion 2.2.1 (Mayorizacion)

Dados dos estados p y o de un mismo sistema decimos que p es mayorado
por o (o que o mayoriza a p) y lo notamos por p < o si se cumple

k k
SN<Yu Ve=12,....d (2.2)
Jj=1 Jj=1

donde M\ e ;i son los autovalores de p y o ordenados de mayor a menor,
respectivamente.

A partir de la definicion de mayorizacion es posible encontrar condicio-
nes necesarias y suficientes para la existencia de un operador termal que
transforme un estado p en otro o.

!Consultar Apéndice A por mds informacién acerca de la definicién y propiedades de la
relacién de mayorizacion.
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Teorema 2.2.1 (Transformacion Térmica)

Sean pg y og dos estados diagonales a bloques en la base del Hamilto-
niano Hg, es decir [ps, Hs] = [0s, H] = 0. Entonces la transformacion

(ps, Hs) 5 (0, Hs) (2.3)

es posible mediante operadores termales si y sélo si para toda energia E
suficientemente grande vale

@ PESUSPES ® ng—Es = @ PESIOSPES ® n]E%—ES (2.4)
Eg Es

donde P, es el proyector sobre el subespacio de energia Es y la suma se
realiza sobre todos los niveles de energia F's del Hamiltoniano Hg. [5]

Demostracion: La demostracién se incluye en el Apéndice C. |

Es posible generalizar este resultado para estados que no necesariamente
conmuten con el Hamiltoniano. Para hacerlo es necesario definir el opera-
dor de decoherencias (dephasing). El operador de decoherencias borra to-
das las coherencias entre los distintos niveles de energias, transformando
cualquier estado a un estado semicldsico.

Definicion 2.2.2 (Estado decoherente y dephasing)

Dada la matriz densidad p se define su estado decoherente respecto a un
Hamiltoniano H como

Du(p) =) PepPr =) |E,gXE,g|p|E,gXE, g (2.5)
E E.g

donde |E, g) es una base de autoestados de H y Dy es el operador de
dephasing. [5][22]

Es facil probar que los operadores termales y el operador de dephasing
conmutan, es decir [23]

Dy, E] =0 VEoperador termal (2.6)

Con este resultado en mente, supongamos que p < o, entonces existe &
operador termal tal que £(p) = o. Aplicando Dy, en ambos términos de la
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igualdad obtenemos

DHS (g(p)) = 8<DHS (p)) = DHS (U)

por lo tanto también es posible transformar los estados decoherentes entre
si mediante la misma operacidn termal. Por otro lado, si los estados deco-
herentes de p y o pueden transformarse uno en otro, es decir, existe otro
operador termal £ tal que £(Dp(p)) = Duy(0), nuevamente tenemos que

D5 (£(p)) = Prg(o)

Esto ultimo no implica que sea posible transformar p en ¢ por medio de
operadores termales, dado que el operador Dy no es inyectivo. Sin embar-
go, podemos concluir que existe algun estado ¢ tal que Dy (6) = Dy (o) y
p puede trasformase en 7, lo que se resume en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.1

Mads atin, si la mayorizacion vale para los estados ps y og no necesa-
riamente diagonales en bloques en la base del Hamiltoniano, entonces
existe o'y tal que para toda energia Es vale Pp,05Pr, = Pp,04Pg, y la
transformacion (pg, Hs) — (0, Hg) es posible.

Dado que la relaciéon de mayorizacién busca determinar cual de dos dis-
tribuciones de probabilidad es mds ordenada respecto de la otra, no es de
extrafiar que esté vinculada con la nocién de entropia. De la teoria de la
informacién sabemos que las distribuciones de probabilidad con menor y
mayor entropia de von Neumann son la distribucién que toma un tnico va-
lor con probabilidad uno y la distribuciéon uniforme, respectivamente. De la
misma manera, dado cualquier vector de probabilidad = € R? se tiene:

PR
P TR T 0,000,

Una buena pregunta que se hace Nielsen en [24] es por qué es necesaria
la nocién de mayorizaciéon cuando magnitudes como la entropia cuantifi-
can lo mismo. Sin embargo, el Teorema 2.2.1 establece que en el régimen
cudntico la mayorizacién es la que gobierna las transformaciones, y no la
entropia como sucede en termodindmica cldsica. El concepto de entropia es
mas débil que el de mayorizacién y sélo son equivalentes cuando el tamafio
del sistema es lo suficientemente grande.
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2.2.1. Termomayorizacion

El Teorema 2.2.1 representa una gran simplificacién al problema de res-
ponder cudles transformaciones pueden ser realizadas mediante operacio-
nes termales. Esto se lleva a cabo a través de la relacion de mayorizacion
entre el estado del sistema y del reservorio al inicio y al final de la transfor-
macion. Sin embargo, resulta complicado y poco cémodo trabajar con los
autovalores del reservorio. Buscamos condiciones que s6lo dependan del
estado del sistema. Asi es que surge el concepto de termomayorizacién.

Sean py, po, ..., pp los autovalores del sistema S con Hamiltoniano Hg y
energias asociadas E1, E», ..., Ep, respectivamente, tales que se cumple

p1ePE > poefB2 > > ppefto

y definimos la curva de termomayorizacién como la curva que resulta de
unir los puntos (0,0), (e 5 py), (e PP + e P2 p; + ps),...,(Zs,1) por
medio de rectas. Luego, decimos que un estado ps termomayoriza a otro
estado oy si la curva de termomayorizacién asociada al estado ps queda
completamente por encima de la curva de termomayorizacidon asociada al
estado og

Definicion 2.2.3 (Termomayorizacion)

Sea g la distribucién termal del sistema S dada por g; = e ?*i / Z5. Dados
dos estados ps y o de dimensidon D diagonales a bloques en la base del
hamiloniano Hg (i.e [ps, Hs] = [0s, Hs| = 0) y con autovalores p y q,
respectivamente, decimos que ps termomayoriza a cg, y 1o notamos por
os <r ps, Si la curva que une los puntos (Zle gw(i),Zf::ww(i)) queda
por encima de la curva que une los puntos (Zf;:l gﬁ(i),Zle qﬁ(i)), con
k=0,1,2,...,D, donde w(-) (7(-) ) es la permutacion que aseguran que
los términos pr(;)/9=(iy (4+@)/9#:)) €stén ordenados de mayor a menor
[14].

La pendiente de la curva de termomayorizacion a partir de cada punto
de quiebre a; va a estar dada por a; = tan~!(p;e®*"). Como los términos
p;e’Fi se ordenan de mayor a menor, las pendientes a; también lo van a
estar. La consecuencia es que las curvas de termomayorizacién son siempre
funciones concavas.

A partir de esta construccion, es posible probar que la relaciéon de ma-
yorizacién establecida por el Teorema 2.2.1 es equivalente a pedir que la
curva de termomayorizacién asociada al estado p quede completamente por
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Figura 2.1: La termomayorizacion surge a partir de la aplicacion de la rela-
cién de mayorizacion sobre los autovalores del sistema SR. Dados los autova-
lores de ambos estados ordenados de mayor a menor (a), si todas las sumas
parciales de uno de ellos supera a la del otro (b), entonces existe una relacion
de mayorizacion definida entre ambos. En el caso del sistema y el reservorio
procedemos de la misma manera, con la tinica diferencia de que ahora los
autovalores tienen degeneracion mucho mayor (c). Al realizar las sumas par-
ciales, dado que el paso es muy chico, obtenemos curvas lineales a trozos (d).
Luego, un estado termomayoriza al otro si su curva asociada queda comple-
tamente por encima de la otra. De esta manera, puede suceder que entre dos
estados ninguno de ellos mayorice al otro debido a que sus curvas se crucen
entre st (e). Figura extraida de [5]
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encima de la curva de termomayorizacién asociada al estado o, es decir?:

Proposicion 2.2.1

Sean pg y os dos estados semicldsicos. Entonces

£
ps—>08 <= 08§ =T pPS

Notemos que cualquier estado del sistema mayoriza al estado térmico 7g
del sistema. Esto quiere decir que todo estado puede ser transformado por
medio de operadores termales a su estado térmico. Andlogamente, a partir
del estado térmico no se puede llegar a ningun otro estado del sistema, co-
mo ya se menciond anteriormente. Es decir, cualquier estado térmico de un
sistema representa un recurso gratuito. Por otro lado, puede suceder que
entre dos estados no exista relacién de termomayorizacién definida. Esto
se debe a que sus curvas de termomayorizacién se crucen, en vez de ir una
por encima de la otra. Sin embargo, la inclusién de un sistema auxiliar que
funcione como catalizador permitird definir una relacién de termomayori-
zacidén mads general.

2.2.2. Segundas leyes de la termodinamica cudntica

Es posible encontrar ejemplos donde la relacién de termomayorizacion
entre dos estados ps y 0g no se cumple pero sin embargo existe una opera-
cién termal y un estado v4 de un estado auxiliar A tal que la transformacion

£
pPs ®va—>0 X va

es posible. De esta manera, el sistema A funciona como un catalizador de la
transformacién. Notemos que esta es la transformacién mas general que se
puede dar por medio de operadores termales sin permitir pequefios errores,
dado que el estado 4 no se ve modificado al final de la trasformacién. En
tal caso, es posible derivar una familia de energias libres dadas por [6]

Fo(p) = —kpT'log Zg + kpT Da(pl|T)

2para mayor detalle de la equivalencia entre la termomayorizacién y el Teorema 2.2.1
consultar Apéndice C.
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donde a € [~00,00] y D,(-||-) son las divergencias de Renyi >

Da(pllo) = B 1og oo
—
donde los casos a = —0, 0, 1, 00 se definen por continuidad. En el caso de

transformaciones con catalizadores, se puede probar que es posible trans-
formar un estado p en otro o con fidelidad tan grande como se quiera, es
decir, permitiendo un pequefio error, si y sélo si se cumple

F,(0) < Fy(p) Va € [—o0, ] (2.7)

Para = 1 la energia libre F; coincide con la energia libre estandar
(ecuacién (1.1)), que es la cantidad que gobierna las transiciones en ter-
modindmica estdndar. Sin embargo, para sistemas microscopicos y con co-
rrelaciones fuertes entre sus partes se encuentra que existe toda una familia
de energias libres F,,. El hecho de que F, sea no decreciente a lo largo de
las transformaciones termales impone mads restricciones para las transicio-
nes entre estados a escala microscopica.

Es importante destacar que para estados no necesariamente semiclasicos,
es decir, estados con coherencias entre sus distintos niveles de energias, la
familia de segundas leyes representan sélo una parte de las restricciones
que las transformaciones deben cumplir. Es necesario incluir nuevos mo-
ndtonos que establezcan que a lo largo de una operacion termal las cohe-
rencias del sistema no pueden aumentar [23]. Dado a € R y un estado p
cualquiera con Hamiltoniano Hg, se definen la familia de coherencias libres
A, como

Aa(p) = Da(p||Drg(p))

Las coherencias libres cuantifican que tan distinto es el estado p de su esta-
do decoherente Dy, (p). Es posible demostrar que una condicién necesaria
para que se de la transformacién de un estado p a otro estado o por medio
de operadores termales con catalizadores es que se cumpla

An(o) < Au(p) VYo € [—o0, ]

3En el Apéndice B se desarrollan mds en profundidad las definiciones y propiedades de
las distintas divergencias y entropias de Renyi.
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2.3. Trabajo en termodinamica cudntica

Conocida la condicidn necesaria y suficiente para la transformacion de
estados por medio de operaciones termales, es posible caracterizar el traba-
jo que se puede extraer de un determinado estado y la cantidad de trabajo
necesario para formarlo. La manera de hacer esto es introduciendo el sis-
tema auxiliar del work qubit, el cual va a estar a cargo de introducir o
almacenar energia proveniente del sistema. Vamos a diferenciar el trabajo
que podemos extraer de un estado del trabajo que necesitamos introducir
al sistema para formarlo. Cldsicamente, ambas cantidades coinciden y es-
tdn dadas por la diferencia de energia libre F}. Sin embargo, en el marco
de la termodindmica cudntica no sucede lo mismo. Notemos que las trans-
formaciones de estados que se dan por medio de operaciones termales (sin
el sistema wit) son transformaciones gratuitas en las cuales la energia del
sistema no varia.

2.3.1. Trabajo de formacion

Sea pg el recurso que queremos formar. Dado que el estado térmico siem-
pre representa un recurso gratuito, partimos del estado térmico del sistema
Tg para realizar la transformacién. Buscamos los valores w € R tales que
la transformacion

s ® |w)w| % ps ® |0X0 (2.8)

es posible. Luego, el trabajo de formaciéon va a ser la minima cantidad de
energia que es necesaria introducir al sistema a través del wit tal que la
transformacién puede ser efectuada por medio de operadores termales.

Definiciéon 2.3.1 (Trabajo de Formacion)

Dado un estado pg del sistema con Hamiltoniano Hg y una temperatura
T, definimos el trabajo de formacién del estado ps, y lo notamos W,
como

Wee(p) = inf {w € Rsg : 75 ® [w)w] £ ps @ [0)0] } (2.9)

Es de gran importancia obtener una expresién cerrada para el trabajo
de formacion. El siguiente resultado muestra la relacion que existe entre el
trabajo de formacién y la nocién de divergencia.
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Proposicion 2.3.1 (Trabajo de Formacion)

Dado un estado semicldsico p y una temperatura T, el trabajo de forma-
cion estd dado por:
Weo(p) = kBT Dos(pl|7) (2.10)

donde D (-||) es la divergencia infinito definida para distribuciones de
probabilidad como*

Do (pllq) = logngix{p%} (2.11)

1

Demostracion: La demostracidn de este resultado es una consecuencia de la
termomayorizacion de estados. Comencemos analizando el estado input. El
estado 79 ® |w)w| tiene autovalores no nulos iguales a e=#¥i /Z¢ con autovec-
tor |E;) ® |w) y energia F; +w, donde E; son las distintas energias permitidas
del sistema S. Al multiplicar los autovalores por el término de Gibbs asociado
ePEitw) ‘13 dependencia con E; desaparece y la curva de termomayorizacién
resulta ser la recta que une los puntos (0,0), (Zse #¥, 1)y (ZsZg, 1) (Figura
2.2a).

Por otro lado, el estado output pg ® |0)0| tiene los autovalores del estado
ps dados por p;, con autoestado |E;) ® |0) y energia F;. Una condicién nece-
saria y suficiente para que el estado input termomayorice al estado output es
que la pendiente a partir del origen de la primera sea mayor o igual que el
de la segunda (Figura 2.2a). Es decir:

max { bi }< 1
i=1,....D | ePE: _Zse—ﬁw

Operando un poco sobre esta expresion se llega a que w estd acotado de la
siguiente manera
log méXD {piZSeﬁEi} < fw

i=1,...,

De donde se obtiene que el trabajo de formacién esta dado por la férmula
(2.10) [ ]

Al igual que en termodindmica cldsica, es posible definir una energia
libre para procesos de formacién de recursos. La energia libre de formacion
I, se define como

Foo(p) = Fs+ kT Doo(pl|7) (2.12)

donde F3 = —kgT log Zg es la energia libre estandar del estado térmico del

“La divergencia infinito D (:||-) coincide con la divergencia de Renyi D, (:||-) cuando
se toma el limite o — oc.
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(a) Proceso de formacion. (b) Proceso de extraccion.

Figura 2.2: Curvas de termomayorizacion para los procesos de formacion (a)
y extraccion (b) de recursos.

sistema. El trabajo de formacién puede calcularse a partir de la diferencia
de energia libre:

LVoo(p): Péo(p>'_’fzo(7> (2-13)

2.3.2. Trabajo de extraccion

Estudiemos ahora los procesos de destilacién o de extraccién. De la mis-
ma manera, para saber cuanta energia es posible extraer de un estado pg
analizamos la transformacién

ps @ |0X0] & 75 © [w)wl (2.14)

y el trabajo de extraccion se define como

Definicion 2.3.2 (Trabajo de Extraccion)

Dado un estado pgs del sistema con Hamiltoniano Hg y una temperatura
T, definimos el trabajo de extraccion del estado ps, y lo notamos W,
como

Woy(p) = sup {w € Rxg: ps ® |OX0] & 75 @ [w)w) } (2.15)

Al igual que como sucede con el trabajo de formacidn, el trabajo de ex-
traccion se relaciona con una medida de divergencia.
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Proposicion 2.3.2 (Trabajo de Extraccion)

Dado un estado p y una temperatura T, el trabajo de extraccion esta
dado por:

Wo(p) = kT Do(p||7) (2.16)
donde”
Do(pllg) = —1log > @ (2.17)
1:p; 70

Demostracion : En este caso los autovalores del estado input son de la forma p;
con energifa igual a £; mientras que los autovalores del output son e~ %% /Zg
con energia F; +w. La curva de mayorizacién del output va a ser nuevamente
la recta que une los puntos (0,0), (Zse ", 1)y (ZsZg,1). Dado que la curva
de termomayorizacién del input tiene mas pendiente en (0,0) que el output,
la condicién necesaria y suficiente para que la curva de termomayorizacion
del estado input esté por encima del output es que a partir del Zge " la
curva de termomayorizacion del estado input sea idénticamente 1 (Figura
2.2b). Para que esto suceda debe cumplirse

Z e PP < Zge P
1:pi#0
de donde se llega facilmente a

w < —log Z
1:p; 70 ZS |

La energia libre en el caso de los procesos de extraccién esta dada por
Fo(,()) = FB—F/{BTD()(,OHT) (2.18)

y el trabajo de extraccién estd dado por
Wo(p) = Fo(p) — Fo(T) (2.19)

A modo de resumen, en la Tabla 2.1 se comparan el proceso de forma-
cién y el de extraccién. Es importante observar que las expresiones para
el trabajo de formacién y extraccién para el caso de transformaciones con
catalizadores no se ven modificadas [6].

>La divergencia Dy(-||-) coincide con la divergencia de Renyi D, (-||-) cuando se toma el
limite v — 0.
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Extraccion o destilacién Formaci6n
Transformacién ps @ Tw > o5 @ [ww| Ts @ lwXw| — ps ® pw
Divergencia asociada | Do(p||q) = —log Zi:pﬁéo i Do (pllg) = log méx; {5—}
Condicién Do(pslts) 2 Do(lwXwl| [[rw) | Deo(lw)w||ltw) = Doo(psl|7s)
Energia Libre Fo(p) = Fg + kT Do(p||T) Foo(p) = Fg + kT Do (p||T)
Trabajo Wo = kT Do(p||T) Weo = kT Doo(p||T)

Cuadro 2.1: Tabla comparativa entre las cantidades mds relevantes involu-
cradas en los procesos de extraccion de trabajo y de formacion de recursos.

2.3.3. Reversibilidad en termodinamica cuantica

Los resultados anteriores nos permiten calcular la cantidad maxima de
energia que podemos extraer de un estado p y la cantidad minima de ener-
gia que es necesaria introducir en un sistema para formarlo a partir de un
estado térmico. A diferencia de lo que sucede en termodindmica clésica,
en general en termodindmica cudntica ambas cantidades son distintas. Se
puede probar que®

Do(pllT) < Deo(pl[7) (2.20)

donde la desigualdad es estricta salvo para una familia muy particular de
estados p. Es decir que en general el trabajo de formacion es estrictamen-
te mayor que el trabajo de extraccidn, lo cual implica que hay parte de la
energia que se introduce al sistema S que no puede ser recuperada. Por otro
lado, esto nos dice que a escala nanoscdpica los transformaciones termodi-
ndmicas no son reversibles. En general, la energia libre estdndar Fi(p) es
estrictamente menor que la energia libre de formaciéon y mayor que la de
extraccion, es decir Fy(p) < Fi(p) < Fw(p) para casi todo estado p. Sin em-
bargo, mds adelante veremos que es posible encontrar estados reversibles
para los cuales vale la igualdad.

2.4. Energia libre estandar en teoria de recur-
SOS

Una propiedad que debe cumplir toda teoria que generalice la termo-
dindmica es la de recuperar los resultados estdndar en el limite adecua-
do. Sin embargo, si hacemos tender la dimensién del sistema a infinito
sin ninguna hipdtesis extra, no recuperamos el limite termodindmico. Por

®Para més detalle, consultar Apéndice B

41



un lado, para todo estado mixto p distinto al estado de Gibbs se tiene
Wo(p) < Wi(p) < Wa(p). A su vez, para el estado separable p®V se cumple
Woi,00(pn) = NWp1.00(p1). Por lo tanto, cuando N — oo no se recuperan
los resultados de termodindmica estandar. De la misma manera que la me-
canica estadistica resulta ser una teoria compatible con la termodindmica,
bajo ciertas condiciones y en el limite correcto se puede recuperar la termo-
dindmica a partir de la teoria de recursos de la termodinamica cudntica.

A continuacion se comentan brevemente distintas alternativas. Sin em-
bargo, a lo largo de los siguientes capitulos vamos a explorar una nueva
posibilidad. La misma incluye permitir pequefias correlaciones entre las N
copias del sistema S. Como veremos mds adelante, admitir correlaciones
entre las partes del sistema permite recuperar el limite termodindmico de
una manera natural y elegante.

2.4.1. Transformaciones con infinitas copias
Una forma simple de recuperar el limite termodinamico es estudiando
cuantas copias m del estado output o es posible destilar u obtener a partir

de n copias del estado input p por medio de operaciones termales. Defini-
mos la tasa éptima de transformacion del proceso R(p — o) como

1 . . .
R(pr— o) = Jim. -~ Sup {m € N : es posible destilar c®™ a partir de p®" }

Luego, es posible demostrar que [4]

0 0= i

Para n > 1, esperamos que la energia que se puede extraer del estado
p®" sea asintOticamente igual a nIV;(p). A partir de esa energia es posible
construirse m copias de otro sistema o si se cumple mW; (o) < nWi(p), lo
cual es exactamente lo que establece este resultado. Es importante observar
que esté resultado es valido cuando se permite un error de orden menor que
O(N) en la transformacidn.

Si bien esta manera de recuperar la termodindmica es simple y directa,
no queda claro desde el formalismo de los trabajos de formacién y extrac-
cion como recuperar este resultado. Dado que estos tltimos describen co-
rrectamente el comportamiento de sistemas fisicos de dimensiones nanos-
cdpicas, es deseable poder recuperar el mismo resultado a partir de ellos.
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2.4.2. Transformaciones con error

Otra manera de recuperar el limite termodindmico es permitiendo un
pequefio error € en el estado p [5]. Notemos de la ecuacién (2.16) que para
todo estado de rango completo (es decir, con p; # 0) el trabajo de formacién
va a ser cero. Esto resulta muy desfavorable, dado que la familia de estados
que no son de rango completo es mucho mas chica que la otra. Por lo tanto,
si se elige un estado al azar del sistema es casi seguro que el trabajo que se
puede extraer sea nulo.

Dado un € > 0 definimos el trabajo de extraccién con error ¢ como

Fs(p)= if  F(p.)
pei|lp—pell1<e
donde el infimo esta tomado sobre todos los estados p. que estan a distancia
menor que ¢ del estado p, donde la distancia esta dada por la norma 1
entre operadores. Podemos definir la misma cantidad para el trabajo de
formacién

Fi (p) = , inf Foo(pe)
peillp—pelli<e
Permitiendo un pequefio error, es posible recuperar en el limite donde
hay muchas copias del sistema que F{(p) =~ F (p).

2.4.3. Transformaciones con catalizadores

La teoria de transformaciones con catalizadores es un drea de investiga-
cién que ha sido muy estudiada en los dltimos afios. Uno de estos trabajos
propone realizar transformaciones con varios sistemas auxiliares sirviendo
de catalizadores [25]. Para recuperar la condicién estdndar de que la trans-
formacién p — o es posible si y sélo si Fi(o) < Fi(p), la clave se encuentra
en permitir la creaciéon de correlaciones entre los sistemas anciliarios du-
rante la operacion termal. Formalmente, sea 7;, i = 1,2,...,n el estado de
cada uno de los n sistemas anciliarios y sea la transformacién

P X 71 X Tn £> O¢ ® 71,2,...771 (221)

donde o, es un estado arbitrariamente cercano a o y 71 2., s un estado de
los n sistemas catalizadores tal que la traza parcial sobre todos los sistemas
salvo el sistema i es ;. En este contexto, se puede probar que la transfor-
macién dada por la ecuacidn (2.21) es posible si y sélo si Fi(o) < Fi(p).
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Capitulo 3

Correlaciones en
Termodinamica Cuantica

Habiendo sido introducidos los resultados fundamentales dentro de la
teoria de recursos de la termodindmica cudntica, pasaremos a explicar el
problema concreto que se trabaja en esta tesis, a la vez que se muestran los
resultados mds importantes respecto de su resolucion.

En esta tesis proponemos abordar el problema del estudio de las correla-
ciones y su relacion con el trabajo de extraccion y formacién. Existen varios
trabajos donde analizan la posibilidad de extraer trabajo a partir de las
correlaciones y el trabajo necesario para formar las mismas. Sin embargo,
ninguno de estos trabajos trata el problema a partir de la teoria de recursos.
Este problema es amplio y dificil de tratar en el caso general, por lo que nos
centraremos en el caso mas simple que es el de analizar lo que sucede con
estados multipartitos localmente equivalentes.

Como fue explicado anteriormente, existe una diferencia entre el trabajo
necesario para formar un recurso y el trabajo que es posible extraer del
mismo. Esta diferencia es de gran importancia debido a que implica que la
mayoria de las transformaciones son irreversibles. Sin hipotesis auxiliares
sobre el sistema fisico, se tiene que aun en el limite termodindmico esto
sigue siendo valido. Es en este contexto en el cual estas hipétesis auxiliares
comienzan a adquirir mayor importancia.

Por otro lado, es de gran interés comprender cudl es el rol que juegan
las correlaciones entre las distintas partes de un sistema en su comporta-
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miento termodinamico. Por ejemplo, un interrogante muy interesante que
proponemos abordar es si las correlaciones permiten disminuir el trabajo de
formacién de un sistema o aumentar el trabajo extraible del mismo. Supon-
gamos que se desean formar dos estados p; ¥ p» que van a ser destinados a
dos laboratorios distintos. La energia necesaria para formar ambos recursos
estd dada por:

Weo(p1 ® p2) = Weo(p1) + Woo(p2)

Si ambos experimentos son independientes, podriamos realizar la misma
tarea a partir de un estado conjunto del sistema p;, que cumpla

tra(p12) = p1 tri(p12) = p2

siempre que el trabajo de formacién del sistema p;» sea menor que el de las
dos partes separadas:

Weo(p12) < Wao(p1) + Weo(p2)

A su vez, debido a la subaditividad de la entropia de von Neumann, ten-
driamos que la entropia total del sistema disminuye respecto de la entropia
marginal de los estados:

S(p12) < S(p1) + S(p2)

0, equivalentemente, la entropia mutua es positiva. Por lo tanto, la idea
es encontrar estados correlacionados que disminuyan el trabajo de forma-
cion disminuyendo la entropia global del sistema y conservado los estados
locales de cada copia.

Sobre esta posibilidad es que se desarrolla la presente tesis. Vamos a
responder preguntas tales como:

= (Cudl es la minima cantidad de energia que es necesaria invertir para
formar un estado de la forma p;5?

= (Es posible recuperar el limite termodindmico cuando permitimos co-
rrelaciones entre las distintas partes del sistema?

= (Es posible definir transformaciones reversibles para estos sistemas na-
noscopicos?

En el presente capitulo se responden a estas preguntas. A su vez, vamos a

ir viendo que las distintas respuestas abren nuevos interrogantes y delatan
nuevas propiedades de los sistemas cudnticos. Se comienza trabajando con
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sistemas formados por N copias de un sistema de dimensién dos (qubit)
donde todas las copias son localmente equivalentes. Sin embargo, en el
Capitulo 5 se muestra que los mismos resultados siguen siendo validos para
sistemas de dimensién arbitraria.

3.1. El problema

El sistema fisico de estudio se encuentra compuesto por N sistemas S
de dimensién D finita y Hamiltoniano Hg. Dado un estado semicldsico p
del sistema S, vamos a estudiar la transformacién por medio de operadores
termales de la forma

7N & p(N) (3.1)

donde p"Y) es un estado correlacionado de las N partes localmente igual al
estado p, es decir

tr (M) =p Vi=12.. N (3.2)
donde tr_; denota la traza sobre todos los sistemas excepto el sistema i:

tr—i(:) =tria. i—1+1,..~5()

A lo largo de la tesis entenderemos por copia correlacionada a cada una
de las partes del sistema con estado p). Por el contrario, las copias no
correlacionadas son cada una de las partes del estado separable p*". Note-
mos que el estado local de una copia correlacionada y no correlacionada es
el mismo, pero la diferencia estd en que en el primer caso el sistema estd
correlacionado con cada una de las otras partes del sistema.

El objetivo es hallar estados correlacionados p"¥) que minimicen el tra-
bajo de formacién. El conjunto de estados factibles queda definido como
el conjunto de todos los estados compuestos por los N sistemas que local-
mente son iguales a un estado p. Exceptuando al estado separable p®V, este
conjunto va a estar formado por estados correlacionados de las NV partes.
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Definicion 3.1.1 (Estados factibles)

Dado un estado p del sistema S y N € N, sea el conjunto C(p, N) de
estados de las N partes del sistema S dado por

C(p,N) = {p(N) ; tr_i(p(N)) =p Vi=12,.. .,N} (3.3)

Definido el conjunto de estados correlacionados de las NV partes, nos
preguntamos cudl es el minimo trabajo necesario para formar N copias co-
rrelacionadas del estado p. Para ello buscamos sobre todos los estados del
conjunto C(p, N) aquel que tenga menor trabajo de formacion.

Definiciéon 3.1.2 (Trabajo de formacion correlacionado)

Dado un estado p del sistema S y un numero de copias N, definimos
el trabajo de formacion correlacionado W™ como la minima energia
requerida para formar N copias del estado p correlacionadas entre si, es
decir

W (p, N) = min W (p™) 3.4
o (P N) = uin  Woelp'™) (3.4

Dadas F; < Ey < ... < Ep las distintas energias permitidas del siste-
ma S, es decir, los autovalores del Hamiltoniano Hg, y asumiendo que los
estados p y p'™) son semicldsicos, es posible escribir a los estados p y pV)
como

D
p = pilEa)Eq|
d=1

D
p(N) = Z Z /\dl,dz,-..,dzv |Ed17 Ed2> SR EdN><Ed17 Ed27 BRI EdN'
i=1d;=1
donde p, son los autovalores del estado p y A4, 4,4, representa la pro-
babilidad de encontrar al i-ésimo sistema con energia F,; para cada i =
1,2,...,N. Si trazamos sobre todos los sistemas exceptuando la j-ésima
copia se obtiene:

D
tr_j(p(N)) =3 Ndvdon..dy ’Edj><Edj
i di=1

Por lo tanto, se deduce que la condiciéon de traza parcial dada por la
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ecuacion (3.2) se va a cumplir si y sélo si

D
Pa=D_ Y Adiyodyrdidssr,ndy V] (3.5)
25 dim1

Por otro lado, el estado térmico de las NV copias estda dado por

eiﬂ(Edl +Ed2+---+EdN)

N |Eg,, Eqyy ..., EquXEq,, Eqy, ..., Eqy|
i=1d;=1 S

donde 3 = kgT es la temperatura inversa del reservorio y Zg es la funcion
del particién del sistema S

D
Jg = Z e PEi
=1

Estamos interesados en encontrar el estado p"¥) con trabajo de formacién
minimo dado por

Waolp™) = kpTlog mix {Agy..ape”Fat-+E0)zy L (3.6)

1y, N

Notemos que debido a que el término térmico s6lo depende de la energia
total g, + Eq,+. ..+ E4, de cada configuracion de las N partes del sistema,
el estado p) que minimice el trabajo de formacién va a quedar completa-
mente caracterizado por su distribucion de energia. La probabilidad de que
el sistema de las N partes se encuentre en una configuracién con energia
total F estd dada por

PE = > Ny ds,...dx
diyeedy:Y N Eg,=E

Si observamos la distribucién de energia pz que induce algtin estado p¥)
que minimice el trabajo de formacidén y llamamos g(F) a la degeneracidn,
de la ecuacion (3.6) es claro que la mejor manera de repartir la probabilidad
pr entre los g(E) estados con esa energia es uniformemente. Fijada una
energia, la manera de asegurar que el maximo sea lo mas chico posible
es que todos los elementos sean lo mas homogéneos posibles. Podemos
resumir esto de la siguiente manera

D D
> Ei, =Y Ej = My dx = Niydy (3.7)

=1 =1
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lo cual es equivalente a decir

pEd1+...+EdN
gN(Ed1 4+ ...+ EdN)

>\d1,...,dN — - )\Ed1+~~~+EdN

donde gy (-) es la degeneracion en energia del sistema de NV partes. Por lo
tanto podemos restringir el conjunto de busqueda a los estados de la forma

1
P(N) = ZPE Z

£ pr)—r IN(E)

X (3.8

Esto simplifica el problema de encontrar estados que minimicen el traba-
jo de formacién. Dado un estado p'™) € C(p) que minimice el trabajo de for-
macion y suponiendo que no cumple la ecuacién (3.7) podemos construir
un nuevo estado con mismo trabajo de formacion que ademas es homogé-
neo dentro de cada subespacio de energia, es decir, que cumpla la ecuacion
(3.7). Mds aun, esta transformacion se puede realizar por medio de un ope-
rador termal. Por otro lado, esto implica que existe un estado con trabajo de
formacién correlacionado que es simétrico ante el intercambio de sistemas.

Luego, la condicién (3.5) también se simplifica y obtenemos

D
pd = Z Z )\dl7‘“7dj717d7dj+17“-7d1\7
i2j di=1

= Z ngl(E_Ed))\E‘ \V/d:1,2,...,D (39)
Eeén

donde la suma se realiza sobre todos las energias permitidas para el sis-
tema de N partes €y, ¥y Ap denota a cualquiera de los autovalores de las
configuraciones con energia total £. Notemos que cada uno de los térmi-
nos gy_1(E — E4)\p representa la probabilidad de que alguna de las copias
correlacionadas se encuentre con energia local £, condicionado a que la
energia total del sistema es E. En la siguiente proposicién se resume las
observaciones previas.

Proposicion 3.1.1

Dado un estado p y N € N, se tiene que

{ (N)y — { (V)
el ") T ol =) 310

donde C*(p) es el conjunto de estados de la forma (3.8) que satisfacen la
condicion (3.9).
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Figura 3.1: Dado un estado correlacionado de las N partes pN) € C(p)
que minimice el trabaja de formacion, es posible construirse un nuevo estado
pN) € C*(p) que cumpla (3.7) y por lo tanto quede completamente caracte-
rizado por su distribucion de energia. A su vez, dado que cualquier operacion
unitaria sobre subespacios de energia contante es una operacion termal, se

tiene que p™) £ 5NV,

De estd manera, el problema de encontrar estados correlacionados de las
N copias que minimicen el trabajo de formacién se reduce a buscar sobre
el conjunto de estados que son localmente equivalentes al estado microca-
noénico. En el mismo espiritu, para sistemas entrelazados con su entorno en
un estado puro se puede probar que el sistema también debe ser localmente
microcandnico [26]. En nuestro caso, son las correlaciones clasicas en vez
del entrelazamiento las que llevan a estados localmente microcandnicos. En
la Figura 3.1 se ilustra lo anteriormente mencionado.

La busqueda del estado correlacionado con menor trabajo de formacién
se reduce a buscar soluciones del siguiente problema de optimizaciéon con
restricciones:

min kg7 log [mgx {)\EeﬁEZéVH

{AetEcey
sujeto a > gno1(E — Eg) g = pa Vd=1,2,...,D
Eeén
Ag >0 VE € En

Antes de continuar, vamos a realizar un cambio de variables que va a
simplificar un poco la notacién y la interpretabilidad de los resultados. De-
finimos para todas las energias permitidas del sistema E € £y el cociente
entre los autovalores del estado de NV partes con los autovalores del estado
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térmico:
qp = \ge’ P 7Y (3.11)

De esta manera el problema de optimizacion queda reescrito de la si-
guiente manera

min  {|gl|

gn-1(E — Eq) _g

sujeto a 3 N e Plygp=ps Vd=1,2,...,D (3.12)
FEeén ZS

qe = 0 VE € &y (3.13)

donde || - || denota la norma infinito y hemos omitido el termino k57 y la

funcién logaritmo debido a que no modifican el problema.

A continuacién se muestra una caracterizacion completa de los estados
que minimizan el trabajo de formacién para el caso donde cada sistema
consiste en un unico qubit, es decir, para D = 2. El caso de dimension D
arbitraria se estudia con mayor detalle a lo largo del capitulo 5.

3.2. Caso D =2

Para el caso donde D = 2, el Hamiltoniano del sistema puede ser escrito
como Hg = Ey |Ey)Fy| y el estado local como

p=(1—p)[0X0] + p|Eo)Eo|

con p € [0, 1]. A su vez, la degeneracién gy (-) esta dada por
N
gn(mEy) = ( ) m=20,1,...,N
m

Las restricciones (3.12) y (3.13) quedan escritas de una forma mucho
mas simple:

1 m({N) _ N om
NN(m>e ﬁmEOQm = EQQO =p

m=0
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donde
Gm = LN (N) e~ mEo (3.14)
Zg

m

Luego, el siguiente teorema caracteriza al estado que minimiza el trabajo
de formacion, a la vez que da una expresion cerrada para el mismo.

Teorema 3.2.1 (Solucion exacta. Caso D = 2)

Consideremos el problema de optimizaciéon dado por

min, [la]loc
N
sujeto a > Gmgm =1 (3.15)
m=0
N
> Mgmgm = Np (3.16)
m=0

qm = 0 (3.17)

donde p € (0,1, N € N y g,, son nimeros reales positivos. Entonces
existe una unica solucion al problema y es de la forma

Z simelU
g, =4 0 simelL (3.18)
s sime (UUL)

donde Z,s € R>y, s < Z yU y L son dos intervalos de indices consecu-
tivos tales |(U U L)¢| < 1, es decir, que la funcidn dptima ¢* vale cero o
realiza su norma infinito en todos los indices salvo a lo sumo en un solo
indice c. Mads aun, se tiene:

__c—Np o LZuVp —m)gm
ZU(C - m)gm Je ZU(C - m)gm

Z (3.19)

Demostracién : Dado que la norma infinito || ||, define una distancia en R"
y que el conjunto de restricciones (3.15), (3.16) y (3.17) definen un conjunto
convexo acotado en el mismo espacio, la existencia de una solucién 6ptima
queda garantizada. La unicidad de la solucién la veremos luego.

Para ver que la solucién éptima es de la forma (3.18), supongamos que
existe otra solucién ¢ con norma infinito més chica. Es decir, existen indices
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a,be {0,1,..., N} tales que 0 < ¢}, ¢! < ||¢'||oo- Sean los conjuntos

Ut = {m s qh, = lla'll}
LT = {m gl = }

Luego, dado que ¢' cumple las restricciones (3.15) y (3.16) se tiene:

S gmdh, = ldllo Y. gm+ Y gmdl,
m=0

meUt me(UtULT)e
= (”qTHOO_E) Z 9m + Z gm‘]:n"i_G Z Im
meUt me(UTULT)e meUt

=1

n

ST mgmah, = ld o Y. mgm+ Y. mgmg),

m=0 meUt me(UTULT)e
= (4o — €) Z mgm + Z MGmqh, + € Z MGm
meUt me(UTULT)e meUt
= np

donde ¢ > 0 es una constante. Veamos que en tal caso existe otra solucion
factible ¢'" tal que ||¢'T||oc < ||¢']|c- Sea ¢'T de la forma

g ||oe —€ sim e UT

g = ; L
m Q sim=1»b
0 sim g U U {a,b}

donde ¢T, qZT y € son constantes a determinar de manera tal que ¢!t cumpla

las restricciones. Por otro lado si ¢fT, ¢! < ||¢'||o — ¢ entonces se tiene que
¢'T es un mejor minimo que ¢'. Para que ¢'T cumpla las restricciones (3.15) y

(3.16) basta ver que existen ¢iT, ¢/T, ¢ > 0 tales que

a

[ Ja O ] [ i ] :[ 9adl + 9o} + € Snevrt gm ]
aga bgy | | ¢ agaqh + bgpa} + € Smerrt MGm

Dado que g,, g» # 0y a # b, la matriz que aparece en el término izquierdo
resulta ser inversible. Despejando se obtiene

b—a

SHER

[ q:;T ‘| [ ql ‘| (gagb)_l [ bgb ZmEUT db z:n”LGUT mgm ‘|
| = + e
YGa ZmEUT mgm aga ZmGUT 9Im
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Dado que 0 < ¢, ¢} < ||¢'||o ¥ que sq, s, no dependen de ¢'f va a existir
e > 0 tal que se cumpla 0 < ¢if, ¢/" < ||¢||s — €. Por lo tanto ¢!t cumple las
restricciones (3.15), (3.16) y (3.17) y ademas ||¢'"||oc < ||¢'||co- Concluimos
que ¢' no puede ser solucién del problema de optimizacién, por lo tanto la

solucion debe ser necesariamente de la forma (3.18).
Por otra parte, los Z y s deben satisfacer el sistema de ecuaciones

2=

donde (U U L)¢ = {c}, de lo que se deduce que Z y s son de la forma (3.19).
Ademas la solucion es tnica.

ZmEU 9m Jde
> omet MIm  CYe

Para ver que U y L son intervalos de indices consecutivos, tenemos que
ver que, fijado el ¢, se tiene U = {0,1,...,c— 1}y L={c+1,c+2,...,N}
obienU ={c+1,¢+2,...,N} yL={0,1,...,¢— 1}. Sin embargo a partir
de las restricciones y de la caracterizacion de la solucién se obtiene que

1 —sgc

7 —
ZUgm

Fijado el c y el s para cumplir la otra restriccion, es claro que la manera
de minimizar ain mads el valor de Z es haciendo que U sea un conjunto de
indices consecutivos que sea lo mds grande posible. La manera de asegurar
estoesquesea U = {0,1,...,c—1} o U = {c+ 1,¢+2,...,N}. De igual
manera, de la ecuacién (3.19) fijado el U es claro que ver que ¢ debe ser un
indice consecutivo al intervalo U, para asegurar que Z sea positivo y lo mas
chico posible. |

La distribucién de energia del estado éptimo va a ser, salvo a lo sumo pa-
ra una unica energia, la distribucién de Gibbs sobre un intervalo de energias
y cero sobre otro conjunto, es decir:

%e’ﬁmE@ simeU
AmBy = § 0 sime L (3.20)
sime (UUL)°

(Va)S

donde la constante Z cumple el mismo rol de ser la constante de normali-
zacion de la distribucién de probabilidad. Por otro lado, el trabajo de for-
macidén correlacionado esta dado por

WO (o, N) = kT log Z (3.21)

Para ilustrar la forma de la solucién, la Figura 3.2 muestra la distribu-
cién de energias del estado éptimo para un sistema con N = 20 copias
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Figura 3.2: Distribucidon de energia para el estado dptimo que realiza el tra-
bajo de formacion correlacionado (azul) comparado con la distribucién de
Gibbs del sistema (rojo). Los puntos en negro representan las energias para
las cuales A\ = 0. La linea negra representa el valor medio de energia. Se
puede observar que la distribucion de energia de la solucion (azul) no es mds
que una renormalizacion de la distribucion de Gibbs condicionado a que las
energias permitidas se encuentran sobre un conjunto mds chico (en este caso,
para las energias mds grandes que una determinada cota).

correlacionadas.

El Teorema 3.2.1 es una caracterizacion completa de los estados que
minimizan el trabajo de formacién, a la vez que nos permite calcular el
minimo trabajo de formacién correlacionado. Sin embargo, la expresion
para W™ y la forma de la solucion resultan poco cémodas para trabajar.
En la siguiente seccion veremos que este resultado puede ser entendido
de una manera mds simple a partir de los que denominamos estados R*-
criticos.

3.3. Familia de estados R*-criticos

Para comprender mejor la motivacién de esta seccién, comencemos vien-
do como dependen 7 y s de las ecuaciones (3.19) para la soluciéon éptima
asociada a un estado local p = (1 — p) |0X0| + p | Eo)(Eo|. En la Figura 3.3 se
muestran los valores de Z y s como funcién de p que se obtienen compu-
tacionalmente de la minimizacidn, los cuales coinciden con los valores ha-
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Figura 3.3: Dependencia de los valores Z (naranja) y s (azul) con el valor
p para N = 4 copias correlacionadas del sistema. La distribucion de energia
y los autovalores del estado correlacionado p'™) que minimizan el trabajo
de formacion quedan completamente caracterizadas por medio de estas dos
cantidades. Sobre un conjunto de energias, la densidad es proporcional al
estado de Gibbs asociado, donde la constante de proporcionalidad estd dada
por Z. Para una unica energia la densidad es funcion de s. Para las demds
energias, la probabilidad es nula.

llados analiticamente. Recordemos que el estado dptimo estd completamen-
te caracterizado por el valor de estas dos cantidades.

Se puede observar que el valor de Z es lineal a trozos y que los puntos
de quiebre se corresponden con los valores de p para los cuales el valor de
s cambia de valor abruptamente de 0 a Z. Como es de esperar, la disconti-
nuidad en la derivada de Z se traslada al trabajo de formacién. La Figura
3.4 muestra como varia W™ /N como funcién de p para un ndmero fijo de
copias correlacionadas N = 5. A su vez, en la misma figura se lo compara
con el trabajo de formacién W, y con el trabajo de formacién/extraccion
estdndar I, de una tnica copia no correlacionada. Notemos que las corre-
laciones entre las partes del sistema disminuyen el trabajo de formacién por
copia.
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Figura 3.4: Trabajo de formacion correlacionado normalizado
W (p, N)/N como funcién del estado p = (1 — p)|0X0| + p|EoXEp|
(azul). El trabajo de formacién estdndar W1(p) necesario para formar una
copia no correlacionada del estado p (rojo) representa una cota inferior
mientras que el trabajo de formacion W, (p) (verde) es una cota superior.

El conjunto de estados semicldsicos p = (1 —p) |0X0| + p | Eo ) Eo| para los
cuales el trabajo de formacién correlacionado tiene un punto de disconti-
nuidad en la primer derivada representa una familia de estados con propie-
dades de gran interés que nos van a permitir recuperar el limite termodi-
namico, simplificar la expresion del trabajo de formacion correlacionado e
incluso encontrar transformaciones reversibles en el régimen microscépico
(de ahi su nombre).

Definicion 3.3.1 (Estados R*-criticos)

Dadas N copias de un sistema de un qubit con estado local p(p) =
(1 — p) [0X0] + p|Eo)Ep|, decimos que p(p) es un estado R*-critico si la
primer derivada de W™ (p(r), N) respecto de r es discontinua en r = p.
Notamos por R*(N) al conjunto de todos los estados R*-criticos.

Es facil caracterizar el conjunto R*(/N) buscando los valores de p para los
cuales s = 0. A partir la ecuacion (3.19) del Teorema 3.2.1 se deriva que
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los p* para los cuales esto sucede son de la forma

* iZUmgm
N ZUgm

donde U = {c¢,c+1,...,N} 6 U = {0,1,...,c},conc = 0,1,...,N. Para
el caso trivial donde U = {0, 1,..., N} recuperamos el estado de Gibbs del
sistema, caracterizado por

p (3.22)

1

jue

El conjunto R*(N) queda completamente caracterizado para el caso de
dimensiéon D = 2 mediante la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.1

Dados N sistemas correlacionados formados por un unico qubit, el con-
junto de estados R*-criticos estd dado por los estados de la forma

p(p*) = (1 —p*) [0)}0] + p* [ Eo)X Eo] (3.24)
donde
1 ZN_ MGm
* Zm=a I .q=0,1,....N
D € {N Z%:agm a 07 ) 9 }
b
U{lw:bzo,l,...,]\f}
N Eszgm

El primer conjunto representa los estados con p(p*) con p* > pg y el
segundo conjunto los estados con p* < pg, donde p¢ es el de la ecuacion
(3.23).

Por simplicidad vamos a trabajar con los estados con p* > pg, aunque
el andlisis es similar para los otros valores. Para los estados R*-criticos los
autovalores y la distribucidn de energia se simplifican, resultando:

Z

—BnE,
:LEQ = e " “Lia<n}

ZN

Z (N
P(E = nkEy) = Zy (n) " L agny
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donde 1 es la funciéon indicadora y la constante Z estd dada por

1
Z: =

1

(3.25)

N “N(N\._
A su vez, el trabajo de formacién correlacionado W< para los estados
R"-criticos estd dado por

1
W (p*) = kT log Z = kpT log S

m= agm

Para entender como a partir de los estados R*-criticos es posible recons-
truir las soluciones éptimas provistas por el Teorema 3.2.1, consideremos
dos estados R*-criticos caracterizados por dos valores pj, p} consecutivos:

p>{ 1 Z% a Im pz 1 Zm a+1 mgm
N ZN a dm N Zm a+1 dm
q*l 1 1 q*2 1 1
- <N 1
n Zm o Im {a<n} n Zm o1 Om {a+1<n}

Consideremos un valor de p, con p; < p < p3, de manera que existe
z € (0,1) tal que p = xp} + (1 — x)p;. Para este p la soluciéon que minimiza
el trabajo de formacion esta dada por

a— Np 1 Zm a—l—l(Np m)gm
dn = 1 a+1<n + — 1 a=n
Zm a—|—1<a - m)gm t f Ya Za m—l—l( )gm ta=n}
! 1 + (1 —x) ! 1
=4SN Han — X)) YHa+in
Zm a9m { J erX:a—l—l Im { J

= ‘rqn + (1 - LC)C]:;Q

Es decir, a partir de la misma suma convexa con la cual es posible cons-
truir el valor de p a partir de p} y p5 es posible reconstruir la solucién que
minimiza el trabajo de formacion para ese mismo p. Dado que p depende
linealmente de x, se obtiene que el valor de Z y s dependen linealmente
de p entre cada par de puntos R*-criticos consecutivos, que es lo que se
observa en la Figura 3.3.

El conjunto de estados R*-criticos forma una familia de tamafio lineal en
el numero de copias N que permite caracterizar todos los estados que mi-
nimizan el trabajo de formacién. En las siguiente secciones continuaremos
estudiando mas en profundidad estos estados, encontrando propiedades

59



que hacen que este conjunto de estados sea de gran interés.

3.3.1. Reversibilidad

Como ya discutimos el capitulo anterior, en general las transformaciones
entre estados dentro de la termodindmica cudntica no son reversibles. Esto
se refleja en el hecho de que el trabajo necesario para formar un estado a
partir del estado térmico es estrictamente mayor que el trabajo que se pue-
de extraer del mismo. La diferencia de energia se pierde en el reservorio y
es imposible poder recuperarla.

Definicion 3.3.2 (Estados reversibles)

Decimos que un estado o es reversible si su trabajo de formacidén y su
trabajo de extraccion coinciden, es decir:

Wo(o) = Wee(0)

Denotamos por R al conjunto de todos los estados reversibles.

Sin embargo, para sistemas de baja dimensidn es posible encontrar es-
tados reversibles. La siguiente proposicion establece la existencia de una
familia de estados con una distribucién de energia particular que cumplen
la propiedad de ser reversibles.

Proposicion 3.3.2

Sea un sistema S caracterizado por un Hamiltoniano Hg acoplado a un
reservorio térmico a temperatura l'. Sea 75 el estado de Gibbs del siste-
ma a temperatura T, el cual queda caracterizado por la distribucion de
energia

,BE

Zs

donde Zgs es la funcién de particion del sistema. Sea o un estado con
[0, Hg| = 0 caracterizado por una distribucién de energia

e

4E =

PE = ZqEl{Eesy

donde £ es un subconjunto de energias permitidas por el sistema y Z la
constante de normalizacion.

Entonces se tiene que las divergencias de Renyi { D, (p||7s)}a>0 Son in-
dependientes de «. En particular, el trabajo de formacidn y de extraccion
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para el estado o coinciden.

Demostracion: La demostracidon resulta de la misma definicién de las diver-
gencias de Renyi. Para a > 0:

1 B
Dalpllrs) = 1——log > phap @
E

1
= 1 7<
1—a og; qE

—

1
= logZanE
1 &

1
= log Zzo~!
-«

= —logZ

Luego, usando este resultado para « = 0 y a = oo obtenemos que los estados
son reversibles. [

A partir de este resultado, se deduce la reversibilidad de los estados R*-
criticos.

Corolario 3.3.1 (Reversibilidad de estados R*-criticos)

Todo estado R*-critico es reversible, es decir, fijado un nimero de copias
N se tiene:
R*(N)C R (3.26)

Notemos que en principio no habia motivo para sospechar que un sub-
conjunto de estados con trabajo de formacién correlacionado minimo pue-
da ser reversible. Esto resulta sorprendente, y ambas propiedades juntas
son las que permiten recuperar los resultados cldsicos en el limite termodi-
namico.

3.3.2. Densidad

Otra de las propiedades que cumplen los estados R*-criticos es la de den-
sidad. Esto quiere decir que si consideramos la unién de todos los estados
que son R*-criticos para algun N, la cual estd dada por

R*= |J R*(N) (3.27)
NeN
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y tomamos cualquier € > 0, entonces para todo estado p existe otro estado
pe € R* tal que

l[p— pell1 < €

La manera de probar este resultado es estudiando la distancia entre dos
puntos p* consecutivos correspondientes a estados R*-criticos como funcién
del numero de copias N. Sean p;, v p,, 1 dos valores consecutivos del
conjunto de valores para los cuales el estado p = (1 — p) [0X0| + p | Eo )X Fo|
resulta ser R*-critico:

_ 1 Z%:mo—kl mgm

. 1 ZN: MGgm .
Dy = N mNmU Pmo1 = N N
Zm:mo 9m Zmzmg—&—l gm

El objetivo de esta seccion es probar que para valores de m, adecuados
se tiene que

NP1 — D) 22 1 (3.28)

Para valores cercanos a pg se observa que la densidad de puntos R*-
criticos es mayor. En la Figura 3.5 se muestra la expresion (3.28) como
funcién de pj, para un nimero N = 40 de copias correlacionadas.

Figura 3.5: Diferencia entre los valores de p* consecutivos asociados a esta-
dos R*-criticos. Se puede observar que para un rango de valores de pj, lo
suficientemente alejados del valor de Gibbs p¢ la diferencia va como 1/N. Por
otro lado, para valores cercanos a pg la distancia es mds chica, con lo cual los
estados R"-criticos estdn mds cerca entre si.
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Para poder estimar las sumas de los factores g, asociados con la distribu-
cion de energia del estado de Gibbs es necesario recurrir a aproximaciones
asintoticas validas para distribuciones de probabilidad binomiales. El si-
guiente lema es de crucial importancia para poder probar la densidad del
conjunto de estados R*-criticos [27].

Eema 3.3.1

Sea X una variable aleatoria con distribucién binomial con pardmetros
n € Nyp € [0,1] y consideremos la probabilidad de que X < m dada
por la suma

m n ) )
Bu(n.p) = ( )pfq”—ﬂ (3.29)
j=0 \""
donde g = 1 — p. Luego, para0 < m < np — ¢(n) se tiene que
1 n m _n—m
By (n,p) ~ ( )p q (3.30)
1—r\m

donde r = qm/(p(n + 1 —m)) y (n) = O(v/n).

A partir de este resultado podemos demostrar la densidad de los estados
R’ -criticos.

Proposicion 3.3.3 (Densidad)

Sea N el numero de copias de sistemas compuestos por un unico qubit
con estado local p = (1 — p) |0)X0] + p |Ep)Eo|. Luego, dados los valores
Pl ¥ Py asociados a estados R -criticos consecutivos tales que |m —
Npg| > ¢(n), donde ¢(n) = O(y/n), se tiene que

N—oo

NPyt — Prng) — 1 (3.31)

Demostracion: A partir del Lema 3.3.1 se puede obtener la siguiente aproxi-
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macion:

M=

N
Y gm=

1<n> —pBmEy
OZéY m

m=mgo m=m
N n BEO 1 N—m
-2 () (%) &)
Nomo (N e=BE\ N
-2 W) ()

<;;;>< %) (2)"

"1 -
donde # = e #Eo(n — mg)/(mg + 1). Luego, se obtiene fcilmente que

Imo s B0 M0 T 1

(3.32)
Zm mo+1 9m N — mo

Por otro lado, notemos que podemos escribir al p* mediante derivadas res-
pecto de f:

p* o 1Zm mo (m) _ﬁmEO — 10 log g: n 6—5mE0
"N S, (e fmE Eo 05

Finalmente obtenemos:

1 0

* * Zvjvvlzmo Im
NP1 = Pmy) = 55108 [

Zm =mo+1 9m
1 0 Im
= log [1 + 01
EO 65 Zm mo+1 9m
" Ey0p

1
{BEO%—log Mo + }:1

N—mo

Donde asumimos que la aproximacion (3.32) vale también para su primer
derivada. |

Notemos que la convergencia dada por la ecuacion (3.31) se da a distin-
tas velocidades dependiendo del m( que tomamos. Esto es realmente nece-
. ~ . * 7, .
sario, dado que el tamafio del conjunto de estados R -criticos es 2N — 1, por
lo tanto resulta imposible que todas las diferencias converjan como 1/N a
la vez. A su vez, de la Figura 3.5 podemos inferir el resto de las diferencias
entre estados R -criticos consecutivos converge mds rapido que 1/N.
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3.3.3. Estados cuasi-térmicos

La caracterizacion y el estudio del trabajo de formacién correlaciona-
do W a través de los estados R-criticos permite observar y explicar la
existencia de estados muy parecidos al estado de Gibbs para los cuales es
posible formar N copias correlacionadas con la misma cantidad de energia
que requiere formar una unica copia. Para ilustrar esto, en la Figura 3.6
se muestra el cociente entre el trabajo de formaciéon de una dnica copia
W (p) y el trabajo de formacién correlacionado necesario para formar N
copias correlacionadas W (p, N).

Se puede observar que existe un intervalo de estados p = (1 — p) |0X0| +
p | Eo)X Ep| alrededor de pg para los cuales el costo energético necesario para
formar una sola copia no correlacionada es el mismo que el necesario para
formar N copias correlacionadas. A este conjunto de estados los denomi-
namos estados cuasi-térmicos, dado que son estados parecidos al estado de
Gibbs pero ademads poseen esta propiedad. Es inmediato notar que para el
estado de Gibbs el trabajo de formacién de una copia no correlacionada y
de N copias correlacionadas coinciden, pues ambos son iguales a cero. Sin
embargo, es sumamente extrafio encontrar estados distintos al térmico pa-
ra los cuales esta igualdad sigue siendo vdlida pero donde la cantidad de
trabajo necesaria no es nula.

El intervalo alrededor de p de estados cuasi-térmicos esta caracterizado
por los estados R -criticos mds cercanos al estado de Gibbs por izquier-
da y por derecha. Por izquierda tenemos al estado definido por el estado
R"-critico con autovalor p* dado por:

o = 1 X020 MY _ Pe — "N 7y
N ¥0Z09m 1 —efNE /7y

Por derecha, el estado R"-critico mas cercano al estado de Gibbs esta
dado por
., 1YN imgn  pe
Pr =N ¥ T
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(@)

(b)

Figura 3.6: Cociente entre el trabajo de formacion de una unica copia no
correlacionada del sistema W, (p) y el trabajo de formacion correlacionado
de N copias correlacionadas para N = 3y N = 7. En ambos casos es posible
observar una intervalo alrededor de p¢ (linea punteada azul) donde ambas
cantidades coinciden. Los puntos de quiebre de las curvas se corresponde con
los estados R -criticos.
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Proposicion 3.3.4 (Estados cuasi-térmicos)

Dado un numero de copias N del sistema, se tiene que para todo estado
local p = (1—p) [0)0|+p | Eo)XEo| conp € [p*,p?] el trabajo de formacidn
correlacionado de N copias es el mismo que el trabajo de formacidn de
una tnica copia

W (p, N) = W () (3.33)

Demostracion : Por simplicidad, vamos a considerar inicamente el caso a de-
recha. El trabajo de formacién del estado de la forma p, = (1 — p% ) |0)(0] +
P’ |Eo)Eo| esta dado por

Wao(py) = kT log (max{p; e 2y, (1 - p}) Z1})
= kpT log (pieBEOZ1>

donde el maximo se realiza en el primer término dado que pg < p3.
Por otro lado, el trabajo de formacion correlacionado de N copias es

1

W (py, N) = kpTlog ———
> - Z%:l 9m

1 k

— kpTlog — kpTlog 2+

L =490 pa

= kpTlogp (1 + €°50) = kpTlog p* o (1 + e~FF0)

= kBTlogpj_eBEoZl

Es decir, para ambos casos el trabajo de formacién coincide. Sin el término
kgT log, el trabajo de formacién correlacionado es lineal a trozos. Por lo tanto
este resultado sigue siendo valido para todo p € (pg, p). [ |

Sin embargo, observemos que la longitud del intervalo para el cual esto
es valido converge a cero exponencialmente en el nimero de copias /V:

1 N—00
Y pa = s 0 3.3
Py = PG = 7 PG (3.34)

Por lo tanto, la presencia de estados cuasi-térmicos se puede observar
Unicamente para un nimero de copias muy chico.
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3.4. Limite termodinamico

En esta seccién veremos como es posible recuperar los resultados estan-
dar en el limite termodindmico a partir de los estados que minimizan el
trabajo de formacién. Vamos a ver que, para cualquier estado p del sistema
de dimensién D = 2, cuando el numero de partes N del sistema es muy
grande recuperamos Wi(p) ~ W™ (p, N)/N. En la Figura 3.7 se muestra
el valor del trabajo de formacidn correlacionado W™ por copia en funcion
de N para distintos estados p. Por otro lado, en la Figura 3.8 se muestra
el valor asintdtico al cual converge los trabajos de formacién correlaciona-
dos para N = 100 y para distintos valores de p. Podemos observar cémo el
trabajo de formacién correlacionado se corresponde muy bien con la curva
asociada al trabajo cldsico ;.

Convergencia del trabajo minimo de formacion

i

p=0.1
p=0.2
p=0.3

—_—
L0 —— p=0.4
—_—
——

1.2

p=0.5
0.8 -

p=0.6
p=0.7

wmin /N

Figura 3.7: Convergencia del trabajo de formacion correlacionado normali-
zado para distintos estados locales p = (1 — p) |0X0| + p | Eo )X Eo|-
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Figura 3.8: Comparacién del trabajo de formacidn correlacionado normali-
zado W% (p, N)/N para distintos estados p = (1 — p) [0)0| + p |EoXEo| ¥
N = 100. Se puede observar que el valor asintdtico al cual converge el tra-
bajo de formacién normalizado (Figura 3.7) coincide con el trabajo estdndar
Wi (p), mientras que el trabajo de formacion cudntico de una sola copia no
correlacionada W, (p) da un valor mayor.

Veamos cémo a partir de los resultados obtenidos hasta el momento es
posible probar la convergencia del trabajo de formaciéon correlacionado
W<, Recordemos que a partir de los estados R -criticos es posible cal-
cular el trabajo de formacion para cualquier otro estado. Por otro lado, los
estados R"-criticos son una familia densa de estados. Por lo tanto, es sufi-
ciente con probar la convergencia para los estados R -criticos. Recordemos
que los mismos cumplen ser de la forma p* = (1 — p) |0X0| + p | Eo ) Ep|, con

x iZmGU mMgm

pr =
N ZmGUgm

Como consecuencia de que U es un intervalo de indices consecutivos y
de que la energia media del sistema Np* esta fija, necesariamente se va
a tener que [Np*| € U o bien |[Np*| € U. Dado que esto no modifica la
demostracién y simplemente vuelve la notacién menos clara, pondremos
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directamente que Np* € U. Luego se tiene

1
W (p*, N) = kT log ()
( ) EmEU 9m

ZN BNp*Ey
> = kpT log (SeN>

()

N
= Np*"Ey+ NkgT'log Zs — kT log (N *>
p

< kpT'log (
ng*

A partir de este momento es conveniente recurrir a la aproximacién de
Stirling para el nimero combinatorio dada por

log (N]\]/;*) = NS(p*)+ O(log N) (3.35)

donde S(-) es la entropia de von Neumann.

WET(p*, N) < Np“Ey — kgTNS(p") + kpT log Zs + O(log N)
— N[F(p") - Fi(7)] + O(log )

Por otro lado es facil ver que NW;(p*) < W (p*, N). Si llamamos p'*
al estado correlacionado de las N copias, dado que p“" es reversible y
debido a la subaditividad de la entropia (S(p®°™) < NS(p*)), tenemos que

W (", N) = Wi(p™")
= tr[Hyoep™"] — kpT'S(p°") + kpT log Z%

> Ntl"[HSp*] — N]CBTS<p*) + NkgTlog Zg

Finalmente, estudiando el trabajo por unidad de copia se obtiene

log N
N

WCOI'I' >|<7 N .
e = SN o a7
es decir, que el trabajo de formacién correlacionado asintéticamente coin-

cide con el trabajo de formacién cldsico.

Es interesante ver como escala la intensidad de las correlaciones de los

* 7, . 7 . .
estados R -criticos con el numero N de copias correlacionadas. Una manera
de cuantificar las correlaciones de un sistema es a partir de la generalizacién
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de la informacién mutua para sistemas con /N copias dada por [25]
T <pcorr> = D <pcorer*®N> _ NS(p*) o S<pcorr) (3.38)

A partir de la reversibilidad de los estados R"-criticos es posible reescribir
la informacién mutua en funcion del trabajo de formacién correlacionado
W y del trabajo estdndar W,

I(p™) = B[R (p™) — NFy (p")]
= BW1(p™) — NW;(p")]
= BIWXT(p", N) = NWi(p*)] = O (log N)

Es decir, que la intensidad de las correlaciones es de orden log N.

De esta manera, las correlaciones cldsicas entre las partes de un sistema
cuantico bajo la restriccion de que localmente el estado sea conocido per-
miten recuperar el limite termodindmico. No solamente las energias libres
coinciden asintéticamente, sino que también se tiene la reversibilidad de
los estados R -criticos. A su vez, la intensidad de la correlaciones es de or-
den logaritmico en el numero de copias, por lo que en el limite N — oo las
copias del sistema pasan a estar débilmente correlacionadas.

Sin embargo, este resultado es valido sdlo para los estados con trabajo
de formacién minimo, los cuales representan una familia muy particular de
estados. Dentro del conjunto de estados factibles C(p, N), destacamos al es-
tado separable p®" por ser el inico que no presenta correlaciones entre las
partes y porque aun en el limite N — oc el trabajo de formacion no coinci-
de con la diferencia de energia libre estandar. Por otro lado, los estados que
minimizan el trabajo de formacidn, en particular los estados R -criticos, re-
presentan una subclase de estados para los cuales el trabajo de formacién
converge al trabajo clasico. Por lo tanto, seria interesante saber qué sucede
con el resto de los estados del conjunto C(p, V). De ser posible definir una
medida en este conjunto, podriamos preguntarnos cudl es la medida de los
estados pV) para los cuales W, (p™)) < W (p, N) + ¢, donde € < 1, es
decir, la medida de aquellos estados para los cuales el trabajo de formacion
es muy parecido al trabajo de formacién correlacionado.

Operacionalmente, la manera de interpretar W (p, V) es como el tra-
bajo minimo que hay que invertir para generar un estado correlacionado de
N partes localmente indistinguible del estado p.
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Capitulo 4

Ciclo Térmico basado en
Estados Correlacionados

Do or do not. There is no
try

— Maestro Yoda

A partir del estudio del trabajo de formacion correlacionado fue posible
encontrar y caracterizar la familia de los denominados estados R "-criticos.
Los mismos constituyen un conjunto de estados reversibles, con trabajo de
formacion minimo y densos en el espacio de estados del sistema en el limite
termodindmico. Veremos como es posible utilizar estos estados para definir
ciclos de extraccion de trabajo a escala nanoscdpica.

En esta seccidn introduciremos la nocidn de ciclo térmico correlacionado
y caracterizaremos el trabajo y la eficiencia del mismo. Para ello, es nece-
sario estudiar los estados R -criticos como funcién de la temperatura 7" del
reservorio. Al igual que en el capitulo anterior, trabajaremos con sistemas
formados por N copias de sistemas de dimensién D = 2.

4.1. Transformacion ciclica

Para entender como es posible definir un ciclo térmico a partir de los es-
tados R"-criticos, comencemos observando cémo son las curvas de trabajo
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Figura 4.1: Trabajo de formacion correlacionado para dos temperaturas dis-
tintas como funcion del estado local p = (1—p) |0X0|+p |EoX Eo| para Ey = 1
y un numero de copias N = 4.

de formacion correlacionado W™ para distintas temperaturas. Sean 7o y
Ty las temperaturas de dos reservorios térmicos distintos, con T < Ty. Las
Figuras 4.1 y 4.2 muestran la dependencia de W™ con los distintos valores
del estado local p para dos temperaturas distintas (en rojo curva asociada
al reservorio caliente y en azul al reservorio frio). Como es de esperar, los
valores p* asociados a cada temperatura no coinciden. En general, cuanto
mayor es la temperatura del reservorio, mayor es el trabajo de formacién
correlacionado.

Recordemos que el trabajo de formacidn correlacionado para los estados
R’ -criticos esta dado por

W (p*, T) = —kgTlog > gm(T) 4.1)

meU

donde p*(T') es de la forma

i ZmEU mgm(T)

(T =
P ( ) N ZmeUgm<T>
m\ ePmEo
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Figura 4.2: Trabajo de formacion correlacionado para dos temperaturas dis-
tintas como funcion del estado local p = (1—p) |0X0|+p |EoX Eo| para Ey = 1
y un numero de copias N = 10.

Notemos que en ambas expresiones esta explicitada la dependencia con la
temperatura.

Fijadomg € 0,1,2,...,N — 1,sean p4, pg, pc, pp € [0, 1] valores R -criticos
de la forma

i Z%Z’H’L(H-l mgm(TH>

— 4.2)
N S 9T
P27 N S 0T 3
D= N SN (1) “9
N

N N1 9m(TC)

Consideremos los cuatro estados locales A, B, C y D del sistema de la forma
px = (1 — px)|0X0| + px |Eo)Eo| v sea p' el estado correlacionado de
las N copias con trabajo de formacién minimo dado por Wy, donde X =
A, B, C, D. Los estados A y B se corresponden a dos estados R -criticos
consecutivos a temperatura 7, mientras que los estados C y D son los dos
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p>

Figura 4.3: Esquema del ciclo que realiza el sistema. La energia extraida du-
rante la transformacion A—B se almacena en la bateria. Parte de esa energia
es posteriormente utilizada durante la transformacion C—D. La otra parte de
la energia constituye el trabajo extraido a lo largo del ciclo. Por el contrario,
las transformaciones B—C y D—A son realizadas por medio de operadores
termales, por lo tanto no tienen ningtn costo energético asociado.

estados R’-criticos a temperatura 7 que se encuentran inmediatamente
debajo de los anteriores en las Figuras 4.1 y 4.2.

Luego, definimos el ciclo térmico correlacionado como conjunto de trans-
formaciones térmicas que permiten llevar al sistema a través de los estados
correlacionados A, B, C y D reiteradas veces, siendo posible extraer una
cantidad de trabajo no nula a lo largo de cada iteracién. En la Figura 4.3 se
ilustra la estructura del ciclo en un diagrama p vs W™,

En vez de considerar muchos sistemas auxiliares formados por un tinico
wit para almacenar el trabajo, podemos trabajar con un sistema auxiliar de
dimensidn infinita y con Hamiltoniano

HW:/O w |w)w| dw

Veamos como son llevadas a cabo cada una de las transformaciones del
ciclo:

= A — B: A lo largo de esta transformacion, el sistema se encuentra en
contacto con el reservorio a temperatura 7. Debido a que los estados
Py pE™ son reversibles, es posible transformarlos al estado térmico
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del sistema extrayendo la misma cantidad de energia que es necesaria
para formarlos. De esta manera, la transformacién de A en B a través
de operadores termales se realiza de la siguiente forma

P @ [0X0]y, £ 75 @ [WaXWalyy
& P @ [Wa — W)Wa — Wy

donde la diferencia de energia W, — Wg es almacenada en la bateria.

» B — C: Es posible transformar el estado p%™ en el estado p@®™ por

medio de operadores termales sin la necesidad de entregar energia al
sistema. Para ello, se desacopla al sistema del reservorio caliente y se
lo acopla al reservorio con temperatura 7. Dado que los estados p%™
y p&™ tienen el mismo soporte y que el estado p@™ es exactamente
igual al estado de Gibbs del sistema sobre ese soporte de energias,
vale la relacién de termomayorizacién p&™ <r p%™. Por lo tanto, la

transformacion
corr £ corr

PB " — PC

se puede llevar a cabo sin modificar el estado del wit.

= C — D: Al igual que para la transformacion A — B, la transformacién
es llevada a cabo en dos instancias, pasando en el medio por el estado
térmico del sistema:

pe @ [Wa — WpXWa — Waly,
L 5@ Wi — Wi+ We)Wa — Wg + Wely
5 P @ WA — Wp + We — Wp)Wa — Wi+ We — Wply,

= D — A: Desacoplamos al sistema del reservorio frio y lo volvemos a
acoplar al reservorio con temperatura 7. Al igual que en B — C, los
estados pY" y p&™ tienen el mismo soporte y p'" es el estado de Gibbs
a temperatura 7Ty sobre ese soporte. Por lo tanto a temperatura 7y se
cumple la relacién de termomayorizacion p¢™ <r p$" vy la transfor-
macién

corr £ corr
PD —7PA

se puede llevar a cabo por medio de operadores termales.
Concluimos que es posible llevar al sistema a lo largo de los estados A,
B, C y D de manera ciclica y reversible, extrayendo una cantidad de trabajo

Wy —Wp+We —Wh.
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4.2. Trabajo extraible y eficiencia del ciclo

La tasa con la que aumenta la energia del wit luego de cada iteracién del
ciclo basado en estados correlacionados esta dado por

Wmotor - WA - WB + WC - WD (46)

A partir de la ecuacion (4.1) y de las definiciones de py, pg, pc ¥ pp se
obtiene la siguiente expresion para el trabajo extraible del motor

mo T
Whotor = kpTh log ll + Ng ( H> ]

ZTnoJrl gm(TH>
mo (L
1+ Ng 0( C)
Zmo—l—l gm(TC)

— kpTclog

Notemos que Wy or depende tnicamente de la eleccion de my y de las
temperaturas Ty y 1c.

Estamos interesados en estudiar la eficiencia del ciclo. La eficiencia de
un motor térmico se define como el cociente entre el trabajo extraido y
el calor entregado por la fuente caliente. Para poder establecer cudl es la
eficiencia del ciclo basado en correlaciones, necesitamos primero obtener
una expresion para el calor entregado por el reservorio a temperatura 7.
Sin embargo, en el formalismo de la teoria de recursos de la termodindmica
cuantica no aparece el concepto de calor.

Una manera natural de definir el calor es a partir de conservacion de la
energia. Dado que el sistema se encuentra en contacto con la fuente caliente
a lo largo de la transformacién D — A — B, definimos calor entregado por
la fuente caliente )y a partir de la relacién

AEp g =Qu — Wpss

donde AFp, . p es la variacion de energia del sistema entre los estados D y
B dada por

AFEpp = NEy(ps — pp)

y Wb = Wi — Wp es el trabajo extraido durante la transformacién D +—
B. Luego, el calor entregado por el reservorio caliente esta dado por

gmo(TH)
Qu = NEy(ps — pp) + kpTr log |1+
Z%(H’l gm<TH)
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y la eficiencia del motor basado en estados correlacionados

knTrlog |1+ —9mT) | _ N
Wotor BLC 108 [ + ZZOHQm(TC) 0(]?1) pB)
" On - (T#) 4.7)
Tyl 1+ 9mdiw) | Np B
bl Og[ " > 19 (Th) o(pp — PB)

El referente clasico de los ciclos térmicos es el ciclo de Carnot. Al igual
que en nuestro caso, durante un ciclo de Carnot el sistema interactia con
dos fuentes, una fria y una caliente. La eficiencia de un ciclo de Carnot esta
dada por

Tc

—1-2¢
T)Carnot Ty

La segunda ley de la termodindamica establece que la maxima eficiencia
a la cual puede trabajar un ciclo térmico estd dada por la eficiencia del ci-
clo de Carnot. Naturalmente, surge la pregunta de como se comparan 7¢
Y Ncarnot- La Figura 4.4 muestra como depende el cociente 7¢/ncamor del
numero de copias N para distintos valores de mg. Se puede observar que
la eficiencia de Carnot es una cota superior de 7, aunque asintoticamente
ambas cantidades coinciden cuando N — oo. Por otro lado, es importante
destacar que incluso para un nimero de copias del sistema N chico, am-
bas eficiencias son muy parecidas. En la siguiente seccién se estudiara en
profundidad el limite asintdtico de la eficiencia del ciclo, donde se muestra
bajo que condiciones se obtiene 17 — 7carnot-

4.3. Limite asintotico de la eficiencia

En esta seccion vemos a estudiar el comportamiento de 7- en el limite
termodinamico, cuando el nimero de copias del sistema N tiende a infinito.
Las Figuras 4.5 y 4.6 muestran el cociente entre la eficiencia del ciclo y la
eficiencia de Carnot para valores de N grandes.

Utilizando la ecuacion (3.32) es posible aproximar el numerador de la
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Figura 4.4: Cociente entre la eficiencia del ciclo basado en estados correlacio-
nados y la eficiencia del ciclo de Carnot cldsico.

ecuacion (4.7) como

gmo(TC>
kgTc log [1 + — NEo(pp — pB
o1 9m(T0) ( )
mo+ 1
~ ]CBTC 10g BEO/kBTC]\/'O_qno‘| — NEO(pA — pB) + NEo(pA — pD)

mo + 1
= kpTclog Noim + Ey [1 — N(pa — pB)} +NEy(pa — pp)
— My

N—o0

—0

donde usamos la Proposiciéon 3.3.3 acerca de la densidad de los estados
R -criticos para ver que el segundo término converge a cero cuando el ni-
mero de copias tiende a infinito. Luego, la eficiencia del ciclo se puede
aproximar como

kTc + CnmeEo(pa — D)

— (4.8)
kT + CnmoEo(pa — pp)

Nc =

donde N
— My
C = Nlog ————
Nmo 8 mo + 1

Dependiendo de cdmo escale m, en funcién de N, vamos a encontrar
dos regimenes distintos.
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Figura 4.5: Convergencia de la eficiencia del ciclo basado en estados correla-
cionados en el caso donde N — my = O(1).

4.3.1. Reégimen Cy ,,,Eo(pa — pp) — 0

El primer régimen se caracteriza por cumplir que Cy ,,, Eo(pa — pp) con-
verge a cero cuando N — oo. A partir de la definicion de py4, pp y de la
Proposicién 3.3.3 es posible demostrar que

N—mo

N — 0 = C]\LmoEo(pA—pD) — 0

En tal caso, de la ecuacién (4.8) se deduce que la eficiencia del ciclo
converge a la eficiencia de Carnot cuando el numero de copias tiende a
infinito:

ne —— 1 — — (49)

Esto sucede cuando, por ejemplo, vale N — mg = O(N?®) con o < 1. La

Figuras 4.5 y 4.6 muestran el cociente 7¢/7carmot para los casos donde N —

mo = O(1)y N —my = O(N?/*). En ambos casos se observa la convergencia
a la eficiencia de Carnot.
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Figura 4.6: Convergencia de la eficiencia del ciclo basado en estados correla-
cionados en el caso donde N — mg = rN3/4 para distintos valores de r.

4.3.2. Reégimen Cy ,, Eo(pa — pp) — o0

Supongamos, a diferencia del caso anterior, que N — my = rN, con
r € (0,1). Computacionalmente se puede ver que para cualquier valor de r
positivo se tiene Cly ,,, Eo(pa — pp) — o0. Por lo tanto, a partir de la aproxi-
macion (4.8) se obtiene que cuando el nimero de copias tiene a infinito la
eficiencia del ciclo converge a cero:

ne 2250 (4.10)

En la Figura 4.7 se muestra el cociente 7¢/ncamot para distintos valores
de r. En todos los casos se puede ver como la eficiencia disminuye con
el nimero de copias. Para valores de » mayores, la convergencia es mas
rapida.

4.4. Trabajos anteriores

En esta seccion mencionaremos algunos de los resultados obtenidos en
trabajos relacionados con la extraccidon de trabajo de motores cuanticos
y los compararemos con los resultados obtenidos en la presente tesis. La
principal diferencia que encontramos entre el ciclo térmico correlacionado y
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Figura 4.7: Para my = O(N) se obtiene que la eficiencia del ciclo térmico
basado en estados correlacionados converge a cero.

otros ciclos es que en la mayoria de los mismos se incluye una probabilidad
e > 0 de que la extraccién de trabajo falle [28][29]. Durante una iteracion
del ciclo, la bateria evoluciona de la siguiente manera

wi)wi| = (1 =€) [wpfwg| + € Jw; Xwi| (4.11)

donde w; y wy son dos energias de la baterfa distintas con w; < wy. En
[28] el reservorio frio estd formado por un numero finito de qubits y el
motor esta formado por los dos reservorios térmicos y la bateria. Dentro de
este contexto, se encuentra que la extraccion de trabajo perfecta (¢ = 0) es
imposible. Por otro lado, se observa que la eficiencia del motor tiene dos
regimenes distintos. El primer régimen se corresponde al caso donde el gap
de energia del reservorio frio es mas chico que una determinada cota y la
eficiencia coincide con la de Carnot. En el otro régimen, la eficiencia decae
y pasa a depender no sdlo de las temperaturas sino también del valor del
gap.

Por otro lado, en [29] se incluye al sistema S como un catalizador de
la transformacién térmica. En este trabajo se entiende al reservorio frio
como un recurso referido al reservorio caliente. Al igual que para el trabajo
anterior, se demuestra que no es posible realizar la transformacién (4.11)
de manera tal que e = 0 y w; < wy. Sin embargo, pueden definirse procesos
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de extraccion cuasi-perfectos con ¢ > 0 pero para los cuales se cumple

ﬂ -0

wyf — Wj;
donde ASy, es el aumento de entropia de la bateria. En tal caso se ve que
la eficiencia de Carnot tampoco es superada. Sin embargo, cuando este
limite es infinito se pueden hallar ciclos térmicos que superan la eficiencia
de Carnot.

Otro enfoque distintos es trabajar con cantidades promedios en vez de
con un teoria single-shot. En [12] se demuestra que es posible extraer de un
sistema con estado pg una cantidad promedio de trabajo igual a Fi(ps) —
Fi(7s). A suvez, si el sistema estd en contacto con dos reservorios a distintas
temperaturas, la eficiencia promedio del ciclo térmico coincide con la de
Carnot.

A diferencia de estos trabajos, en nuestro caso ambos reservorios son
de dimensién infinita. A su vez, las operaciones permitidas son unitarias
que conservan la energia total del sistema pero sin permitir el intercambio
de energia directo entre el reservorio frio y el reservorio caliente. En todo
momento, el sistema se encuentra en contacto con un Unico reservorio y
todo flujo de energia que pueda haber entre los reservorios se hace por
medio del sistema.

Mientras que en todos los trabajos anteriores existe una probabilidad
de fallar en la extraccidn de trabajo o se estudian cantidades promedio,
nosotros encontramos que a lo largo de una iteracién del ciclo se puede
extraer una cantidad deterministica de trabajo Wor. A Su vez, la eficiencia
del ciclo basado en estados correlacionados se asemeja a la eficiencia de
Carnot y asintéticamente coinciden.
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Capitulo 5

Generalizacion a Sistemas
de Dimension Arbitraria

En este capitulo vamos a generalizar los resultados presentados a lo largo
del Capitulo 3. Recordemos que tanto la forma de la solucién al problema
de minimizar el trabajo de formacion, la definicién y caracterizacion de
los estados R”-criticos como las propiedades de densidad, reversibilidad y
limite termodindmico fueron demostradas tinicamente para el caso D =
2, es decir, cuando cada uno de los sistemas consiste en un unico qubit.
Sin embargo, se obtienen resultados andlogos para sistemas de dimension
D arbitraria. Notemos que esto incluye el caso de sistemas formados por
qubits que interactian entre ellos.

El problema de encontrar un estado correlacionado de las N copias del
sistema con minimo trabajo de formacion se reduce a resolver el siguiente
problema de optimizacion lineal

min {lgllx

(E-E
g1 2 684, = p, Vd=1,2,...,D

sujeto a > 7N
FEeén S

qe >0 VE € En

donde FE; son las energia permitidas de cada copia; £y son las energias
permitidas por el sistema conjunto de las N copias; Zg es la funcién de par-
ticién del sistema; gy_1(-) es la degeneracién del sistema de N — 1 copias; p
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es el vector de autovalores del estado local de cada una de las copias del sis-
tema; y ¢ esta definido como el vector que resulta de dividir los autovalores
del estado \g con los autovalores del estado térmico asociado:

qr = )\EeﬁEZéV

El problema de minimizacidn puede ser escrito de una manera mas com-
pacta:

min {lgl]

sujetoa Ag=7p (5.1)
qr > 0 VE €&y

donde A € R”*M con M el tamafio del conjunto £y de energias per-
mitidas, es una matriz donde cada fila estd asociada a una energia del
sistema local E,;, cada columna a una energia F del sistema total y con
entradas mayores o iguales a cero dadas por gy_1(E — E;)e ¥ /ZY. Re-
cordemos que el trabajo de formacidn correlacionado se calculaba como
W = kpTlog||q||~- A continuacidn nos encargaremos de caracterizar
soluciones del problema (5.1).

5.1. Solucion del problema

Para el caso de dimensién D = 2 el estado que minimizaba el traba-
jo de formacién correlacionado tenia asociada una distribucién de energia
proporcional a la del estado de Gibbs sobre un conjunto U de energias e
igual a cero para el resto de las energias. Esto valia siempre para los esta-
dos R"-criticos, mientras que para el resto de los estados valia excepto a lo
sumo para una unica energia donde la densidad podia ser distinta de cero.
Esto es equivalente a haber encontrado una solucién éptima ¢ € RV ™! igual
a:

¢ = Zlgieuy + Slii=n)

En el caso donde D es arbitrario vamos a encontrar una solucién de la mis-
ma forma, pero donde hay a lo sumo D — 1 energias distintas donde ¢ no
realiza su norma infinito o es igual a cero. Por otro lado, a diferencia de lo
que sucedia en el caso D = 2, esta solucidn no va a ser Unica. Esto se debe a
que la norma infinito no es estrictamente convexa. Sin embargo, es posible
caracterizar al menos una de las soluciones del problema. A partir de esta
solucién va a ser posible generalizar la nocién de estados R "-criticos.
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Teorema 5.1.1

Sea el problema de optimizacion dado por

min  {Jgl|

s.a Aq=p (5.2)
q=0

donde ¢ € RM, p € RP y A € RP*M, Luego existe una solucién, no
necesariamente unica, de la forma

D-1
G = Zlievy + Y Sil{i=n,) (5.3)
j=1
donde 0 < s1,89,...,8p_1 < Z, U es el conjunto de indices donde g
realiza su norma infinito y ny,no,...,np—1 € {1,2,3,..., M }.

Demostracion : Definimos a A como el conjunto de soluciones del problema
(5.2). Como || - || €s una distancia y las restricciones Aq = py ¢ > 0
definen un conjunto convexo cerrado en R, se tiene que existe al menos
una solucién y por lo tanto el conjunto A es no vacio. Para cada estado ¢, sea

M@)={i:q:#0 y ¢ +#llallo}

y consideremos, para cada p
m(p) = min {|M(q)| 1qes solucién}

Queremos probar que m(p) < D — 1 para todo valor de p. Sea ¢' una solucién
al problema tal que |M(q")| = m(p) y supongamos que m(p) > D. Sea un

subconjunto {i, is,...,ip} C M(q') y consideremos la matriz
Av = | aiy | iy |~ | aip
donde a;,, ..., a;, son las columnas i, - -- ,ip de la matriz A. Veamos que la

matriz Ay; no puede ser inversible. Si la matriz A,; es inversible se puede
construir explicitamente una solucién ¢ con ||¢'||o < ||¢||oo de la siguiente
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manera

lg*|loo — € siaf, = llg']l
T sim = il
gif =
D sim= D
i sino
donde e > 0y xy,...,zp son elegidos de tal forma que se cumplan las restric-
cionesy z1,...,2p < ||¢'||oc — €. Para que ¢'T sea solucién se debe cumplir:
1q"[loc — € Iy
p=Aq" = Ay : + Anr
lq"[Joo — € D
T — qgl
= AqJr + Apy : —€ Z am,
t meU
Ip — 4;p,

donde Ay es la matriz A restringida a las columnas a,, para las cuales
T = 1|¢']|o0, Dado que Aq" = py que Ay, es inversible, esto se va a cumplir

siempre y cuando
i

T — 4y,
. > am
T meU
TD — Y;p,

Dado que el término de la derecha esta fijo y que 0 < qu < 1¢"]|o0, existe un
e > 0 suficientemente chico tal que 0 < x; < ||¢||o- En tal caso ||¢'T||oc =
1¢"||c — € < ||¢"]|s0> con lo cual ¢' no seria solucién, llegando a un absurdo.
Por lo tanto concluimos que la matriz A;; no es inversible.

Dado que la matriz A,; no es inversible, existe una solucién no trivial a la
ecuacién A,z = 0. De esta manera, es posible definir otra nueva solucién al
problema Aq = p pero que sea de la forma

lg* e sigh, = llg"[loo
q;gq+5:c1 Sim:zj

gt =3
qi,ﬁ—éxp Sim:iD
i sino

Luego es inmediato que existe un § > 0 y un indice i) tal que qjlj =06
al' = |laf|le ¥y 0 < ¢ff < |l¢f||o para todo m # ix. Por lo tanto M(¢'t) =
m(p) — 1, lo cual contradice la definicién de m(p). Finalmente concluimos
que m(p) < D — 1 para todo p. |

Al igual que en el caso D = 2, este teorema establece que la distribucion
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en energia de los estados que tienen minimo trabajo de formacion es pro-
porcional a la distribucion del estado térmico del sistema sobre un conjunto
de energias. Entre el resto de las energias, s6lo D—1 de ellas tienen probabi-
lidad no nula de ocurrir. Cuando el nimero de copias del sistema N es muy
grande, las D — 1 energias que escapan a la regla pasan a ser despreciables,
por lo cual los estados que son solucién se pueden aproximar directamente
como el estado térmico normalizado sobre un nuevo conjunto de energias.

Dado que p es un vector de probabilidades, notemos que las constantes
Zy s1,589,...,Sp—1 tienen que ser tales que se cumpla ||p||; = 1, es decir

+ > stan].

1 J=1

ZI> am =1 (5.4)

meU

1

En la Figura 5.1 se muestra la forma de la soluciéon éptima dada por
el Teorema 5.1.1 para el caso D = 3. Dada una trayectoria en el espa-
cio de estados locales caracterizados por la distribuciéon de probabilidad
p = (p1,p2,p3) (camino entre los estados I', X e Y de la Figura 5.1a) se
muestran los valores obtenidos mediante la optimizacién computacional de
las variables Z, s; y s5. En todos los casos se corrobord que los estados que
minimizan el trabajo de formacién correlacionado son de la forma (5.3).

5.2. Generalizacion de estados R -criticos

En esta seccidon veremos como es posible generalizar la nocién de estado
R’-critico. A partir de este momento vamos a indexar a las coordenadas del
vector ¢ y las columnas de la matriz A por medio de la energia F asociada.
Definimos los estados R " -criticos como el conjunto de soluciones al proble-
ma (5.1) que quedan caracterizados por un conjunto de energias permitidas
&€ C Ey y que son de la forma

(q2)E = Zel{pegy (5.5)
donde )
Zg= — (5.6)
© 7 ISpes anl,

o, equivalentemente, las soluciones que resultan del Teorema 5.1.1 que
cumplen s; = ... = sp_; = 0. Cada estado R -critico de la forma (5.5)
tiene asociado un vector de probabilidades p: para el cual ¢f es solucion
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(a) Trabajo de formacidn correlacionado.

(b) Valores de Z, s1y so.

Figura 5.1: Para el caso D = 3, el trabajo de formacidn correlacionado W™
y el estado que minimiza el trabajo de formacion se pueden obtener resolvien-
do un problema de minimizacion con restricciones. Computacionalmente se
pueden obtener ambas cantidades (a,b). Para el estado térmico del sistema
7 el trabajo de formacion es idénticamente cero. Consideramos la trayectoria
I' = X — Y — T en el espacio de las distribuciones de probabilidad p que re-
presentan el estado local de cada una de las partes del sistema (a). Para estos
estados, se muestra el valor de los pardmetros Z, s; y so (b). En todos los
casos se observa que las soluciones del problema (5.2) quedan completamente
caracterizadas por el valor de Z y los dos valores que toman s, y ss.
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del sistema Ag; = pf y ademas ¢* es éptimo:

1
> ag

PE= e
=
||ZEE€ CLEH1 Eeg

Notemos que la proposicién 3.3.2 sigue siendo vélida para sistemas de
dimension D arbitraria. Por lo tanto, los estados de la forma (5.5) también
resultan ser reversibles.

Como vimos en el Capitulo 3, para el caso D = 2 los unicos conjuntos
de energias £ para los cuales se obtienen estados R -criticos son {E : E >
akby,a =0,1,..., N} y{F : E < bEy,b =0,1,...,N}. Sin embargo, para
D > 2 y energias F1, Es, ..., Ep arbitrarias no es posible caracterizar los
conjuntos &, por lo tanto tampoco es posible obtener una expresion analiti-
ca de los estados R "-criticos. A pesar de ello, podemos dar una construccién
implicita de los mismos. Veamos como cualquier solucién de la forma (5.3)
puede ser escrita por medio una suma convexa de estados R -criticos. Su-
pongamos que si, So, ..., Sp_1 estdn ordenados de mayor a menor y tiene
asociadas energias €, €2, .. ., ep_1, respectivamente. Notemos por &; al con-
junto formado por las primeras j energias €, €s, . . . , €;. Luego:

D—-1

e = Zelipeey + 3. 8i1{p=c;)
=1

= (Zeg — s1)1{Eesey
+ (51 — 82)L{pegiuipee)

+ (SD_2 - SD—I)]l{EES}U{EGQ:)fz}
+ Sp-1lipesiu{pesy 1}
= Ai(gg)E + Aolqeue )+ - - + Ap(Geue, B

donde A, \o, ..., A\p son todos valores positivos que cumplen A\; + Ao +. ..+
Ap = 1 dados por!:

M= Zeg—s1)|d ar| . Ap=spa| >, ag
Eeg 1 EefUEp_1 1
Ni=(sjm1—s5)| >, ap| j=2,3,...,D—1
EEch‘:j_1 1

'Para que esto sea cierto es necesario pedir que la matriz A tenga todas entradas no
negativas, lo cual en nuestro caso es cierto para cualquier sistema fisico.
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Por lo tanto, tenemos que cualquier solucidon como la del Teorema 5.1.1
puede ser escrita como una combinacion convexa de estados de la forma
(5.5):

q = Mgz + XaGeug, + -+ ADGEue, (5.7)

Restaria ver que todos los sumandos de la combinacién convexa estan
asociados a estados R "-criticos. Supongamos que ¢; no es estado R-critico
y por lo tanto existe ¢ con ||G||e < ||¢#]|cc ¥ AG = Agf. Luego es claro que

q—i- - )\lq + A2q§U51 Tt ADq;USD,l

cumple la condicién A¢" = Aq. Por otro lado:

"Ml < Alldlloo + - - + [ldE e, oo
< Mlgelloe + -+ Mlgzue, oo

1 1
S

X eee arl; H E€EUED “EH1
= Ze = |lql|

Es decir que ||¢'|| < ||¢||~, lo cual es un absurdo dado que partimos de que
q era solucion del problema de optimizacién. De la misma manera se dedu-
ce que qiug,, - - - Qiue, , son estados R'-criticos. La siguiente proposicién
resume lo anteriormente dicho.

Proposicion 5.2.1

Sean N copias de un sistema de dimensidon D y sea p la distribucion
de probabilidad en energia del estado local de cada copia. Luego, existe
un estado de las N copias correlacionado caracterizado por el vector q(p)
que minimiza el trabajo de formacidn. Mds atin, existen p}, ps, ..., p}, vec-
tores de probabilidad asociados a estados R " -criticos q(p}), q(p5), . . ., a(p’)
reversibles tales que

p=Apl+Nops+ ...+ A (5.8)
q(p*) = Mq(p1) + A2q(p3) + - - - + Apa(pp)rp (5.9)
donde A1, s, ..., Ap son numeros reales positivos que cumplen \; + Ao +

oA =L

91



5.2.1. Densidad y estados cuasi-térmicos

Como vimos en la seccion anterior, es posible generalizar la nocién de
estados R -criticos para dimensién D arbitraria. Hasta el momento, los es-
tados R-criticos generalizados representan una familia de estados de las
N copias que cumplen ser reversibles, tener minimo trabajo de formacion y
a partir de los cuales es posible reconstruir cualquier otra soluciéon éptima
que minimice el trabajo de formacién para un valor de p arbitrario. Por lo
tanto, conociendo el trabajo de formacién correlacionado para los estados
R"-criticos es posible calcular el trabajo de formacién correlacionado para
cualquier valor p del estado local del sistema. En esta seccidon nos encarga-
remos de ver qué sucede con la densidad de los estados R-criticos y con
la existencia de estados cuasi-térmicos, tales como los que fueron definidos
en la seccién 3.3.3.

Al no contar con una expresién analitica de los estados R -criticos y los
respectivos valores p*, resulta imposible realizar una demostracion explicita
que establezca que la distancia entre valores p* cercanos converge a cero
cuando N — oo. Recordemos que para el caso D = 2 incluso fue necesario
recurrir a un lema acerca del limite asintético de la distribucién binomial.
Sin embargo, es facil convencerse de que la distancia entre los valores p*
asociados a los estados R"-criticos que aparecen en la suma convexa (5.9)
(lo cual es seria la generalizacion de los valores p;;, 'y p;, ., consecutivos de
la Proposicién 3.3.3) converge a cero cuando el numero de copias NV tiende
a infinito. En el peor de los casos, la distancia en norma 1 entre dos valores
p* va a estar dada por:

1 1
* * o
Hpé‘UED_l — D¢ 1= Z ag — HZ a H ag
2 EcfUp_, OE|, E€£UED_, Eeg @Bl pes ||,
_ | Ymeep ap |Ereer . as], Sres as
HZEG(‘JU(‘;D71 aEHl “ZEthUgD,l CLEHleEGE aEHl 1

<9 HZEEED—l aEHl

HZEegugD,l CLEHl

Notemos que la cantidad de sumandos que aparecen en el numerador es
a lo sumo D — 1, mientras que el tamafio de sumandos del denominador
es funcién de que tan grande es el conjunto de energias £ que definen al
estado R "-critico. Sin embargo, es de esperar que el tamafio de £ aumente
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con el numero de copias, de manera tal que

e, e, =0 (53

para algin o > 0.

La existencia de estados cuasi-térmicos, es decir, estados para los cua-
les el trabajo de formacion de una copia es igual al trabajo de formacién
correlacionado de N copias, para una dimension D arbitraria resulta ser
sumamente dificil de demostrar. Esto se debe a que los mismos dependen
fuertemente de las energias F1, Es, ..., Ep del sistema. Distintos niveles de
energias hacen que ciertos valores de p admitan estados cuasi-térmicos y
otros no. Por lo tanto, nos limitaremos a mostrar por medio de simulacio-
nes numéricas qué sucede para el caso D = 3.

En las Figuras 5.2 y 5.3 se muestra el cociente entre el trabajo de for-
macién de una dnica copia W, (p) y el trabajo de formacién correlacionado
de N copias como funcién de p para distintos N y distintas energias del
sistema. Lo primero que se observa son los cambios abruptos del cocien-
te W(p)/ W™ (p, N) asociados a las discontinuidades en la derivada de
W (p, N) para los puntos R -criticos. Esto mismo lo observdbamos para
D = 2, pero para dimensiones mayores la estructura de las regiones delimi-
tadas por los estados R "-criticos resulta ser cada vez mas compleja.

Por otro lado, se observa que existe una regién (azul oscuro) donde
Weo(p) = W™ (p, N). Esta region corresponde a valores de p cercanos al es-
tado de Gibbs del sistema para los cuales el estado que minimiza el trabajo
de formacion correlacionado resulta ser cuasi-térmico.

5.3. Limite termodinamico

Para finalizar veremos para el caso de dimensiéon D arbitraria que el
trabajo de formacion correlacionado por copia converge al trabajo estdndar
de N copias, es decir:

W (p. )
N

N2 W (p) (5.10)

M4ds aun, es posible demostrar que la tasa de convergencia no depende
de D y es exactamente O(log N/N). Dado que los estados R "-criticos son
densos y aproximan a cualquier estado cuando N — oo, basta con probar
(5.10) para estados p* que sean R-criticos. Para los mismos, el trabajo de
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Figura 5.2: Cociente entre la energia necesaria para formar una unica copia
del sistema y el trabajo de formacion correlacionado de N = 4 copias para

distintos valores de p = (p1, pa,p3). Las energias del sistema son tales que
Ey1/kgT =0, BEy/kgT =1, E3/kgT = 1,3.

Figura 5.3: Cociente entre la energia necesaria para formar una tnica copia
del sistema y el trabajo de formacion correlacionado de N = 5 copias para

distintos valores de p = (pi1,p2,ps). Las energias del sistema son tales que
Ey/kgT =0, Ey/kpT =1, E5/kgT = 1,T.
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formacién correlacionado esta dado por

W (p", N) = +kpT'log Zg

= —kgTlog| Y ag
Ee€ 1
[ D _1(E—FE;
= —kgTlog | > > gn -1 N >eﬂE]
L Eesi=1 Zg
] ) D
= —k’BT 10g Z ﬁe_ﬁ ZQN—l(E — Ed)]
LEeE “S i=1
[ E
— —kaTlog | 3= 200 (5.11)
LEeE ZS

donde usamos que
D
gn(E) =>_gn-1(E — Ea)
i=1

En general, dados los niveles de energia y el nimero de copias N no es po-
sible encontrar una expresiéon cerrada para la degeneraciéon. Consideremos
la energia media de una unica copia no correlacionada dada por

(B — ﬁl DiE;

y supongamos que, bajo las hipStesis adecuadas? se tiene que N(E) € £y
Np1, Npo,..., Npp € N. En tal caso, podemos acotar la suma en (5.11) por
el inico sumando N(F) de la siguiente manera

E
Z gN(N )e—ﬁE
Ec& ZS

N(E
< —kgT'log [gN(Zjé >)e*'BN<E>
S

= N(E) + NkpTlog Zs — kgT'log [gn(N(E))|  (5.12)

W (p*, N) = —kgT log

Notemos ahora que la degeneracion gy (/N (E)) es mayor o igual que el nu-
mero de configuraciones del sistema de N copias correlacionadas con Np;
copias con energia E;, Np, copias con energia F, y asi consecutivamente.

2Dichas hipétesis son explicitadas en el Apéndice D donde se prueba que si py, ps, . .., pp
son racionales entonces siempre se tiene N (E) € £.
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Es decir, vale la siguiente desigualdad:

N N—Np1 N—Npl—...—NpD_l
oz () ) (7 )

N
~ (Np)!(Np2)!... (Npp)!

Luego, tomando logaritmo y utilizando la aproximacién de Stirling se ob-
tiene

D
gn(N(E)) > = Npilogp; = NS(p*) + O(log N) (5.13)
=1

donde S(p*) es la entropia de von Neumann del estado local del sistema
p* =P p; |E;)E;|. Volviendo a la ecuacién (5.12) tenemos

W (p*, N) < N(E) + NkgT log Zs — kpT log [gn (N (E))]
N< > + Nk’BT log ZS — kBTS(p*) + O(log N)

= N[(E) — kgT'S(p")| + NkpT'log Zs + O(log N)
N|

Fi(p") — Fi(r)] + O(log N)

A partir de la misma cuenta que fue realizada en el capitulo 3 (ecuacion
(3.36)) se tiene la otra desigualdad y se obtiene

NWi(p*) < W (p, )

Dado que los estados R"-criticos son densos y que el trabajo de forma-
cion correlacionado de cualquier estado local p queda determinado por el
trabajo de formacién correlacionado de estados R-criticos, finalmente se
obtiene que para cualquier estado local p del sistema el trabajo de forma-
cién W™ por copia correlacionada converge a la diferencia de energia libre
estandar AF:

W (p: N)
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Conclusiones

En la presente tesis fue introducido el concepto de trabajo de formacion
correlacionado. El mismo responde a la necesidad operacional de averiguar
cudl es la minima cantidad de energia que es necesaria para formar un es-
tado de N partes con estado local p fijo. Por un lado, es interesante saber
qué sucede cuando el nimero de copias correlacionadas del sistema NV esta
fijo, donde fueron encontrados caracterizados los estados R -criticos. Por
otra parte, es interesante estudiar qué ocurre en el limite termodindamico
cuando N — oo.

A lo largo del capitulo 3 se estudié en profundidad el caso donde cada
una de las copias correlacionadas del sistema estd formada por un unico
qubit (D = 2). Se encontraron expresiones analiticas para el trabajo de
formacion correlacionado W™, asi como la distribucién de energia de los
estados correlacionados que minimizan el trabajo de formacién. Vimos que
estos estados son esencialmente una distribucién térmica sobre un subcon-
junto de energias.

Dentro de los estados locales p = (1 — p) [0X0| + p|Fo)X Ey| caracteriza-
mos a los estados R -criticos. Vimos que para ciertos valores p*, el estado
asociado p* que minimiza el trabajo de formacién cumple propiedades par-
ticularmente interesantes. En un primer lugar, a parir de estos estados es
posible calcular el trabajo de formacidon correlacionado para cualquier otro
valor de p. A su vez, el estado asociado con minimo trabajo de formacion
se puede escribir como una combinacién convexa de estados R -criticos.

En un segundo lugar demostramos que los estados R -criticos son una
subfamilia de estados reversibles y densos en el espacio de estados. Para
sistemas de dimension chica, tipicamente se tiene que el trabajo de forma-
cion es estrictamente mayor que el trabajo de extraccidon. Sin embargo, la
misma energia que se puede extraer de los estados R -criticos es la que es
necesaria invertir para formarlo a partir del estado térmico del sistema. A
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partir del estudio y caracterizacion del trabajo de formacion correlaciona-
do W™ surgid naturalmente la existencia de estos estados reversibles (de
los cuales no sabiamos que existian hasta este momento). Por otro lado, la
densidad se traduce en que dado cualquier estado local del sistema existe
un ntimero N y un estado R -critico correlacionado de las N partes tal que
ambos estados difieren sélo en un pequefio error.

La combinacién de las propiedades de reversibilidad y densidad consti-
tuyen una de las partes que son caracteristicas del limite termodindmico.
Ambas se traducen en que cuando el nimero de copias correlacionadas N
tiende a infinito, todos los estados locales del sistema son reversibles. La
otra parte del limite se complet6 viendo que el trabajo de formacidén corre-
lacionado W™ (p, N') converge a la diferencia de energia libre W;(p) para
todo estado p del sistema.

Ademas, fue posible encontrar una familia de estados para los cuales el
trabajo de formacién de una copia no correlacionada W, (p) coincide con
el trabajo de formacion correlacionado de N copias W™ (p, N ). Denomina-
mos a los mismos estados cuasi-térmicos debido a que difieren del estado
térmico del sistema por un pequefio error que converge exponencialmente
a cero cuando N — oo. Es sumamente interesante observar como el estu-
dio del trabajo de formacién correlacionado W< permitié encontrar esta
subfamilia de estados.

En el capitulo 4 vimos que el estudio del trabajo de formacién correlacio-
nado permitié definir un nuevo ciclo térmico en el régimen cudntico. Estos
motores térmicos son una aplicacién directa de la teoria desarrollada en
el capitulo 3 sobre los estados R "-criticos. A lo largo del ciclo, se lleva al
sistema de las N copias correlacionadas a través de estados R"-criticos (y
por lo tanto reversibles) estando en contacto con dos reservorios térmicos
a distintas temperaturas de manera alternada.

Caracterizamos el trabajo Wptor que se extrae en cada iteracién del ciclo
y definimos de manera consistente con la primera ley de la termodindmica
el calor entregado por el reservorio caliente ()i y calor absorbido por el
reservorio frio )¢. Un detalle importante es que el ciclo térmico correlacio-
nado extrae una cantidad deterministica de trabajo y no tiene probabilidad
de fallar en la extraccién de trabajo. A partir de las expresiones para Wpotor
y Qu, se puede obtener la eficiencia 7. del ciclo basado en correlaciones.
Vimos que existe un régimen en el cual 7¢ — 7camot- Mas aun, para valores
de N chicos ya se tiene que 7¢ ~ Ncamot. POT ejemplo, para N = 6 se tiene

que 0,9998 < nC/nCarnot-

Para finalizar, en el capitulo 5 fueron generalizados los resultados del ca-
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pitulo 3 para sistemas de dimension D arbitraria. Vimos que el mismo teore-
ma que permitio encontrar los estados correlacionados con minimo trabajo
de formacién puede generalizarse para encontrar estados correlacionados
de las N copias de dimension D con trabajo de formaciéon minimo. Sin hi-
potesis adicionales sobre los niveles de energia del sistema, no es posible
probar la unicidad de la solucién. Sin embargo, la solucién hallada permite
construir los estados R -criticos, mostrar que los mismos son densos, que
existen estados cuasi-térmicos y que en el limite termodinamico el trabajo
de formacion correlacionado W™ por copia coincide con la diferencia de
energia libre estandar.

Dentro de este marco, mostramos que la diferencia de energia estan-
dar de un estado es igual a la minima energia que es necesaria invertir para
crear un estado correlacionado localmente equivalente en el limite termodi-
namico. Por otro lado, en el limite termodindmico recuperamos la segunda
ley de la termodindmica para sistemas correlacionados.
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Apéndice A
Mayorizacion

La relacién de mayorizacién es una herramienta matemadtica de gran uti-
lidad y con multiples aplicaciones [20]. En particular, recientes trabajos en
las areas de informacion cudantica [17] y termodindmica cuantica [5] [6]
muestran como la mayorizacion es la cantidad que gobierna las transfor-
maciones de estados.

La relaciéon de mayorizacién permite determinar cual de dos distribucio-
nes de probabilidad es mas desordenada respecto de la otra. Formalmente,
dados dos vectores z,y € R tales que %, z; = ¢, 5 = 1 decimos que =
es mayorado por y (o que y mayoriza a x) y lo notamos como x < y si se
cumple

k k
Sap<Yy Vk=12,....d (A.1)
j=1 j=1

donde z* e y* son los vectores z e y ordenados de mayor a menor.

Si bien la ecuacion A.1 permite chequear rdpidamente si el vector y ma-
yoriza a z, la misma resulta poco intuitiva y no tan facil de generalizar. Sin
embargo, el siguiente resultado muestra la conexién entre la definicién an-
terior y el desorden de una distribucion de probabilidad [20][30].

Proposicion A.0.1

Dados dos vectores de probabilidad x,y € R?, se tiene que x < y si y sélo
si existen una distribucion en probabilidad p; y matrices de permutacion
P; € R tales que v = ¥ p; Py

La mayorizacién define un orden parcial en el espacio de vectores de
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probabilidad. Por ejemplo, es facil ver que
7T 1 1 1 6 3 1
PPETRET TS 74 7777770
10" 10 10" 10 10 10" 10

6 3 1 0) 4 7 1 1 1
107107 10° 107107107 10
Funciones Schur convexas

La mayorizacién es un concepto estrechamente ligado al de convexidad
de funciones. Decimos que una funcion ¢ : R — R es Schur convexa si

<y = o) <oy)

En el contexto de funciones convexas y Schur convexas se obtiene el si-
guiente resultado

Proposicion A.0.2

Dados dos vectores z,y € R?

d

d
<y <= > g(x;) <> g(yi) Vgconvexa
i=1 i=1

Este resultado esta relacionado con las distintas energias libres que apa-
recen en termodinamica cuantica. Algunos ejemplos importantes de funcio-
nes Schur convexas son la entropia de Shannon dada por S(p) = — >4, p; log p;
o el mapa p— X% | pF, con k > 1.

Mayorizacion en mecanica cuantica

El concepto de mayorizacidn se extiende de forma natural en el contexto
de la mecdanica cuantica, donde toda la informacion del sistema fisico de
estudio estd contenida en el operador densidad. De la misma manera, de-
cimos que un operador hermitico H es mayorizado por otro operador K si
A(H) < A(K), donde A(-) representa el vector de autovalores del operador
en cuestion.

De la misma manera que la proposiciéon A.0.1 valia para vectores de pro-
babilidad, para operadores se tiene un resultado similar conocido como el
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teorema de Uhlmann [30], el cual es la raiz de muchos resultados impor-
tantes dentro de la teoria de recursos en termodinamica cuantica.

Teorema A.0.1 (Uhlmann)

Sean H y K dos operadores hermiticos de dimensidn finita. Entonces
H < K siy sdlo si existen una distribucion de probabilidad p; y opera-
dores unitarios U; tales que

H=Y pU;KU!
J
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Apéndice B

Entropia y divergencia de
Renyi

Las entropias de Renyi surgen como una generalizacién de la entropia
de Shannon y son un concepto clave dentro de la termodindamica cuantica.
Al igual que la entropia de Shannon, las entropias de Renyi cuantifican la
incerteza o el nivel de desorden de una distribucién de probabilidad. Las
mismas quedan definidas de la siguiente manera:

Definicion B.0.1 (Renyi Entropies)

Dado un vector de probabilidad p = (p1,pe,...,pq) ¥y para a € R\{0,1},
se definen las entropias de Renyi como

d
Ha(p) = slg Ifi) log;p? (B.1)

donde sgn(-) es la funcion signo. Para o € {—00,0, 1,00} las entropias de
Renyi se definen por continuidad como

H_«(p) =logmin{p;} Hy(p) = logrank p

d
Hi(p) = S(p) = —>_ pilogp; Hoo(p) = — logmax{p;}
=1

Por lo tanto, las H, definen una familia de entropias parametrizadas por
a € R. En el caso particular de o« = 1 se recupera la entropia de Shannon.
Para un vector de probabilidad p fijo, las entropias de Renyi son mondtonas
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Figura B.1: Entropias de Renyi para distintos valores de « de una distribucion
de probabilidad de dimension dos. Fijada una distribucion de probabilidad,
las entropias de Renyi son decrecientes en c.

decrecientes en funcion del parametro «, es decir

H,, (p> < Ha, (p) S a1 > Qg (B.2)

En la Figura B.1 se representan varias entropias de Renyi para una dis-
tribucidon de probabilidad de dimensidn 2.

Divergencias de Renyi

Dentro de la teoria de probabilidades, otro aspecto que es de gran in-
terés es el de poder dotar al espacio de distribuciones con una distancia.
Esto permite, entre otras cosas, definir vecindades y probar resultados de
convergencia. Una nocién mds débil a la de distancia es la de divergencia.
Las divergencias cuantifican que tan diferente es una distribucion de pro-
babilidad p respecto de otra ¢, pero a diferencia de una distancia no suelen
ser simétricas o cumplir la desigualdad triangular.

Dentro de la estadistica, la teoria de probabilidades y la inteligencia arti-
ficial, la divergencia de Kullback-Leibler (también llamada entropia mutua)
es la mas utilizada de todas. Dadas dos distribuciones de probabilidad fini-

tas p = (p1,p2,.--,P4), ¢ = (@1,%;---,qa), donde p; y ¢; representan las
probabilidades del mismo evento i, la divergencia de Kullback-Leibler de p
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respecto de ¢ se define como
d i
Di1(pllg) = ij 10gﬁ
j=1 j

Asi como las entropias de Renyi surgen como una generalizacién de la
entropia de Shannon, las divergencias de Renyi D,(:||-) son una generali-
zacién de la divergencia de Kullback-Leibler.

Definicion B.0.2 (Divergencias de Renyi)

Sean p = (p1,p2,---,0d) Y ¢ = (q1,q2, ...,pq) dos vectores de probabili-
dad. Dado o € R\{0, 1} se define la divergencia de Renyi de p respecto
de ¢ como

sgn (o

Dq(pllq) = log Z pi'q

1l -«

Para a € {—00,0,1,00} las divergencias de Renyi se definen por conti-
nuidad como

Do(pllg) = —log > ¢  Di(pllg) = Dxr(pllq)
i:p;#0

Dctplle) =togmix{™ ) D_.(pllo) = Dulally

7

Las entropias y las divergencias de Renyi estdn relacionadas por medio
de siguiente igualdad

Dq(pl[n) = sgn(a)logn — Hu(p) (B.3)

donde n = (1/d,1/d,...,1/d). De las ecuaciones B.2 y B.3 se obtiene que,
fijadas las distribuciones p y ¢, las divergencias de Renyi son mondtonas
crecientes, es decir:

Do, (pllg) < Da,(pllg) & a1 < az

Caso cuantico
Las definiciones de la entropia y divergencia de Renyi pueden ser exten-

didas en el marco de la mecanica cuantica. La informacidn de todo sistema
fisico puede ser representada mediante la matriz densidad p, la cual es un
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operador hermitico definido sobre un espacio de Hilbert . De esta manera,
siempre van a existir una base |V;) de H y una distribucién de probabilidad
p de modo tal que

p=2_pi VX[ > opi=1
J J

Asociamos a la matriz densidad p con el vector de probabilidades defini-
do por los p;. Luego, la entropia de Renyi de un estado p se define como la
entropia de Renyi de la distribucién de probabilidad p. Las expresiones para
la entropias de Renyi pueden ser reescritas directamente como funcién de

p:

Halp) = 22

log tr p®
1—a "7

Hy(p) = logrank p H_«(p) =logmin{(V|p|¥) : ¥ € H}
Hi(p) = —trplogp  Hw(p) = —logméx{(¥|p|¥): ¥ € H}

La extension de la definicidon de las divergencias de Renyi para el caso
cudntico es igual de simple. Sean p y o estados del mismo sistema fisico.
Supongamos que los estados conmutan y en tal caso existe una base comun
de autovectores |V;) tal que

p= sz' |0, | sz' =1
o= Z%‘ |0, (| Z%’ =1

En tal caso, definimos la divergencia de Renyi de p respecto de o como

Dq(pllo) := Da(pllq)

lo cual es equivalente a

«

Da(pllo) = log tr p®or'

sgn(a)
-«

Dy(pllo) = —logtrll,o D1(pllo) = tr(plogp — plogo)

donde II, representa el proyector sobre el soporte del operador p. Sin em-
bargo, el caso general donde [p, o] # 0 las divergencias de Renyi pueden ser
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definidas de varias maneras. Por ejemplo, otra propuesta es [6]

(pllo) = 22

A 1-o 1-a\ @
D, (p||o log tr <0 2 no 2@)
—«
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Apéndice C

Demostraciones de
termodinamica cuantica

Condiciones necesarias y suficientes para las trans-
formaciones térmicas

En esta seccién mostraremos la demostracion rigurosa del Teorema 2.2.1
presentado en el capitulo 2. Sin embargo, antes es necesario introducir un
teorema auxiliar sobre el comportamiento asintético del estado del sistema
y del reservorio:

Teorema C.0.1

Sea pg el estado del sistema S y Ty el estado del reservorio. Sea el con-
junto de energias dado por

£={E:FE— Eg€ &)

donde £r cumple las hipdtesis (i), (ii), (iii). Entonces VE € £ se tiene
que

1
|| EPE(pS & 7—R>-PE - @PEspSPES ® n]E%fES ||1§ 20
Es

Y pp>1-20
Ecg

donde P es el proyector sobre el subespacio de energia F, pp = tr(Pgpr ® Ts)
y la suma @p, se hace sobre todos los valores de energia posibles Eg del
sistema [5].
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Luego, se tiene:

Teorema C.0.2 (Transformacion Térmica)

Sean pg y og dos estados diagonales a bloques en la base del Hamilto-
niano Hg, es decir [pg, Hs] = [0s, H] = 0. Entonces la transformacidon

(PS»HS) £> (0-57 HS)

es posible mediante operadores termales si y solo si para toda energia E
suficientemente grande vale

@D Pr,osPr, @np_p. < D PrypsPrs @ p_p, (C.1)
FEg Es

donde Pg, es el proyector sobre el subespacio de energia Eg y la suma se
realiza sobre todos los niveles de energia E's del Hamiltoniano Hg. [5]

Demostracion: En primer lugar, usando el Teorema C.0.1 tenemos que sobre

cada uno de los subespacios con energia £ fija podemos escribir

1
]TEPE(PS ®pr)Ps ~ D PrspsPrs @ np—ks (C.2)
Eg

donde sdlo interviene la parte diagonal del estado p. Por otro lado, las opera-
ciones que podemos realizar sobre el conjunto del sistema S y el reservorio
R son operaciones unitarias en cada subespacio de energia £ constante, de
forma tal que es estado evoluciona de la siguiente forma

ps — trg (UE (Peps ® prPE) U;ri)

Sin embargo se puede probar que si pr cumple con las hipotesis de un
bafio térmico, entonces para E suficientemente grande esta transformacion
se puede aproximar por la acciéon de una mezcla de operaciones unitarias
sobre el estado de la ecuacion (C.2). Para ver esto lo que hacemos es dividir
el reservorio R en dos partes R; y R,. Para cada Eg, escribimos

Ra
NE-Es = @ ® LK}ES
— s
K K;Es

donde K, = g(F — Eg)/K y tanto K como K son exponencialmente
grandes respecto de la energia E. De esta manera, dado que K no depende
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de la energia del sistema Es podemos reescribir

I

1 1 K
—Pp(ps @ pr)Pe =~ L@ | D PespsPes @ - (C.3)
Pe K Eg KES
Ro
1 I ]IK’ES
—Pr(ps®op)Pp =~ ® | P PrsosPrs @ — (C4)
PE K FEg KES

Luego cualquier mezcla de unitarias que se aplique sobre SR, se puede
pensar como una tnica operacion unitaria operando sobre SR Rs.

Dado que las transformaciones permitidas son mezclas de unitarias ope-
rando sobre SR, usando el Teorema de Uhlmann (Apéndice A, Teorema
A.0.1) tenemos que la transformacién es posible si y sdlo si se cumple la
siguiente relaciéon de mayorizacion:

I It
K}ES K/ES

D Prs0sPrs ® K < D PespsPes ® K
Esg Eg Es Esg

Dado que K esta fijo tanto para el estado inicial como para el estado final,
esta relacion de mayorizacion sobre SR, se da siy sdlo si se da la relacion
de mayorizacion sobre SR de la ecuacién (C.1), como queriamos probar.

Una demostracion alternativa se puede dar usando la familia de noisy
operators y a partir del siguiente resultado [19]

Proposicion C.0.1

Dados dos estados p y o de d niveles, la transformacion p — o es posible por
medio de Noisy Operators siy solo si o < p.

La clase de noisy operators esta dada por cualquier operacidon que consis-
ta en agregar una ancila que sea un estado maximamente mixto, es decir
proporcional a la identidad, realizar cualquier operacién unitaria sobre el
sistema y la ancila y luego remover la ancila. Con este resultado y partiendo
de la ecuacidén C.4, es posible llegar a la misma conclusion. |

Termomayorizacion

En esta seccién veremos como se deduce la equivalencia entre el Teo-
rema 2.2.1 y la relacién de termomayorizacién. Sean p(Es,g) v q(Fs, §)
los autovalores de los estados p y o, respectivamente, donde Eg son los
niveles de energia del Hamiltoniano Hg y ¢ v ¢ indexan la degeneracion.
Para saber si se cumple la relacion de mayorizacidon dada por la ecuacién

110



(2.4), primero se deben conocer los autovalores de los estados de la forma
®p. Pr.psPr; @ nk_ £, Para todo E suficientemente grande. Sin embargo,
por la ecuacion (1.7) esto es equivalente encontrar los autovalores del es-

tado
1

— Pr(ps ® Tr) PE
PE
1 e~ B(E—Es)
~— ZP(ES>g)|E57g><E87g|® 7 |E_ES><E_ES|
pE ES7g R

donde Zj, es la funcion de particion del reservorio térmico. Por lo tanto, los
autovalores son de la forma
e PE

BES
e Eg, (C.5)
7 p(Es, g)

con degeneracién gr(E — Eg) ~ gr(E)e "Fs. Es posible obtener el valor de
pg a partir de la condicion de traza igual a 1:

e PE gr(E)e PE
S os(Bs)on(E — Bs) o p(Es.0) = P S o(ms)p s, )
Fa PEZR PEZR  E.
LB e
PEZR b ZR

Por lo tanto, los autovalores del estado @ g, PrgpsPrs @ nk_ £g SON

p(ESag) BEs C.6
9r(E) ‘ (C.0)

con degeneracidn igual a gr(E)e ?¥s. La ventaja de haber hecho esto tilti-
mo es que la ecuacion (C.6) depende sélo de las energias y autovalores del
sistema S, y la energia total £ aparece simplemente por medio de una cons-
tante comun a todos los autovalores. Los términos térmicos ¢’*s definen un
nuevo orden entre los autovalores del sistema S dado por

BEL BE2
pie > p2€ > . (C.7)
dg dp

donde dr = gr(F). Sobre estos valores es que se aplica la condiciéon de ma-
yorizacion. Considerando que dz > 1, los autovalores van a ser muy chi-
cos pero su degeneracion va a ser grande también. Por lo tanto, las sumas
parciales de la ecuacidn (2.2) pueden ser representadas mediante curvas li-
neales a tramos como la integral de una funcién constante a trozos (Figura
2.1). El resultado de esto son las curvas de termomayorizacién, que resul-

111



tan de unir los puntos (0,0), (e 751, py), (e 7Pt + e PF2 py 4 o), ..., (Zg,1)
por medio de rectas. A través de esta construccién, la relacién de mayo-
rizacién del Teorema 2.2.1 va a cumplirse siempre y cuando la curva de
termomayorizacién del estado p se encuentre por encima de la curva ter-
momayorizacion del estado o.
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Apéndice D
Demostracion N(F) € £

Lo unico que quedd por demostrar en el Capitulo 5 es que N(F) € &,
es decir, que la energia media del sistema siempre pertenece al soporte de
energias que caracterizan los estados R -criticos. El siguiente lema estable-
ce bajo que hipdtesis esto es cierto.

Eema D.0.1

Sea p* = YP | pi|E;)E;| un estado R’ -critico con py,ps, ..., pp nimeros
racionales y sea Ny € N tal que p1 Ny, p2No, ..., ppNyg € N. Luego sea
p°™(Ny) el estado correlacionado que minimiza el trabajo de formacion
WS (p*, Ny) de un sistema formado por N, copias correlacionadas. Lue-
go se tiene que la energia media del sistema dada por N (F) pertenece al
soporte Ey, del estado R -critico p™.

En general, dado que los numeros racionales son densos en los reales,
estas hipdtesis no representan un gran problema para la teoria. Mdas aun,
es importante destacar que si bien tanto los estados R"-criticos como los
estados p con autovalores racionales son ambos densos en el conjunto de
estados, su interseccidon puede ser vacia y por lo tanto el lema no aplica
para ningun estado posible del sistema. Sin embargo, esto es fécil de salvar
comparando el trabajo de formacién de cualquier estado con el trabajo de
formacién de estados R"-criticos y estados con autovalores racionales y no
representa ningtin problema salvo un mayor cuidado en las demostraciones.

Demostracion : Para demostrar el lema, supongamos que N (E) € En, v llegue-
mos a un absurdo. Consideremos el estado o dado por

c=—= S |ENE|®.. ®|E)XE|®... ® |EpXEp|®...® |Ep)XEp|

combinaciones

Nopiveces Noppveces
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donde la suma se realiza sobre todas las combinaciones posibles distintas y
C' es la constante de normalizacién dada por

Ny!

€= (Nop1)!(Nop2)!. .. (Nopp)!

Luego, es inmediato observar que ¢ es un autoestado del Hamiltoniano del
sistema con autovalor Nop1 Ey + ... + NoppEp = N(FE) y que cumple que el
estado local es idénticamente igual a p*, es decir

D
tr_j(o) =p* = Zpi |EXE;] Yj=1,2,..., Ny
i=1

Por lo tanto, dado ¢ > 0 podemos construir un nuevo estado correlacionado
del sistema p°™ que cumple la condicién de ser localmente igual a p* dado
por

ﬁCOl’I’ — (1 _ E)pCOI"I' _|_ €T

Veamos que el trabajo de formacién del estado ™ es estrictamente menor
que el trabajo de formacién de p®™. Dado que el estado o tiene soporte sélo
sobre el subespacio de energia N(F), el cual no estd incluido en el soporte
del estado p®™, se tiene que el trabajo de formacién se calcula a partir del
maximo de los cocientes entre los autovalores de energia pe

\ecorr 7N N
Wao(p°) = kpT log méx {(1 — )L S €4g }

o—BE ' (lg—BN(E)

donde A9 son los autovalores del estado p®™. Luego, existe un € > 0 sufi-
cientemente chico tal que el mdximo se realiza sobre el primer elemento y
por lo tanto

corer
Woo(5) = kpT log [(1 - e)AES]

e~ BE

= Woo (p™) + kpT'log(1 — €) < W (p*°™)

lo cual es un absurdo porque partimos de que p®™ era el estado que mini-
mizaba el trabajo de formacién correlacionado y terminamos encontrando
otro estado 5 con menor trabajo de formacion. El absurdo provino de su-
poner que N (F) no pertenecia al soporte de energias del estado con minimo
trabajo de formacion.
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