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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio teórico de agujeros negros no rotantes
como lentes gravitatorias en el marco de la gravedad de Horndeski. Luego de una
breve introducción a la relatividad general y las soluciones de agujeros negros, se
muestra el formalismo general para calcular trayectorias de la luz alrededor de un
objeto esférico. Este formalismo se puede especializar a los límites de deflexión
débil y de deflexión fuerte. Es en este último donde se centra el análisis; se en-
cuentra de manera general que en el caso de que la lente sea un agujero negro, el
ángulo de deflexión de la luz diverge a medida que la misma se acerca a la esfera
de fotones del mismo. Como consecuencia, se generan dos secuencias infinitas de
las llamadas imágenes relativistas, una a cada lado de la lente. Ambos límites son
aplicados a la solución de agujero negro proveniente de un caso particular de la
gravedad de Horndeski, una clase de teorías escalar-tensoriales alternativas a la re-
latividad general. Se obtienen las posiciones y las magnificaciones de las imágenes.
Se consideran como posibles lentes a los agujeros negros supermasivos ubicados en
el centro de nuestra galaxia y de la galaxia M87, y se discuten las posibilidades de
observación de estos efectos ópticos en el entorno de los mismos.
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Capítulo 1

Introducción

Se denomina lente gravitatoria a cualquier objeto que, por la acción de su cam-
po gravitatorio, desvía los rayos de luz que pasan por su entorno. El fenómeno
de lensing gravitatorio obtuvo una sólida base teórica a partir del desarrollo por
parte de Einstein de la relatividad general. Previamente a la formulación completa
de la misma se había conjeturado que la luz debería ser afectada por la gravedad,
y distintos cálculos [1] basados en la gravedad Newtoniana o en el principio de
equivalencia indicaban que un rayo de luz pasando a una distancia R de un cuerpo
de masa M se desviaría en un ángulo α = 2GM/(c2R), bajo la hipótesis de que
R sea mucho mayor a GM/c2, es decir, que el ángulo de deflexión sea pequeño.
Sin embargo, con el desarrollo de la relatividad general, Einstein descubrió que
hay efectos adicionales que hacen que la fórmula correcta sea α = 4GM/(c2R),
que corresponde al doble del valor mencionado arriba. La observación realizada
durante el eclipse solar de 1919 [1, 2] confirmó este resultado, según el cual un
rayo de luz tangente a la superficie del Sol es desviado en un ángulo de 1,66 ”. Du-
rante las décadas de 1960 y 1970 aumentó considerablemente tanto la cantidad de
experimentos como la precisión en las mediciones, factor que contribuyó a estable-
cer a la relatividad general en una posición dominante por sobre sus alternativas
propuestas.

La deflexión de la luz produce efectos aún más interesantes que el recién men-
cionado. En 1936, un artículo de Einstein [3] mostró que, si el alineamiento entre
la lente, la fuente y el observador es el adecuado, se pueden producir múltiples
imágenes de un mismo objeto, y las mismas pueden resultar fuertemente magnifi-
cadas. La primera detección de una situación con estas características ocurrió en
1979, cuando dos quásares aparentemente distintos pero con características prác-
ticamente idénticas fueron identificados como dos imágenes del mismo objeto [4].
Desde ese entonces se han observado múltiples ocurrencias de lensing gravitatorio,
y se ha podido medir no sólo la posición angular de las imágenes sino también
su magnificación (particularmente mediante el fenómeno de microlensing) y, en
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el caso de una fuente variable, el desfasaje temporal entre las distintas imágenes.
Las observaciones mencionadas entran dentro del régimen de deflexión débil, en el
cual el campo gravitatorio es débil y es válida la expresión citada anteriormente
para el ángulo de deflexión1. Más cuantitativamente, dado un objeto de masa M
se puede definir una distancia característica rM = GM/c2; la condición de campo
débil se puede expresar entonces como rM/R � 1, donde R es la distancia a la
masa M . En términos del potencial Newtoniano φ esto se puede expresar como
φ/c2 � 1; esta versión es más apropiada para distribuciones de masa extendidas.
Una exposición detallada de lentes gravitatorias en el régimen de deflexión débil
puede encontrarse en la Ref. [5].

Varios autores, inicialmente en 1959 [6] y varias veces después [7-10] durante las
siguientes décadas, analizaron el límite opuesto, en el cual un rayo de luz atraviesa
una región de campo fuerte, como puede ser en la cercanía de un agujero negro. El
resultado más notable es que a medida que la luz se acerca a la esfera de fotones
del agujero negro el ángulo de deflexión diverge a infinito. Esto implica que se pro-
duce un número infinito de imágenes de la misma fuente, cada una más débil y más
cerca de la lente que la anterior; más precisamente, hay dos secuencias infinitas de
imágenes, una a cada lado de la lente. Estas secuencias se encuentran rodeadas por
las dos imágenes correspondientes al régimen de deflexión débil. De estas últimas,
la que está del mismo lado de la lente que la fuente (desde el punto de vista del
observador) se denomina imagen primaria y la opuesta se denomina imagen se-
cundaria; todas las otras imágenes, que tienen un ángulo de deflexión mayor a 2π,
se conocen como imágenes relativistas. En los primeros trabajos [6-10] el límite de
deflexión fuerte fue estudiado sólo para el agujero negro de Schwarzschild; fue luego
extendido al espacio-tiempo de Reissner-Nordström [11], y finalmente generalizado
a una amplia familia de geometrías con simetría esférica [12]. Recientemente fue
mejorado, simplificando los cálculos y permitiendo su aplicación a una clase aún
más general de geometrías esféricas [13]. Hay ya muchos trabajos que involucran
al límite de deflexión fuerte en la literatura, que incluyen análisis de retrolensing2

[14-16] y agujeros de gusano [16, 17]. Se han estudiado también geometrías pro-
venientes de la teoría de cuerdas y teorías alternativas [18-25] o de mundos brana
[26-32]. El formalismo ha sido aplicado al agujero negro supermasivo ubicado en el
centro de nuestra galaxia [33-38], para analizar las posibilidades de observación del
lensing gravitatorio en el régimen fuerte. Se han hecho también estudios numéricos
[39-42].

Los agujeros negros poseen por fuera del horizonte una superficie denominada
esfera de fotones, la cual es la unión de todas las órbitas circulares inestables de

1Estrictamente, la fórmula es válida para una masa puntual o esférica, pero es posible gene-
ralizarla para cualquier distribución de masa para el cual el campo gravitatorio sea débil.

2Es decir, el caso en que la fuente está entre la lente y el observador, o bien el observador está
entre la fuente y la lente.
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rayos de luz [43]; la misma tiene la propiedad de que cualquier rayo de luz que
la atraviese hacia adentro inexorablemente caerá al interior del agujero negro. La
esfera de fotones marca entonces el radio para el cual el ángulo de deflexión diver-
ge: la desviación de un rayo de luz aumenta a medida que la distancia de máximo
acercamiento del mismo tiende al radio de la esfera de fotones. Esto implica que
para tener la secuencia infinita de imágenes es necesario un objeto suficientemente
compacto para que su superficie quede dentro de su esfera de fotones. En la geo-
metría de Schwarzschild el radio de la esfera de fotones para un objeto de masa M
es rm = 3GM/c2, mientras que el radio por debajo del cual el objeto colapsa en
un agujero negro es rS = 2GM/c2, por lo que hay un corto intervalo entre ambos
valores para el cual un objeto distinto de un agujero negro puede mostrar defle-
xión fuerte. Algunos modelos [44] admiten la posibilidad de que haya estrellas de
neutrones denominadas ultracompactas con un radio en este rango. Sin embargo,
por simplicidad se usará la frase “agujero negro” para referirse a la lente, ya que
los mismos parecen ser los candidatos más apropiados para observar las imágenes
relativistas; la naturaleza precisa de la lente no es importante siempre y cuando
posea una esfera de fotones. Como se dijo más arriba, el límite de deflexión fuerte
fue inicialmente desarrollado para el espacio-tiempo de Schwarzschild, que es la
solución de vacío con simetría esférica de la relatividad general, y luego genera-
lizado a cualquier solución con simetría esférica3. En este límite, se realiza una
expansión logarítmica para el ángulo de deflexión α en función de b/bc, donde b
es el parámetro de impacto del rayo de luz y bc el llamado parámetro de impacto
crítico, por debajo del cual la luz es atrapada por el agujero negro. A partir de esta
aproximación se pueden hallar las posiciones de las imágenes y sus magnificaciones.

Tener un formalismo adecuado a cualquier espacio-tiempo asintóticamente plano
y con simetría esférica permite extender el estudio de las lentes gravitacionales en
el régimen de deflexión fuerte al caso de teorías alternativas de la gravedad. A
pesar de que la relatividad general es favorecida por las observaciones en diversas
situaciones [1], a escalas cosmológicas se encuentran fenómenos que carecen de
una explicación totalmente satisfactoria, pues requieren la presencia de la materia
oscura y la energía oscura. La materia oscura resuelve problemas en varias áreas
de la cosmología [49], en todos los casos proviniendo del hecho de que la materia
bariónica no es suficiente para dar cuenta de las observaciones, en particular las
curvas de rotación de las galaxias; sin embargo, hasta el presente nunca ha sido
observada directamente. La energía oscura, a su vez, surge del descubrimiento de
la expansión acelerada del universo como una densidad de energía uniforme en el
tiempo y en el espacio que provoca una suerte de efecto de repulsión [50]. Se ha

3La hipótesis de simetría esférica implica un objeto estático, es decir, no rotante [43]. El
análisis del lensing gravitatorio para objetos rotantes es notablemente más complicado [45-48] y
no se considerará en este trabajo.
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propuesto que la energía oscura puede estar relacionada con la energía de vacío
de campos cuánticos; sin embargo, dada la discrepancia de aproximadamente 120
órdenes de magnitud [51] entre el valor esperado y el observado, no hay todavía un
consenso al respecto, recibiendo esta discrepancia el nombre de “problema de la
constante cosmológica”4. La existencia de esta falta de acuerdo entre la teoría y las
observaciones ha motivado el desarrollo de teorías alternativas de la gravedad, con
la esperanza de que alguna de ellas explique naturalmente los fenómenos arriba
mencionados. Una clase corresponde a las llamadas teorías escalar-tensoriales, que
al tensor métrico de la relatividad general agregan un campo escalar, cuya diná-
mica e interacciones detalladas dependen de cada teoría. El principal resultado de
Horndeski [52] fue encontrar la forma más general para una teoría escalar-tensorial
que resulte en ecuaciones de movimiento de segundo orden. La teoría estudiada en
este trabajo es un caso particular de la teoría de Horndeski.

La estructura de esta tesis es la siguiente. En el capítulo 2 se presenta breve-
mente la teoría de la relatividad general y se realiza una revisión de las soluciones
de agujeros negros más conocidas. El capítulo 3 es una introducción al tema de
lentes gravitatorias: se deducen las ecuaciones geométricas de la trayectoria, y se
muestra como calcular el ángulo de deflexión a partir de un espacio-tiempo dado.
Se consideran los dos límites usuales: el de deflexión débil, aplicable cuando el rayo
de luz atraviesa siempre la región del espacio-tiempo lejana a la lente, y el de defle-
xión fuerte, que corresponde a un rayo de luz pasando cerca de la esfera de fotones
de un agujero negro. Luego, en el capítulo 4, se presenta la teoría de Horndeski
en su forma general y en el caso particular que es de interés, junto con la solución
de agujero negro a estudiar. Se aplica el formalismo de lensing gravitatorio a esta
geometría, y se toman dos ejemplos astrofísicos para ilustrar las posibilidades de
observación de lensing en el régimen de deflexión fuerte. Por último, en el capítulo
5 se discuten algunas conclusiones sobre todo lo desarrollado a lo largo del trabajo.

4La constante cosmológica es una constante con un valor a priori no determinado que aparece
en las ecuaciones de Einstein. Como produce el mismo efecto gravitatorio que la energía oscura
[43], es común usar ambas frases de manera intercambiable.
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Capítulo 2

Relatividad general y agujeros
negros

En este capítulo se realiza una introducción a la teoría de la relatividad ge-
neral y se presenta en detalle el agujero negro más simple, el espacio-tiempo de
Schwarzschild. Concretamente, en la sección 2.1 se introducen los conceptos bási-
cos de la relatividad general, y en la sección 2.2 se presenta el formalismo necesario
para describir las ecuaciones de Einstein. En la sección 2.3 se describe el agujero
negro de Schwarzschild junto con las propiedades de los agujeros negros en general.
Todos los aspectos de la relatividad general descriptos a lo largo de este capítulo
pueden encontrarse en libros tales como Misner, Thorne y Wheeler [43] o Carroll
[53]. Desde este punto en adelante se usan unidades tales que G = c = 1.

2.1. Relatividad general
La relatividad general es una teoría en la cual la gravedad queda descripta

por la geometría del espacio-tiempo. Su objeto fundamental es el tensor métrico o
métrica gµν , el cual es un tensor covariante de rango 2 simétrico (es decir gµν = gνµ)
y no degenerado (es decir que si gµνXν = 0, entonces Xν = 0) definido en una
variedad diferenciable. En cada punto de la misma se puede realizar un cambio de
coordenadas que diagonaliza la métrica con los elementos de la diagonal iguales
a ±1; la especificación de los signos de los mismos se denomina la signatura de
la métrica. En estas coordenadas, se denomina métrica Riemanniana a aquella
que tiene todos los elementos de la diagonal iguales a 1; en relatividad se trabaja
normalmente en cuatro dimensiones y con signatura (−,+,+,+), lo que implica
una métrica semi-Riemanniana o Lorentziana1.

1Es posible usar también una signatura (+,−,−,−); ambas convenciones son equivalentes.
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La métrica permite calcular productos escalares entre vectores; dados dos vec-
tores ~X e ~Y , su producto escalar se define como

~X · ~Y ≡ gµνX
µY ν , (2.1)

donde se adopta la convención de Einstein de sumar sobre los índices repetidos.
En particular, X2 ≡ ~X · ~X = gµνX

µXν es el producto de un vector por sí mismo, y
puede ser positivo, negativo o cero, en cuyo caso el vector ~X se denomina espacial,
temporal, o nulo, respectivamente. El conjunto de todos los vectores nulos tangentes
a un evento se denomina el cono de luz en dicho evento.

Es usual describir una dada métrica dando una expresión para el intervalo ds2

entre dos puntos xµ y xµ + dxµ separados infinitesimalmente. El mismo es

ds2 ≡ ~dx · ~dx = gµν dx
µ dxν , (2.2)

usando la regla (2.1) para el producto escalar entre vectores. Cualquier expre-
sión cuadrática en los dxµ permite extraer los componentes de la métrica en las
coordenadas correspondientes.

En un espacio (o espacio-tiempo) plano es posible comparar dos vectores situa-
dos en distintos puntos comparando sus componentes en coordenadas cartesianas;
geométricamente, los vectores se transportan de manera paralela hasta hacer coin-
cidir sus bases. Sin embargo, en un espacio curvo general no hay una noción a
priori de transporte paralelo, por lo que debe ser definida explícitamente. Una
noción de transporte paralelo se denomina una conexión, y la conexión estándar
en la relatividad general es la conexión de Levi-Civita. En una base coordenada,
la misma se puede definir mediante los símbolos de Christoffel

Γµνλ ≡
1
2g

µρ(gρν,λ + gρλ,ν − gνλ,ρ), (2.3)

donde una coma significa una derivada con respecto a la coordenada indicada:
gρν,λ = ∂λgρν . Los símbolos de Christoffel no forman un tensor, pero dado un vector
o tensor se puede definir su derivada covariante, que sí lo es. Más específicamente,
dado un vector ~X se define un tensor de tipo (1, 1) llamado su derivada covariante
cuyas componentes son

∇νX
µ ≡ Xµ

;ν ≡ Xµ
,ν + ΓµνλXλ; (2.4)

hay definiciones similares para tensores de mayor rango. Este objeto se transforma
como un tensor, y tiene la interpretación geométrica de dar el transporte paralelo
de ~X: dada una curva con vector tangente ~Y , el vector ~X se dice transportado
paralelamente a lo largo de la curva si se cumple que

Y ν∇νX
µ = 0. (2.5)
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Una de las propiedades que separan a la conexión de Levi-Civita de otras es que
es compatible con la métrica; es decir, ∇µgνλ = 0.

Una curva que transporta paralelamente su vector tangente se denomina una
geodésica2. Los puntos de la curva se pueden escribir en función de un parámetro
λ como xµ(λ) y el vector tangente es Uµ = dxµ/dλ . La condición de que la curva
transporte paralelamente su vector tangente es entonces

dUµ

dλ
+ ΓµνρU νUρ = 0. (2.6)

La importancia de las geodésicas radica en que uno de los postulados de la re-
latividad general es que las partículas libres de fuerzas se mueven a lo largo de
geodésicas en el espacio-tiempo3; en particular, las partículas con masa deben mo-
verse a lo largo de geodésicas temporales, es decir, aquellas cuyo vector tangente
cumple ~U · ~U < 0: localmente esto implica que la partícula se mueve más lenta-
mente que la luz. El estudio de la propagación de la luz en espacio-tiempos curvos
asegura que, bajo ciertas hipótesis4, los rayos de luz se mueven a lo largo de geo-
désicas nulas (es decir, aquellas con ~U · ~U = 0). Más aún, para propósitos de la
propagación de la energía, es posible considerar un rayo de luz como un conjunto
de partículas (fotones) moviéndose a lo largo de geodésicas nulas. Por lo tanto,
a lo largo de este trabajo las frases “rayo de luz” y “fotón” se usan de manera
intercambiable. Dada una curva temporal (no necesariamente una geodésica), es
usual normalizar su parámetro para que su vector tangente ~U sea unitario, es de-
cir, ~U · ~U = −1. En tal caso, el parámetro coincide con el tiempo propio τ a lo
largo de la curva, y el vector tangente se denomina cuadri-velocidad. Sin embargo,
esto no es posible de realizar para una curva nula, ya que el vector tangente tiene
norma cero independientemente de la normalización del parámetro λ. La conven-
ción usual es llamar pµ = dxµ/dλ al vector tangente con λ definido a menos de
una transformación afín λ→ aλ+ b. Se puede fijar la normalización del parámetro
pidiendo que ~p sea el cuadri-impulso físico del fotón, aunque la ambigüedad en λ
no es un problema para las aplicaciones clásicas. Para una partícula con masa se
puede definir simplemente ~p = m~U como su cuadri-impulso físico.

2El nombre viene de que las geodésicas son las curvas que minimizan la distancia entre dos
puntos o, en el espacio-tiempo, las que extremizan el intervalo.

3Estrictamente esto se aplica a partículas de prueba, es decir, aquellas cuya influencia gravi-
tatoria es suficientemente chica como para despreciar su efecto sobre el campo gravitatorio de
fondo; esto es análogo a la condición de partícula de prueba en el electromagnetismo. Además,
las partículas deben tener un tamaño mucho menor que la escala de variación típica del campo
gravitatorio; si no es así, se deben tener en cuenta efectos debidos a los gradientes de gravedad.

4Al igual que en la óptica geométrica clásica, se pide que la longitud de onda de la luz sea
mucho menor que la escala en la que cambian las propiedades tales como amplitud, polarización
y la misma longitud de onda. Adicionalmente, debe ser mucho menor que el radio de curvatura
típico del espacio-tiempo.
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Por último es necesaria la extensión de las leyes de conservación a espacio-
tiempos curvos. Para el presente trabajo no se necesitará la formulación más ge-
neral de la misma sino una más simple: si la métrica es independiente de una
coordenada xα, la correspondiente componente covariante del impulso pα es cons-
tante a lo largo de una geodésica. Por ejemplo, un espacio-tiempo se denomina
estacionario si se pueden elegir coordenadas en las cuales la métrica es indepen-
diente del tiempo. En tal caso, sobre cualquier geodésica (ya sea correspondiente
a una partícula con masa o a un fotón) se conservará pt = gtµp

µ; esta cantidad se
identifica con la energía, al ser la magnitud conservada como resultado de inva-
riancia ante traslaciones temporales.

2.2. Ecuaciones de Einstein
Los aspectos descriptos hasta ahora son, en la mayoría de los casos, comunes a

distintas teorías de la gravedad, ya sean la relatividad general o una de sus alterna-
tivas. Con lo ya dicho es posible, dada una métrica gµν , calcular las trayectorias de
partículas puntuales libres. El elemento que falta es una ley que permita obtener
la métrica generada por una dada distribución de materia, que sea análoga a la
ecuación de Poisson ∇2φ = 4πρ en la gravedad Newtoniana. Para esto se utiliza
el tensor de Riemann o tensor de curvatura Rµ

νλρ. El mismo expresa el cambio
que hay en un vector transportado paralelamente a lo largo de una curva cerrada
infinitesimal; en un espacio plano el transporte paralelo es independiente del ca-
mino, por lo que el tensor de Riemann es cero. Equivalentemente está dado por
un conmutador de derivadas covariantes, nuevamente expresando el hecho de que
el transporte paralelo depende del camino:

Rµ
νλρV

ν ≡ ∇λ∇ρV
µ −∇ρ∇λV

µ. (2.7)

Expandiendo las derivadas covariantes segun la expresión (2.4) se obtiene que

Rµ
νλρ = Γµνρ,λ − Γµνλ,ρ + ΓµλσΓσνρ − ΓµνσΓσλρ. (2.8)

El tensor de Riemann obedece ciertas propiedades de simetría que reducen la can-
tidad de componentes independientes a 20 en un espacio-tiempo de 4 dimensiones.
Estas simetrías son

Rαβµν = −Rβαµν = −Rαβνµ = Rµναβ (2.9)

y
Rαβµν +Rαµνβ +Rανβµ = 0. (2.10)

Por otro lado, se satisfacen también las identidades de Bianchi

Rµ
νλρ;σ +Rµ

νρσ;λ +Rµ
νσλ;ρ = 0. (2.11)

8



A partir del tensor de Riemann se pueden definir el tensor de Ricci

Rµν ≡ Rλ
µλν (2.12)

y el escalar de curvatura
R ≡ Rµ

µ = gµνRµν . (2.13)
Al proponer una ecuación de movimiento para la métrica, se toma como principio
básico que la densidad de masa es la fuente del campo gravitatorio; en una teoría
relativista, ésta se generaliza al tensor de energía-momento Tµν , y la conservación
del mismo es expresada por ∇µT

µν = 0. Por lo tanto, es razonable proponer que
Tµν esté igualado a algún tensor relacionado con la métrica que satisfaga esta iden-
tidad; de esta manera, las ecuaciones de movimiento implican automáticamente
la conservación de energía-momento. Usando las identidades de Bianchi (2.11) se
puede ver que el tensor de Einstein

Gµν ≡ Rµν −
1
2gµνR (2.14)

satisface la identidad ∇µG
µν = 0. Se tienen entonces las ecuaciones de Einstein

Gµν + Λgµν = 8πTµν , (2.15)

donde Λ es llamada la constante cosmológica y el factor 8π se puede deducir pi-
diendo que las ecuaciones de Einstein se reduzcan a la gravedad Newtoniana en
el límite correspondiente, es decir, cuando el campo gravitatorio es estático, débil,
y los objetos se mueven con velocidades pequeñas comparadas con la velocidad
de la luz. El actual modelo estándar cosmólogico, llamado el modelo Λ-CDM por
cold dark matter, es decir, materia oscura fría, determina un valor del orden de
Λ ∼ 10−52 m−2. Este valor es mucho menor a las curvaturas típicas a escalas loca-
les5, por lo que para propósitos de este trabajo puede ser ignorado; en lo que sigue
se tomará Λ = 0.

En particular, es relevante la forma de las ecuaciones de Einstein en vacío, con
Tµν = 0. Contrayendo índices en Ec. (2.15) para Λ = 0 se obtiene que

−R = 8πT µµ, (2.16)

por lo que si Tµν = 0 entonces R = 0 y las ecuaciones de Einstein en vacío son
simplemente

Rµν = 0. (2.17)
5Pasando el término de constante cosmológica al lado derecho de las ecuaciones de Eins-

tein, la misma puede considerarse como una contribución al tensor energía-momento de TΛ
µν =

−Λ/(8π)gµν , lo que implica una densidad de energía ρΛ = Λ/8π ∼ 10−26 kg/m−3, mucho menor
que las densidades relevantes para objetos astrofísicos.
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La solución más simple a estas ecuaciones es gµν = ηµν = diag(−1, 1, 1, 1), llamada
la métrica de Minkowski. Su tensor de curvatura se anula, por lo que es la métrica
de un espacio-tiempo plano.

Las ecuaciones de Einstein se pueden obtener también a partir de la acción

S = 1
16π

∫
d4x
√
−gR︸ ︷︷ ︸

SEH

+SM , (2.18)

donde g = det(gµν) y SEH se denomina la acción de Einstein-Hilbert; el factor de√
−g es necesario para que la acción sea un escalar. SM es la parte de la acción

correspondiente a la materia; se tiene la relación Tµν = −2/√−g δSM/δgµν . La
modificación de la acción de Einstein-Hilbert es el punto de partida más común
para proponer teorías alternativas a la relatividad general.

2.3. Agujeros negros
Una de las primeras soluciones encontradas a las ecuaciones de Einstein es

la solución de Schwarzschild, correspondiente a la métrica de vacío exterior a un
objeto esférico. Para empezar, cualquier métrica con simetría esférica se puede
llevar a la forma

ds2 = −A(r) dt2 +B(r) dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2), (2.19)

donde (t, r, θ, ϕ) se comportan como las coordenadas esféricas usuales. Reempla-
zando el ansatz (2.19) en las ecuaciones de Einstein en vacío (2.17) se obtiene

A(r) = 1
B(r) = 1− 2M

r
, (2.20)

con M una constante de integración. De esta manera se tiene la métrica de Sch-
warzschild:

ds2 = −
(

1− 2M
r

)
dt2 + dr2

1− 2M/r
+ r2 dΩ2 , (2.21)

usando la abreviación usual dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2. Ésta es la solución de vacío
con simetría esférica en la relatividad general: corresponde al exterior de un objeto
esférico, tal como un planeta o una estrella. En este caso, el parámetro M es
interpretado como la masa del objeto, lo que se puede justificar analizando órbitas
lejanas y comparando con la gravedad Newtoniana.

Se puede ver por análisis dimensional que rS = 2M es una distancia, deno-
minada el radio de Schwarzschild; cuando r → rS la métrica se vuelve singular,
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ya que se tiene que gtt → 0 y grr → ∞. Para la gran mayoría de los objetos as-
trofísicos el radio de Schwarzschild asociado con su masa es mucho menor que su
radio; por ejemplo, para el Sol se tiene rS� ≈ 3 km. Esto quiere decir que la solu-
ción de vacío deja de ser válida a partir de un radio mucho mayor que rS, y debe
ser reemplazada por una que incluya algún modelo de la materia que compone al
objeto. Por lo tanto, la singularidad de la métrica de Schwarzschild no es un pro-
blema para un objeto con un radio R > rS. Vale preguntarse igualmente qué pasa
si un objeto tiene un radio menor a su radio de Schwarzschild. La métrica tiene
singularidades en r = 0 y r = rS, y se puede ver que estas singularidades tienen
distintas características. El punto r = 0 es una verdadera singularidad física, en el
sentido de que la curvatura diverge; en particular, se puede calcular el escalar de
Kretschmann K = RαβγδR

αβγδ = 48M2/r6, el cual diverge a medida que r → 0.
Al ser un escalar, es independiente del sistema coordenadas usado, y es cuadrático
en la curvatura (es decir, en el tensor de Riemann); por lo tanto, se lo puede tomar
como un indicador de que las magnitudes físicas divergen en r = 0. Sin embargo,
la singularidad en r = rS no es física, sino que corresponde a una “mala” elección
de coordenadas. El hecho de que las componentes de gµν diverjan o sean cero no
necesariamente tiene consecuencias físicas, ya que dependen del sistema de coor-
denadas. Como ejemplo se puede tomar al plano R2 en coordenadas polares, en
las cuales la métrica toma la forma ds2 = dr2 + r2 dϕ2. Cuando r → 0 se tiene
que gϕϕ → 0 y gϕϕ → ∞, y sin embargo el espacio es perfectamente regular en
r = 0; esto se puede demostrar mediante el cambio a coordenadas cartesianas, en
las que no hay ninguna singularidad. Para la métrica de Schwarzschild el cambio
de coordenadas es menos obvio pero existe; una posible elección son las coordena-
das de Kruskal-Szekeres, en las cuales las coordenadas de Schwarzschild (t, r) se
intercambian por otro par (T,R) dado por

T =
(
r

2M − 1
)1/2

er/4M sinh
(

t

4M

)
R =

(
r

2M − 1
)1/2

er/4M cosh
(

t

4M

)
 si r > 2M, (2.22)

T =
(

1− r

2M

)1/2
er/4M cosh

(
t

4M

)
R =

(
1− r

2M

)1/2
er/4M sinh

(
t

4M

)
 si r < 2M. (2.23)

En estas coordenadas la métrica resulta ser

ds2 = 32M3

r
e−r/2M

(
− dT 2 + dR2

)
+ r2 dΩ2 , (2.24)

con r definido implícitamente en función de T y R a través de

− T 2 +R2 =
(
r

2M − 1
)
er/2M . (2.25)
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Se puede observar que la superficie r = rS corresponde a |T | = |R|, y que en estas
coordenadas la métrica es regular no sólo sobre dicha superficie sino en todo el
espacio-tiempo, salvo en r = 0.

La superficie definida por r = rS se denomina el horizonte de eventos, y es de
importancia fundamental, ya que define una zona del espacio-tiempo de la cual
ningúna partícula que siga una trayectoria temporal o nula puede escapar. La
presencia de esta superficie es lo que define a los objetos denominados agujeros
negros. Una forma rápida de ver esto es notar que en la métrica expresada en
coordenadas de Schwarzschild, Ec. (2.21), los coeficientes junto a dt2 y dr2 cambian
de signo cuando r < 2M . Esto implica que dentro del agujero negro la coordenada
t es espacial y r es temporal; más precisamente, se cumple que ∂/∂t · ∂/∂t > 0 y
∂/∂r · ∂/∂r < 0, lo que implica que los correspondientes vectores tangentes son
espacial y temporal respectivamente. Por lo tanto, para cualquier trayectoria que
no se mueva más rápido que la luz r debe ser siempre decreciente6, ya que hace
las veces de “tiempo” para la trayectoria: cualquier objeto que entre a un agujero
negro necesariamente debe moverse hacia r = 0.

I

II

Figura 2.1: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de Schwarzschild. Las coor-
denadas (θ, ϕ) no se muestran, por lo que cada punto representa una 2-esfera. Los
rayos de luz corresponden a rectas a 45o. El horizonte de eventos es la recta mar-
cada r = 2M que divide las regiones I y II, que son el interior y el exterior del
agujero negro respectivamente. La línea en zig-zag es la singularidad.

6Es posible hablar de un “agujero blanco”, para el cual r debe ser siempre creciente. No hay
evidencia observacional de la existencia de dichos objetos, por lo que no serán considerados en
este trabajo.
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A partir de las coordenadas de Kruskal-Szekeres (T,R), se puede realizar un
cambio de coordenadas que las lleva a un dominio finito. De esta manera, se puede
realizar un diagrama de espacio-tiempo acotado para visualizar la estructura de
la geometría considerada. Se puede ver de la métrica (2.24) que los rayos de luz
radiales (es decir, con ds2 = 0 y dΩ2 = 0) tienen | dR/dT | = 1, por lo que son
representados por rectas a 45◦. El cambio de coordenadas mencionado preserva
esta propiedad, y el diagrama resultante, mostrado en la Figura 2.1, es conocido
como un diagrama de Penrose. En este diagrama, los bordes no son parte del
espacio-tiempo propiamente dicho sino que son el infinito, traído a una distancia
finita por el cambio de coordenadas. Se puede ver claramente que el horizonte
de eventos está a 45o, por lo que ninguna trayectoria temporal o nula (es decir,
con inclinación mayor o igual a 45o) puede salir una vez cruzado el horizonte.
El diagrama también muestra que, para los objetos que caen dentro del agujero
negro, la inevitabilidad de llegar a la singularidad se debe a que la misma está en
el futuro de todas las trayectorias. En otras palabras, la singularidad es espacial
y no temporal; es más similar a un instante en el tiempo que a un punto en el
espacio.

I

II

III

IV

Figura 2.2: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de Schwarzschild extendido.
Las regiones I y III son dos regiones asintóticamente planas que no se pueden
comunicar entre sí.

El espacio-tiempo de la Figura 2.1 tiene la particularidad de ser incompleto
hacia el pasado; es decir, hay trayectorias que continuadas hacia el pasado llegan
al “borde” del espacio-tiempo en tiempo propio finito, y en este borde, correspon-
diente a r = 2M y t = −∞, no hay ninguna singularidad. Esta situación puede
resolverse de dos maneras. Matemáticamente, la métrica en la forma de Kruskal-
Szekeres (2.24) describe un espacio-tiempo más grande que el cubierto por las

13



coordenadas (t, r); el diagrama de Penrose de dicho espacio-tiempo, a veces llama-
do Schwarzschild extendido, se muestra en la Figura 2.2. Su principal característica
es que describe dos regiones separadas del espacio-tiempo, unidas a través de un
agujero negro y un agujero blanco. La estructura causal de la geometría implica
que las dos regiones no pueden comunicarse entre sí. Este espacio-tiempo, sin em-
bargo, corresponde a un agujero negro estático y eterno. Las soluciones realistas
en las que el agujero negro se forma a partir de un colapso de materia modifican
el pasado del mismo, de manera que se evita la incompletitud de las trayectorias,
y el espacio-tiempo se aproxima al espacio-tiempo de Minkowski para t → −∞.
En cualquier caso, para este trabajo sólo es relevante la región exterior al hori-
zonte de eventos mostrado en el diagrama incompleto (Figura 2.1), así que estas
modificaciones no son necesarias.

La solución de Schwarzschild es la que corresponde a un agujero negro no ro-
tante en el vacío. Se puede obtener también una solución esféricamente simétrica
de agujero negro con carga eléctrica, llamada la solución de Reissner-Nordström.
Para esto hay que resolver las ecuaciones de Maxwell en conjunto con las de Eins-
tein, ya no en vacío sino con el tensor de energía-momento correspondiente a un
campo electrostático. Esta solución tiene la forma

A(r) = 1
B(r) = 1− 2M

r
+ Q2

r2 , (2.26)

con Q la carga del agujero negro. Posee un horizonte de eventos siempre y cuando
|Q| ≤ M ; para |Q| > M el horizonte desaparece dando lugar a una singularidad
desnuda, lo que normalmente no es considerado una solución física7. Al igual que
la solución de Schwarzschild, esta geometría tiene una singularidad en r = 0.
También es posible considerar un agujero negro rotante; la métrica resultante,
conocida como la solución de Kerr, se vuelve significativamente más complicada,
ya que la rotación rompe la simetría esférica, dejando sólo una simetría axial. En
este caso, el momento angular J debe cumplir J < M2 para que exista el horizonte
de eventos. Finalmente, la solución más general, involucrando tanto carga eléctrica
como momento angular, es conocida como la solución de Kerr-Newman. Ambos
casos de agujeros negros rotantes presentan una singularidad en forma de anillo,
en lugar de la versión puntual de las geometrías con simetría esférica. Por fuera
del horizonte de eventos, las geometrías de Kerr y de Kerr-Newman presentan una
zona llamada ergoesfera. En esta región, un cuerpo no puede permanecer en reposo
y debe rotar en la dirección que lo hace el agujero negro.

Para el presente trabajo, el aspecto más importante de los agujeros negros es
que tienen una superficie denominada esfera de fotones. Un rayo de luz puede orbi-
tar el agujero negro únicamente sobre una órbita circular, cuyo radio es rm = 3M

7Ver el final de la sección 4.4 para una discusión similar en el contexto de la teoría de Horn-
deski.
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para el agujero negro de Schwarzschild, y dicha órbita es inestable: cualquier fotón
que esté en un radio ligeramente mayor a rm y moviéndose hacia afuera escapará
al infinito, mientras que si cruza la esfera de fotones hacia adentro inevitablemente
caerá al agujero negro. Como se mencionó en la introducción, la presencia de la
esfera de fotones reviste especial interés en el caso de las lentes gravitatorias.
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Capítulo 3

Lentes gravitatorias

En este capítulo se analizan las posibles trayectorias de los fotones en la región
cercana a un agujero negro, con el objetivo de encontrar expresiones para el ángulo
de deflexión en los límites de deflexión débil y deflexión fuerte. Sin embargo, para
hacer conexión con las observaciones es necesario tener una ecuación que relacione
el ángulo de deflexión proveniente de la teoría de gravedad elegida con los obser-
vables astronómicos. En la sección 3.1 se realiza un resumen de las ecuaciones de
lentes conocidas, con especial énfasis en la que se usará en el resto del trabajo. Lue-
go en la sección 3.2 se obtiene una fórmula para encontrar el ángulo de deflexión
en cualquier espacio-tiempo esféricamente simétrico y asintóticamente plano, y en
las secciones 3.3 y 3.4 se toman límites de esta fórmula en los casos de deflexión
débil y deflexión fuerte. En la sección 3.5 se obtienen las posiciones y magnifica-
ciones de las imágenes y se definen dos cantidades que permiten hacer conexión
con observaciones. Por último, en la sección 3.6 se aplica todo el formalismo a la
métrica de Schwarzschild como ejemplo.

3.1. Ecuación de la lente
La geometría de una lente gravitatoria puede verse en la Figura 3.1. Se define al

eje óptico como la recta entre la lente y el observador. DOL es la distancia entre los
mismos, DLS la distancia entre la lente y el plano de la fuente, y DOS = DOL+DLS

la distancia del observador al plano de la fuente. Se denomina β al ángulo que
forma la fuente con el eje óptico, y θ al ángulo en que se observa la imagen. Por
último, α es el ángulo de deflexión de la luz, que puede ser mayor a 2π en el
caso de que la misma dé una o más vueltas completas alrededor de la lente. En la
figura se ilustra una situación donde la imagen y la fuente están, desde el punto
de vista del observador, del mismo lado de la lente. Al final de esta sección se
tratará el caso de una imagen que esté del lado opuesto. El espacio-tiempo es
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tomado como asintóticamente plano, y en el presente trabajo (así como en gran
parte de la literatura) se considera que tanto el observador como la fuente están
situados en el infinito1, es decir, suficientemente lejos de la lente como para que
el efecto de su campo gravitatorio sea despreciable. Concretamente, si rg da la
escala de distancia de la métrica en cuestión (por ejemplo, si la métrica es la de
Schwarzschild entonces rg = 2M), se pide que rg/DOL � 1 y rg/DLS � 1. La
ventaja de esta aproximación es que se puede usar la geometría Euclideana para
las relaciones geométricas.

LO

S

I

C

M

Figura 3.1: Geometría de una lente gravitatoria en la aproximación de lente delga-
da. S, L, I y O son la fuente, la lente, la imagen y el observador respectivamente.
β es el ángulo de la fuente con respecto a la lente, θ el ángulo de la imagen, y α el
ángulo de deflexión. Se ilustra la primera imagen, para la cual 0 < α < 2π.

De acuerdo con las aproximaciones que se hagan, es posible escribir distintas
expresiones para la denominada ecuación de la lente; los artículos de Frittelli et al.
[54] y Bozza [55] tratan el tema en detalle. Una de las ecuaciones de la lente más
populares y una de las primeras en ser propuestas es la de Virbhadra y Ellis [56].
En ella se realiza la aproximación denominada de lente delgada: se considera que
el punto C de la Figura 3.1, donde se cortan las tangentes a los rayos de luz, está
ubicado sobre el plano de la lente. En otras palabras, se aproxima a la trayectoria de

1Ver, por ejemplo, Ref. [47] para un análisis con distancias arbitrarias.
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la luz con dos líneas rectas que se encuentran en el plano de la lente. La deducción
de la ecuación de lente es simple. Se ve de la Figura 3.1 que MS = DOS tan β,
MI = DOS tan θ y SI = DCS[tan θ+tan(α− θ)]. La aproximación de lente delgada
consiste entonces en decir que DCS ≈ DLS, y la ecuación resulta

DOS tan β = DOS tan θ −DLS[tan θ + tan(α− θ)]. (3.1)

La siguiente aproximación que se puede hacer es la de ángulos pequeños o, más
precisamente, de alto alineamiento. Los efectos debidos a la deflexión de la luz son
más pronunciados cuando fuente, lente y observador están alineados entre sí; por
lo tanto, es razonable considerar el caso en que los ángulos β y θ son pequeños
[5]. En esta situación, el ángulo de deflexión α no es necesariamente pequeño,
pero debe estar cerca de un múltiplo de 2π, por el alto alineamiento. Si se define
α = 2πn+∆α con |∆α| � 1, entonces al hacer una aproximación de primer orden
de las funciones trigonométricas en Ec. (3.1) se tiene que

β = θ − DLS

DOS

∆α. (3.2)

Esta es la ecuación que se usará en el resto del trabajo. En su derivación se ha
supuesto que la fuente y las imágenes están del mismo lado de la lente, tomando
todos los ángulos como positivos. De estas imágenes, la que tiene 0 < α < 2π se
denomina imagen primaria. La misma fórmula se puede usar para imágenes que
aparezcan del lado opuesto de la lente [12], de las cuales la primera se denomina
imagen secundaria. En la Figura 3.2 se muestra que tener imágenes del lado de
abajo es equivalente a tener un β negativo. O, dicho de otra manera, si en la
ecuación (3.2) se reemplaza β por −β, se obtienen las imágenes del lado opuesto
de la lente, con θ y α positivos.

L
O

S

I

C L
O

S

I

C

(a) (b)

Figura 3.2: (a) Imagen secundaria, con θ y α medidos del lado opuesto que β. En
(b) se ilustra cómo esto es equivalente a tener θ y α positivos, igual que en la
imagen primaria, pero con β negativo.
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3.2. Ángulo de deflexión exacto
En esta sección se estudia el comportamiento de un rayo de luz que se deflecta

en el campo gravitatorio de un objeto esférico y estático. El desarrollo tiene dos
partes principales: primero se introduce la métrica, se deduce la ecuación de la
órbita, se encuentra el radio de la esfera de fotones y se escribe la integral a resolver
para encontrar el ángulo de deflexión. Dicha integral es en general imposible de
hallar analíticamente, por lo que en las siguientes dos secciones se tomarán los
límites en los que el rayo de luz pasa cerca o lejos respectivamente de la esfera de
fotones.

Se comienza entonces con la ya mencionada forma general de una métrica con
simetría esférica [43]:

ds2 = −A(r) dt2 +B(r) dr2 + C(r)(dθ2 + sin2 θ dϕ2). (3.3)

Siempre es posible realizar un cambio de coordenadas para tener C(r) = r2, pero
no siempre es conveniente, por lo que es común dejar que la función C(r) sea arbi-
traria. Dada esta forma general, la condición de que la métrica sea asintóticamente
plana cuando r →∞ se expresa como

A(r)→ 1,
B(r)→ 1,
C(r)→ r2,

(3.4)

ya que el espacio-tiempo de Minkowski en coordenadas esféricas tiene la forma
descripta arriba con A(r) = B(r) = 1, C(r) = r2. La simetría esférica del problema
permite tomar θ = π/2 sin pérdida de generalidad [43].

El primer paso es identificar las conservaciones correspondientes en este caso.
El cuadri-impulso de un fotón se puede escribir de manera general como

pµ = (ṫ, ṙ, 0, ϕ̇), (3.5)

donde el punto representa la derivada con respecto al parámetro afín. Al ser la
métrica independiente de t y de ϕ, se obtienen las cantidades conservadas

E ≡ −pt = A(r)ṫ (3.6)

L ≡ pϕ = C(r)ϕ̇. (3.7)

Estas constantes pueden ser interpretadas como la energía y el momento angular
del fotón, al resultar de la invariancia de la métrica ante traslaciones temporales
y rotaciones respectivamente. Se asume aquí que ninguna de las dos es cero. Re-
emplazando ambas cantidades conservadas en la expresión (3.5) para pµ y usando
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que el mismo satisface pµpµ = 0, se obtiene que

− E2

A(r) +B(r)ṙ2 + L2

C(r) = 0. (3.8)

Resulta conveniente definir el parámetro de impacto b = L/E. Su nombre se
justificará a continuación calculando el ángulo θ en la posición del observador, su-
poniendo que el mismo se encuentra en la región asintóticamente plana del espacio-
tiempo, como muestra la Figura 4.3. En el límite r →∞ (ver Ec. (3.4)) y usando
las leyes de conservación se tiene que pϕ = L/r2. Ésta es la componente en la
base coordenada, en la cual la métrica toma la forma (3.3); la componente en la
base ortonormal asociada, mostrada en la figura, es pϕ̂ = √gϕϕpϕ = L/r. Usando
Ec. (3.8), se ve que la hipotenusa al cuadrado del triángulo determinado por la
cantidad de movimiento es ṙ2 + L2/r2 = E2, por lo que

sin θ = L/r

E
= b

r
, (3.9)

lo que le da a b su interpretación geométrica como el parámetro de impacto (ver
Figura 3.1, donde se muestra que b = r sin θ = DOL sin θ).

LO

Figura 3.3: Cantidad de movimiento (o vector de onda) ~p en la posición del ob-
servador, suponiendo que el mismo está muy alejado de la lente. Estrictamente se
muestra la proyección espacial de la cantidad de movimiento y no el cuadrivector
completo.

Volviendo a la ecuación (3.8), la misma se puede reescribir como

ṙ2 + V (r) = 0, (3.10)

con
V (r) = − L2

B(r)C(r)

(
C(r)
A(r)b2 − 1

)
≡ − L2

B(r)C(r)R(r), (3.11)

donde se ha definido
R(r) = C(r)

A(r)b2 − 1. (3.12)
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De la ecuación (3.10) se ve que V (r) funciona de potencial efectivo para una par-
tícula moviéndose con energía igual a 0. Usando que la métrica es asintóticamente
plana, es decir, las condiciones (3.4) sobre las funciones A, B y C, surge inme-
diatamente que ĺımr→∞ V (r) = −E2 < 0, lo que implica que la región r → ∞ es
accessible al fotón. Asumiendo que el mismo se acerca desde el infinito hacia la
lente, el punto de retorno será en r0, la solución más grande de V (r) = 0. Si se
asume que las funciones B(r) y C(r) no divergen fuera del horizonte de eventos,
dicho radio será también la solución más grande de R(r) = 0, de donde surge que

b =

√√√√C(r0)
A(r0) . (3.13)

Para seguir hace falta identificar la esfera de fotones, aquí definida como la
última órbita circular nula (Hasse y Perlick [57] comparan otras definiciones y
demuestran su equivalencia). Una órbita circular tiene ṙ = 0 y r̈ = 0; se demostró
arriba que ṙ = 0 implica R(r) = 0. Derivando la ecuación (3.10) con respecto al
parámetro afín se ve que r̈ = 0 cuando V ′(r) = 0, y usando que R(r) = 0 esta
condición se reduce a R′(r) = 0. Despejando se obtiene que el radio de la esfera
de fotones rm es tal que [13]

D(rm) = 0, (3.14)

con
D(r) = C ′(r)

C(r) −
A′(r)
A(r) . (3.15)

El último paso es escribir una expresión para el ángulo de deflexión. Para esto
se puede reemplazar

ṙ = dr

dϕ
ϕ̇ = dr

dϕ

L

C(r) (3.16)

en la ecuaciones de la trayectoria (3.10) y (3.11) para obtener(
dr

dϕ

)2

= C(r)R(r)
B(r) , (3.17)

de forma que

∆ϕ(r0) = 2
∫ ∞
r0

√√√√ B(r)
C(r)R(r) dr ≡ I(r0) (3.18)

es el cambio total en el ángulo azimutal para un fotón que viene desde el infinito
hasta un radio mínimo r0 y vuelve a salir hacia el infinito [58]. Es importante notar
que R(r) depende implícitamente de r0 a través de b. En ausencia de gravedad, se
tiene que A(r) = B(r) = 1 y C(r) = r2 y se puede verificar que ∆ϕ(r0) = π, y,
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como es de esperar, el rayo de luz no se desvía. Por lo tanto, se define el ángulo de
deflexión α como la diferencia entre ∆ϕ y π:

α(r0) = 2
∫ ∞
r0

√√√√ B(r)
C(r)R(r) dr − π = I(r0)− π. (3.19)

En las siguientes dos secciones se tomarán los límites r0 � rm y r0 → rm respec-
tivamente.

3.3. Límite de deflexión débil
El caso en el que la luz solamente atraviesa una región de campo débil es

históricamente el más relevante y el único que ha podido ser estudiado observacio-
nalmente hasta el presente. Para analizarlo se parte de la integral I(r0) definida
en Ec. (3.18) y se realiza una expansión [58] de las funciones A(r), B(r) y C(r)
para r → ∞. Las funciones A(r) y B(r) se pueden desarrollar a primer orden en
1/r:

A(r) ≈ 1− 2M
r
, (3.20)

B(r) ≈ 1 + 2γ0M

r
, (3.21)

donde M es la masa del objeto que produce el campo gravitatorio y γ0 un pará-
metro que depende de la métrica considerada. La razón por la que no se incluye
ningún parámetro en la expansión de A(r) es que la ecuación (3.20) es en la prác-
tica la definición de la masa del cuerpo, ya que es a través de A(r) que la misma
afecta las órbitas de objetos lejanos [58]. Por último, se toma C(r) = r2; tal elec-
ción siempre es posible mediante un cambio de coordenadas. La predicción de la
relatividad general es γ0 = 1.

Para reemplazar estas expansiones en I(r0) y aproximar, es conveniente volver
a escribir el integrando usando r0 en lugar de b mediante la ecuación (3.13), según
la cual 1/b2 = A(r0)/r2

0. Haciendo esta sustitución se obtiene que

I(r0) = 2
∫ ∞
r0

√
B(r)
r

((
r

r0

)2 A(r0)
A(r) − 1

)− 1
2

dr . (3.22)

Tomando aparte el último factor y reemplazando la expansión de A se tiene que(
r

r0

)2 A(r0)
A(r) − 1 ≈

(
r

r0

)2 (
1− 2M

r0

)(
1 + 2M

r

)
− 1; (3.23)
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desarrollando los paréntesis a primer orden en 1/r y 1/r0 esto es(
r

r0

)2 A(r0)
A(r) − 1 ≈

(
r

r0

)2 (
1 + 2M

(1
r
− 1
r0

))
− 1.

Distribuyendo y luego sacando un factor común de (r/r0)2 − 1 eventualmente se
obtiene que (

r

r0

)2 A(r0)
A(r) − 1 ≈

[(
r

r0

)2
− 1

](
1− 2Mr

r0(r + r0)

)
.

Reemplazando esto en la integral y expandiendo
√
B(r) queda entonces

I(r0) = 2
∫ ∞
r0

1

r

√(
r
r0

)2
− 1

(
1 + Mγ0

r
+ Mr

r0(r + r0)

)
dr . (3.24)

El primer término de esta integral se puede calcular usando la sustitución u =√
(r/r0)2 − 1 y los otros dos con la sustitución r = r0 secu. El resultado es [58]

I(r0) = π + 2M(1 + γ0)
r0

, (3.25)

de modo que finalmente el ángulo de deflexión en el límite de deflexión débil viene
dado por

α(r0) = I(r0)− π = 2M(1 + γ0)
r0

. (3.26)

Como se mencionó más arriba, la predicción de la relatividad general es γ0 =
1, dando el conocido resultado α = 4M/r0. Se puede notar que a este nivel de
aproximación r0 y b son equivalentes, ya que de la ecuación (3.13) se ve que para
r0 →∞, b ≈ r0 +M , con r0 �M .

En el límite de deflexión débil es bien conocido que hay dos imágenes cuyas
posiciones, para la geometría de Schwarzschild (es decir γ0 = 1), vienen dadas por
[5]

θp,s = 1
2

(
β ±

√
β2 + 4θ2

E

)
, (3.27)

donde θE =
√

4MDLS/(DOLDOS) es el radio de Einstein, y los signos (+) y (−)
corresponden a la imagen primaria y secundaria respectivamente. Las magnifica-
ciones son [5]

µp,s = 1
4

 β√
β2 + 4θ2

E

+

√
β2 + 4θ2

E

β

± 1
2 . (3.28)

Para alineación perfecta (β = 0), en lugar de dos imágenes puntuales se obtiene el
llamado anillo de Einstein, con θ = θE.
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3.4. Límite de deflexión fuerte
En esta sección se aproxima a la integral (3.19) para r0 cercano a rm, el radio

de la esfera de fotones, siguiendo el procedimiento introducido recientemente por
Tsukamoto [13]. El primer paso es hacer un cambio de variables2

z = 1− r0

r
, r = r0

1− z , dr = r0

(1− z)2 dz , (3.29)

mediante el cual la integral se convierte en

I(r0) =
∫ 1

0
f(z, r0) dz , (3.30)

con
f(z, r0) = 2r0√

G(z, r0)
, (3.31)

donde
G(z, r0) = R(r(z))C(r(z))

B(r(z)) (1− z)4. (3.32)

El objetivo es expandir G(z) hasta segundo orden en potencias de z; se puede ver
inmediatamente que G(z = 0) = 0, de manera que su desarrollo comienza con
el término de orden uno. Usando la notación de que una prima representa una
derivada con respecto a r, se tiene que

∂G

∂z
= G′

r0

(1− z)2 (3.33)

y
∂2G

∂z2 = G′′
r2

0
(1− z)4 +G′

2r0

(1− z)3 . (3.34)

El punto z = 0 corresponde a r = r0, por lo que la expansión de G alrededor de
dicho punto es

G(z, r0) = r0G
′
0z +

(1
2r

2
0G
′′
0 + r0G

′
0

)
z2 +O

(
z3
)
, (3.35)

donde un subíndice cero indica la función evaluada en r = r0. En lo que sigue se
calculan las derivadas; es importante recordar que R0 = 0 por definición de r0. De
la definición (3.15) de D(r) se tiene que

D′ = C ′′

C
− A′′

A
−
(
C ′

C

)2

+
(
A′

A

)2

= C ′′

C
− A′′

A
−D

(
D + 2A

′

A

)
, (3.36)

2Bozza [12] propuso usar z = (A(r) − A(r0))/(1 − A(r0)), pero esta sustitución no funciona
para una métrica ultraestática, es decir, una en la que A(r) es constante.
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mientras que las derivadas de R son

R′ = C ′

Ab2 −
CA′

A2b2 = (R + 1)D (3.37)

y
R′′ = R′D + (R + 1)D′ = (R + 1)(D2 +D′); (3.38)

evaluando en r = r0 se tiene que

R′0 = D0 (3.39)

y
R′′0 = D2

0 +D′0. (3.40)
Entonces, recordando que R0 = 0, la derivada de G es

G′0 = R′0C0

B0
= C0D0

B0
. (3.41)

La derivada segunda tiene varios términos; la estrategia general es intentar escribir
todo en función de D ya que esto luego simplificará las fórmulas. Si se escribe la
expansión de G como

G(z, r0) = g1(r0)z + g2(r0)z2 +O
(
z3
)
, (3.42)

entonces
g1(r0) = C0D0r0

B0
(3.43)

y

g2(r0) = C0r0

B0

{
D0

[(
D0 −

B′0
B0

)
r0 − 3

]
+ r0

2

(
C ′′0
C0
− A′′0
A0

)}
. (3.44)

Recordando que el radio de la esfera de fotones rm es donde D se anula, se ve
inmediatamente que

g1(rm) = 0 (3.45)
y

g2(rm) = Cmr
2
m

2Bm

D′m, (3.46)

donde Cm = C(rm) e igualmente para las otras funciones. Este resultado implica
que, para r0 = rm, G empieza a segundo orden en z y por lo tanto I(rm) diverge,
ya que su integrando, que va como G−1/2, es de orden 1/z cerca de z = 0. Esto
es finalmente la demostración de que a medida que la distancia de máximo acer-
camiento de un rayo de luz se acerca a la esfera de fotones, el ángulo de deflexión
diverge: el rayo puede dar una o más vueltas alrededor de la lente antes de volver a
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escapar al infinito. Como ya se dijo en la sección 3.1, las dos imágenes con α < 2π
que se ven a ambos lados de la lente se denominan imagen primaria y secundaria
según estén del mismo lado de la lente o del otro lado, mientras que todas las otras
se denominan imágenes relativistas. En la Figura 3.4 se muestra la primera imagen
relativista, con 2π < α < 4π. El siguiente paso es separar de la integral I(r0) su

LO

S

I

C

Figura 3.4: Primera imagen relativista, con 2π < α < 4π.

parte divergente. Para eso se define una función fD usando sólo la expansión a
segundo orden de G,

fD(z, r0) = 2r0√
g1(r0)z + g2(r0)z2

, (3.47)

y la integral divergente asociada

ID(r0) =
∫ 1

0
fD(z, r0) dz . (3.48)

Dicha integral se puede calcular explícitamente. Realizando una sustitución z =
(g1/2g2)(x− 1) la misma se convierte en

ID(r0) = 2r0√
g2

∫ 1+2 g2
g1

1

dx√
x2 − 1

. (3.49)

Usando la integral ∫ dx√
x2 − 1

= log
(
x+
√
x2 − 1

)
, (3.50)

se obtiene que

ID(r0) = 2r0√
g2

log
(
g1 + 2g2

g1
+ 2
g1

√
g2

2 + g1g2

)
(3.51)
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y finalmente se llega a que

ID(r0) = 4r0√
g2

log
√
g2 +√g1 + g2√

g1
. (3.52)

Ya se mostró que esta integral diverge cuando r0 → rm; se puede comprobar que
esto es cierto recordando que g1(rm) = 0. El objetivo es entonces escribir una forma
aproximada de Ec. (3.52) para r0 ≈ rm.

Para conectar con las cantidades observables resulta más conveniente usar como
variable a b, el parámetro de impacto. Como se vio en la Ec. (3.13), b(r0) =√
C0/A0, por lo que se puede definir un parámetro de impacto crítico

bc = b(rm) =
√
Cm
Am

. (3.53)

Es simple verificar que la expansión de segundo orden de b(r0) en r0 = rm está
dada por

b(r0) = bc + 1
4bcD

′
m(r0 − rm)2 +O

(
(r0 − rm)3

)
, (3.54)

o, despejando r0,

r0 − rm = 2

√√√√ 1
D′m

(
b

bc
− 1

)
. (3.55)

Para expandir la integral es necesario tener formas aproximadas de los coefi-
cientes g1 y g2 al primer orden no nulo cuando r0 → rm. Como g2(rm) 6= 0, es
suficiente su valor a orden cero dado en Ec. (3.46). Para g1 hay que ir a primer
orden:

dg1

dr0
= C0r0D

′
0

B0
+D0

d

dr0

(
C0r0

B0

)
; (3.56)

como Dm = 0, la expansión de g1 es

g1 ≈
CmrmD

′
m

Bm

(r0 − rm) ≈
2Cmrm

√
D′m

Bm

(
b

bc
− 1

) 1
2

(3.57)

Al hacer un desarrollo de la integral divergente (3.52) sólo son relevantes el término
que diverge de manera logarítmica cuando b→ bc y el término constante; términos
de orden más alto no son incluidos. Esto implica que el g1 en el denominador de la
Ec. (3.52) es el único lugar donde la dependencia con r0 (o con b) es importante;
en cualquier otra instancia de una función de r0 se puede reemplazar r0 = rm.
Comenzando con la integral divergente

ID(r0) = 4r0√
g2(r0)

log

√
g2(r0) +

√
g1(r0) + g2(r0)√
g1(r0)

, (3.58)
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separando el logaritmo en dos términos usando las propiedades y reemplazando
r0 ≈ rm se obtiene que

ID(r0) ≈ − rm√
g2(rm)

log
(
b

bc
− 1

)
+ rm√

g2(rm)
log

(
r2
mD

′
m

)
. (3.59)

Reemplazando la definición de g2(rm), resulta que

rm√
g2(rm)

=
√

2AmBm

C ′′mAm − CmA′′m
. (3.60)

Por último, se define la integral regular

IR(r0) =
∫ 1

0
fR(z, r0) dz , (3.61)

con
fR(z, r0) = f(z, r0)− fD(z, r0), (3.62)

de manera que
I(r0) = ID(r0) + IR(r0). (3.63)

El objetivo de esta separación es que el comportamiento divergente está incluido en
ID. Como ya se estableció que sólo son de interés el término divergente y el término
constante, cualquier término de orden superior en r0 − rm puede ser descartado.
Esto es equivalente a simplemente reemplazar r0 por rm dentro de IR; cualquier
diferencia será de orden más alto en r0 − rm. Reemplazando las definiciones de f
y fD queda entonces

IR(rm) = 2rm
∫ 1

0


√√√√ B(r(z))
R(r(z))C(r(z))

1
(1− z)2 −

1√
g2(rm)z

 dz , (3.64)

con r = rm/(1 − z). Esta integral no se puede calcular de manera general ya que
depende de la métrica usada en el problema. Sin embargo, el resultado es una
constante sin dependencia con r0 y el integrando es regular en su dominio, por lo
que de ser necesario la integral se puede calcular de manera numérica.

Sólo queda juntar todo lo obtenido hasta ahora. La definición del ángulo de
deflexión α está dada en Ec. (3.19), y la integral I fue separada como I = ID + IR;
ID fue aproximada para b→ bc en Ec. (3.59). La expresión final para el ángulo de
deflexión es

α(b) ≈ −c1 log
(
b

bc
− 1

)
+ c2, (3.65)
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o, usando la relación geométrica b = DOLθ,

α(θ) ≈ −c1 log
(
θDOL

bc
− 1

)
+ c2, (3.66)

donde los coeficientes son

c1 =
√

2AmBm

C ′′mAm − CmA′′m
(3.67)

y

c2 = c1 log
[
r2
m

(
C ′′m
Cm
− A′′m
Am

)]
+ IR(rm)− π. (3.68)

La integral IR(rm) también se puede escribir como

IR(rm) = 2rm
∫ 1

0


√√√√ B(r(z))
R(r(z))C(r(z))

1
(1− z)2 −

c1

rm

1
z

 dz . (3.69)

Para calcular los coeficientes, IR(rm) es la única integral a realizar. En muchos
casos se puede encontrar el resultado analíticamente, y de no ser posible se puede
calcular numéricamente, ya que el integrando no tiene singularidades.

3.5. Observables
Una vez que se tiene una expresión para α en función de b, se busca resolver la

ecuación de la lente para obtener θ en función de β. Con esta información se pueden
obtener las posiciones y magnificaciones de las imágenes relativistas, y a partir de
ellas definir dos observables astronómicos [12], llamados r y s. El conocimiento
de los mismos permite determinar los coeficientes c1 y c2 y por lo tanto distinguir
entre soluciones de agujeros negros provenientes de distintas teorías de la gravedad.

Para empezar, se toma la ecuación de lente en la aproximación de alta alinea-
ción dada por la Ec. (3.2). Fijado n, ∆αn = α− 2πn se puede conocer en función
de θ a partir de la ecuación (3.66), obteniendo entonces β en función de θ; sin
embargo, se busca conocer θ en función de β, y la ecuación esultante no admi-
te una solución exacta, por lo que se buscará hacer una expansión del término
con el logaritmo alrededor de los θ tales que α(θ) = 2πn. Planteando esta última
condición en Ec. (3.66) se obtiene como solución

θ0
n = bc

DOL

(1 + en), (3.70)

donde
en = e(c2−2πn)/c1 . (3.71)
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Definiendo ∆θn = θn − θ0
n y expandiendo α a primer orden se tiene que

∆αn ≡ α− 2πn = dα

dθ

∣∣∣∣∣
θ0
n

∆θn, (3.72)

es decir,
∆αn = − c1

θ0
n − bc/DOL

∆θn = −c1DOL

bcen
∆θn; (3.73)

reemplazando en la ecuación de la lente, se obtiene

β = θ0
n +

(
1 + c1DOL

bcen

DLS

DOS

)
∆θn. (3.74)

En esta última ecuación, el segundo término entre paréntesis es mucho mayor que
el primero, debido a que DOL/bc � 1 en las aplicaciones astrofísicas de interés
y a que los otros factores no compensan a este último. Despejando θ se obtiene
entonces que

θn = θ0
n + bcenDOS

c1DLSDOL︸ ︷︷ ︸
εn

(β − θ0
n), (3.75)

donde εn � 1 en los casos de interés. Esta fórmula es la que da, a primer orden
en los ángulos, la posición de las imágenes. Como se dijo al final de la sección
3.1, para obtener el otro conjunto de imágenes relativistas hay que reemplazar β
por −β. En lo que sigue se trabajará a primer orden en εn; dicho de otro modo,
normalmente se tomará la aproximación θn ≈ θ0

n ya que no hacerlo introduciría
términos de orden ε2

n.
Además de las posiciones de las imágenes es posible calcular sus magnificaciones

µn con respecto a la fuente. Para esto se invoca el teorema de Liouville [5, 43]:
el mismo dice que si un grupo de partículas se mueve a lo largo de geodésicas
cercanas, el volumen ocupado por las mismas en el espacio de fases (producto del
volumen en el espacio real y en el espacio de momentos) es constante. Aplicado a
los fotones que viajan desde la fuente al observador, esto tiene la consecuencia de
que el flujo de energía por unidad de área y ángulo sólido, también llamado brillo
superficial o intensidad específica en el caso de que se considere a una frecuencia
fija, es igual en la fuente y en el observador, dado que los mismos están en regiones
asintóticamente planas del espacio-tiempo y por lo tanto no hay corrimiento al rojo
entre ambos. Como consecuencia, la magnificación está dada simplemente por el
cociente de los ángulos sólidos de la imagen y la fuente [5, 12]:

µn = sin θ dθ
sin β dβ

∣∣∣∣∣
θ=θn

; (3.76)
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la amplitud angular en la dirección transversal al plano lente-fuente-observador no
es modificada gracias a la simetría esférica. Haciendo la aproximación de ángulos
pequeños y tomando θn ≈ θ0

n , esto resulta

µn =
(
β

θ

dβ

dθ

)−1
∣∣∣∣∣∣
θ0
n

. (3.77)

Se tiene que
dβ

dθ

∣∣∣∣∣
θ0
n

= 1 + c1DOLDLS

bcenDOS

= 1 + 1
εn

; (3.78)

sin embargo, como ya se justificó, el primer término es despreciable frente al se-
gundo. Reemplazando esto y la ecuación (3.70) en la Ec. (3.77), se obtiene

µn = b2
cDOSen(1 + en)
βc1D2

OLDLS

. (3.79)

Se puede ver que la magnificación decrece exponencialmente con n. La aproxima-
ción θn ≈ θ0

n se justifica porque el resultado ya está a primer orden en εn.
Habiendo encontrado expresiones para las cantidades observables en función

de los coeficientes del límite de deflexión fuerte, se busca una manera de resolver el
problema inverso, es decir, encontrar los coeficientes a partir de datos fácilmente
observables. Para esto, primero se define θ∞ ≡ ĺımn→∞ θn como el ángulo donde
se acumulan las imágenes; de Ec. (3.75) se ve que el mismo es θ∞ = bc/DOL.
Las imágenes se encuentran todas muy cerca entre sí, y la magnificación decre-
ce rápidamente con n, lo cual dificulta la detección de las imágenes relativistas.
Sin embargo, si las imágenes no se pueden distinguir entre sí, no hay suficiente
información para encontrar los coeficientes c1 y c2. Por lo tanto, en lo que sigue
se asume que una hipotética observación es capaz de distinguir la primera imagen
del resto [12]; es decir, las imágenes con n ≥ 2 se ven como una sola, ubicada en
θ∞. Se define entonces el primer observable s como la distancia angular entre la
primera imagen del resto:

s = θ1 − θ∞. (3.80)
Como las imágenes provienen todas del mismo objeto, las intensidades medidas son
proporcionales a sus magnificaciones. Esto permite definir el segundo observable
r como el cociente de magnificaciones (y por lo tanto el cociente de intensidades)
entre la primera imagen y todas las otras:

r = µ1∑∞
n=2 µn

. (3.81)

Sólo queda convertir estas expresiones en formas más útiles para despejar los coe-
ficientes. Para s se puede tomar la aproximación θ1 ≈ θ0

1 y obtener s = θ∞e1− θ∞
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o bien
s = θ∞e

c2−2π
c1 . (3.82)

El cálculo de r es simple, ya que la suma en Ec. (3.81) es geométrica. Para empezar,
se tiene que

∞∑
n=2

µn = b2
cDOSe

c2
c1

c1βD2
OLDLS

1 + e
−2π
c1 + e

c2
c1 e

−4π
c1

e
4π
c1 − 1

. (3.83)

Al calcular r, se pueden realizar varias aproximaciones. Como se podrá verificar
en los ejemplos, c2/c1 es de orden 1 y e2π/c1 � 1. Esto permite, en la segunda
fracción en Ec. (3.83), despreciar todos los términos salvo el primero, tanto en el
numerador como en el denominador. Realizando la misma aproximación en µ1 se
obtiene que

r = e
2π
c1 . (3.84)

Finalmente, de Ec. (3.82) y Ec. (3.84) se pueden despejar c1 y c2 en función de
s y r como

c1 = 2π
log r (3.85)

c2 = c1 log
(
s

θ∞

)
− 2π. (3.86)

Con estas ecuaciones se pueden encontrar los coeficientes c1 y c2 a partir de una
hipotética observación que provea los observables r y s. Conocer los coeficientes
permite a su vez distinguir entre los agujeros negros de distintas teorías de la
gravedad. En la siguiente sección se usará como ejemplo el agujero negro de Sch-
warzschild, y en el siguiente capítulo se estudiará el caso de un agujero negro en
la teoría de Horndeski.

3.6. Ejemplo: Agujero negro de Schwarzschild
Como ejemplo del método recién descripto se puede tomar el espacio-tiempo de

Schwarzschild, cuya métrica está dada por la Ec. (2.21), es decir, con las funciones
A(r) yB(r) de la Ec. (2.20) y C(r) = r2. Como se mencionó en la Introducción, este
caso fue estudiado varias veces por distintos autores a lo largo de los años [6-10].
Es conveniente usar el radio de Schwarzschild rS = 2M para adimensionalizar,
definiendo

t̃ = t

2M , x = r

2M (3.87)

de manera que la métrica queda

ds2

(2M)2 = −
(

1− 1
x

)
dt̃

2 + dx2

1− 1/x + x2 dΩ2 (3.88)
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o, en términos de las funciones,

A(x) = 1
B(x) = 1− 1

x
(3.89)

C(x) = x2. (3.90)

De esta manera, todas las distancias, incluyendo variables como b y r0, se miden
en unidades de rS.

El primer paso es encontrar el radio xm de la esfera de fotones; el mismo es la
solución de D(x) = 0:

D(x) = C ′′

C
− A′′

A
= 2
x
− 1
x(x− 1) = 2x− 3

x(x− 1) , (3.91)

por lo que
xm = 3

2 . (3.92)

El correspondiente parámetro de impacto crítico, calculado según Ec. (3.53), es
bc = 3

√
3/2. Hallar el coeficiente c1 es simplemente cuestión de reemplazar en Ec.

(3.67) las funciones y sus derivadas evaluadas en x = 3/2; el resultado es c1 = 1.
El primer término de Ec. (3.68) también es simple; la única parte no trivial es la
integral IR. Como paso preliminar se tiene que, usando la ecuación (3.12),

R(x)C(x)
B(x) =

(
x2

b2(1− 1/x) − 1
)
x2
(

1− 1
x

)
= x4

b2 − x
2 − x, (3.93)

en lo que luego corresponde reemplazar b = bc y x = xm/(1− z) para ser insertado
en la integral (3.64), junto con g2(xm) = 9/24. La misma entonces queda

IR(xm) =
∫ 1

0

(
2
√

3
z
√

3− 2z
− 2
z

)
dz = 2 log[6(2−

√
3)] (3.94)

y, reemplazando todas las cantidades conocidas en Ec. (3.68), el segundo coeficiente
de la aproximación resulta ser

c2 = log[216(7− 4
√

3)]− π. (3.95)

A partir de los valores de c1 y c2, se obtienen las posiciones y las magnificaciones
de las imágenes mediante las Ecs. (3.75) y (3.79) respectivamente. Calcular el
observable r es simple; usando la ecuación (3.84) se obtiene que

r = e2π ≈ 535, (3.96)
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lo que implica una diferencia en magnitudes de ∆m ≈ 6,82. Luego, para s se usa
Ec. (3.82) y que θ∞ = bc/DOL; se obtiene

s = 3
√

3
2DOL

216(7− 4
√

3)e−3π ≈ 3,25× 10−3

DOL

, (3.97)

donde DOL debe medirse en unidades del radio de Schwarzschild, al igual que todas
las distancias en este ejemplo. Concretamente, se puede proponer a Sagitario A*, el
agujero negro supermasivo en el centro de nuestra galaxia, como lente gravitatoria.
Mediciones recientes [59] arrojan como datosM = 4,28×106M� yDOL = 8,32 kpc,
por lo que DOL/rS = 2,04× 1010 y finalmente se obtiene

s ≈ 1,6× 10−13 = 0,033µas. (3.98)

Los dos resultados obtenidos muestran claramente la dificultad de observar el fe-
nómeno de lente gravitatoria en el límite de deflexión fuerte. No sólo se tiene que
la primera imagen es del orden de 500 veces más intensa que las otras, sino que
la distancia angular a ser medida, del orden de la fracción de microarcosegundos,
está todavía fuera del alcance de los instrumentos existentes.
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Capítulo 4

Agujero negro en gravedad de
Horndeski

En este capítulo se aplica el formalismo presentado en el capítulo anterior a
un caso particular de interés, proveniente de la teoría de Horndeski. En la sección
4.1 se realiza una presentación de la misma, dando una motivación al estudio de
teorías alternativas de la gravedad y finalmente presentando la acción de la teoría.
En la sección 4.2 se presenta la solución de agujero negro no rotante de esta teoría,
y en la sección 4.3 se estudia el lensing gravitatorio en el límite de deflexión fuerte
alrededor de dicho agujero negro. Por último, en la sección 4.4 se calculan algunas
cantidades observables y se analizan los casos correspondientes al agujero negro
supermasivo ubicado en el centro de la Vía Láctea y al ubicado en el centro de la
galaxia M87.

4.1. Teoría de Horndeski
La formulación métrica de la gravedad, descripta en la sección 2.1, es un modelo

ampliamente comprobado por las observaciones [1]. Sin embargo, la forma precisa
de las ecuaciones de Einstein (2.15) (o, equivalentemente, la acción de Einstein-
Hilbert (2.18)) no ha sido testeada tan a fondo. Esto se debe principalmente a
que gran parte de los experimentos que apoyan a la relativdad general fueron
realizados dentro del Sistema Solar, donde es válido el límite de campo débil de las
ecuaciones de Einstein; el mismo no revela la no linealidad de las ecuaciones, que
se manifiesta en condiciones de campo fuerte como las presentes en las cercanías de
un agujero negro. La detección de ondas gravitacionales provenientes de choques
entre agujeros negros [60] da resultados consistentes con la relatividad general en
un régimen de campo fuerte; sin embargo, no elimina por completo la posibilidad
de que las ecuaciones de Einstein no sean las correctas.
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Las escalas más grandes también dan indicios de que la relatividad general es
susceptible de ser modificada. Varias observaciones relacionadas con las propie-
dades de grandes estructuras (que entre sus ejemplos más conocidos incluyen las
curvas de rotación de galaxias, inhomogeneidades en el fondo de radiación cósmi-
ca, o lensing gravitatorio débil) son incompatibles con las predicciones [49, 61] a
menos que se postule la existencia de materia oscura, una clase de materia que in-
teractúa gravitacionalmente pero no con el campo electromagnético; sin embargo,
la hipotética partícula correspondiente a la materia oscura no ha sido observa-
da directamente. El descubrimiento de la expansión acelerada del universo, por
su parte, requiere la existencia de energía oscura, una densidad de energía que
se mantiene constante a medida que el universo se expande [50], cuyo origen no
tiene aún explicación aceptada. La falta de una detección directa de la materia
oscura, así como de una teoría que explique la naturaleza de la energía oscura,
motivan la introducción de modificaciones a la relatividad general, con el objetivo
de poder explicar los fenómenos arriba mencionados sin la necesidad de introducir
componentes del universo aún no observados.

Entre las teorías alternativas a la relatividad general, una importante categoría
corresponde a las teorías escalar-tensoriales, en las que se agrega a los campos fun-
damentales un campo escalar φ. El que posiblemente sea el ejemplo más conocido
es la teoría Brans-Dicke [62], que puede interpretarse como una modificación en la
que se permite que la constante gravitatoria G varíe en el espacio-tiempo, jugando
el papel del campo φ; la teoría se reduce a la relatividad general cuando el campo
φ toma un valor constante de G. En 1974, Horndeski [52] dedujo la forma más
general para una acción que dependa de la métrica, el campo escalar, y sus deriva-
das, y que resulte en ecuaciones de movimiento de segundo orden. Esta condición
se pide porque un resultado de Ostrogradsky dice que una dependencia en deriva-
das de más alto orden da lugar a inestabilidades [63]. La teoría de Horndeski es
entonces en realidad una clase general de teorías; en el presente trabajo se aplicará
el formalismo de deflexión fuerte en el caso de una de ellas.

Definiendo X = −∂µφ∂µφ/2, la acción de la teoría de Horndeski se puede
escribir en términos de cuatro funciones arbitrarias Gi = Gi(φ,X), i = 2, 3, 4, 5,
en la forma [63]

S =
∫
d4x
√
−g (L2 + L3 + L4 + L5) , (4.1)

con

L2 = G2, (4.2)
L3 = −G3�φ, (4.3)
L4 = G4R +G4X

[
(�φ)2 − (∇µ∇νφ)2

]
, (4.4)

L5 = G5Gµν∇µ∇νφ− 1
6G5X

[
(�φ)3 − 3�φ(∇µ∇νφ)2 + 2(∇µ∇νφ)3

]
, (4.5)
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donde un subíndice X es una derivada con respecto a X, (∇µ∇νφ)2 es notación
abreviada para∇µ∇νφ∇ν∇µφ, y de la misma manera (∇µ∇νφ)3 es una abreviación
de ∇µ∇νφ∇ν∇ρφ∇ρ∇µφ. En particular, si se toma G4 = 1/16π y el resto de
las Gi iguales a cero, se obtiene la acción de Einstein-Hilbert de la relatividad
general. Recientemente la teoría de Horndeski ha vuelto a atraer interés [64, 65] y
se ha propuesto una extensión de la misma [66, 67], llamada la teoría más allá de
Horndeski (en inglés, beyond Horndeski); ambas teorías han dado lugar a varios
estudios de agujeros negros [63, 68-74] y otros temas relacionados [75, 76]. Las
ecuaciones de movimiento de la teoría más allá de Horndeski son de orden mayor
a dos, pero están construidas para evitar la inestabilidad de Ostrogradsky. A la
acción (4.1) se agregan dos términos más, dependientes de otras dos funciones
arbitrarias F1 y F2. En particular, es posible tomar el caso especial de teorías con
simetría ante φ→ φ+ cte., para las cuales las funciones Gi y Fi sólo dependen de
X. Como consecuencia de esta simetría, se tiene una corriente conservada Jµ.

4.2. Solución de agujero negro
Al igual que para los agujeros negros de la relatividad general, en la teoría de

Horndeski hay un teorema de no-pelo [77]. Esencialmente, dichos teoremas dicen
que una solución estática de agujero negro tiene como únicos parámetros libres a la
masa, la carga y el momento angular; es decir, los agujeros negros “no tienen pelo”.
En términos más técnicos, en el marco de la teoría de Horndeski con simetría ante
cambios en el origen de φ, cualquier solución de agujero negro con simetría esférica
tiene campo escalar constante y es isométrica a (es decir, físicamente indistinguible
de) la solución de Schwarzschild. Sin embargo, el teorema tiene dos hipótesis (ver
[63, 77] para más detalles):

1. Las derivadas con respecto a X de Gi y Fi no tienen potencias negativas de
X cuando X → 0.

2. La acción contiene el término cinético usual, X.

Una elección de las funciones Gi y Fi que viola sólo la primera hipótesis y que
produce un campo escalar no trivial es

G2 = ηX,

G4 = ζ + β
√
−X,

G3 = G5 = F1 = F2 = 0,
(4.6)

37



con ζ = 1/16π y η y β dos parámetros adimensionales. Reemplazando en la acción
de Horndeski (4.1) se obtiene

S =
∫
d4x
√
−g


[
ζ + β

√
(∂φ)2/2

]
R− η

2(∂φ)2

− β√
2(∂φ)2

[
(�φ)2 − (∇µ∇νφ)2

] ;
(4.7)

se puede ver que con η = β = 0 se recupera la relatividad general. Al violar una
de las hipótesis del teorema se puede obtener una solución esféricamente simétrica
con un campo escalar no trivial, es decir, con “pelo”. La misma tiene la forma de
la Ec. (3.3) con

A(r) = 1
B(r) = 1− µ

r
− β2

2ζηr2 , C(r) = r2, (4.8)

donde µ es una constante de integración. Se puede demostrar, pidiendo que la
norma JµJµ de la corriente sea finita, que η y β deben tener el mismo signo. A
pesar de no ser necesario para el cálculo de deflexión de la luz, se puede dar una
expresión para el campo escalar. La misma tiene dos casos, dependiendo de los
signos de β y η:

φ(r) = ±
√
ζ

η

arctan
 β2 + ζηµr

β
√

2ζηr(r − µ)− β2

− arctan
µ
β

√
ζη

2

 (4.9)

si β > 0 y η > 0,

φ(r) = ±
√

ζ

−η

arcth
 β2 + ζηµr

β
√
β2 − 2ζηr(r − µ)

+ arcth
µ
β

√
−ζη

2

 (4.10)

si β < 0 y η < 0.

El parámetro µ de la métrica tiene la interpretación física de ser dos veces la
masa del agujero negro1 [43], µ = 2M . Para simplificar las fórmulas se puede
definir γ ≡ β2/(2ζη), de forma que se tiene A(r) = 1 − µ/r − γ/r2. Si γ < 0
esta métrica tiene la misma forma que la métrica de Reissner-Nordström [43], la
solución correspondiente al exterior de un objeto esférico con carga eléctrica Q
en la relatividad general; más precisamente, las métricas coinciden si se identifica
γ = −Q2. Es importante notar que, a pesar de que la forma de ambas métricas
es la misma, la interpretación de la constante que aparece es distinta, ya que la

1En general, 2M es el coeficiente de −1/r en la expansión de A(r) para r → ∞, como se
mencionó en la sección 3.3.
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carga Q está asociada a la intensidad del campo electromagnético. Por supuesto,
para γ > 0 la métrica no es equivalente a la de un agujero negro cargado, ya que
la relación γ = −Q2 implicaría una carga imaginaria.

Para la métrica escrita en la forma (2.19), el radio del horizonte de eventos rh
es la mayor solución2 de A(r) = 0, que en el caso considerado aquí resulta

rh = µ

2

(
1 +

√
4γ/µ2 + 1

)
, (4.11)

de donde se ve que para que la solución exista es necesario tener γ/µ2 ≥ −1/4.
Si esto no ocurre, la singularidad en r = 0 no tiene ningún horizonte que la cubra
y resulta una singularidad desnuda. Como se busca estudiar el agujero negro, en
este trabajo se tomará γ/µ2 ∈ [−1/4,∞).

En lo que sigue se aplicarán los formalismos del capítulo anterior para analizar
el lensing gravitatorio en el espacio-tiempo descripto en esta sección. Calcular el
ángulo de deflexión en el límite de campo débil es sencillo: comparando la métrica
con su forma asintótica (3.21) se ve que γ0 = 1, por lo que la expresión del ángulo
de deflexión resulta el mismo α ≈ 4M/r0 que para la solución de Schwarzschild.
Se puede ver entonces que en el límite de deflexión débil las diferencias con esta
última geometría aparecen a segundo orden en M/r0. Por lo tanto, se apela al
límite de deflexión fuerte, en el cual se encontrará que la teoría de Horndeski aquí
considerada es distinguible de la relatividad general al primer orden no nulo.

4.3. Límite de deflexión fuerte
Como se vio en la sección 3.4, el ángulo de deflexión en el límite de deflexión

fuerte viene dado por la Ec. (3.65) en función del parámetro de impacto b, el
parámetro de impacto crítico bc correspondiente a una trayectoria tangente a la
esfera de fotones, y los coeficientes c1 y c2 calculados según las expresiones (3.67)
y (3.68), con IR(rm) definida en la ecuación (3.69). Al igual que para la métrica
de Schwarzschild (sección 3.6), es conveniente adimensionalizar con el doble de la
masa, definiendo x = r/µ, t̃ = t/µ y γ̃ = γ/µ2, de manera que la métrica toma la
forma

ds2

µ2 = −
(

1− 1
x
− γ̃

x2

)
dt̃

2 + dx2

1− 1/x− γ̃/x2 + x2 dΩ2 , (4.12)

con
A(x) = 1

B(x) = 1− 1
x
− γ̃

x2 , C(x) = x2. (4.13)

2El horizonte de eventos ocurre donde el vector ∂/∂t se vuelve espacial; como ∂/∂t · ∂/∂t =
−A(r), esto ocurre donde A(r) cambia de signo.
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El radio de la esfera de fotones xm es la mayor de las soluciones de la ecuación
D(x) = C ′′(x)/C(x)− A′′(x)/A(x) = 0. Se tiene en nuestro caso que

D(x) = 2− x+ 2γ̃
x2 − x− γ̃

, (4.14)

por lo que xm cumple la ecuación

2x2
m = 3xm + 4γ̃, (4.15)

con solución
xm = 3 +

√
9 + 32γ̃
4 . (4.16)

Las expresiones de las cantidades a calcular suelen ser complicadas; muchas veces
resultará más conveniente simplificar usando la Ec. (4.15) en lugar de la Ec. (4.16)
para xm.

Para los cálculos que siguen es conveniente tener expresiones para las funciones
A y C y sus derivadas evaluadas en x = xm; se tiene que

Am = xm + 2γ̃
3xm + 4γ̃ , A′′m = −8 xm + 3γ̃

(3xm + 4γ̃)2 , (4.17)

Cm = 3xm + 4γ̃
2 , C ′′m = 2. (4.18)

Con estas expresiones se puede calcular entonces el parámetro de impacto asociado
a xm:

bc =
√
Cm
Am

=
√

2x2
m√

xm + 2γ̃ . (4.19)

El cálculo del coeficiente c1 es directo; sólo hay que reemplazar en Ec. (3.67) los
valores conocidos y simplificar. El resultado es

c1 =
√

2xm√
3xm + 8γ̃ . (4.20)

Para calcular c2 es necesaria la integral

IR(xm) = 2xm
∫ 1

0


√√√√ B(x(z))
R(x(z))C(x(z))

1
(1− z)2 −

c1

xm

1
z

 dz , (4.21)

con
R(x) = C(x)

A(x)b2 − 1 (4.22)
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y la sustitución x(z) = xm/(1− z). Como primer paso, reemplazando se puede ver
que en función de x se tiene(

B

CR

)−1
= xm + 2γ̃

2

(
x

xm

)4
− x2 + x+ γ̃; (4.23)

pasando a la variable z queda(
B

CR

)−1
= xm + 2γ̃

2
1

(1− z)4 −
x2
m

(1− z)2 + xm
1− z + γ̃. (4.24)

Luego hay que reemplazar esto último en la integral junto con la expresión de c1
ya encontrada. Simplificando el integrando resultante, se obtiene

IR(xm) = 2
√

2xm
∫ 1

0

 1
z
√

2γ̃z2 − 2(xm + 4γ̃)z + 3xm + 8γ̃

− 1√
3xm + 8γ̃

1
z

]
dz .

(4.25)

La integral indefinida del primer término es∫ dz

z
√
λ2z2 + λ1z + λ0

=

= 1√
λ0

(
log z − log

(
2λ0 + λ1z + 2

√
λ0

√
λ2z2 + λ1z + λ0

))
,

(4.26)

con lo que luego de algo de álgebra se obtiene

IR(xm) = c1 log
[

4(3xm + 8γ̃)2

x2
m(xm + 2γ̃)

(
2
√
xm + 2γ̃ −

√
3xm + 8γ̃

)2
]
. (4.27)

Por último, reemplazando todo lo ya calculado en la fórmula de c2, finalmente
queda

c2 = c1 log
[

8(3xm + 8γ̃)3

x2
m(xm + 2γ̃)2

(
2
√
xm + 2γ̃ −

√
3xm + 8γ̃

)2
]
− π. (4.28)

Las expresiones obtenidas para c1 y c2 no son fáciles de interpretar. Tomando
γ = 0 se obtienen los valores correspondientes a la solución de Schwarzschild (sec-
ción 3.6), como era de esperarse. Para ilustrar, en la Figura 4.1 se grafican los coe-
ficientes en función de γ̃ = γ/µ2, tomando como dominio el intervalo [−1/4, 1/4].
Ya se explicó que el límite inferior de −1/4 es para evitar la desaparición del ho-
rizonte de eventos; el límite superior se eligió ya que el comportamiento de los
coeficientes cambia más lentamente más allá del mismo.
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Figura 4.1: Se muestran los coeficientes c1 (izquierda) y c2 (derecha) como función
de γ/µ2 para el agujero negro de Horndeski.

4.4. Observables astrofísicos
Teniendo expresiones para los coeficientes c1 y c2, se pueden calcular las posi-

ciones y magnificaciones de las imágenes relativistas en el límite de deflexión fuerte,
dadas por las ecuaciones (3.75) y (3.79) respectivamente. A partir de las mismas
se obtienen los observables r y s definidos en la sección 3.5. Como ya se mencionó,
que la secuencia infinita de imágenes se acumula en un ángulo θ∞ = bc/DOL, con
DOL la distancia entre el observador y la lente. El factor r se definió como el co-
ciente de magnificaciones (y por lo tanto de intensidades) entre la primera imagen
y la suma del resto, y está dado por la Ec. (3.84). El observable s, Ec. (3.82),
por su parte, es la diferencia entre la posición angular de la primer imagen y θ∞.
Calcular r es más directo ya que sólo depende de la métrica considerada y no de
la distancia al agujero negro. Haciendo un simple reemplazo se obtiene que

r = e
√

2π
√

3xm+8γ̃/x2
m . (4.29)

Esta expresión se muestra graficada en la Figura 4.2.
El valor de s depende de la distancia al agujero negro elegido y de su masa, ya

que depende de θ∞ = bc/DOL. Para tener las mejores posibilidades de observación
lo ideal es encontrar lentes que maximicen esta cantidad, ya sea por tener un bc
grande (es decir, un agujero negro grande) o por estar cerca del observador. El
mejor candidato para la observación es el agujero negro supermasivo ubicado en
Sagitario A*, en el centro de la Vía Láctea. Otro caso de interés es el agujero
negro supermasivo en el centro de la galaxia M87. Ambos casos se consideran a
continuación.
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Figura 4.2: El cociente de magnificaciones r en función de γ/µ2 para la teoría de
Horndeski.

4.4.1. Agujero negro supermasivo galáctico
El agujero negro supermasivo asociado con la fuente de radio en el centro de

la Vía Láctea parece ser, como se dijo arriba, el candidato más prometedor para
la observación de la deflexión fuerte de la luz; no sólo por su cercanía y su masa,
sino porque su entorno ha sido estudiado en detalle [59]. Los valores más recientes
para su masa y su distancia son los dados en Ref. [59] de M = 4,28 × 106 M� y
DOL = 8,32 kpc; se obtiene que µ = 11,9 × 106 km y DOL/µ = 2,04 × 1010. La
Figura 4.3 muestra a las cantidades θ∞ y s en función de γ/µ2. Se puede ver que
θ∞ es del orden de los 25µas y s es del orden de algunas centésimas de µas.

Figura 4.3: Posición angular límite θ∞ de las imágenes (izquierda) y separación
angular s entre la primera imagen y el resto (derecha) como función de γ/µ2 para
el agujero negro supermasivo del centro galáctico.
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Figura 4.4: Posición angular límite θ∞ de las imágenes (izquierda) y separación
angular s entre la primera imagen y el resto (derecha) como función de γ/µ2 para
el agujero negro supermasivo de la galaxia M87.

4.4.2. Agujero negro supermasivo en M87
El agujero negro supermasivo ubicado en el centro de la galaxia M87 tiene,

según observaciones recientes [78], una masa M = 6,16 × 109 M� y está a una
distancia DOL = 16,5 Mpc. Siguiendo los mismos argumentos que en la sección
anterior, esto implica un valor de µ = 1,82 × 1010 km y por lo tanto se tiene
DOL/µ = 2,80 × 1010, que es un valor similar al correspondiente para el agujero
negro galáctico; esto implica que los observables serán del mismo orden para ambos
agujeros negros. Esto se puede ver explícitamente en la Figura 4.4. En este caso
θ∞ tiene un valor del orden de los 18µas y s de algunas centésimas de µas, ambos
un poco menores que para el agujero negro galáctico. Esto se debe a que, a pesar
de que el agujero negro en M87 está unas mil veces más lejos que el del centro de
la Vía Láctea, también tiene una masa unas mil veces más grande.
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Capítulo 5

Conclusiones

El lensing gravitatorio puede ser una herramienta útil para estudiar el entorno
cercano de los agujeros negros, donde los efectos de la gravedad son importantes.
Desde los inicios de la relatividad general, éste ha sido el terreno menos explorado
observacionalmente; las llamadas pruebas clásicas de la relatividad general (la
precesión del perihelio de Mercurio, la deflexión de la luz por el Sol, y el corrimiento
al rojo gravitatorio) pueden ser adecuadamente descriptas por la aproximación de
campo débil [1, 43]. En este trabajo se analizó la deflexión de la luz por un agujero
negro en la teoría de gravedad de Horndeski. Más concretamente, se tomó un
caso particular de la teoría de Horndeski que involucra a un campo escalar φ que
depende de tres parámetros: ζ, β y η. La métrica de agujero negro depende de la
masa M del mismo a través de µ = 2M , y de los parámetros de la teoría a través
de la combinación γ = β2/(2ζη). Posee una configuración de campo φ no trivial,
siendo así un ejemplo de un espacio-tiempo al cual no se aplica el teorema de
no-pelo [63, 77]. Para valores negativos de γ esta solución resulta tener la misma
forma que la solución de Reissner-Nordström correspondiente a un agujero negro
con carga Q, identificando γ = −Q2.

Se consideró este agujero negro como lente gravitatoria y se aplicaron los límites
de deflexión débil y de deflexión fuerte. El primero da una expresión a primer
orden para el ángulo de deflexión idéntica a la de la relatividad general. En el
límite de deflexión fuerte, se calcularon los coeficientes c1 y c2 como función de
γ/µ2, a partir de los cuales se obtuvieron las posiciones y las magnificaciones de
las imágenes relativistas, y se calcularon los observables θ∞, s y r. A partir de una
hipotética observación que pueda distinguir la primer imagen relativista de todo
el resto, conocer los observables permitiría, invirtiendo las ecuaciones, obtener
los coeficientes c1 y c2 y así distinguir entre distintos modelos. Finalmente, se
tomaron como casos particulares a los agujeros negros supermasivos ubicados en
el centro de la Vía Láctea y de la galaxia M87. En ambos escenarios se espera una
separación entre la primer imagen y el resto del orden de 0,03µas y una diferencia
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de intensidad de aproximadamente 7 magnitudes.
A partir de observaciones existentes es posible estimar una cota para γ; para

esto es necesario usar la expansión post-Newtoniana parametrizada [1, 43, 58] (PPN
por sus siglas en inglés) de la métrica. Ésta es una expansión que provee una manera
consistente de comparar distintas métricas con los experimentos. Una métrica con
simetría esférica escrita en la forma de la Ec. (3.3) con C(r) = r2 tiene una
expansión [58]

A(r) = 1− 2α0
M

r
+ 2(β0 − α0γ0)M

2

r2 + · · · , (5.1)

B(r) = 1 + 2γ0
M

r
+ · · · ; (5.2)

En la relatividad general se tiene que en vacío α0 = β0 = γ0 = 1 (ver métrica
de Schwarzschild, sección 2.3); comparando con la forma (4.8) de la métrica del
agujero negro de Horndeski y recordando que µ = 2M , se puede ver que en la teoría
aquí considerada, α0 = 1, γ0 = 1, y entonces β0 − 1 = −2γ/µ2 = −2γ̃. Esto se
puede comparar con mediciones en el sistema solar [1]; en particular, el parámetro
β0 afecta al avance del perihelio de Mercurio. Del mismo se puede deducir una
cota de |β0 − 1| < 8 × 10−5, de manera que |γ|/µ2 < 4 × 10−5, donde µ = 2M�
corresponde al Sol. Sin embargo, aunque esta cota limita los posibles efectos en el
sistema solar, no es inmediato que la misma se pueda extrapolar a otras regiones
del universo. Por lo tanto, se tomó un rango mucho más amplio a lo largo de este
trabajo.

Un detalle que ha sido ignorado aquí es que los agujeros negros suelen estar
rodeados por plasma. El mismo produce varios efectos ópticos [79] tales como
absorción o refracción y puede modificar las posiciones y magnificaciones de las
imágenes dependiendo de la frecuencia de la luz, introduciendo efectos de cromati-
cidad. Un análisis de estos efectos excede al presente trabajo, por lo que a lo largo
del mismo se ha considerado que la lente gravitatoria está en vacío.

Otro aspecto interesante que no ha sido considerado aquí es que el campo
gravitatorio afecta no sólo la trayectoria de los rayos de luz sino también el tiempo
que tardan en llegar al observador, como consecuencia no sólo del cambio en la
longitud del camino recorrido sino también de la dilatación temporal gravitatoria.
Esto es relevante para fuentes variables; en algunos casos, múltiples imágenes de un
mismo objeto han sido identificadas como tales ya que sus variaciones temporales
eran idénticas pero desfasadas [80]. La diferencia en tiempos de llegada también
puede ser usada para determinar la distancia a la lente [81].

Se espera que en el futuro cercano se pueda estudiar con mayor detalle la región
cercana al horizonte de eventos del agujero negro supermasivo en Sgr A*. Entre
los proyectos que planean estas observaciones están el instrumento GRAVITY
[38, 82], que estudiará la región infrarroja cercana del espectro con el objetivo
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de monitorear el movimiento de las estrellas, y el Telescopio del Horizonte de
Eventos [82], el cual se vale de interferometría de muy larga base (VLBI en inglés)
para estudiar la zona cercana a agujeros negros supermasivos y núcleos galácticos
activos; en particular, los agujeros negros supermasivos ubicados en el centro de
Vía Láctea y de la galaxia M87. En particular, se busca observar la forma de
la llamada “sombra” del horizonte de eventos, ya que la misma puede ser otro
camino para verificar las predicciones de la relatividad general o contrastarla con
otras teorías [83-85]. También se planea usar en un futuro instrumentos en rayos
X [82, 83, 86]. Los instrumentos mencionados están diseñados principalmente para
estudiar al agujero negro supermasivo galáctico, el cual tiene un diámetro angular
aparente de aproximadamente 50µas [82], así como aquellos de galaxias cercanas,
especialmente el caso de M87. Parece poco probable que las imágenes relativistas
puedan ser observadas en el futuro cercano. Como se ha visto, es necesario resolver
ángulos medidos en fracciones de microsegundos de arco. Es claro entonces que
se debe esperar a nuevas generaciones de instrumentos para poder estudiar las
imágenes relativistas.
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Apéndice A

Unidades geométricas

Velocidad de la luz en el vacío c = 2,998× 108 m
s

Constante de gravitación universal G = 6,673× 10−11 m3

kg s2

Las unidades geométricas se definen tomando c = 1 y G = 1. Entonces:
1 s = 2,998× 108 m

1 kg = 7,425× 10−28 m
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Apéndice B

Constantes astrofísicas

B.1. Masa y radio solares
Entre paréntesis se muestran los valores en unidades geométricas.

Masa solar M� = 1,989× 1030 kg (1,477× 103 m)

Radio solar R� = 6,960× 108 m

B.2. Factores de conversión
Factores de conversión para algunas unidades muy usadas en astrofísica:

Año luz 1 ly = 9,461× 1015 m

Pársec 1 pc = 3,086× 1016 m

Segundo (de arco) 1 as = 4,8481× 10−6 rad
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