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Resumen

En este trabajo de seminario se estudian las restricciones impuestas por la segunda ley de la
termodinámica sobre un tipo de teoŕıa hidrodinámica viscosa relativista lejos del equilibrio lla-
mada hidrodinámica anisótropa viscosa. Esta teoŕıa se deriva a partir de teoŕıa cinética relativista
haciendo una expansión de la función de distribución de una part́ıcula alrededor de un estado
anisótropo en el espacio de momentos.

Se comienza derivando a partir de teoŕıa cinética la hidrodinámica viscosa relativista cerca
del equilibrio y haciendo un estudio termodinámico de la misma. Se encuentra que, de forzar el
cumplimiento de la segunda ley de la termodinámica, surge una relación entre la parametrización
de la función de distribución de una part́ıcula y el momento de la ecuación de Boltzmann de donde
se obtiene la ecuación de movimiento de la corrección viscosa. Se muestra también que esta teoŕıa
forma parte de una clase más general de teoŕıas hidrodinámicas con creación de entroṕıa definida
positiva.

Se procede de manera análoga con la teoŕıa anisótropa. Del cálculo de la creación de entroṕıa
se ve que, al igual que en el caso isótropo, la segunda ley impone restricciones sobre los momentos
de la ecuación de Boltzmann que se pueden tomar para deducir las ecuaciones de movimiento de
los grados de libertad viscosos.

Se determina que en el modelo de hidrodinámica anisótropa viscosa estudiado aqúı no está
garantizado el cumplimiento de la segunda ley de la termodinámica.
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3.3 Chapman-Enskog . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.4 Grad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.4.1 Expansión de Z en tensores irreducibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.4.2 Aproximación de Grad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.4.3 Ecuación de movimiento de Zµνi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Caṕıtulo 1

Introducción

Actualmente, una herramienta muy usada para modelar el plasma de quarks y gluones resultante
de las colisiones de iones pesados es la hidrodinámica viscosa relativista, pero obtener una teoŕıa
de este tipo es una tarea no trivial [1].

La teoŕıa hidrodinámica viscosa no relativista puede derivarse de la termodinámica, obteniéndose
la conocida ecuación de Navier-Stokes. Pero su generalización relativista más natural, que se ob-
tiene de exigir que la teoŕıa se reduzca a la forma no relativista en el marco de referencia donde
el fluido está en reposo, presenta violaciones de causalidad y soluciones inestables [2]. Al fallar
la derivación termodinámica, se recurre a algo más fundamental: la teoŕıa cinética relativista. El
problema pasa a ser ahora cómo obtener de esta teoŕıa una aproximación hidrodinámica. En el caso
no relativista, se utiliza el método conocido como expansión de Chapman-Enskog [3], que lleva a
la ecuación de Navier-Stokes. Este método usado en el caso relativista resulta en la generalización
relativista de Navier-Stokes, por lo que debe ser rechazado.

Existe otra técnica, llamada expansión de Grad, que śı resulta en una teoŕıa hidrodinámica
viscosa relativista estable y causal. La más conocida de estas teoŕıas hidrodinámicas es la de Israel-
Stewart [4], en donde se deduce la ecuación de movimiento de la corrección viscosa del segundo
momento de la ecuación de Boltzmann. Más recientemente, en [5], los autores usan la expansión
de Grad para deducir infinitas ecuaciones de movimiento para la corrección viscosa, provenientes
de distintos momentos de la ecuación de Boltzmann, quedando la hidrodinámica de Israel-Stewart
como un caso particular.

Una de las desventajas de estas teoŕıas es que se deducen haciendo una linealización alrededor
de un estado de equilibrio, es decir, la corrección viscosa se toma como una desviación pequeña
respecto al comportamiento de un fluido ideal. Hoy en d́ıa se sabe que el comportamiento del
plasma de quarks y gluones en las colisiones de iones pesados se aleja considerablemente del com-
portamiento ideal para tiempos tempranos posteriores a la colisión o incluso para tiempos grandes
en regiones alejadas del centro del plasma en expansión. Más precisamente, el sistema presenta
una gran anisotroṕıa en una dirección del espacio de momentos, por lo que parece apropiado hacer
una expansión alrededor de una función de distribución que incluya la anisotroṕıa de forma no
perturbativa. Se llega aśı a la llamada hidrodinámica anisótropa viscosa [6].

Distintos autores han estudiado esta hidrodinámica (ver, por ejemplo, [7–11]), pero no es de
nuestro conocimiento que se hayan investigado posibles restricciones sobre la teoŕıa provenientes
de la segunda ley de la termodinámica, por lo que éste será el objetivo principal de este trabajo de
seminario.

En el caṕıtulo 2 se hace una derivación termodinámica de las hidrodinámicas ideal y viscosa no
relativistas y sus correspondientes generalizaciones relativistas. En el caṕıtulo 3 se da una breve
introducción a teoŕıa cinética relativista y su relación con la hidrodinámica. Se muestra que la
expansión de Chapman-Enskog resulta en la generalización relativista de Navier-Stokes y se pasa
luego a la expansión de Grad. Se deriva una hidrodinámica viscosa relativista causal y estable
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siguiendo el método presentado en [5], pero para una parametrización más general de la función
de distribución de una part́ıcula. A continuación, se muestra que de forzar la segunda ley de la
termodinámica se deduce una relación entre la parametrización de la función de distribución y el
momento de la ecuación de Boltzmann de donde debe obtenerse la ecuación de movimiento de
los grados de libertad viscosos. Se cierra el caṕıtulo mostrando que estas teoŕıas forman parte de
una clase más general de teoŕıas hidrodinámicas con creación de entroṕıa definida positiva. En el
caṕıtulo 4, siguiendo la referencia [10], se hace un procedimiento análogo para la teoŕıa anisótropa.
Se obtienen las ecuaciones de movimiento de la hidrodinámica anisótropa viscosa sin asumir una
forma en particular para la función de distribución anisótropa, pero para el cálculo de la creación de
entroṕıa se usa el ansatz propuesto por Romatschke y Strickland en [7] y estudiado también en [8,9].
Se encuentra que este modelo no garantiza el cumplimiento de la segunda ley de la termodinámica.

Por simplicidad se trabajará con un fluido conforme y con estad́ıstica de Maxwell-Juttner. Se
usará la signatura donde la métrica de Minkowski es η = diag(−1, 1, 1, 1) y unidades naturales,
donde c = ~ = kB = 1.
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Caṕıtulo 2

Derivación de la hidrodinámica a
partir de la termodinámica

2.1 Fluidos ideales no relativistas

En esta sección se hace una derivación termodinámica de la dinámica no relativista de fluidos
ideales [1]. Se define a un fluido ideal como aquel que fluye sin creación de entroṕıa. Se considerará
el caso de un fluido ideal descargado y de una sola componente. Este sistema en el equilibrio está
completamente caracterizado por los siguientes parámetros extensivos: la enerǵıa interna U , la
entroṕıa S, el volumen V y el número de part́ıculas N [13]. Toda la información termodinámica
del sistema puede deducirse de una relación de la forma S = S(U, V,N). Entonces, las primeras
desviaciones de estas cantidades respecto del equilibrio se relacionan de la siguiente manera:

TdS = dU + PdV − µdN, (2.1)

donde se han definido los parámetros intensivos 1/T ≡ ∂S/∂U |V,N (inversa de la temperatura),
P ≡ ∂S/∂V |U,N (presión) y µ ≡ −∂S/∂N |U,V (potencial qúımico). En el equilibrio estas cantidades
son independientes de la posición. La ecuación (2.1) es la primera ley de la termodinámica.

Si un sistema puede separarse en subsistemas no interactuantes, las cantidades extensivas
son aditivas. Por lo tanto, la entroṕıa S es una función homogénea de primer grado, es decir,
S(λU, λV, λN) = λS(U, V,N). Luego, la ecuación (2.1) implica:

TS = U + PV − µN. (2.2)

Diferenciando (2.2), restándole (2.1) y dividiendo por V se obtiene la relación de Gibbs-Duhem:

dP = sdT + ndµ, (2.3)

donde s = S/V y n = N/V son la densidad de entroṕıa y de part́ıculas, respectivamente. Dividiendo
(2.2) por V se obtiene:

Ts = ρ+ P − µn. (2.4)

donde ρ = U/V es la densidad de enerǵıa.
Pensando ahora en una configuración fuera del equilibrio (variables intensivas inhomogéneas),

a la ecuación anterior se le debe agregar un término relacionado al movimiento de masa que se
construye con la densidad de momento lineal pi y la velocidad vi [14].

s =
1

T
(ρ+ P − vipi − µn). (2.5)
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Para las densidades fuera del equilibrio, vale la primera ley de la termodinámica en la siguiente
forma:

Tds = dρ− vidpi − µdn. (2.6)

Las ecuaciones (2.5) y (2.6) implican la siguiente relación de Gibbs-Duhem:

dP = sdT + pidvi + ndµ. (2.7)

Para calcular la creación de entroṕıa empezamos derivando (2.6) respecto al tiempo:

∂s

∂t
=

1

T

(
∂ρ

∂t
− vi

∂pi

∂t
− µ∂n

∂t

)
. (2.8)

La dinámica de las densidades ρ, pi y n está dada por las leyes de conservación:

∂ρ

∂t
= −∇jN j

ρ , (2.9a)

∂pi

∂t
= −∇jT ij , (2.9b)

∂n

∂t
= −∇jN j , (2.9c)

donde se han introducido las correspondientes corrientes N j
ρ (flujo de enerǵıa), T ij (flujo de mo-

mento; simétrico [15]) y N j (flujo de part́ıculas). Reemplazando (2.9) en (2.8) se obtiene:

∂s

∂t
= − 1

T

(
∇jN j

ρ − vi∇jT ij − µ∇jN j
)
. (2.10)

Haciendo la descomposición N j = nvj + χj , definiendo α ≡ µ/T y a la corriente de entroṕıa

Sj =
(
N j
ρ + Pvj − viT ij − µN j

)
/T , y usando las relaciones (2.5) y (2.7) se llega a la siguiente

expresión para la creación de entroṕıa [1]:

∂s

∂t
+∇jSj =

[
N j
ρ − (ρ+ P )vj −

(
T ij − Pδij − pivj

)
vi
]
∇j
(

1

T

)
− 1

T

(
T ij − Pδij − pivj

)
∇jvi −

1

T
χj∇jα. (2.11)

Por definición, para un fluido ideal debe valer:

∂s

∂t
+∇jSj = 0. (2.12)

Hasta ahora se ha dejado abierta la posibilidad de que N j
ρ y N j no sean paralelas y por lo tanto

debe adoptarse alguna convención sobre qué es la velocidad del fluido. Se adoptará la prescripción
de Landau-Lifshitz, a saber, la velocidad vj es tal que vj = 0 implica N j

ρ = 0 y pj = 0 [16]. Con
esta convención, y usando (2.12), se obtiene:

T ij = pivj + Pδij , (2.13a)

N j
ρ = (ρ+ P )vj , (2.13b)

χj = 0. (2.13c)

Notar que la simetŕıa de T ij junto con la ecuación (2.13a) implica que pi tiene que ser propor-
cional a vi.
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Reemplazando (2.13) en las leyes de conservación se obtienen las ecuaciones de movimiento para
el fluido ideal:

∂pi

∂t
+ vj∇jpi +∇iP = 0, (2.14a)

∂ρ

∂t
+∇j(ρ+ P )vj = 0, (2.14b)

∂n

∂t
+∇jnvj = 0. (2.14c)

De esta manera se llega a un sistema de cinco ecuaciones con seis incógnitas (ρ, P , n y vi). El
sistema se cierra finalmente con una ecuación de estado P = P (ρ, n).

La ecuación (2.14a) es la llamada ecuación de Euler. Las ecuaciones (2.14b) y (2.14c) son ecua-
ciones de continuidad. El mismo resultado podŕıa haberse obtenido haciendo un análisis dinámico
basado en las leyes de Newton [15,16].

2.2 Fluidos viscosos no relativistas

Para fluidos viscosos la creación de entroṕıa debe ser positiva. Es decir:

∂s

∂t
+∇jSj =

[
N j
ρ − (ρ+ P )vj −

(
T ij − Pδij − pivj

)
vi
]
∇j
(

1

T

)
− 1

T

(
T ij − Pδij − pivj

)
∇jvi −

1

T
χj∇jα ≥ 0. (2.15)

Entoces, se propone:

T ij = T ij0 + τ ij , (2.16a)

N j
ρ = N j

ρ0 + viτ
ij , (2.16b)

χj = −κ∇jα. (2.16c)

donde T ij0 y N j
ρ0 están dados por las ecuaciones (2.13), y κ es la movilidad. El tensor τ ij se define

como:

τ ij = −2ησij − ξδij∇kvk, (2.17a)

σij =
1

2

(
∇ivj +∇jvi

)
− 1

3
δij∇kvk. (2.17b)

Los coeficientes η y ξ son, respectivamente, la viscosidad de corte y la viscosidad de volumen.
Reemplazando (2.16)y (2.17) en (2.15) se obtiene:

∂s

∂t
+∇jSj = κ (∇jα)2 +

4η

T
σijσij +

ξ

T

(
∇jvj

)2 ≥ 0. (2.18)

Notar que la expresión anterior implica η, ξ, κ ≥ 0. Si no hay viscosidad ni difusión, se vuelve al
fluido ideal. Las ecuaciones de movimiento ahora son:

∂pi

∂t
+∇jpivj + δij∇jP = η∇2vi +

(η
3

+ ξ
)
∇i∇jvj , (2.19a)

∂ρ

∂t
+∇j(ρ+ P )vj = ∇j(viτ ij), (2.19b)

∂n

∂t
+∇jnvj = κ∇2α. (2.19c)

La ecuación (2.19a) es la conocida ecuación de Navier-Stokes. Los coeficientes η, ξ y κ son función
de T y P , que en general no van a ser homogéneos y, por lo tanto, también debeŕıan ser afectados
por ∇j . Sin embargo, en la mayoŕıa de los casos estos coeficientes no vaŕıan apreciablemente a lo
largo del fluido y se los puede considerar como constantes [16].
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2.3 Fluidos ideales relativistas

En esta sección se presenta la generalización relativista de la teoŕıa de fluidos ideales expuesta
en 2.1. La teoŕıa que se desarrollará a continuación es válida en una métrica arbitraria gµν . Las
derivadas serán derivadas covariantes respecto a la conección de Levi-Civita (gµν;ρ = 0). Los ı́ndices
griegos van de 0 a 3, donde el 0 se refiere a la coordenada temporal x0 = t y i = 1, 2, 3 se refiere a
las coordenadas espaciales xi (en esta sección los ı́ndices latinos siempre se referirán a coordenadas
espaciales).

Construiremos la teoŕıa covariante basándonos en las siguientes reglas [18]:
a) Las cantidades intensivas T , P y µ son ahora escalares que representan la correspondiente mag-
nitud en un evento dado, medida en un marco de referencia localmente en reposo (LRF: local rest
frame). Siguiendo la prescripción de Landau-Lifshitz [16], vamos a definir al LRF como aquel marco
de referencia donde se anula localmente el flujo de enerǵıa.
b) Las cantidades extensivas S, V y N están asociadas a cuadricorrientes Sµ, uµ y Nµ, respectiva-
mente. uµ es la cuadrivelocidad del fluido, que en el espacio de Minkowski vale:

uµ =
1√

1− v2
(1, vi), (2.20)

y cumple con la restricción uµuµ = −1 (sólo tres de las cuatro componentes son independientes).
Si un observador mide en el LRF una densidad x y un flujo N i

x para una magnitud X, se tiene
Xµ
LRF = (x,N i

x). Para un marco de referencia en general, vale:

Xµ = xuµ +N i
x∆µ

i. (2.21)

donde se introdujo el proyector espacial ∆µν ≡ gµν + uµuν , uν∆µν = 0. Si bien la componente 0
depende del marco de referencia, en general le llamaremos densidad x a X0 en el LRF: x = −uµXµ.
Si X es una cantidad conservada, entonces Xµ

;µ = 0, donde ”;” representa a la derivada covariante.
Respecto a la creación de entroṕıa, la segunda ley de la termodinámica exige que el incremento de
entroṕıa dentro de un volumen dado debe ser mayor que el flujo de entroṕıa a través de la frontera
de ese volumen: Sµ;µ ≥ 0.
c) La enerǵıa y el momento forman parte de un tensor simétrico de orden 2 , llamado tensor de
enerǵıa-momento Tµν . T 00 es la densidad de enerǵıa medida por cualquier observador, T 0j es el
flujo de enerǵıa, T i0 es la densidad de momento lineal y T ij es el flujo de momento lineal. Notar
que la simetŕıa del tensor de enerǵıa-momento implica que la densidad de momento lineal es igual
al flujo de enerǵıa (recordar que aqúı estamos tomando c = 1, de lo contrario habŕıa un factor c2 de
diferencia). Llamaremos ρ a la densidad de enerǵıa en el LRF: ρ = uµuνT

µν . En la convención de
Landau-Lifshitz la velocidad uµ y la densidad de enerǵıa ρ se obtienen como solución de la ecuación
de autovalores Tµνuν = −ρuµ.

Ya estamos en condiciones de presentar la teoŕıa relativista de fluidos ideales. Según lo expuesto,
ahora la densidad de part́ıculas es la componente 0 de un cuadrivector Nµ. Llamaremos n a
esta densidad en el LRF. En el marco de referencia en reposo debemos recuperar el resultado no
relativista, con lo que N i

LRF = nvi = 0. Luego:

Nµ
LRF = (n, 0, 0, 0). (2.22)

Por otro lado tenemos T 00
LRF = ρ y T ijLRF = Pδij (ecuación (2.13a) con vj = 0). Entonces:

TµνLRF = diag(ρ, P, P, P ). (2.23)

Además:

uµLRF = δµ0 , ∆µν
LRF = diag(0, 1, 1, 1). (2.24)
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Por lo tanto, en un marco de referencia arbitrario:

Nµ = nuµ, Tµν = ρuµuν + P∆µν . (2.25)

Respecto a la entroṕıa, llamando s a la densidad en el LRF, que debe cumplir con la ecuación
(2.4), se tiene:

Sµ = (s, 0, 0, 0). (2.26)

En un marco de referencia arbitrario, debe valer Sµ = suµ o, usando (2.4):

Sµ = −βνTµν + Pβµ − αNµ, (2.27)

donde se ha definido βµ ≡ uµ/T . Para calcular la creación de entroṕıa, tomamos la derivada
covariante de la expresión anterior:

Sµ;µ = −Tµν;µ βν − Tµνβν;µ + P;µβ
µ + Pβµ;µ − α;µN

µ − αNµ
;µ (2.28)

Trabajemos los términos Tµνβν;µ y Pβµ;µ:

Tµνβν;µ = (ρuµuν + P∆µν)

(
uν;µ

T
− uνT;µ

T 2

)
=
Pθ

T
+
ρṪ

T 2
, (2.29a)

Pβµ;µ =
Pθ

T
− PṪ

T 2
, (2.29b)

donde se ha definido θ ≡ uµ;µ = ∆µνuν;µ y la derivada temporal ȧ ≡ uµa;µ. De la relación de
Gibbs-Duhem (2.7) se deduce:

P;µβ
µ = sT;µβ

µ + nµ;µβ
µ =

ρ+ P

T 2
Ṫ + α̇n. (2.30)

Reemplazando (2.29) y (2.30) en (2.28) se obtiene:

Sµ;µ = −Tµν;µ βν − αNµ
;µ. (2.31)

Notar que la condición Sµ;µ = 0 (fluido ideal) implica las leyes de conservación:

Nµ
;µ = 0, Tµν;µ = 0. (2.32)

Reemplazando (2.25) en (2.32) y proyectando la parte temporal y espacial de la conservación de la
enerǵıa-momento, se obtienen las ecuaciones de movimiento:

Nµ
;µ = ṅ+ nθ = 0, (2.33a)

uνT
µν
;µ = −ρ̇− (ρ+ P )θ = 0, (2.33b)

∆α
νT

µν
;µ = (ρ+ P )u̇α +∇αP = 0, (2.33c)

donde se ha definido a la derivada espacial ∇αa = ∆ανa;ν .

Al igual que en el caso no relativista, se tienen cinco ecuaciones con seis incógnitas, y el sistema
se cierra con una ecuación de estado P = P (ρ, n).
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2.4 Fluidos viscosos relativistas

2.4.1 Navier-Stokes relativista

En la teoŕıa no relativista de fluidos viscosos se tiene T ij = T ij0 +τ ij . Entonces, el tensor de enerǵıa
momento en el LRF queda:

TµνLRF =

(
ρ 0
0 Pδij + τ ij

)
(2.34)

En un marco de referencia arbitrario podemos escribir:

Tµν = Tµν0 + Πµν , (2.35)

donde Tµν0 está dado por (2.25) y el tensor de viscosidad Πµν mide las desviaciones respecto al
comportamiento de fluido ideal. Proponer un modelo para Πµν equivale a proponer un modelo de
hidrodinámica viscosa relativista.

Respecto a la corriente de part́ıculas, se tiene:

Nµ = Nµ
0 + χµ. (2.36)

donde Nµ
0 está dado por (2.25).

Al igual que antes, se define la velocidad del fluido de forma tal que en el LRF se anule el flujo
de enerǵıa: uνT

µν = −ρuµ. Como también vale uνT
µν
0 = −ρuµ se obtiene:

uνΠµν = 0. (2.37)

Otra prescripción muy usada para definir la velocidad es la de Eckart, donde uµ se define de manera
de anular la corriente Nµ en el LRF, con lo cual la corriente de difusión χµ se hace cero [19]. Para
otras definiciones de la velocidad puede consultarse [20].

De las leyes de conservación se obtiene:

Nµ
;µ = ṅ+ nθ + χµ;µ = 0, (2.38a)

uνT
µν
;µ = −ρ̇− (ρ+ P )θ −Πµνu(ν;µ) = 0, (2.38b)

∆α
νT

µν
;µ = (ρ+ P )u̇α +∇αP + ∆α

νΠµν
;µ = 0, (2.38c)

donde u(ν;µ) es la proyección simétrica de uν;µ. Para llegar a (2.38b) se usó la ortogonalidad entre
uµ y Πµν : uνΠµν

;µ = −Πµνuν;µ.
Para obtener la generalización relativista de Navier-Stokes, se propone:

Πµν = −2ησµν − ξ∆µνθ, (2.39a)

σµν =
1

2
(∇µvν +∇νvµ)− 1

3
∆µνθ. (2.39b)

Por simplicidad, tomemos ξ = 0. Esta condición vale para fluidos conformes, que son los que se
tratarán en este trabajo (ver sección 3.2). Entonces, la conservación de la enerǵıa-momento queda:

uνT
µν
;µ = −ρ̇− (ρ+ P )θ + 2ησµνσµν = 0, (2.40a)

∆α
νT

µν
;µ = (ρ+ P )u̇α +∇αP − η∆α

νσ
µν
;µ = 0. (2.40b)

La ecuación (2.40b) es la forma relativista de Navier-Stokes. Como σµν depende únicamente de la
velocidad, agregándole una ecuación de estado P = P (ρ) a (2.40) se consigue un sistema cerrado
de cinco ecuaciones con cinco incógnitas. Sin embargo, esta prescripción permite la propagación
de señales superlumı́nicas y presenta soluciones inestables [2].
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Caṕıtulo 3

Derivación de la hidrodinámica a
partir de teoŕıa cinética

3.1 Ecuación de Boltzmann relativista

En la teoŕıa de Boltzmann relativista de gases diluidos se tiene la siguiente ecuación de transporte
[1, 12]:

pµ∂µf = Icol. (3.1)

Esta es la llamada ecuación de Boltzmann. El término de colisión Icol es en principio desconocido.
Aqúı simplificaremos la ecuación de Boltzmann relativista proponiendo un término de colisión

Icol lineal en Z bajo la prescripción de Anderson-Witting [21]:

Icol =
1

τrel
uµp

µf0Z. (3.2)

Esto se conoce como aproximación RTA (relaxation time approximation).

3.2 Relación entre variables hidrodinámicas y teoŕıa cinética

La corriente Nµ y el tensor de enerǵıa-momento Tµν corresponden a los momentos primero y
segundo de la función de distribución de una part́ıcula f [17]:

Nµ = 〈pµ〉, Tµν = 〈pµpν〉, (3.3)

donde se ha definido:

〈A〉 ≡
∫
DpAf, Dp ≡ 2d4pδ(p2)

(2π)3
=

d4p

(2π)3p
δ(p0 − p). (3.4)

De esta manera, las leyes de conservación resultan ser los momentos cero y primero de la ecuación
de Boltzmann.

Descomponemos al momento pµ en una componente paralela a uµ y otra transversal:

pµ = puu
µ + p〈µ〉, (3.5)

donde pu = −uνpν y p〈µ〉 = ∆µνpν . Reemplazando en (3.3) se llega a:

Nµ = 〈pu〉uµ + 〈p〈µ〉〉, (3.6a)

Tµν = 〈p2
u〉uµuν + 〈pup〈ν〉〉uµ + 〈pup〈µ〉〉uν + 〈p〈µ〉p〈ν〉〉. (3.6b)
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Definimos ahora a la densidad de enerǵıa ρ ≡ uµuνTµν , a la densidad de part́ıculas n ≡ −uµNµ,
a la corriente de difusión χµ ≡ ∆µνNν y al flujo de enerǵıa hα ≡ ∆α

µuνT
µν . Entonces tenemos:

ρ = 〈p2
u〉, n = 〈pu〉, hµ = 〈pup〈µ〉〉, χµ = 〈p〈µ〉〉. (3.7)

Adoptaremos nuevamente la definición de velocidad de Landau-Lifshitz:

Tµνuν = −ρuµ. (3.8)

Esto implica la nulidad del flujo de enerǵıa: hµ = 0.

Respecto al término 〈p〈µ〉p〈ν〉〉, proponemos la siguiente descomposición:

〈p〈µ〉p〈ν〉〉 = 〈p〈µpν〉〉+
1

3
∆µν〈∆αβp

αpβ〉, (3.9)

donde p〈µpν〉 = ∆µν
αβp

αpβ y ∆µν
αβ = (∆µ

α∆ν
β + ∆µ

β∆ν
α)/2−∆µν∆αβ/3 (proyector transverso de traza

nula). De esta separación obtenemos:

P0 + Π = 〈∆αβp
αpβ〉/3, πµν = 〈p〈µpν〉〉, (3.10)

donde P0 es la presión en el equilibrio y Π y πµν son correcciones viscosas al tensor de enerǵıa-
momento. Notar que πµµ = 0 y que por la prescripción de Landau-Lifshitz πµν es transverso a uµ:
uνπ

µν = uν(Tµν − Tµν0 ) = 0. Como aqúı sólo trateremos el caso de un fluido conforme, tomamos
Π = 0 y χµ = 0.

Proponemos ahora una expansión de f alrededor de una función de distribución en equilibrio
local f0, donde por equilibrio local se entiende una configuración en la cual las cantidades ter-
modinámicas intensivas están bien definidas en cada punto del fluido pero no son necesariamente
homogéneas. En principio, no es necesario que f0 corresponda a un estado de equilibrio y en el
caṕıtulo 4 se verá un caso en que se trata de una función de distribución lejos del equilibrio.

f = f0(1 + Z) (3.11)

En la ecuación anterior Z = Z(xµ, pµ). Vamos a considerar desviaciones pequeñas respecto
al equilibrio local: |Z| << 1. Como estamos considerando un fluido conforme, el estado de equi-
librio local f0 está caracterizado únicamente por la temperatura T (xµ). Fuera del equilibrio la
temperatura carece de significado f́ısico, por lo que no hay una única f0 correspondiente a cada
f . Elegiremos f0 de forma tal que la entroṕıa real y la de equilibrio local difieran en términos de
segundo orden en las desviaciones respecto al equilibrio. Esto se cumple cuando se da la siguiente
condición [18]:

ρ = ρ0 = 〈p2
u〉0, (3.12)

donde:

〈A〉0 ≡
∫
DpAf0. (3.13)

Otras formas de elegir f0 se discuten en [20,22,23].

Reemplazando la expansión (3.11) en (3.10) se obtiene:

P0 =
1

3
∆αβ〈pαpβ〉0 +

1

3
∆αβ〈pαpβ〉Z =

1

3
∆αβT

αβ
0 +

1

3
∆αβ〈pαpβ〉Z , (3.14a)

πµν = ∆µν
αβ〈p

αpβ〉0 + ∆µν
αβ〈p

αpβ〉Z = ∆µν
αβT

αβ
0 + ∆µν

αβ〈p
αpβ〉Z , (3.14b)
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donde Tαβ0 = 〈pαpβ〉0 es el tensor de enerǵıa-momento en el estado f0 y:

〈A〉Z ≡
∫
DpAf0Z. (3.15)

Usando que Tαβ0 = ρ0u
αuβ + P0∆αβ:

0 =
1

3
∆αβ〈pαpβ〉Z , (3.16a)

πµν = ∆µν
αβ〈p

αpβ〉Z . (3.16b)

De esta manera queda garantizado que cuando Z = 0, πµν se anula.
Todos los grados de libertad del fluido se encuentran en Tµν , que ahora puede escribirse de la

siguiente manera:

Tµν = ρ0u
µuν + P0∆µν + πµν . (3.17)

La simetŕıa conforme implica que Tµµ = 0 = −ρ0 + 3P0, de donde se obtiene la ecuación de
estado P0 = ρ0/3. Reemplazando en (3.17):

Tµν = ρ0

(
uµuν +

1

3
∆µν

)
+ πµν . (3.18)

El tensor de enerǵıa momento es un cuadritensor simétrico de segundo orden, con lo que tiene
diez componentes independientes. Sin embargo, al tener la restricción Tµµ = 0 se pierde un grado
de libertad (el correspondiente a Π), quedando nueve componentes independientes. Los grados de
libertad restantes son la densidad de enerǵıa ρ0, las tres componentes independientes de la velocidad
uµ y las cinco componentes de la corriente viscosa πµν . ρ0 depende únicamente de la temperatura:

ρ0 =

∫
Dp p2

uf0 =

∫
d3p

(2π)3pu
p2
ue
−pu/T =

3

π2
T 4. (3.19)

La conservación de la enerǵıa-momento da cuatro ecuaciones de movimiento:

Ṫ +
T

3
θ +

π2

12

πµνσµν
T 3

=0, (3.20a)

∇αT +
π2

3

∆α
ν u̇

ν

T 3
+
π2

4

∆α
νπ

µν
,µ

T 3
=0. (3.20b)

El sistema se cierra encontrando la ecuación de movimiento para πµν .
Para terminar esta sección, escribimos la corriente de entroṕıa asumiento una estad́ıstica de

Maxwell-Juttner [17]:

Sµ =

∫
Dp pµf(1− lnf). (3.21)

Haciendo una expansión de Taylor de f lnf hasta segundo orden, se obtiene:

f lnf = f0(1 + Z)(lnf0 + ln(1 + Z)) ≈ f0(1 + Z)

(
lnf0 + Z − Z2

2

)
≈ f lnf0 + f0Z + f0

Z2

2
. (3.22)

Reemplazando en (3.21) y usando que para Maxwell-Juttner f0 = eβνp
ν
:

Sµ =

∫
Dp pµf −

∫
Dp pµf0Z −

∫
Dp pµf lnf0 −

1

2

∫
Dp pµf0Z

2,

= Nµ
0 − βνT

µν
0 −

1

2

∫
Dp pµf0Z

2, (3.23)

donde se ha usado que βνT
µν = βνT

µν
0 . Notar que, como se hab́ıa adelantado en párrafos anteriores,

la entroṕıa real difiere de la entroṕıa en el equilibrio local en una cantidad de segundo orden en Z.
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3.3 Chapman-Enskog

En esta sección trabajaremos con el término de colisión lineal (3.2). El procedimiento de Chapman-
Enskog consiste en una expansión de Z en potencias del tiempo de relajación τrel. Se propone
entonces la siguiente parametrización [1]:

Z = τrelz1 + τ2
relz2 + ... (3.24)

Escribamos la ecuación de Boltzmann relativista bajo la aproximación RTA:

pµ∂µ[f0(1 + Z)] =
1

τrel
uµp

µf0Z,

pµ∂µf0 + pµ∂µ(f0Z) =
1

τrel
uµp

µf0Z. (3.25)

Las derivadas espaciales∇µuν y∇µT son cantidades de orden 0 en τrel y las derivadas temporales
u̇µ y Ṫ se obtienen de la conservación de la enerǵıa-momento. Reemplazando (3.24) en la ecuación
anterior e igualando los términos de orden cero se obtiene:

z1 = −p
µpν

pu
βν,µ. (3.26)

Desarrollemos pµpνβν,µ:

pµpνβν,µ =pµpνβ(ν,µ) =
pµpν

T

[
u(ν,µ) −

T,(µuν)

T

]
=
pµpν

T

[
−u(µu̇ν) + σµν +

∆µν

3
θ − 1

2T
T(,µuν)

]
,

=
pµpν

T

[
σµν +

∆µν

3
θ + uµuν

Ṫ

T
− 1

2
u(µ∆λ

ν)

(
T,λ
T

+ u̇λ

)]
. (3.27)

De las ecuaciones de conservación (3.20a) y (3.20b) se obtiene:

Ṫ

T
≈ −θ

3
, ∆α

ν u̇
ν ≈ −∇

αT

T
, (3.28)

donde nos hemos quedado a orden cero en τrel. Reemplazando en (3.27):

pµpνβν,µ =
pµpν

T

(
σµν +

gµν
3
θ
)

=
pµpν

T
σµν . (3.29)

Luego:

z1 = −p
µpν

Tpu
σµν . (3.30)

Con este resultado podemos calcular πµν a primer orden en τrel:

πµν = ∆µν
αβ

∫
Dp pαpβf0Z ≈ −τrel∆

µν
αβ

σρσ
T

∫
Dp

pu
pαpβpρpσf0. (3.31)

La integral es isótropa y simétrica ante intercambio de cualquier par de ı́ndices de Lorentz. En-
tonces, se puede plantear:∫

Dp

pu
pαpβpρpσf0 = auαuβuρuσ + b(uαuβ∆ρσ + permutaciones) + c(∆αβ∆ρρ + permutaciones).

(3.32)
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Contrayendo cualquier par de ı́ndices y usando que pµp
µ = 0:

0 =(3b− a)uρuσ + (5c− b)∆ρσ,

b =
a

3
, c =

a

15
. (3.33)

Luego:∫
Dp

pu
pαpβpρpσf0 = a

[
uαuβuρuσ +

1

3
(uαuβ∆ρσ + permutaciones) +

1

15
(∆αβ∆ρρ + permutaciones)

]
.

(3.34)

Tomando todos los ı́ndices iguales a cero:

a =

∫
Dp p3

uf0 =
1

2π2

∫
dpup

4
ue
−pu/T =

12

π2
T 5. (3.35)

Finalmente:

πµν = − 8

5π2
τrelT

4σµν . (3.36)

Nótese que se ha llegado a la teoŕıa de Navier-Stokes relativista con η = 4τrelT
4/(5π2) (ver

sección (2.4.1)), por lo que esta expansión nos lleva a los mismos problemas de causalidad y esta-
bilidad ya mencionados.

El problema es que, mientras que πµν debeŕıa introducir nuevos grados de libertad dinámicos, el
resultado aqúı obtenido sugiere que la evolución temporal de la corrección viscosa está únicamente
ligada a la evolución de T y de uµ. En realidad, hay un tiempo de relajación asociado a la
evolución de πµν , pero en la teoŕıa de Navier-Stokes es nulo. Tenemos que recurrir entonces a otro
procedimiento que nos permita encontrar una ecuación de movimiento para πµν .

3.4 Grad

3.4.1 Expansión de Z en tensores irreducibles

Recordamos que estamos trabajando con un gas conforme y estad́ıstica de Maxwell-Juttner; para
ver el caso más general, consultar [5, 27]. Siguiendo estas referencias, haremos una expansión de
Z en el espacio de momentos usando una base de tensores irreducibles ante transformaciones de
Lorentz que dejan invariante a la cuadrivelocidad uµ:

1, p〈µ〉, p〈µpν〉, p〈µpνpλ〉, ... (3.37)

donde se ha hecho la definición A〈µ1...µl〉 ≡ ∆µ1...µl
ν1...νl A

ν1...νl , siendo ∆µ1...µl
ν1...νl el proyector sobre el

espacio ortogonal a uµ (uµi∆
µ1...µl
ν1...νl = uνi∆µ1...µl

ν1...νl = 0), simétrico en los ı́ndices µi y νj por separado
y, para l > 1, de traza nula (gµiµj∆

µ1...µl
ν1...νl = gνiνj∆µ1...µl

ν1...νl = 0, pero ∆µ1...µl
µ1...µl = 2l+ 1). Estos tensores

forman un conjunto completo y ortogonal en el sentido de la relación (3.38), análogo a los armónicos
esféricos [5, 27–29]:∫

DpF (pu)p〈µ1 ...pµm〉p〈ν1 ...pνn〉 =
m!δmn

(2m+ 1)!!
∆µ1...µm
ν1...νm

∫
DpF (pu)p2m

u , (3.38)

donde F (pu) es una función arbitraria de pu = −uνpν . La demostración de la relación anterior
puede encontrarse en el apéndice C. La ortogonalidad facilitará la obtención de los coeficientes de

13



la expansión de Z. Los proyectores ∆µ1...µl
ν1...νl , construidos originalmente en [29], se calculan como:

∆µ1...µlν1...νl =

[l/2]∑
k=0

C(l, k)(l − 2k)!

(
2kk!

l!

)2

×
∑
P lµP

l
ν

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µlνl , (3.39)

C(l, k) = (−1)k
(l!)2(2l − 2k)!

k!(2l)!(l − k)!(l − 2k)!
,

donde [a] denota la parte entera de a y
∑
P lµP

l
ν

es la sumatoria sobre todas las permutaciones distintas

de los ı́ndices µi y νi (por separado; no se permutan los ı́ndices µi y νi entre śı). Para ver cómo
se construyen estos proyectores, consultar el apéndice B. Notar que si tomamos l = 1 recuperamos
∆µν , y si tomamos l = 2 obtenemos ∆µ1µ2ν1ν2 = (∆µ1ν1∆µ2ν2 + ∆µ1ν2∆µ2ν1)/2−∆µ1µ2∆ν1ν2/3.

Escribamos ahora la expansión de Z en la base (3.37):

Z = pαu

∞∑
l=0

λ〈µ1...µl〉p〈µ1 ...pµl〉, (3.40)

En la parametrización anterior se ha introducido el número entero α, que se ajustará de manera
tal que se cumpla la segunda ley de la termodinámica. Los coeficientes λ〈µ1...µl〉 son tensores de
orden l que dependen únicamente de pu y pueden expandirse en una base ortogonal de polinomios

adimensionales P
(l)
n , donde n es el orden del polinomio:

λ〈µ1...µl〉 =

Nl∑
n=0

c〈µ1...µl〉n P (l)
n , (3.41a)

P (l)
n =

n∑
r=0

a(l)
nrp

r
u. (3.41b)

En principio Nl debe ser infinito, pero en la práctica la expansión (3.41a) es truncada.

Necesitamos hallar los coeficientes c
〈µ1...µl〉
n . Usando (3.40), (3.38) y (3.41a), podemos escribir:∫

Dp p〈ν1 ...pνl′ 〉P (l)
n Zf0 =

l′!

(2l′ + 1)!!

Nl′∑
m=0

c
〈ν1...νl′ 〉
m

∫
DpP (l′)

m P (l′)
n p2l′+α

u f0. (3.42)

Podemos construir los polinomios (3.41b) de manera que cumplan con la siguiente condición de
ortogonalidad:

1

(2l + α+ 1)!

∫
DpP (l)

m P (l)
n p2l+α

u f0 =
δmn
2π2

T 2l+α+2. (3.43)

Haciendo la sustitución pu/T = x y definiendo:

P̃ (l)
n (x) ≡

n∑
r=0

ã(l)
nrx

r, (3.44)

ã(l)
nr ≡ a(l)

nrT
r,

se obtiene: ∫
dxx2l+α+1P̃ (l)

m (x)P̃ (l)
n (x)e−x = (2l + α+ 1)!δmn. (3.45)
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Notar que según la condición de ortogonalidad anterior, P̃
(l)
0 = 1. En el apéndice A se muestra una

relación de recurrencia que permite determinar P̃
(l)
n fácilmente si son conocidos P̃

(l)
n−1 y P̃

(l)
n−2.

Volviendo al cálculo de c
〈ν1...νl〉
n , reemplazando (3.43) en (3.42), renombrando l′ = l y usando

(3.41b), se obtiene:

c〈ν1...νl〉n =
2π2(2l + 1)!!

l!(2l + α+ 1)!T 2l+α+2

n∑
r=0

a(l)
nrZ

ν1...νl
r , (3.46)

donde se ha definido Zν1...νlr ≡ 〈prup〈ν1 ...pνl〉〉Z . Notar que las condiciones (3.12) y la definición de
velocidad de Landau-Lifshitz implican:

Z1 = 〈pu〉Z = 0, Z2 = 〈p2
u〉Z = 0, Zµ1 = 〈pupµ〉Z = −uν〈pνpµ〉Z = 0. (3.47)

Además, se tiene:

Zµ0 = 〈p〈µ〉〉Z = χµ = 0, Zµν0 = 〈p〈µpν〉〉Z = πµν . (3.48)

Usando que Π = −m2〈1〉Z/3, se puede escribir:

Π = −m
2

3
Z0. (3.49)

Para un fluido conforme ambos miembros de la ecuación anterior se anulan para cualquier valor de
Z0, por lo que adoptaremos:

Z0 = 0. (3.50)

Volviendo a la expansión de Z, reemplazando (3.46) en (3.41a) se obtiene:

λ〈µ1...µl〉 =

Nl∑
r=0

H(l)
r Zµ1...µlr , (3.51)

donde se ha definido H
(l)
r ≡ 2π2(2l+1)!!

l!(2l+α+1)!T 2l+α+2

Nl∑
n=r

a
(l)
nrP

(l)
n . Entonces, la expansión de Z queda

finalmente:

Z = pαu

∞∑
l=0

Nl∑
r=0

H(l)
r Zµ1...µlr p〈µ1 ...pµl〉. (3.52)

3.4.2 Aproximación de Grad

Queremos obtener una expresión para Z en función de cantidades hidrodimámicas que nos permita
hallar la ecuación de movimiento de πµν . En esta sección haremos la aproximación de Grad, que
nos permitirá llegar a una hidrodinámica causal y estable [24].

El único tensor transverso a uµ disponible para dar origen a los ı́ndices de Zµ1...µl es πµν . Aqúı
nos quedaremos a primer orden en las desviaciones respecto al equilibrio, por lo que supondremos
despreciables los términos de la expansión de Z para l > 2, pues para armar los tensores Zµ1...µl

con l > 2 se tiene que ir más allá del primer orden en πµν .
Además, como aproximación queremos quedarnos con la menor cantidad posible de momentos de

Z y relacionarlos con las correcciones viscosas. Esto nos llevaŕıa a la aproximación de 14 momentos
de Grad, que se obtiene tomando N0 = 2, N1 = 1 y N2 = 0 (notar que esto nos da los tres escalares
Z0, Z1 y Z2, los dos vectores espaciales Zµ0 y Zµ1 , y el tensor de orden 2, espacial, simétrico y de
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traza nula Zµν0 , sumando 14 momentos). Pero como consecuencia de las condiciones (3.47) a (3.50)
sólo sobrevive el término de la expansión que es proporcional a Zµν0 :

Z = pαuH
(2)
0 Zµν0 p〈µpν〉 = pαuH

(2)
0 πµνp〈µpν〉. (3.53)

Faltaŕıa calcular el coeficiente H
(2)
0 para tener un expresión (aproximada) de Z.

H
(2)
0 =

15π2

(α+ 5)!Tα+6
a

(2)
00 P

(2)
0 =

15π2

(α+ 5)!Tα+6
. (3.54)

Se llega entonces a la siguiente expresión aproximada para Z:

Z =
15π2pαu

(α+ 5)!Tα+6
πµνp〈µpν〉. (3.55)

Combinando la expresión anterior con la relación de ortogonalidad (3.38) se obtiene que todos
los momentos de Zf0 son nulos salvo los tensores de orden 2:

Zµνi =

∫
Dp piup

〈µpν〉Zf0 =
(i+ α+ 5)!

(α+ 5)!
T iπµν . (3.56)

Una de las ventajas que tiene descomponer Z en la forma (3.52) es que es muy sencillo mejorar
la aproximación de Grad tomando más momentos de Z. Por ejemplo, tomando N0 = 3, N1 = 2 y
N2 = 1 se obtienen 23 momentos y, más en general, tomando N0 = n+ 2, N1 = n+ 1 y N2 = n se
obtienen 14 + 9× n momentos [27].

3.4.3 Ecuación de movimiento de Zµν
i

Como se ve en la ecuación (3.56), πµν está relacionado con los momentos Zµνi . Calcularemos
entonces la ecuación de movimiento de los momentos no nulos de Z, que nos servirá para luego
hallar la ecuación correspondiente para πµν . Tomemos la derivada temporal de (3.56):

Ż
〈µν〉
i = ∆µν

αβ

d

dτ

∫
Dp piup

〈αpβ〉Zf0 (3.57)

donde se ha definido ȧ ≡ da/dτ . Notar que sólo se está calculando la proyección espacial, simétrica
y de traza nula de la ecuación de movimiento. La derivada temporal de Zf0 se elimina usando la
ecuación de Boltzmann, (3.1).

En la ecuación de movimiento aparece el ı́ndice i que, junto con α, se ajustará para hacer valer
la segunda ley de la termodinámica. Escribiendo piu = (−uµpµ)i es fácil entender que, para i ≥ 1, se
está obteniendo la ecuación de movimiento de πµν del momento i+ 1 de la ecuación de Boltzmann.
Cuando i = 0, la ecuación de movimiento no corresponde a ningún momento de la ecuación de
Boltzmann, sino que se está derivando directamente la definición de πµν (ecuación (3.16b)).

Luego de un extenso cálculo, se llega a:

Ż
〈µν〉
i = I

〈µν〉
i−1 −

(i+ 4)!

15π2
T i+4σµν − (i+ 4)

θ

3
Zµνi + 2Z

δ〈µ
i ω

ν〉
δ −

2

7
(2i+ 5)Z

δ〈µ
i σ

ν〉
δ , (3.58)

donde se ha definido ωµν ≡ (∇µuν −∇νuµ)/2 y:

I
〈µ1...µl〉
i ≡

∫
Dp piup

〈µ1 ...pµl〉Icol[f ]. (3.59)
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3.4.4 Término de colisión

Ahora calcularemos el término I
〈µν〉
i en función de la corriente πµν bajo la aproximación RTA.

Usando la integral de colisión (3.2) en la ecuación (3.59), se obtiene:

I
〈µ1...µl〉
i = − 1

τrel

∫
Dp pi+1

u p〈µ1 ...pµl〉Zf0. (3.60)

Usando ahora la aproximación de Grad (3.55), se obtiene:

I
〈µν〉
i = −(α+ i+ 6)!T i+1

(α+ 5)!τrel
πµν . (3.61)

3.4.5 Ecuación de movimiento hidrodinámica

En esta sección usaremos la ecuación (3.58) para obtener una ecuación de movimiento para πµν .
La teoŕıa hidrodinámica completa quedaŕıa entonces formada por esta ecuación sumada a las ecua-
ciones de conservación (3.20).

Usando (3.56), escribimos:

Ż
〈µν〉
i =

(i+ α+ 5)!i

(α+ 5)!
T i−1Ṫ πµν +

(i+ α+ 5)!

(α+ 5)!
T iπ̇〈µν〉. (3.62)

La derivada temporal de T se obtiene de la ecuación (3.20a). Entonces, (3.62) queda:

Ż
〈µν〉
i = −(i+ α+ 5)!i

3(α+ 5)!
T iθπµν − π2(i+ α+ 5)!i

12(α+ 5)!
T i−4παβσαβπ

µν +
(i+ α+ 5)!

(α+ 5)!
T iπ̇〈µν〉. (3.63)

Reemplazando en (3.58):

− (i+ α+ 5)!i

3(α+ 5)!
T iθπµν − π2(i+ α+ 5)!i

12(α+ 5)!
T i−4παβσαβπ

µν +
(i+ α+ 5)!

(α+ 5)!
T iπ̇〈µν〉

=− (α+ i+ 6)!T i+1

(α+ 5)!τrel
πµν − (i+ 4)!

15π2
T 4σµν − (i+ 4)(i+ α+ 5)!

3(α+ 5)!
T iθπµν

+
2(i+ α+ 5)!

(α+ 5)!
T iπδ〈µω

ν〉
δ −

2

7

(i+ α+ 5)!(2i+ 5)

(α+ 5)!
T iπδ〈µσ

ν〉
δ . (3.64)

Despejando para π̇〈µν〉:

π̇〈µν〉 = −π
µν

τπ,i
− (i+ 4)!(α+ 5)!

15π2(i+ α+ 5)!
T 4σµν − 4

3
θπµν + 2πδ〈µω

ν〉
δ −

2

7
(2i+ 5)πδ〈µσ

ν〉
δ +

iπ2

12T 4
παβσαβπ

µν ,

(3.65)

donde τπ,i ≡ Tτrel/(α + i + 6) es el tiempo de relajación de πµν . Recordar que tomar distintos
valores de i corresponde a obtener la ecuación de movimiento de πµν a partir de distintos momentos
de la ecuación de Boltzmann si i ≥ 1, o a partir de la definición de πµν (ecuación (3.16b)) si i = 0.
La ecuación de movimiento obtenida tiene la misma forma en cada caso, pero los coeficientes de
transporte vaŕıan. En la sección siguiente veremos que de exigir el cumplimiento de la segunda ley
de la termodinámica, surge una relación entre i y α. Es decir, se verá que para una parametrización
dada de Z bajo la aproximación de Grad, hay una única forma de obtener la ecuación de movimiento
de πµν para que la teoŕıa tenga creación de entroṕıa definida positiva.
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3.4.6 Creación de entroṕıa

Comenzamos calculando el vector de entroṕıa mediante la ecuación (3.23):

Sµ = Nµ
0 − βνT

µν
0 −

1

2

∫
Dp pµf0Z

2. (3.66)

Empecemos con los dos primeros términos:

Nµ
0 =

∫
Dp pµf0 = uµ

∫
Dp puf0 =

1

π2
T 3, (3.67a)

Tµν0 =
3

π2
T 4

(
uµuν +

1

3
∆µν

)
. (3.67b)

Luego:

Nµ
0 − βνT

µν
0 =

4

π2
T 3uµ. (3.68)

Para calcular el otro término, usaremos la ecuación (3.55):∫
Dp pµf0Z

2 =
225π4

(α+ 5)!2T 2(α+6)
πρσπαβ

∫
Dp p2α

u p
µp〈ρpσ〉p〈αpβ〉f0. (3.69)

La integral se resuelve usando la relación de ortogonalidad (3.38). Se obtiene:∫
Dp pµf0Z

2 =
15π2(2α+ 6)!

(α+ 5)!2T 5
πρσπρσu

µ. (3.70)

Reemplazando (3.68) y (3.70) en (3.66):

Sµ = T 3

[
4

π2
− 15π2(2α+ 6)!

2(α+ 5)!2T 8
πρσπρσ

]
uµ. (3.71)

Ya estamos en condiciones de calcular la creación de entroṕıa. Tomemos la cuadridivergencia
de la ecuación anterior:

Sµ;µ =
12

π2
T 2Ṫ +

4

π2
T 3θ +

75π2(2α+ 6)!

2(α+ 5)!2
Ṫ

T 6
πρσπρσ −

15π2(2α+ 6)!

(α+ 5)!2T 5
πρσπ̇〈ρσ〉 −

15π2(2α+ 6)!

2(α+ 5)!2T 5
πρσπρσθ,

=T 4

[
−15π2(2α+ 6)!

(α+ 5)!2T 9
πρσπ̇〈ρσ〉 +

(
12

π2
+

75π2(2α+ 6)!

2(α+ 5)!2T 8
πρσπρσ

)
Ṫ

T 2
+

(
4

π2
− 15π2(2α+ 6)!

2(α+ 5)!2T 8
πρσπρσ

)
θ

T

]
.

(3.72)

Usando las ecuaciones de movimiento (3.20a) y (3.65) y quedándonos a segundo orden en la
desviación respecto al equilibrio y en las derivadas espaciales, se llega a:

Sµ;µ =T 4

{
15π2(2α+ 6)!

(α+ 5)!2T 9τπ,i
πρσπρσ +

[
(i+ 4)!(2α+ 6)!

(α+ 5)!(i+ α+ 5)!
− 1

]
πρσσρσ
T 5

}
. (3.73)

Para que la creación de entroṕıa sea definida positiva a segundo orden en las correcciones
viscosas, se debe imponer:

(i+ 4)!(2α+ 6)!

(α+ 5)(i+ α+ 5)!
= 1, (3.74)
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de donde se deduce:

i = α+ 1. (3.75)

Por lo tanto, dado un valor de α, la relación anterior nos dice cuál es la ecuación de movimiento
de πµν correspondiente.

Usando la condición (3.75), la ecuación de movimiento (3.65) queda:

π̇〈µν〉 = −π
µν

τπ,i
− (i+ 4)!2

15π2(2i+ 4)!
T 4σµν − 4

3
θπµν + 2πδ〈µω

ν〉
δ −

2

7
(2i+ 5)πδ〈µσ

ν〉
δ +

iπ2

12T 4
παβσαβπ

µν ,

(3.76)

con τπ,i = Tτrel/(2i+ 5).

3.4.7 Israel, Stewart

Israel y Stewart obtuvieron una teoŕıa hidrodinámica expandiendo Z en los tensores 1, pµ, pµpν ,
etc [4] y truncando la expansión a orden cuadrático (aproximación de Grad). Pero estos tensores
no son ortogonales entre śı, lo que dificulta el cálculo de los coeficientes de la expansión. A su vez,
obtuvieron las ecuaciones de las corrientes disipativas (en nuestro caso, solamente πµν) a partir
del segundo momento de la ecuación de Boltzmann. La teoŕıa desarrollada por Israel y Stewart
equivale a tomar i = 1 y α=0. Haciendo i = 1 en la ecuación (3.76), se obtiene:

π̇〈µν〉 = −π
µν

τπ,1
− 4

3π2
T 4σµν − 4

3
θπµν + 2πδ〈µω

ν〉
δ − 2πδ〈µσ

ν〉
δ +

π2

12T 4
παβσαβπ

µν . (3.77)

Los dos últimos términos y aquel proporcional a θπµν fueron despreciados en el trabajo original
de Israel y Stewart [4]. (Ver también [31,32]).

Por lo expuesto en la sección anterior, esta teoŕıa hidrodinámica respeta la segunda ley de la
termodinámica.

3.4.8 Denicol, Koide, Rischke

Denicol, Koide y Rischke obtienen en [33] la ecuación de movimiento de πµν derivando la ecuación
(3.16b) y usando la ecuación de Boltzmann para eliminar d(Zf0)/dτ . Esto es equivalente a tomar
i = 0. Sin embargo, en [5, 27, 33] los autores adoptan α = 0, con lo cual la teoŕıa hidródinámica
que derivan viola la segunda ley de la termodinámica. Parametrizando Z apropiadamente, es decir,
tomando α = i− 1 = −1, o haciendo i = 0 en (3.76), se llega a:

π̇〈µν〉 = −π
µν

τπ,0
− 8

5π2
T 4σµν − 4

3
θπµν + 2πδ〈µω

ν〉
δ −

10

7
πδ〈µσ

ν〉
δ . (3.78)

3.5 Condición suficiente para tener una hidrodinámica con creación
de entroṕıa definida positiva

En esta sección veremos que la teoŕıa de Grad presentada en la sección anterior cae dentro de un
esquema más general de teoŕıas hidrodinámicas con creación de entroṕıa definida positiva.

Sea f una función de distribución de una part́ıcula que es solución de la ecuación de Boltzmann:

pµ∂µf = Icol[f ]. (3.79)
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Definiendo al vector de entroṕıa Sµ como [17]:

Sµ =−
∫
Dp pµ[ea(1− e−af)ln(1− e−af) + f lnf ], (3.80)

a =


0 para Fermi−Dirac,

iπ para Bose− Einstein,

∞ para Maxwell− Juttner,

y usando la ecuación de Boltzmann se llega a la siguiente expresión para la creación de entroṕıa:

Sµ;µ =

∫
Dpln(f−1 − e−a)Icol[f ] ≥ 0. (3.81)

La desigualdad anterior es el teorema H de Boltzmann y no depende de que f sea solución de la
ecuación (3.79) [12,17].

Supóngase ahora que se tiene una parametrización de la función de distribución f = f(ξσ).
Entonces:

pµ
∂f

∂ξσ
∂µξ

σ = Icol(p
µ, ξσ). (3.82)

Relajaremos ahora el requisito de que f sea solución de la ecuación de Boltzmann. En vez de
eso, proponemos una f y funciones Rλ(pµ) tales que:∫

DpRλpµ
∂f

∂ξσ
∂µξ

σ =

∫
DpRλIcol(p

µ, ξσ), (3.83a)

−ln(f−1 − e−a) =Γλ(ξσ)Rλ. (3.83b)

Tomando la cuadridivergencia de Sµ, se obtiene:

Sµ;µ =

∫
Dpln(f−1 − e−a)pµ ∂f

∂ξσ
∂µξ

σ = −Γλ(ξσ)

∫
DpRλpµ

∂f

∂ξσ
∂µξ

σ, (3.84)

donde se ha utilizado (3.83b). Usando ahora (3.83a), se obtiene:

Sµ;µ = −Γλ(ξσ)

∫
DpRλIcol(p

µ, ξσ) =

∫
Dpln(f−1 − e−a)Icol(p

µ, ξσ) ≥ 0. (3.85)

Por lo tanto, una teoŕıa hidrodinámica cuyas ecuaciones de movimiento están dadas por (3.83a)
y donde la parametrización de f cumple con (3.83b), tiene garantizada creación de entroṕıa definida
positiva. Como único requisito adicional pediremos que Mλ

σ =
∫
Dp puR

λ ∂f
∂ξσ sea invertible, dado

que nos interesa tener las derivadas temporales de los parámetros ξσ.
Supongamos la siguiente forma funcional para f :

f =
1

e−Φ(ξσ ,pµ) + e−a
. (3.86)

Si Φ =
uµpµ

T + Z, la función anterior incluye a las teoŕıas de tipo divergencia (tomando Z
cuadrático en los cuadrimomentos, [35]) y, para |Z| << 1, a la teoŕıa de tipo Grad que fue planteada
en la sección anterior sólo para la estad́ıstica de Maxwell-Juttner, ahora generalizada a Bose-
Einstein y Fermi-Dirac. Esto último se ve haciendo la expansión correspondiente para Z pequeño:

f ≈f0[1 + (1− f0e
−a)Z], (3.87)

f0 =
1

e−
uµpµ

T + e−a
, (3.88)
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y eligiendo:

Z = Cµ1...µα+2p
µ1 ...pµα+2 . (3.89)

Veamos ahora que esta parametrización de la función de distribución cae dentro del esquema
planteado en esta sección. Tenemos:

−ln(f−1 − e−a) = Φ =
uµp

µ

T
+ Cµ1...µα+2p

µ1 ...pµα+2 , (3.90)

y, por lo tanto:

Γλ =
(uµ
T
,Cµ1...µα+2

)
, Rλ = (pµ, pµ1 ...pµα+2) . (3.91)

Luego, de acuerdo a la ecuación (3.83a) y a lo expuesto anteriormente, si las ecuaciones de
movimiento para esta teoŕıa hidrodinámica son los momentos primero (conservación de la en-
erǵıa-momento) y α+ 2 de la ecuación de Boltzmann, se tiene una teoŕıa con creación de entroṕıa
definida positiva. Obsérvese que para que este argumento valga, se debe tener α ≥ 0.

En la teoŕıa de Grad planteada en la sección 3.4 se tiene Cµ1...µα+2 = (−1)α15π2

(α+5)!Tα+6uµ1 ...uµαπµα+1µα+2

y las ecuaciones de movimiento se obtienen del momento primero y del momento i + 1 (ecuación
(3.57)) de la ecuación de Boltzmann. Si i = α + 1, el esquema aqúı presentado nos garantiza
creación de entroṕıa definida positiva. Notar que esta es la misma relación entre i y α a la que se
hab́ıa llegado anteriormente.
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Caṕıtulo 4

Dinámica relativista de fluidos
viscosos lejos del equilibrio.
Hidrodinámica anisótropa viscosa

A partir de aqúı trataremos con fluidos conformes lejos del equilibrio. En particular, desarrollaremos
una teoŕıa hidrodinámica para el caso en que la función de distribución de una part́ıcula presenta
una gran anisotroṕıa en una dirección del espacio de momentos. Cuando se da esta situación, la
desviación Z puede ser comparable a 1 o incluso mayor, por lo que no se espera que una expansión
alrededor de un estado de equilibrio presente una buena convergencia.

En [9, 10] se obtiene una teoŕıa hidrodinámica desde teoŕıa cinética proponiendo la siguiente
parametrización de la función de distribución de una part́ıcula:

f = f̂0(1 + Ẑ), (4.1)

donde f̂0 no es una función de distribución en el equilibrio, sino que es una función anisótropa en
una dirección del espacio de momentos (distribución esferoidal). Esta proposición viene motivada
por la necesidad de describir la evolución temporal del plasma de quarks y gluones resultante de
las colisiones de iones pesados ultrarrelativistas. La distribución esferoidal incluye la principal
corrección viscosa para este fluido de forma no perturbativa en f̂0 [6]. Puede tomarse Ẑ = 0
como primera aproximación, obteniéndose aśı la llamada hidrodinámica anisótropa [8]. Como la
anisotroṕıa es en una única dirección, se requiere un único parámetro adicional para medir la
deformación respecto al estado de equilibrio, y por lo tanto, una única ecuación de movimiento
adicional además de las ecuaciones de conservación.

Las correcciones sobre la distribución esferoidal se tratan de forma perturbativa en Ẑ, obteniéndose
la llamada hidrodinámica anisótropa viscosa [9, 10]. En [9] se hace una expansión de Ẑ en los ten-
sores 1, pµ, pµpν , etc y se la trunca a orden cuadrático (aproximación de Grad de 14 momentos).
Las correcciones viscosas se definen ahora mediante Ẑ, con lo cual ya no miden las desviaciones
respecto al equilibrio, sino que miden las desviaciones respecto al estado anisótropo f̂0. Las ecua-
ciones de movimiento derivadas de las leyes de conservación son complementadas con ecuaciones
para las correcciones viscosas, llegando a un sistema cerrado de ecuaciones hidrodinámicas.

La principal desventaja de esta formulación de la hidrodinámica anisótropa viscosa es que
no permite mejorar sistemáticamente la aproximación de Grad agregando más momentos. Más
recientemente, en [10], Molnár et al. derivan la teoŕıa anisótropa siguiendo un procedimiento
análogo al hecho para el caso isótropo en [5] y en el caṕıtulo anterior de este trabajo. Aqúı
seguiremos principalmente el trabajo de Molnár et al.
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4.1 Relación entre variables hidrodinámicas y teoŕıa cinética en
la teoŕıa anisótropa

Volvamos a las ecuaciones (3.3):

Nµ = 〈pµ〉, Tµν = 〈pµpν〉. (4.2)

En la sección 3.2 se hizo una expansión de pµ en los tensores uµ y ∆µν . Sin embargo, ahora es
también relevante el vector espacial lµ que indica la dirección de la anisotroṕıa; lµl

µ = 1, uµl
µ = 0.

Entonces, expandiremos pµ en los tensores uµ, lµ y Ξµν ≡ ηµν + uµuν − lµlν = ∆µν − lµlν :

pµ = puu
µ + pll

µ + p{µ}, (4.3)

donde p{µ} ≡ Ξµνpν . Reemplazando en (4.2) se llega a:

Nµ =〈pu〉uµ + 〈pl〉lµ + 〈p{µ}〉, (4.4a)

Tµν =〈p2
u〉uµuν + 〈pupl〉(uµlν + lµuν) + 〈pup{ν}〉uµ + 〈pup{µ}〉uν + 〈p2

l 〉lµlν

+ 〈plp{ν}〉lµ + 〈plp{µ}〉lν + 〈p{µ}p{ν}〉. (4.4b)

Al igual que antes, la densidad de enerǵıa es ρ ≡ uµuνT
µν y la densidad de part́ıculas n ≡

−uµNµ. Por otro lado, ahora la componente de la corriente de difusión paralela a lµ se encuentra
en nl ≡ lµNµ, siendo χµ⊥ ≡ ΞµνNν la componente perpendicular a lµ. Dado que seguimos tratando
el caso de un fluido conforme, el número de part́ıculas no se conserva y la corriente de difusión
es nula. La presión, ahora anisótropa, se separa en las componentes longitudinal Pl ≡ lµlνT

µν

y perpendicular P⊥ ≡ ΞαβT
αβ/2. También definimos ĥα⊥l ≡ ΞαµlνT

µν . Definiendo a la velocidad
mediante la prescripción de Landau-Lifshitz, se anulan las siguientes componentes de Tµν : h ≡
uµlνT

µν = 0, hα⊥u ≡ ΞαµuνT
µν = 0. Entonces tenemos:

n = 〈pu〉, ρ = 〈p2
u〉, Pl = 〈p2

l 〉, P⊥ = Ξαβ〈pαpβ〉/2, ĥµ⊥l = 〈plp{µ}〉. (4.5)

Respecto a la definición del vector lµ, una posibilidad, usada, por ejemplo, en [9], es fijarlo
en alguna dirección en particular, pensando en que en la etapa inicial de las colisiones de iones
pesados la función de distribución de una part́ıcula es altamente anisótropa en la dirección del haz.
No es esta la definición que adoptaremos aqúı, sino que definiremos lµ siguiendo una prescripción
análoga a la de Landau-Lifshitz para uµ. Pero por ahora no asumiremos nada sobre lµ, sino
que seguiremos [10] y recuperaremos las ecuaciones hidrodinámicas de estos autores para el caso
particular de un fluido conforme y estad́ıstica de Maxwell-Juttner.

Respecto al término 〈p{µ}p{ν}〉, proponemos la siguiente descomposición:

〈p{µ}p{ν}〉 = 〈p{µpν}〉+
1

2
Ξµν〈Ξαβpαpβ〉. (4.6)

donde p{µpν} = Ξµναβp
αpβ y Ξµναβ = (ΞµαΞνβ + ΞµβΞνα)/2− ΞµνΞαβ/2 (proyector transverso a uµ y lµ y

de traza nula). El segundo término de esta separación corresponde a P⊥. Llamemos al primero de
la siguiente manera:

π̂µν⊥ = 〈p{µpν}〉. (4.7)

Notar que uµπ̂
µν
⊥ = lµπ̂

µν
⊥ = π̂µµ⊥ = 0. Reemplazando (4.5) y (4.7) en (4.4):

Nµ = nuµ, (4.8a)

Tµν = ρuµuν + Pll
µlν + P⊥Ξµν + 2ĥ

(µ
⊥ll

ν) + π̂µν⊥ . (4.8b)
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Es fácil relacionar a la presión longitudinal y perpendicular con la presión isótropa:

Pl =lµlνT
µν , 2P⊥ = ΞµνT

µν ,

1

3
(Pl + 2P⊥) =

1

3
(lµlν + Ξµν)Tµν =

1

3
∆µνT

µν = P0. (4.9)

Notar que en un estado isótropo P⊥ = Pl = P0.
Para relacionar a πµν y π̂µν⊥ , primero escribiremos ∆µν

αβ en función de Ξµναβ:

∆µν
αβ =∆(µ

α ∆
ν)
β −

1

3
∆µν∆αβ = (Ξ(µ

α + l(µlα)(Ξ
ν)
β + lν)lβ)− 1

3
(Ξµν + lµlν)(Ξαβ + lαlβ),

=Ξ(µ
α Ξ

ν)
β −

1

2
ΞµνΞαβ + Ξ(µ

α l
ν)lβ + lαl

(µΞ
ν)
β +

2

3
lµlν lαlβ +

1

6
ΞµνΞαβ −

1

3
(Ξµν lαlβ + Ξαβl

µlν),

=Ξµναβ + 2l(αΞ
(µ
β)l

ν) +
1

6
(Ξµν − 2lµlν)(Ξαβ − 2lαlβ). (4.10)

Luego:

πµν =∆µν
αβ〈p

αpβ〉 =

[
Ξµναβ + 2l(αΞ

(µ
β)l

ν) +
1

6
(Ξµν − 2lµlν)(Ξαβ − 2lαlβ)

]
〈pαpβ〉,

=π̂µν⊥ + 2ĥ
(µ
⊥ll

ν) +
1

3
(P⊥ − Pl)(Ξµν − 2lµlν). (4.11)

Proponemos ahora una expansión de f alrededor de una función de distribución anisótropa
f̂0 = f̂0(pu/Tu, pl/Tl):

f = f̂0(1 + Ẑ). (4.12)

La función f̂0 debe cumplir:

lim
1/Tl→0

f̂0 = f0. (4.13)

Notar que la prescripción de velocidad de Landau-Lifshitz impone restricciones sobre f̂0:∫
Dp puplf̂0 =

∫
Dp p{µ}plf̂0 = 0. (4.14)

Para garantizar que estas condiciones se cumplan, impondremos:

f̂0

(
pu
Tu
,−pl

Tl

)
= f̂0

(
pu
Tu
,
pl
Tl

)
. (4.15)

Definamos los siguientes valores medios:

〈A〉0̂ ≡
∫
DpAf̂0, 〈A〉Ẑ ≡

∫
DpAf̂0Ẑ. (4.16)

Definamos entonces a la corriente anisótropa y al tensor de enerǵıa-momento anisótropo de la
siguiente manera:

Nµ

0̂
≡ 〈pµ〉0̂, Tµν

0̂
≡ 〈pµpν〉0̂. (4.17)

Luego:

Nµ

0̂
= n0̂u

µ, Tµν
0̂

= ρ0̂u
µuν + Pl0̂l

µlν + P⊥0̂Ξµν , (4.18a)

n0̂ ≡ 〈pu〉0̂, ρ0̂ = 〈p2
u〉0̂, Pl0̂ ≡ 〈p

2
l 〉0̂, P⊥0̂ ≡ 〈Ξαβp

αpβ〉0̂/2. (4.18b)
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Por otro lado, la desviación respecto al estado anisótropo f̂0 se encuentra en:

Π̂µν ≡ π̂µν⊥ + 2ĥ
(µ
⊥ll

ν) + PlẐ l
µlν + P⊥ẐΞµν , (4.19a)

π̂µν⊥ = Ξµναβ〈p
αpβ〉Ẑ , ĥµ⊥l = Ξµν 〈plpν〉Ẑ , PlẐ = 〈p2

l 〉Ẑ , P⊥Ẑ = 〈Ξαβpαpβ〉Ẑ/2. (4.19b)

Para relacionar al estado definido por f con un estado anisótropo f̂0 en particular, impondremos
una condición análoga a (3.12). En el caso isótropo, esta condición defińıa a la temperatura T . En
el caso anisótropo tenemos dos parámetros, Tu y Tl, por lo que necesitaremos una condición más:

ρ = ρ0̂ = 〈p2
u〉0̂, Pl = Pl0̂ = 〈p2

l 〉0̂. (4.20)

Notar que la condición sobre ρ implica:

P⊥Ẑ =
1

2
〈p2
⊥〉Ẑ =

1

2
〈p2
u − p2

l 〉Ẑ =
1

2
(〈p2

u〉Ẑ − 〈p
2
l 〉Ẑ) = −1

2
〈p2
l 〉Ẑ = −1

2
PlẐ = 0. (4.21)

Por lo tanto, la condición (4.20) sobre Pl equivale a una condición análoga sobre P⊥. Entonces,
(4.19a) queda:

Π̂µν ≡ π̂µν⊥ + 2ĥ
(µ
⊥ll

ν). (4.22)

Podemos conectar al estado anisótropo f̂0 con un estado de equilibrio f0, obteniendo una relación
entre los parámetros Tu y Tl que caracterizan a f̂0 y el parámetro T , que caracteriza a f0. Para
ello, elegimos la siguiente condición [9]:

〈p2
u〉0̂ = 〈p2

u〉0. (4.23)

Escribamos ahora la corriente de entroṕıa asumiendo una estad́ıstica de Maxwell-Juttner [17]:

Sµ =

∫
Dp pµf(1− lnf). (4.24)

Haciendo una expansión de Taylor de f lnf hasta segundo orden, se obtiene:

f lnf = f̂0(1 + Ẑ)[lnf̂0 + ln(1 + Ẑ)] ≈ f̂0(1 + Ẑ)

(
lnf̂0 + Ẑ − Ẑ2

2

)
≈ f lnf̂0 + f̂0Ẑ + f̂0

Ẑ2

2
. (4.25)

Reemplazando en (4.24) se obtiene:

Sµ =

∫
Dp pµf̂0 −

∫
Dp pµf lnf̂0 −

1

2

∫
Dp pµf̂0Ẑ

2,

= Nµ

0̂
−
∫
Dp pµf̂0lnf̂0 −

∫
Dp pµẐf̂0lnf̂0 −

1

2

∫
Dp pµf̂0Ẑ

2. (4.26)

4.2 Expansión de Ẑ en tensores irreducibles

En esta sección seguiremos un procedimiento análogo al realizado en la sección 3.4.1 para el caso
isótropo. Aqúı expandiremos Ẑ en la siguiente base de tensores irreducibles ante transformaciones
de Lorentz que dejan invariantes a los vectores uµ y lµ:

1, p{µ}, p{µpν}, p{µpνpλ}, ... (4.27)

donde se ha hecho la definición A{µ1...µq} ≡ Ξ
µ1...µq
ν1...νq A

ν1...νq , siendo Ξ
µ1...µq
ν1...νq el proyector sobre el

espacio ortogonal a uµ y lµ (uµiΞ
µ1...µq
ν1...νq = uνiΞ

µ1...µq
ν1...νq = lµiΞ

µ1...µq
ν1...νq = lνiΞ

µ1...µq
ν1...νq = 0), simétrico en
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los ı́ndices µi y νj por separado y, para q > 1, de traza nula (gµiµjΞ
µ1...µq
ν1...νq = gνiνjΞ

µ1...µq
ν1...νq = 0, pero

Ξ
µ1...µq
µ1...µq = 2). Estos tensores cumplen con la siguiente relación de ortogonalidad:∫

DpF (pu, pl)p
{µ1 ...pµm}p{ν1 ...pνn} =

δmn
2m

Ξµ1...µmν1...νm

∫
DpF (pu, pl)(p

2
u − p2

l )
m, (4.28)

donde F (pu, pl) es una función arbitraria de pu = −uνpν y pl = lνp
ν . Los proyectores Ξµ1...µnν1...νn se

calculan como:

Ξµ1...µnν1...νn =

[n/2]∑
k=0

Ĉ(n, k)(n− 2k)!

(
2kk!

n!

)2

×
∑
Pnµ P

n
ν

Ξµ1µ2 ...Ξµ2k−1µ2kΞν1ν2 ...Ξν2k−1ν2kΞµ2k+1ν2k+1 ...Ξµnνn , (4.29)

Ĉ(n, k) =
(−1)k

4k
n(n− k − 1)!

k!(n− 2k)!
,

donde [a] denota la parte entera de a y
∑

Pnµ P
n
ν

es la sumatoria sobre todas las permutaciones distintas

de los ı́ndices µi y νi (por separado; no se permutan los ı́ndices µi y νi entre śı). Si tomamos
n = 1 recuperamos Ξµν , y eligiendo n = 2 obtenemos Ξµ1µ2ν1ν2 = (Ξµ1ν1Ξµ2ν2 + Ξµ1ν2Ξµ2ν1)/2 −
Ξµ1µ2Ξν1ν2/2.

Escribamos ahora la expansión de Ẑ en la base (4.27):

Ẑ = pαup
α′
l

∞∑
q=0

λ̂{µ1...µq}p{µ1 ...pµq}. (4.30)

En la parametrización anterior se ha incluido el momento en la dirección de la anisotroṕıa, lo que
nos lleva a introducir al entero α′. Se buscará ajustar α y α′ de manera tal que la creación de
entroṕıa sea manifiestamente definida positiva y que la teoŕıa isótropa tratada en el caṕıtulo 3.4
se obtenga como el ĺımite correspondiente de la teoŕıa anisótropa. Los coeficientes λ̂{µ1...µq} son
tensores de orden q que dependen únicamente de pu y de pl y pueden expandirse en una base

ortogonal de polinomios adimensionales P
(q)
nm:

λ̂{µ1...µq} =

Nq∑
n=0

Nq−n∑
m=0

ĉ
{µ1...µq}
nm P (q)

nm, (4.31a)

P (q)
nm =

n∑
i=0

m∑
j=0

a
(q)
nimjp

i
up
j
l . (4.31b)

En principio Nq debe ser infinito, pero en la práctica la expansión (4.31a) es truncada.

Necesitamos hallar los coeficientes ĉ
{µ1...µq}
nm . Usando (4.30), (4.28) y (4.31a), podemos escribir:

∫
Dp p{ν1 ...pνq′}P (q)

nmẐf̂0 =
1

2q′

Nq′∑
n′=0

Nq′−n′∑
m′=0

ĉ
{ν1...νq′}
n′m′

∫
DpP

(q′)
n′m′P

(q′)
nm p

α
up

α′
l (p2

u − p2
l )
q′ f̂0. (4.32)

Podemos construir los polinomios (4.31b) de manera que cumplan con la siguiente condición de
ortogonalidad: ∫

DpP
(q)
n′m′P

(q)
nmp

α
up

α′
l (p2

u − p2
l )
qf̂0 = g

(q)
αα′(Tu, Tl)δn′nδm′m, (4.33)
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donde g
(q)
αα′(Tu, Tl) es alguna función de Tu y Tl que habrá que determinar. Si imponemos que para

todo q se tiene P
(q)
00 = 1, se obtiene:

g
(q)
αα′(Tu, Tl) =

1

(2π)2

q∑
k=0

(
q

k

)
(−1)q−k

∫
dpudplp

α+2k
u p

α′+2(q−k)
l f̂0. (4.34)

En el desarrollo anterior se ha hecho el cambio de variables (px, py, pz) → (φ, pu, pl), donde φ es
el ángulo azimutal alrededor de la dirección lµ y hemos elegido pl = pz. También hemos usado
simetŕıa azimutal. Haciendo la sustitución pu/Tu = x y pl/Tl = y:

g
(q)
αα′(Tu, Tl) =

Tα+1
u Tα

′+1
l

(2π)2

q∑
k=0

(
q

k

)
(−1)q−kT 2k

u T
2(q−k)
l Iα+2k,α′+2(q−k), (4.35)

donde se ha definido:

Iij ≡
∫ ∞

0
dx

∫ Tu
Tl
x

−Tu
Tl
x
dyxiyj f̂0(x, y). (4.36)

Notar que la condición (4.15) implica que para j impar vale Iij = 0.
Nos servirá saber la derivada de Iij :

dIij =
T j+1
u

T j+1
l

(
dTu
Tu
− dTl

Tl

)
Jij , (4.37a)

Jij ≡[1 + (−1)j ]

∫ ∞
0

dxxi+j+1f̂0

(
x, x

Tu
Tl

)
. (4.37b)

Para conocer la forma de Iα+2k,α′+2(q−k) y, por lo tanto, de g
(q)
αα′(Tu, Tl), hace falta conocer

f̂0(x, y).
Volviendo a (4.33):∫

DpP
(q)
n′m′P

(q)
nmp

α
up

α′
l (p2

u − p2
l )
qf̂0 =δn′nδm′m

Tα+1
u Tα

′+1
l

(2π)2

×
q∑

k=0

(
q

k

)
(−1)q−kT 2k

u T
2(q−k)
l Iα+2k,α′+2(q−k). (4.38)

Volviendo al cálculo de ĉ
{ν1...νq}
nm , reemplazemos (4.33) en (4.32) y renombremos q′ = q:

ĉ
{ν1...νq}
nm =

2q

g
(q)
αα′(Tu, Tl)

n∑
i=0

m∑
j=0

a
(q)
nimjẐ

ν1...νq
ij , (4.39)

donde se ha definido Ẑ
ν1...νq
ij ≡ 〈piup

j
l p
{ν1 ...pνq}〉Ẑ . Notar que las condiciones (4.20) y la definición

de velocidad de Landau-Lifshitz implican:

Ẑ10 = 〈pu〉Ẑ = 0, Ẑ20 = 〈p2
u〉Ẑ = 0, Ẑ02 = 〈p2

l 〉Ẑ = 0, Ẑ11 = 〈pupl〉Ẑ = 0, Ẑµ10 = 〈pup{µ}〉Ẑ = 0.
(4.40)

Además, se tiene:

Ẑ01 = 〈pl〉Ẑ = nl = 0, Ẑµ00 = 〈p{µ}〉Ẑ = χµ⊥ = 0, (4.41a)

Ẑµ01 = 〈plp{µ}〉Ẑ = ĥµ⊥l, Ẑµν00 = 〈p{µpν}〉Ẑ = π̂µν⊥ . (4.41b)
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Definamos Π̂ ≡ ∆µν〈pµpν〉Ẑ/3 = −m2〈1〉Ẑ/3 = 0. Entonces, podemos escribir:

Π̂ = −m
2

3
Ẑ00. (4.42)

Ambos miembros de la ecuación anterior se anulan para cualquier valor de Ẑ00, por lo que adoptare-
mos:

Ẑ00 = 0. (4.43)

Volviendo a la expansión de Ẑ, reemplazando (4.39) en (4.31a) se obtiene:

λ̂{µ1...µq} =

Nq∑
i=0

Nq−i∑
j=0

Ĥ
(q)
ij Ẑ

µ1...µq
ij , (4.44)

donde se ha definido Ĥ
(q)
ij ≡

2q

g
(q)

αα′ (Tu,Tl)

Nq−j∑
n=i

Nq−n∑
m=j

a
(q)
nimjP

(q)
nm. Entonces, la expansión de Ẑ queda

finalmente:

Ẑ = pαup
α′
l

∞∑
q=0

Nq∑
i=0

Nq−i∑
j=0

Ĥ
(q)
ij Ẑ

µ1...µq
ij p{µ1 ...pµq}. (4.45)

4.3 Aproximación de Grad

Queremos obtener una expresión de Ẑ en función de las cantidades hidrodinámicas que nos permita
hallar las ecuaciones de movimiento de Tu, Tl, π̂

µν
⊥ y ĥµ⊥l. Al igual que en el caso cercano al equilibrio,

haremos la aproximación de Grad.
Nuevamente, supondremos despreciables los términos de la expansión de Ẑ con q > 2, pues los

mismos van más allá del primer orden en la desviación respecto al estado anisótropo. Respecto a
los términos restantes, nos quedaremos con la menor cantidad posible de momentos de Ẑ, que rela-
cionaremos con las cantidades hidrodinámicas. Esto nos llevaŕıa a la aproximación de 14 momentos
de Grad, que se obtiene tomando N0 = 2, N1 = 1 y N2 = 0. Notar que esto nos da los seis escalares
Ẑ00, Ẑ01, Ẑ02, Ẑ10, Ẑ11 y Ẑ20, los tres vectores ortogonales a uµ y lµ, Ẑµ00, Ẑµ01 y Ẑµ10 (cada uno de
dos componentes independientes), y el tensor de orden 2, ortogonal a uµ y lµ, simétrico y de traza
nula Ẑµν00 (dos componentes independientes), sumando 14 momentos. Pero como consecuencia de
las condiciones (4.40) y (4.41) la mayoŕıa de estos momentos se anulan:

Ẑ = pαup
α′
l

(
Ĥ

(1)
01 ĥ

µ
⊥lp{µ} + Ĥ

(2)
00 π̂

µν
⊥ p{µpν}

)
. (4.46)

Faltaŕıa calcular los coeficientes Ĥ
(1)
01 y Ĥ

(2)
00 para tener un expresión (aproximada) de Ẑ:

Ĥ
(1)
01 =

2

g
(1)
αα′(Tu, Tl)

a
(1)
0011P

(1)
01 =

2

g
(1)
αα′(Tu, Tl)

ã
(1)
0011

Tl
P̃

(1)
01 , (4.47a)

Ĥ
(2)
00 =

4

g
(2)
αα′(Tu, Tl)

a
(2)
0000P

(2)
00 =

4

g
(2)
αα′(Tu, Tl)

, (4.47b)

donde hemos definido:

P̃ (q)
nm ≡

n∑
i=0

m∑
j=0

ã
(q)
nimjx

iyj , (4.48a)

ã
(q)
nimj ≡ a

(q)
nimjT

i
uT

j
l . (4.48b)
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Para conocer la forma expĺıcita de estos coeficientes es necesario especificar f̂0.

Se llega entonces a la siguiente expresión:

Ẑ = pαup
α′
l

[
2

g
(1)
αα′(Tu, Tl)

ã
(1)
0011

Tl
P̃

(1)
01 ĥ

µ
⊥lp{µ} +

4

g
(2)
αα′(Tu, Tl)

π̂µν⊥ p{µpν}

]
. (4.49)

Combinando la expresión anterior con la relación de ortogonalidad (4.28) se obtiene que todos
los momentos de Ẑf̂0 son nulos salvo los tensores de orden 1 y 2:

Ẑµij =ξh,ij(Tu, Tl)ĥ
µ
⊥l, (4.50a)

Ẑµνij =ξπ,ij(Tu, Tl)π̂
µν
⊥ , (4.50b)

donde se ha definido:

ξh,ij(Tu, Tl) ≡
T i+α+1
u T j+α

′

l

g
(1)
αα′(Tu, Tl)

ã
(1)
0011

(2π)2

{
T 2
u

[
ã

(1)
0010Ii+α+2,j+α′ + ã

(1)
0011Ii+α+2,j+α′+1

]
−T 2

l

[
ã

(1)
0010Ii+α,j+α′+2 + ã

(1)
0011Ii+α,j+α′+3

]}
, (4.51a)

ξπ,ij(Tu, Tl) ≡
T i+α+1
u T j+α

′+1
l

(2π)2g
(2)
αα′(Tu, Tl)

[
T 4
uIi+α+4,j+α′ + T 4

l Ii+α,j+α′+4 − 2T 2
uT

2
l Ii+α+2,j+α′+2

]
. (4.51b)

4.4 Ecuaciones de movimiento de los momentos de Ẑf̂0

De manera análoga a lo que se hizo en la teoŕıa isótropa, las ecuaciones de movimiento de Tu, Tl,
ĥµ⊥l y π̂µν⊥ se obtendrán a partir de las ecuaciones de movimiento de Ẑij , Ẑ

µ
ij y Ẑµνij .

Partimos de:

˙̂
Zij =0 =

d

dτ

∫
Dp piup

j
l Ẑf̂0, (4.52a)

˙̂
Z
{µ}
ij =Ξµν

d

dτ

∫
Dp piup

j
l p
{ν}Ẑf̂0, (4.52b)

˙̂
Z
{µν}
ij =Ξµνρσ

d

dτ

∫
Dp piup

j
l p
{ρpσ}Ẑf̂0. (4.52c)

Los ı́ndices i y j que aparecen en las ecuaciones de movimiento se tratarán de ajustar junto
con α y α′ para que valga la segunda ley de la termodinámica y para que la teoŕıa anisótropa se
reduzca a la teoŕıa isótropa tomando el ĺımite correspondiente. Conviene aclarar que los ı́ndices no
necesariamente valen lo mismo en las tres ecuaciones.

Escribiendo piu = (−uµpµ)i y pjl = (lµp
µ)j , es fácil ver que, para i+j ≥ 1 y i, j > 0, la ecuaciones

de movimiento (4.52a), (4.52b) y (4.52c) corresponden, respectivamente, a los momentos i+ j − 1,
i+ j y i+ j + 1 de la ecuación de Boltzmann.
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Luego de un extenso cálculo, se llega a:

˙̂
Zij = 0 =Ii−1,j −

T iuT
j
l

(2π)2

(
iIi−1,j+1T

2
l + jIi+1,j−1T

2
u

)
lν u̇ν −

[
T j+1
u Jij + (i+ 1)T j+1

l Iij
] T iu

(2π)2
Ṫu

+
[
T j+1
u Jij − (j + 1)T j+1

l Iij
] T i+1

u

(2π)2

Ṫl
Tl
−
T i−1
u T j+1

l

(2π)2

[
(i− 1)Ii−2,j+2T

2
l + (j + 1)IijT 2

u

]
lνu′ν

−
(
T j+2
u Ji−1,j+1 + iT j+2

l Ii−1,j+1

) T i−1
u

(2π)2
T ′u +

[
T j+2
u Ji−1,j+1 − (j + 2)T j+2

l Ii−1,j+1

] T iu
(2π)2

T ′l
Tl

−
T i−1
u T j+1

l

8π2

[
(i+ 1)IijT 2

u − (i− 1)Ii−2,j+2T
2
l

]
θ̂ +

T iuT
j
l

8π2

[
jIi+1,j−1T

2
u − (j + 2)Ii−1,j+1T

2
l

]
θ̂l

− iẐνi−1,j u̇{ν} + jẐνi,j−1 l̇{ν} − (i− 1)Ẑνi−2,j+1u
′
{ν} + (j + 1)Ẑνi−1,jl

′
{ν}

−
[
(i− 1)Ẑµi−2,j+1 + jẐµi,j−1

]
lν∇̂µuν − (i− 1)Ẑµνi−2,j σ̂µν + jẐµνi−1,j−1σ̂lµν − ∇̂µẐ

µ
i−1,j ,

(4.53)

˙̂
Z
{µ}
ij =I

{µ}
i−1,j −

u̇{µ}

8π2

[
(i+ 2)T i+2

u T j+1
l Ii+1,j − iT iuT

j+3
l Ii−1,j+2

]
+
l̇{µ}

8π2

[
jT i+3

u T jl Ii+2,j−1

−(j + 2)T i+1
u T j+2

l Ii,j+1

]
− u′{µ}

8π2

[
(i+ 1)T i+1

u T j+2
l Ii,j+1 − (i− 1)T i−1

u T j+4
l Ii−2,j+3

]
+
l′{µ}

8π2

[
(j + 1)T i+2

u T j+1
l Ii+1,j − (j + 3)T iuT

j+3
l Ii−1,j+2

]
− lσ∇̂µuσ

8π2

[
(i− 1)

(
T i+1
u T j+2

l Ii,j+1 − T i−1
u T j+4

l Ii−2,j+3

)
+j
(
T i+3
u T jl Ii+2,j−1 − T i+1

u T j+2
l Ii,j+1

)]
− 1

8π2
∇̂µ
(
T i+2
u T j+1

l Ii+1,j − T iuT
j+3
l Ii−1,j+2

)
− lρu̇ρ

(
iẐµi−1,j+1 + jẐµi+1,j−1

)
− lρu′ρ

[
(i− 1)Ẑµi−2,j+2 + (j + 1)Ẑµij

]
− Ẑ ′{µ}i−1,j+1

− σ̂µρ

2

[
(i+ 1)Ẑij;ρ − (i− 1)Ẑi−2,j+2;ρ

]
+ ω̂µρẐij;ρ −

θ̂

2

[
(i+ 2)Ẑµij − (i− 1)Ẑµi−2,j+2

]
+
σ̂µρl
2

[
jẐi+1,j−1;ρ − (j + 2)Ẑi−1,j+1;ρ

]
+ ω̂µρl Ẑi−1,j+1;ρ +

θ̂l
2

[
jẐµi+1,j−1 − (j + 3)Ẑµi−1,j+1

]
− iu̇ρẐµρi−1,j + jl̇ρẐ

µρ
i,j−1 − (i− 1)u′ρẐ

µρ
i−2,j+1 + (j + 1)l′ρẐ

µρ
i−1,j − Ξµν ∇̂ρ

(
Ẑνρi−1,j

)
− lσ∇̂ρuσ

[
(i− 1)Ẑµρi−2,j+1 + jẐµρi,j−1

]
, (4.54)

˙̂
Z
{µν}
ij =I

{µν}
i−1,j +

σ̂µν

16π2

[
2(i+ 1)T i+1

u T j+3
l Ii,j+2 − (i+ 3)T i+3

u T j+1
l Ii+2,j − (i− 1)T i−1

u T j+5
l Ii−2,j+4

]
+

σ̂µνl
16π2

[
jT i+4

u T jl Ii+3,j−1 + (j + 4)T iuT
j+4
l Ii−1,j+3 − 2(j + 2)T i+2

u T j+2
l Ii+1,j+1

]
+
u̇{µ

2

[
iẐ

ν}
i−1,j+2 − (i+ 4)Ẑ

ν}
i+1,j

]
+
l̇{µ

2

[
jẐ

ν}
i+2,j−1 − (j + 4)Ẑ

ν}
i,j+1

]
+
i− 1

2
u′{µ

(
Ẑ
ν}
i−2,j+3 − Ẑ

ν}
i,j+1

)
+
j + 1

2
l′{µ

(
Ẑ
ν}
i+1,j − Ẑ

ν}
i−1,j+2

)
− Ξµνση

2
lρ∇̂σuρ

[
(i− 1)

(
Ẑηi,j+1 − Ẑ

η
i−2,j+3

)
+ j

(
Ẑηi+2,j−1 − Ẑ

η
i,j+1

)]
− Ξµνρσ

2
∇̂ρ
(
Ẑσi+1,j − Ẑσi−1,j+2

)
− lρu̇ρ

(
iẐµνi−1,j+1 + jẐµνi+1,j−1

)
− lρu′ρ

[
(i− 1)Ẑµνi−2,j+2
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+(j + 1)Ẑµνij

]
− Ẑ ′{µν}i−1,j+1 −

2

3
σ̂{µρ

[
(i+ 2)Ẑ

ν}ρ
ij − (i− 1)Ẑ

ν}ρ
i−2,j+2

]
+

2

3
σ̂
{µ
lρ

[
jẐ

ν}ρ
i+1,j−1

−(j + 3)Ẑ
ν}ρ
i−1,j+1

]
− θ̂

2

[
(i+ 3)Ẑµνij − (i− 1)Ẑµνi−2.j+2

]
+
θ̂l
2

[
jẐµνi+1,j−1 − (j + 4)Ẑµνi−1,j+1

]
− 2ω̂

{µ
ξ Ẑ

ν}ξ
ij − 2ω̂

{µ
lξ Ẑ

ν}ξ
i−1,j+1, (4.55)

donde hemos definido a′ ≡ lµ∂µa, ∇̂µ ≡ Ξνµ∂ν , θ̂ ≡ ∇̂ρuρ, θ̂l ≡ ∇̂ρlρ, σ̂µν ≡ Ξµνρσ∇̂ρuσ = ∇̂{µuν},
σ̂µνl ≡ Ξµνρσ∇̂ρlσ = ∇̂{µlν}, ω̂µρ ≡ Ξ

[µ
σ Ξ

ρ]
ν ∇̂σuν , ω̂µρl ≡ Ξ

[µ
σ Ξ

ρ]
ν ∇̂σlν y:

I
µ1...µq
ij ≡

∫
Dp piup

j
l p
µ1 ...pµqIcol[f ]. (4.56)

4.5 Término de colisión

Ahora calcularemos los términos de colición Iij , I
{µ}
ij y I

{µν}
ij en función de las cantidades hidrodinámicas

bajo la aproximación RTA. Usando la integral de colisión (3.2) en la ecuación (4.56), se obtiene:

I
µ1...µq
ij = − 1

τrel

∫
Dp pi+1

u pjl p
µ1 ...pµqZf0. (4.57)

Por otro lado:

f =f0(1 + Z) = f̂0(1 + Ẑ),

Zf0 =f̂0 − f0 + Ẑf̂0. (4.58)

Luego:

I
µ1...µq
ij = − 1

τrel

∫
Dp pi+1

u pjl p
µ1 ...pµq(f̂0 − f0 + Ẑf̂0). (4.59)

Usando ahora la aproximación de Grad (4.49), obtenemos para Iij :

Iij =− 1

τrel

∫
Dp pi+1

u pjl (f̂0 − f0 + f̂0Ẑ) = − 1

τrel

∫
Dp pi+1

u pjl (f̂0 − f0)

=− 1

4π2τrel

{
Ii+1,jT

i+2
u T j+1

l −
[
1 + (−1)j

] (i+ j + 2)!

j + 1
T i+j+3

}
. (4.60)

De la relación (4.23), se obtiene:

T =

(
I20

12

)1/4

T 3/4
u T

1/4
l . (4.61)

Luego:

Iij =
T i+2
u T j+1

l

4π2τrel

{[
1 + (−1)j

] (i+ j + 2)!

j + 1

(
I20

12

)(i+j+3)/4(Tu
Tl

)(3j−i+1)/4

− Ii+1,j

}
. (4.62)

Para I
{µ}
ij y I

{µν}
ij , se obtiene:

I
{µ}
ij =− 1

τrel

∫
Dp pi+1

u pjl p
{µ}f̂0Ẑ = − 1

τrel
Ẑµi+1,j = −

ξh,i+1,j

τrel
ĥµ⊥l, (4.63a)

I
{µν}
ij =− 1

τrel

∫
Dp pi+1

u pjl p
{µpν}f̂0Ẑ = − 1

τrel
Ẑµνi+1,j = −ξπ,i+1,j

τrel
π̂µν⊥ . (4.63b)
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4.6 Ecuaciones de movimiento hidrodinámicas

4.6.1 Ecuaciones de movimiento de la hidrodinámica anisótropa

Comenzaremos obteniendo las ecuaciones de conservación de la enerǵıa-momento:

0 =− 1

(2π)2
(3I20Tl + J20Tu)T 2

u Ṫu −
1

(2π)2
(I20Tl − J20Tu)

T 3
u

Tl
Ṫl −

TuTl
(2π)2

(
I20T

2
u + I02T

2
l

)
lµu
′µ

− TuTl
8π2

(
3I20T

2
u − I02T

2
l

)
θ̂ − ĥµ⊥ll

ν∇̂µuν − ĥν⊥lu′{ν} − π̂
µν
⊥ σ̂µν , (4.64a)

0 =
TuTl
(2π)2

(
I20T

2
u + I02T

2
l

)
lµu̇

µ +
1

(2π)2

(
I02T

3
l + J02T

3
u

)
T ′u +

1

(2π)2

(
3I02T

3
l − J02T

3
u

) Tu
Tl
T ′l

+
TuTl
8π2

(
3I02T

2
l − I20T

2
u

)
θ̂l + ĥµ⊥lu̇{µ} − 2ĥµ⊥ll

′
{µ} + ∇̂µĥµ⊥l − π̂

µν
⊥ σ̂lµν , (4.64b)

0 =
TuTl
8π2

(
3I20T

2
u − I02T

2
l

)
u̇{σ} +

TuTl
8π2

(
3I02T

2
l − I20T

2
u

)
l′{σ} +

1

8π2

[
(3I20Tl + J20Tu)T 2

u

−I02T
3
l − J02T

3
u

]
∇̂σTu +

1

8π2

[
(I20Tl − J20Tu)

T 3
u

Tl
−
(
3I02T

3
l − J02T

3
u

) Tu
Tl

]
∇̂σTl

+ ĥµ⊥l
(
σ̂σl,µ − ω̂σl,µ

)
+

3

2
hσ⊥lθ̂l + h

′{σ}
⊥l + hσ⊥llµu̇

µ + πµσ⊥ u̇{µ} − π
µσ
⊥ l′{µ} + Ξσν ∇̂µπ̂

µν
⊥ . (4.64c)

Las ecuaciones (4.64a) y (4.64b) corresponden, respectivamente, a la conservación de la enerǵıa y
del momento en la dirección lµ. Ambas se obtienen de la ecuación (4.53), la primera tomando i = 2
y j = 0 y la segunda tomando i = 1 y j = 1. La ecuación (4.64c) corresponde a la conservación del
momento en las dos direcciones restantes y se obtiene eligiendo i = 1 y j = 0 en (4.54). Las mismas
ecuaciones podŕıan haberse obtenido calculando las proyecciones correspondientes de ∂µT

µν .

En un estado de equilibrio local las ecuaciones de conservación de la enerǵıa-momento forman un
sistema cerrado de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas: la temperatura T y las tres componentes
independientes de uµ. Cuando se tiene un estado anisótropo (Ẑ = 0, ĥµ⊥l = π̂µν⊥ = 0), en lugar de T
se tienen los parámetros Tu y Tl, por lo que hace falta una ecuación más para cerrar el sistema de
ecuaciones. En [8,9] se completa el sistema usando la ecuación de creación de part́ıculas (momento
cero de la ecuación de Boltzmann). Esto corresponde a tomar i = 1 y j = 0 en la ecuación (4.53).
Sin embargo, cualquier elección de i y j que no lleve a las ecuaciones de conservación (4.64a) y
(4.64b) es, en principio, válida. En [11] se evalúan varias alternativas comparándolas con la solución
exacta de la ecuación de Boltzmann para un flujo de Bjorken. Aqúı, de momento, dejaremos libres
a estos ı́ndices.

Como se hab́ıa mencionado anteriormente, la elección de i y j no es necesariamente la misma en
las tres ecuaciones de movimiento (4.53) a (4.55), por lo que hay que tener el cuidado de distinguir
entre los pares de ı́ndices de distintas ecuaciones. Tomaremos i = r y j = s en (4.53), quedando
entonces la ecuación que cierra el sistema de la siguiente manera:

0 =Ir−1,s −
T ruT

s
l

(2π)2

(
rIr−1,s+1T

2
l + sIr+1,s−1T

2
u

)
lν u̇ν −

[
T s+1
u Jrs + (r + 1)T s+1

l Irs
] T ru

(2π)2
Ṫu

+
[
T s+1
u Jrs − (s+ 1)T s+1

l Irs
] T r+1

u

(2π)2

Ṫl
Tl
−
T r−1
u T s+1

l

(2π)2

[
(r − 1)Ir−2,s+2T

2
l + (s+ 1)IrsT 2

u

]
lνu′ν

−
(
T s+2
u Jr−1,s+1 + rT s+2

l Ir−1,s+1

) T r−1
u

(2π)2
T ′u +

[
T s+2
u Jr−1,s+1 − (s+ 2)T s+2

l Ir−1,s+1

] T ru
(2π)2

T ′l
Tl

−
T r−1
u T s+1

l

8π2

[
(r + 1)IrsT 2

u − (r − 1)Ir−2,s+2T
2
l

]
θ̂ +

T ruT
s
l

8π2

[
sIr+1,s−1T

2
u − (s+ 2)Ir−1,s+1T

2
l

]
θ̂l

− rξh,r−1,sĥ
ν
⊥lu̇{ν} + sξh,r,s−1ĥ

ν
⊥l l̇{ν} − (r − 1)ξh,r−2,s+1ĥ

ν
⊥lu
′
{ν} + (s+ 1)ξh,r−1,sĥ

ν
⊥ll
′
{ν}
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− [(r − 1)ξh,r−2,s+1 + sξh,r,s−1] ĥµ⊥ll
ν∇̂µuν − (r − 1)ξπ,r−2,sπ̂

µν
⊥ σ̂µν + sξπ,r−1,s−1π̂

µν
⊥ σ̂lµν

− ∇̂µ
(
ξh,r−1,sĥ

µ
⊥l

)
. (4.65)

Notar que la ecuación que completa la hidrodinámica anisótropa no puede salir de (4.54) o de
(4.55), ya que se necesita una segunda ecuación con las derivadas temporales de Tu y Tl.

De (4.64) y (4.65) se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

Ṫu =Υu(0)
rs −Υ

u(1)
lu;rsl

µu′µ + Υ
u(1)
Tu;rsT

′
u + Υ

u(1)
Tl;rs

T ′l −Υ
u(1)
θ;rs θ̂ + Υ

u(1)
θl;rs

θ̂l + Υ
u(2)
hl;rsĥ

ν
⊥ll
′
{ν} −Υ

u(2)
hu;rsĥ

ν
⊥lu
′
{ν}

+ Υ
u(2)

hl̇;rs
ĥν⊥l l̇{ν} + Υ

u(2)
hTu;rsĥ

ν
⊥l∇̂νTu + Υ

u(2)
hTl;rs

ĥν⊥l∇̂νTl −Υ
u(2)
hlu;rsĥ

µ
⊥ll

ν∇̂µuν + Υ
u(2)
h;rs∇̂µĥ

µ
⊥l

−Υu(2)
πσ;rsπ̂

µν
⊥ σ̂µν + Υu(2)

πσl;rs
π̂µν⊥ σ̂lµν , (4.66a)

Ṫl =Υl(0)
rs + Υ

l(1)
lu;rsl

µu′µ −Υ
l(1)
Tu;rsT

′
u −Υ

l(1)
Tl;rs

T ′l + Υ
l(1)
θ;rsθ̂ −Υ

l(1)
θl;rs

θ̂l −Υ
l(2)
hl;rsĥ

ν
⊥ll
′
{ν} + Υ

l(2)
hu;rsĥ

ν
⊥lu
′
{ν}

−Υ
l(2)

hl̇;rs
ĥν⊥l l̇{ν} −Υ

l(2)
hTu;rsĥ

ν
⊥l∇̂νTu −Υ

l(2)
hTl;rs

ĥν⊥l∇̂νTl + Υ
l(2)
hlu;rsĥ

µ
⊥ll

ν∇̂µuν −Υ
l(2)
h;rs∇̂µĥ

µ
⊥l

+ Υl(2)
πσ;rsπ̂

µν
⊥ σ̂µν −Υl(2)

πσl;rs
π̂µν⊥ σ̂lµν , (4.66b)

u̇{µ} =− u(1)
l l′{µ} − u(1)

Tu
∇̂µTu − u(1)

Tl
∇̂µTl − u

(2)
hσl
σ̂µρl ĥ⊥lρ + u

(2)
hωl
ω̂µρl ĥ⊥lρ − u

(2)
hθl
θ̂lĥ

µ
⊥l − u

(2)
h h

′{µ}
⊥l

+ u
(2)
Tuh

T ′uĥ
µ
⊥l + u

(2)
Tlh
T ′l ĥ

µ
⊥l + u

(2)
πl π

µρ
⊥ l
′
{ρ} + u

(2)
πTu

πµρ⊥ ∇̂ρTu + u
(2)
πTl
πµρ⊥ ∇̂ρTl − u

(2)
π Ξµν ∇̂ρπ

ρν
⊥ ,

(4.66c)

lρu̇
ρ =− ψ(1)

Tu
T ′u − ψ

(1)
Tl
T ′l − ψ

(1)
θl
θ̂l + ψ

(2)
hl h

ρ
⊥ll
′
{ρ} + ψ

(2)
hTu

hρ⊥l∇̂ρTu + ψ
(2)
hTl
hρ⊥l∇̂ρTl − ψ

(2)
h ∇̂ρh

ρ
⊥l

+ ψ(2)
πσl
πρσ⊥ σ̂lρσ, (4.66d)

donde nos hemos quedado a segundo orden en las desviaciones respecto al estado anisótropo y en
las derivadas espaciales. Los coeficientes de transporte se listan en el apéndice D. Si π̂µν = ĥµ⊥l = 0,
estas ecuaciones forman un sistema cerrado correspondiente a la hidrodinámica anisótropa.

4.6.2 Ecuaciones de movimiento de ĥµ⊥l y π̂µν⊥

Derivando las ecuaciones (4.50a) y (4.50b), se obtiene:

˙̂
Z
{µ}
ab =ξ̇h,ab(Tu, Tl)ĥ

µ
⊥l + ξh,ab(Tu, Tl)

˙̂
h
{µ}
⊥l , (4.67a)

˙̂
Z
{µν}
kl =ξ̇π,kl(Tu, Tl)π̂

µν
⊥ + ξπ,kl(Tu, Tl) ˙̂π

{µν}
⊥ . (4.67b)

Por otro lado:

ξ̇h,ab =
∂ξh,ab
∂Tu

Ṫu +
∂ξh,ab
∂Tl

Ṫl, (4.68a)

ξ̇π,kl =
∂ξπ,kl
∂Tu

Ṫu +
∂ξπ,kl
∂Tl

Ṫl. (4.68b)

Luego:

ξ̇h,ab =ξ
h(0)
rsab + ξ

h(1)
lu;rsabl

µu′µ + ξ
h(1)
Tu;rsabT

′
u + ξ

h(1)
Tl;rsab

T ′l + ξ
h(1)
θ;rsabθ̂ + ξ

h(1)
θl;rsab

θ̂l + ξ
h(2)
hl;rsabĥ

ν
⊥ll
′
{ν} + ξ

h(2)
hu;rsabĥ

ν
⊥lu
′
{ν}

+ ξ
h(2)

hl̇;rsab
ĥν⊥l l̇{ν} + ξ

h(2)
hTu;rsabĥ

ν
⊥l∇̂νTu + ξ

h(2)
hTl;rsab

ĥν⊥l∇̂νTl + ξ
h(2)
hlu;rsabĥ

µ
⊥ll

ν∇̂µuν + ξ
h(2)
h;rsab∇̂µĥ

µ
⊥l

+ ξ
h(2)
πσ;rsabπ̂

µν
⊥ σ̂µν + ξ

h(2)
πσl;rsab

π̂µν⊥ σ̂lµν , (4.69a)

ξ̇π,kl =ξ
π(0)
rskl + ξ

π(1)
lu;rskll

µu′µ + ξ
π(1)
Tu;rsklT

′
u + ξ

π(1)
Tl;rskl

T ′l + ξ
π(1)
θ;rsklθ̂ + ξ

π(1)
θl;rskl

θ̂l + ξ
π(2)
hl;rsklĥ

ν
⊥ll
′
{ν} + ξ

π(2)
hu;rsklĥ

ν
⊥lu
′
{ν}

+ ξ
π(2)

hl̇;rskl
ĥν⊥l l̇{ν} + ξ

π(2)
hTu;rsklĥ

ν
⊥l∇̂νTu + ξ

π(2)
hTl;rskl

ĥν⊥l∇̂νTl + ξ
π(2)
hlu;rsklĥ

µ
⊥ll

ν∇̂µuν + ξ
π(2)
h;rskl∇̂µĥ

µ
⊥l

+ ξ
π(2)
πσ;rsklπ̂

µν
⊥ σ̂µν + ξ

π(2)
πσl;rskl

π̂µν⊥ σ̂lµν . (4.69b)
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Los coeficientes se listan en el apéndice D. Reemplazando en (4.67) y usando (4.66) se obtiene:

˙̂
h
{µ}
⊥l =−

ĥµ⊥l
τhrsab

+ λ
(1)

l̇;ab
l̇{µ} − λ(1)

u;abu
′{µ} + λ

(1)
l;abl

′{µ} − λ(1)
lu;abl

σ∇̂µuσ + λ
(1)
Tu;ab∇̂

µTu + λ
(1)
Tl;ab
∇̂µTl

+ λ
(2)
Tuh;rsabT

′
uĥ

µ
⊥l + λ

(2)
Tlh;rsabT

′
l ĥ
µ
⊥l − λ

(2)
luh;rsabl

ρu′ρĥ
µ
⊥l + λ

(2)
h;abĥ

′{µ}
⊥l − λ

(2)
σh;abσ̂

µρĥ⊥l,ρ + ω̂µρĥ⊥l,ρ

− λ(2)
θh;rsabθ̂ĥ

µ
⊥l + λ

(2)
σlh;abσ̂

µρ
l ĥ⊥l,ρ + λ

(2)
ωlh;abω̂

µρ
l ĥ⊥l,ρ + λ

(2)
θlh;rsabθ̂lĥ

µ
⊥l + λ

(2)

πl̇;ab
π̂µρ⊥ l̇{ρ}

+ λ
(2)
πl;abπ̂

µρ
⊥ l
′
{ρ} − λ

(2)
πu;ij π̂

µρ
⊥ u
′
{ρ} + λ

(2)
πTu;abπ̂

µρ
⊥ ∇̂ρTu + λ

(2)
πTl;ab

π̂µρ⊥ ∇̂ρTl + λ
(2)
π;abΞ

µ
ν ∇̂ρπ̂

νρ
⊥

− λ(2)
luπ;abl

σ∇̂ρuσπ̂µρ⊥ , (4.70)

˙̂π
{µν}
⊥ =−

π̂µν⊥
τπrskl

+ φ
(1)
σ;klσ̂

µν + φ
(1)
σl;kl

σ̂µνl + φ
(2)

l̇h;rskl
l̇{µĥ

ν}
⊥l + φ

(2)
uh;klu

′{µĥ
ν}
⊥l + φ

(2)
lu;kll

′{µĥ
ν}
⊥l

+ φ
(2)
Tuh;kl∇̂

{µTuĥ
ν}
⊥l + φ

(2)
Tlh;kl∇̂

{µTlĥ
ν}
⊥l + φ

(1)
h;klΞ

µν
ρσ∇̂ρĥσ⊥l + φ

(2)
luh;kll

ρ∇̂{µuρĥν}⊥l
− φ(2)

luπ;rskll
ρu′ρπ̂

µν
⊥ + φ

(2)
Tuπ;rsklT

′
uπ̂

µν
⊥ + φ

(2)
Tlπ;rsklT

′
l π̂
µν
⊥ − φ

(2)
π;klπ̂

′{µν}
⊥ + φ

(2)
σπ;klσ̂

ρ{µπ̂
ν}
⊥ρ

− 2ω̂ρ{µπ̂
ν}
⊥ρ + φ

(2)
θπ;rsklθ̂π̂

µν
⊥ + φ

(2)
σlπ;klσ̂

ρ{µ
l π̂

ν}
⊥ρ − φ

(2)
ωlπ;klω̂

ρ{µ
l π̂

ν}
⊥ρ + φ

(2)
θlπ;rsklθ̂lπ̂

µν
⊥ . (4.71)

Los coeficientes de transporte se encuentran en el apéndice D.

Hasta aqúı se han recuperado las ecuaciones de movimiento de [10] para un fluido conforme.
Resta definir el campo lµ. Análogamente a la definición de Landau-Lifshitz de uµ, se impone:

lνT
µν = Pll

µ, (4.72)

de donde se deduce:

ĥµ⊥l = 0. (4.73)

Es decir, los grados de libertad de ĥµ⊥l se trasladan a lµ, que es ahora una cantidad dinámica.
La ecuación de movimiento para lµ se obtiene de (4.70):

l̇{µ} =
λ

(1)
u;ab

λ
(1)

l̇;ab

u′{µ} −
λ

(1)
l;ab

λ
(1)

l̇;ab

l′{µ} +
λ

(1)
lu;ab

λ
(1)

l̇;ab

lσ∇̂µuσ −
λ

(1)
Tu;ab

λ
(1)

l̇;ab

∇̂µTu −
λ

(1)
Tl;ab

λ
(1)

l̇;ab

∇̂µTl +

 λ
(2)
πu

λ
(1)

l̇;ab

−
λ

(1)
u;abλ

(2)

πl̇;ab

λ
(1)2

l̇;ab

 π̂µρ⊥ u
′
{ρ}

−

 λ
(2)
πl

λ
(1)

l̇;ab

−
λ

(1)
l;abλ

(2)

πl̇;ab

λ
(1)2

l̇;ab

 π̂µρ⊥ l
′
{ρ} −

λ(2)
πTu

λ
(1)

l̇;ab

−
λ

(1)
Tu;abλ

(2)

πl̇;ab

λ
(1)2

l̇;ab

 π̂µρ⊥ ∇̂ρTu −

λ(2)
πTl

λ
(1)

l̇;ab

−
λ

(1)
Tl;ab

λ
(2)

πl̇;ab

λ
(1)2

l̇;ab

 π̂µρ⊥ ∇̂ρTl

+

λ(2)
luπ

λ
(1)

l̇;ab

−
λ

(1)
lu;abλ

(2)

πl̇;ab

λ
(1)2

l̇;ab

 lσ∇̂ρuσπ̂µρ⊥ −
λ

(2)
π;ab

λ
(1)

l̇;ab

Ξµν ∇̂ρπ̂
νρ
⊥ . (4.74)

La ecuación de movimiento de π̂µν⊥ queda:

˙̂π
{µν}
⊥ =−

π̂µν⊥
τπrskl

+ φ
(1)
σ;klσ̂

µν + φ
(1)
σl;kl

σ̂µνl − φ
(2)
luπ;rskll

ρu′ρπ̂
µν
⊥ + φ

(2)
Tuπ;rsklT

′
uπ̂

µν
⊥ + φ

(2)
Tlπ;rsklT

′
l π̂
µν
⊥ − φ

(2)
π;klπ̂

′{µν}
⊥

+ φ
(2)
σπ;klσ̂

ρ{µπ̂
ν}
⊥ρ − 2ω̂ρ{µπ̂

ν}
⊥ρ + φ

(2)
θπ;klθ̂π̂

µν
⊥ + φ

(2)
σlπ;klσ̂

ρ{µ
l π̂

ν}
⊥ρ − φ

(2)
ωlπ;klω̂

ρ{µ
l π̂

ν}
⊥ρ + φ

(2)
θlπ;klθ̂lπ̂

µν
⊥ .

(4.75)
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4.7 Ansatz de Romatschke-Strickland y conexión con la teoŕıa
isótropa

En [8,9] se asume la siguiente forma para f̂0:

f̂0 = exp

−
√
p2
⊥ + (1 + ξ)p2

l

Λ

 . (4.76)

Este ansatz para la función de distribución anisótropa fue propuesto originalmente por Romatschke
y Strickland en [7]. Λ es un parámetro que coincide con la temperatura en el estado de equilibrio y
ξ mide la anisotroṕıa en el espacio de momentos; −1 < ξ <∞. Escribiendo p2

⊥ = p2
u− p2

l , podemos
relacionar estos dos parámetros con Tu y Tl:

p2
⊥ + (1 + ξ)p2

l

Λ2
=
p2
u

Λ2
+

ξ

Λ2
p2
l , (4.77)

luego:

T 2
u = Λ2, T 2

l =
Λ2

ξ
. (4.78)

Notar que cuando −1 < ξ < 0, Tl es imaginario. Es inmediato ver que este ansatz cumple con las
condiciones (4.13) y (4.15).

Veamos ahora cómo recuperar la teoŕıa isótropa partiendo de la teoŕıa anisótropa. Partamos
de la ecuación (4.12):

f = f̂0(1 + Ẑ), (4.79)

donde f̂0 está dado por (4.76) y Ẑ por la aproximación de Grad:

Ẑ =
16π2pαup

α′
l π̂

µν
⊥ p{µpν}

Iα+4,α′T 4
u + Iα,α′+4T

4
l − 2Iα+2,α′+2T 2

uT
2
l

. (4.80)

La teoŕıa isótropa debe obtenerse tomando valores de ξ = (Tu/Tl)
2 cercanos a cero. Haremos

entonces una expansión de Taylor de (4.79) en el parámetro ε = Tu/Tl y nos quedaremos al orden
más bajo no trivial. Para f̂0 tenemos:

f̂0 ≈ f0

(
1−

p2
l

2Tupu
ε2
)
, |ε| << 1. (4.81)

Para la expansión de Ẑ usaremos la expansión de las integrales Iij , que puede encontrarse en
el apéndice E. Se obtiene:

Ẑ ≈
2π2(α′ + 1)(α′ + 3)(α′ + 5)pαup

α′
l

[1 + (−1)α′ ]Γ(α+ α′ + 6)T 2α+6
u

π̂µν⊥ p{µpν}

[
1 +

(α+ α′ + 6)(α′ + 1)(α′ + 3)(α′ + 5)

2(α′ + 3)(α′ + 5)(α′ + 7)
ε2
]
.

(4.82)

Los términos que tengan π̂µν⊥ ε
2 son de orden mayor que 1 en las correcciones viscosas y por lo

tanto pueden descartarse. De hecho, vale que ε2 ∝ lµlνπµν ≡ πll, como se verá enseguida.
Entonces, (4.79) queda:

f̂0(1 + Ẑ) ≈ f0

(
1 +

2π2(α′ + 1)(α′ + 3)(α′ + 5)pαup
α′
l

[1 + (−1)α′ ]Γ(α+ α′ + 6)Tα+α′+6
u

π̂µν⊥ p{µpν} −
p2
l ε

2

2Tupu

)
. (4.83)
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Usando (4.11), podemos escribir:

πll = lµlνπ
µν =

2

3
(Pl − P⊥), (4.84)

con:

P⊥ =
1

2
Ξµν〈pµpν〉0̂ =

TuTl
8π2

(I20T
2
u − I02T

2
l ), Pl = 〈p2

l 〉0̂ =
I02TuT

3
l

4π2
,

P⊥ − Pl =
TuTl
8π2

(I20T
2
u − 3I02T

2
l ). (4.85)

Haciendo la expansión de Taylor correspondiente:

πll ≈ − 8T 4
u

15π2
ε2. (4.86)

Luego:

f̂0(1 + Ẑ) ≈ f0

(
1 +

2π2(α′ + 1)(α′ + 3)(α′ + 5)pαup
α′
l

[1 + (−1)α′ ]Γ(α+ α′ + 6)Tα+α′+6
u

π̂µν⊥ p{µpν} +
15π2πllp2

l

16T 5
upu

)
. (4.87)

Comparemos con la teoŕıa isótropa. Usando (3.55), (4.11) y (4.10) , podemos escribir:

Z =
15π2pαu

Γ(α+ 6)Tα+6
πµν⊥ p{µpν} −

15π2pαuπ
ll

2Γ(α+ 6)Tα+6
(Ξµν − 2lµlν)pµpν , (4.88)

Usando que ∆µν = Ξµν + lµlν :

Z =
15π2pαu

Γ(α+ 6)Tα+6
πµν⊥ p{µpν} +

15π2pαuπ
ll

2Γ(α+ 6)Tα+6
(3p2

l − p2
u), (4.89)

Identificando Tu con T (ver ecuación (4.61) notando que I20 → 12ε si |ε| << 1) y comparando
la expresión anterior con (4.87) se ve que el término proporcional a π̂µν⊥ se recupera si α′ = 0. El
término proporcional a p2

l se recupera si α = −1. Sin embargo, la teoŕıa anisótropa con el ansatz
de Romatschke-Strickland no produce el término restante de (4.89).

4.8 Creación de entroṕıa

Antes de calcular la creación de entroṕıa, entendamos la necesidad de hacer esta cuenta viendo que
la teoŕıa anisótropa no entra en el esquema presentado en la sección 3.5.

En la teoŕıa anisótropa se tiene:

Φ = Φ̂0

(
pu
Tu
,
pl
Tl

)
+ Ĉµ1...µα+α′+2

pµ1 ...pµα+α′+2 , (4.90)

Escribamos:

Φ =
uµp

µ

T
− uµp

µ

T
+ Φ̂0

(
pu
Tu
,
pl
Tl

)
+ Ĉµ1...µα+α′+2

pµ1 ...pµα+α′+2 ,

=ln

(
f−1

0 − e−a

f̂−1
0 − e−a

)
+
uµp

µ

T
+ Ĉµ1...µα+α′+2

pµ1 ...pµα+α′+2 , (4.91a)

f̂0 =
1

e
−Φ̂0

(
pu
Tu
,
pl
Tl

)
+ e−a

(4.91b)
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Luego, podŕıamos proponer:

Γλ =

(
ln

(
f−1

0 − e−a

f̂−1
0 − e−a

)
,
uµ
T
,Cµ1...µα+2

)
, Rλ = (1, pµ, pµ1 ...pµα+2) , (4.92)

con lo cual las ecuaciones de movimiento que aseguraŕıan el cumplimiento de la segunda ley de la
termodinámica son los momentos primero y α+ α′ + 2 de la ecuación de Boltzmann y:∫

Dpln
(
f̂−1

0 − e−a
)
pµ

∂f

∂ξσ
∂µξ

σ =

∫
Dpln

(
f̂−1

0 − e−a
)
Icol(p

µ, ξσ), (4.93)

que en general no va a ser un momento de la ecuación de Boltzmann y su significado f́ısico no
está claro. Hay que aclarar que, si bien este esquema no sugiere manera alguna de obtener una
hidrodinámica anisótropa viscosa que respete la segunda ley de la termodinámica a partir de mo-
mentos de la ecuación de Boltzmann, esto no implica que no pueda hacerse, ya que lo que aqúı se
plantea es una condición suficiente, pero no necesaria, para que la creación de entroṕıa sea definida
positiva.

Calculemos entonces el vector de entroṕıa para la teoŕıa anisótropa. Nos será útil definir la
siguiente integral y su derivada:

Ĩij ≡
∫ ∞

0
dx

∫ Tu
Tl
x

−Tu
Tl
x
dyxiyj f̂0(x, y)lnf̂0(x, y), (4.94a)

dĨij =
T j+1
u

T j+1
l

(
dTu
Tu
− dTl

Tl

)
J̃ij , (4.94b)

J̃ij ≡[1 + (−1)j ]

∫ ∞
0

dxxi+j+1f̂0

(
x, x

Tu
Tl

)
lnf̂0

(
x, x

Tu
Tl

)
. (4.94c)

La condición (4.15) implica que para todo j impar vale Ĩij = 0.

Partamos de la ecuación (4.26):

Sµ = Nµ

0̂
−
∫
Dp pµf̂0lnf̂0 −

∫
Dp pµẐf̂0lnf̂0 −

1

2

∫
Dp pµf̂0Ẑ

2. (4.95)

Trabajemos los primeros dos términos:

Nµ

0̂
=

∫
Dp pµf̂0 =

I10

(2π)2
T 2
uTlu

µ, (4.96a)∫
Dp pµf̂0lnf̂0 =

Ĩ10

(2π)2
T 2
uTlu

µ. (4.96b)

Para los otros dos términos, usaremos la aproximación de Grad (4.49). Recordando que ĥµ⊥l = 0,
se tiene: ∫

Dp pµẐf̂0lnf̂0 = 0. (4.97)

Nótese que con la definición adoptada de lµ la entroṕıa real difiere de la entroṕıa en el estado
anisótropo en un término de segundo orden en Ẑ. Trabajemos ahora con ese término:∫

Dp pµẐ2f̂0 =
16

g
(2)2
αα′

πρσ⊥ π
ξη
⊥

∫
Dp p2α

u p
2α′
l pµp{ρpσ}p{ξpη}f̂0. (4.98)
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Hagamos la separación pµ = puu
µ + pll

µ + p{µ} y, por comodidad, desarrollemos cada término
por separado. Se obtiene:

−uµ
∫
Dp pµẐ2f̂0 =

T 2α+2
u T 2α′+1

l

π2g
(2)2
αα′

(I2α+5,2α′T
4
u + I2α+1,2α′+4T

4
l − 2I2α+3,2α′+2T

2
uT

2
l )πρσ⊥ π⊥,ρσ,

(4.99a)

lµ

∫
Dp pµẐ2f̂0 =

T 2α+1
u T 2α′+2

l

π2g
(2)2
αα′

(I2α+4,2α′+1T
4
u + I2α,2α′+5T

4
l − 2I2α+2,2α′+3T

2
uT

2
l )πρσ⊥ π⊥,ρσ = 0,

(4.99b)∫
Dp p{µ}Ẑ2f̂0 =

16

g
(2)2
αα′

πρσ⊥ π
ξη
⊥

∫
Dp p2α

u p
2α′
l

[
p{µpρpσ} −

(p2
u − p2

l )

4
(Ξµρp{σ} + permutaciones)

]
p{ξpη}f̂0,

=0. (4.99c)

Entonces, el vector de entroṕıa queda:

Sµ = Sµ
0̂
− Sµ

Ẑ
, (4.100)

donde:

Sµ
0̂

=
I10 − Ĩ10

(2π)2
T 2
uTlu

µ, (4.101a)

Sµ
Ẑ

=Suπ
ρσ
⊥ π⊥,ρσu

µ, (4.101b)

y:

Su =
T 2α+2
u T 2α′+1

l

2π2g
(2)2
αα′

(I2α+5,2α′T
4
u + I2α+1,2α′+4T

4
l − 2I2α+3,2α′+2T

2
uT

2
l ). (4.102)

Ya estamos en condiciones de calcular la creación de entroṕıa. Comencemos tomando la diver-
gencia del primer término en (4.100):

Sµ
0̂;µ

=
1

4π2

[
2
(
I10 − Ĩ10

)
Tl +

(
J10 − J̃10

)
Tu

]
TuṪu +

1

4π2

[(
I10 − Ĩ10

)
Tl −

(
J10 − J̃10

)
Tu

] T 2
u

Tl
Ṫl

+

(
I10 − Ĩ10

)
4π2

T 2
uTl

(
lµu′µ + θ̂

)
. (4.103)

Usando (4.66a) y (4.66b):

Sµ
0̂;µ

=
Tu
4π2

(
ζuΥu(0)

rs +
Tu
Tl
ζ lΥl(0)

rs

)
+

Tu
4π2

[
Tu
Tl
ζ lΥ

l(1)
lu;rs − ζ

uΥ
u(1)
lu;rs +

(
I10 − Ĩ10

)
TuTl

]
lµu′µ

+
Tu
4π2

(
ζuΥ

u(1)
Tu;rs −

Tu
Tl
ζ lΥ

l(1)
Tu;rs

)
T ′u +

Tu
4π2

(
ζuΥ

u(1)
Tl;rs
− Tu
Tl
ζ lΥ

l(1)
Tl;rs

)
T ′l

+
Tu
4π2

[
Tu
Tl
ζ lΥ

l(1)
θ;rs − ζ

uΥ
u(1)
θ;rs +

(
I10 − Ĩ10

)
TuTl

]
θ̂ +

Tu
4π2

(
ζuΥ

u(1)
θl;rs
− Tu
Tl
ζ lΥ

l(1)
θl;rs

)
θ̂l

+
Tu
4π2

(
Tu
Tl
ζ lΥl(2)

πσ;rs − ζuΥu(2)
πσ;rs

)
π̂µν⊥ σ̂µν +

Tu
4π2

(
ζuΥu(2)

πσl;rs
− Tu
Tl
ζ lΥl(2)

πσl;rs

)
π̂µν⊥ σ̂lµν ,

(4.104)

donde:

ζu ≡ 2
(
I10 − Ĩ10

)
Tl +

(
J10 − J̃10

)
Tu, ζ l ≡

(
I10 − Ĩ10

)
Tl −

(
J10 − J̃10

)
Tu. (4.105)
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Cuando el sub́ındice s toma valores impares se anula el denominador de los coeficientes Υ. Por
simplicidad nos quedaremos con valores pares de s, pero un estudio más completo de la creación
de entroṕıa requeriŕıa evaluar los ĺımites apropiados.

Para s par, vale trivialmente que Υ
u(1)
Tu;rs = Υ

l(1)
Tu;rs = Υ

u(1)
Tl;rs

= Υ
l(1)
Tl;rs

= Υ
u(1)
θl;rs

= Υ
l(1)
θl;rs

= 0, con lo

cual se anulan los términos proporcionales a T ′u, T ′l y θ̂l. Es fácil demostrar que, para el ansatz de

Romatschke-Strickland, los términos de lµu
′µ y θ̂ también se anulan (ver apéndice F). Asumiendo

esta función de distribución para el estado anisótropo, se tiene:

Sµ
0̂;µ

=
Tu
4π2

(
ζuΥu(0)

rs +
Tu
Tl
ζ lΥl(0)

rs

)
+

Tu
4π2

(
Tu
Tl
ζ lΥl(2)

πσ;rs − ζuΥu(2)
πσ;rs

)
π̂µν⊥ σ̂µν

+
Tu
4π2

(
ζuΥu(2)

πσl;rs
− Tu
Tl
ζ lΥl(2)

πσl;rs

)
π̂µν⊥ σ̂lµν . (4.106)

Respecto al segundo término del vector de entroṕıa:

Sµ
Ẑ;µ

=

(
∂Su
∂Tu

Ṫu +
∂Su
∂Tl

Ṫl

)
π̂ρσ⊥ π⊥ρσ + 2Suπ̂

ρσ
⊥

˙̂π⊥{ρσ} + Suπ̂
ρσ
⊥ π⊥ρσ(lµu

′µ + θ̂). (4.107)

Quedándonos a segundo orden en las desviaciones respecto al estado anisótropo y en las derivadas
espaciales y usando las ecuaciones (4.66a), (4.66b) y (4.75):

Sµ
Ẑ;µ

=

(
∂Su
∂Tu

Υu(0)
rs +

∂Su
∂Tl

Υl(0)
rs − 2

Su
τπrskl

)
π̂ρσ⊥ π⊥ρσ + 2Suφ

(1)
σ;klπ̂

ρσ
⊥ σ̂ρσ + 2Suφ

(1)
σl;kl

π̂ρσ⊥ σ̂lρσ. (4.108)

Luego:

Sµ;µ =
Tu
4π2

(
ζuΥu(0)

rs +
Tu
Tl
ζ lΥl(0)

rs

)
+

[
Tu
4π2

(
Tu
Tl
ζ lΥl(2)

πσ;rs − ζuΥu(2)
πσ;rs

)
− 2Suφ

(1)
σ;kl

]
π̂ρσ⊥ σ̂ρσ

+

[
Tu
4π2

(
ζuΥu(2)

πσl;rs
− Tu
Tl
ζ lΥl(2)

πσl;rs

)
− 2Suφ

(1)
σl;kl

]
π̂ρσ⊥ σ̂lρσ

+

(
2
Su
τπrskl

− ∂Su
∂Tu

Υu(0)
rs +

∂Su
∂Tl

Υl(0)
rs

)
π̂ρσ⊥ π⊥ρσ. (4.109)

Para llegar a una expresión de la creación de entroṕıa que sea manifiestamente definida positiva,
es necesario eliminar el segundo y tercer término de la ecuación anterior. Para conseguirlo, tenemos
que ajustar los enteros r, s, k, l, α y α′. Recordar que r + s − 1 indica de qué momento de la
ecuación de Boltzmann se obtienen las ecuaciones de movimiento de Tu y Tl, k + l + 1 indica de
qué momento de la ecuación de Boltzmann se obtiene la ecuación de movimiento de π̂µν⊥ y α y α′

son números introducidos en la parametrización de Ẑ. De pedir que la teoŕıa anisótropa se reduzca
a la isótropa para |Tu/Tl| << 1 se hab́ıa obtenido α = −1 y α′ = 0. Si a esto le sumamos que
estamos asumiendo que s es par, mirando el apéndice D y la definición (4.51b) es fácil notar que el
tercer término de (4.109) se anula, quedando el término proporcional a π̂ρσ⊥ σ̂ρσ como único término
conflictivo.

Strickland et al. completan el sistema de ecuaciones de la hidrodinámica anisótropa (π̂µν⊥ = 0)
con la ecuación de creación de part́ıculas (r = 1 y s = 0) [8,9], obteniendo una teoŕıa con creación
de entroṕıa definida positiva:

Sµ
0̂;µ

=
16I00Tu[(3− ε2)I20 − 3(1 + ε2)J20ε]

(1 + ε2)3/2[4J10I20Tu − I10(I20Tl − 3J20Tu)]
=

4T 3
u

π2τrel
F (ξ), (4.110a)

F (ξ) =

[
1

2

(
arctan

√
ξ√

ξ
+

1

1 + ξ

)]3/4

− 1√
1 + ξ

≥ 0, ξ = (Tu/Tl)
2, −1 < ξ <∞, (4.110b)
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Respecto a la hidrodinámica anisótropa viscosa, tomando r = 1 y s = 0 en la ecuación (4.109) se
obtiene:

Tu
4π2

(
Tu
Tl
ζ lΥ

l(2)
πσ;10 − ζ

uΥ
u(2)
πσ;10

)
= 0, (4.111)

sobreviviendo el término 2Suφ
(1)
σ;kl, que es no nulo para toda combinación de k y l. Por lo tanto,

r = 1 y s = 0 no garantiza que la creación de entroṕıa sea definida positiva.
Para tratar encontrar la elección apropiada de r, s, k y l, se hizo una expansión de Taylor en

ε = Tu/Tl del coeficiente

Tu
4π2

(
Tu
Tl
ζ lΥl(2)

πσ;rs − ζuΥu(2)
πσ;rs

)
− 2Suφ

(1)
σ;kl

y se estudiaron los órdenes más bajos. Cada orden en ε debe anularse para que se anule todo el
coeficiente. El primer término de la expansión es de orden cero y corresponde a la teoŕıa isótropa.
Para que se anule, las siguientes relaciones son condición sufiente: k = α+ 1, l = α′. La primera de
estas es la misma a la que se hab́ıa llegado en la teoŕıa isótropa y, con α = −1, implica k = 0. De
la segunda se deduce que l = 0. De esta manera, queda determinada la ecaución de movimiento de
π̂µν⊥ .

Estas relaciones no son suficientes para anular el siguiente orden en la expansión de Taylor, que
es proporcional a ε2 y correspondeŕıa a la primera corrección anisótropa. Los únicos valores que
nos quedan para ajustar ahora son r y s. Se puede ver que si s = 0 pero r 6= 2 este coeficiente no se
anula. El caso s = 0 y r = 2 requiere una evaluación especial, ya que reemplazando las expresiones
formales que se dan en el apendice D se anulan tanto el numerador como el denominador. Se
resolvió la indeterminación usando la parametrización r = 2 + δ y s = 0 y tomando el ĺımite δ → 0.
El ĺımite del cociente es no nulo, con lo que no hay solución para s = 0.

En la teoŕıa isótropa, las ecuaciones de movimiento de todos los grados de libertad viscosos
se obtienen del mismo momento de la ecuación de Boltzmann. Si imponemos esto en la teoŕıa
anisótropa, debeŕıamos tener r + s − 1 = k + l + 1 = 1, donde hemos usado que k = l = 0.
Entonces, debe valer r + s = 2. Si asumimos que r, s ≥ 0, y debe ser aśı si se quiere interpretar
a las ecuaciones de movimiento como momentos de la ecuación de Boltzmann, se deduce que las
únicas combinaciones posibles son (r, s) = (2, 0), (r, s) = (0, 2) y (r, s) = (1, 1). Haciendo el cálculo
correspondiente, se ve que ninguna de las tres resulta en una creación de entroṕıa manifiestamente
definida positiva.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo de seminario, se comenzó obteniendo las ecuaciones de movimiento de la hidrodinámica
viscosa relativista cerca del equilibrio local a partir de la ecuación de Boltzmann, siguiendo el
método propuesto en [5]. Primero se hizo una expansión en momentos irreducibles de la desviación
Z respecto al equilibrio de la función de distribución de una part́ıcula y luego, truncando apropi-
adamente dicha expansión, se obtuvo la aproximación de Grad de 14 momentos y se relacionó a los
tensores irreducibles de segundo orden con la corrección viscosa πµν . A partir de las ecuaciones de
movimiento de los tensores irreducibles, se obtuvieron infinitas ecuaciones de movimiento para πµν

provenientes de distintos momentos de la ecuación de Boltzmann.

De forzar a la teoŕıa hidrodinámica a cumplir con la segunda ley de la termodinámica, se
obtuvo una relación entre la parametrización de Z y el momento de la ecuación de Boltzmann de
donde debe obtenerse la ecuación de movimiento para la corrección viscosa. También se demostró
que la teoŕıa hidrodinámica obtenida forma parte de una clase de teoŕıas más general que incluye
a las teoŕıas de tipo divergencia y que, eligiendo correctamente los momentos de la ecuación de
Boltzmann de donde se deducen las ecuaciones de movimiento, tienen creación de entroṕıa definida
positiva.

A continuación, siguiendo la referencia [10], se hizo un procedimiento análogo al del caso cercano
al equilibrio pero tomando ahora desviaciones Ẑ respecto a un estado anisótropo en el espacio de
momentos. Como la anisótroṕıa es en una única dirección, se requiere de un único parámetro para
medirla. De esta manera se introduce un grado de libertad de la corrección viscosa dentro de la
función de distribución anisótropa de forma no perturbativa.

A partir de las ecuaciones de movimiento de los momentos irreducibles de orden cero, dos y
tres de Ẑ, se obtuvieron infinitas ecuaciones de movimiento para los grados de libertad viscosos,
cada una proveniente de algún momento de la ecuación de Boltzmann. Hasta este punto, no se
hab́ıa asumido ninguna forma en particular de la función de distribución anisótropa. Se introdujo
entonces el ansatz de Romatschke-Strickland para el estado anisótropo [7–9] y se mostró que, de
exigir que la teoŕıa anisótropa tenga a la teoŕıa isótropa como ĺımite, la parametrización de Ẑ queda
determinada.

Se demostró que, en general, las teoŕıas de hidrodinámica anisótropa viscosa no entran en la clase
de teoŕıas consistentes con la segunda ley de la termodinámica mencionada anteriormente, por lo que
se procedió a calcular la creación de entroṕıa. Se determinó que la ecuación de movimiento elegida
en [8,9] para la anisotroṕıa sólo resulta en una creación de entroṕıa definida positiva en un estado
anisótropo puro. Cuando se incluyen desviaciones respecto al estado anisótropo, el cumplimiento
de la segunda ley de la termodinámica en principio no está garantizado, pues sobrevive un término
en la creación de entroṕıa que evita que sea manifiestamente definida positiva.

Para tratar de resolver el problema de elegir las ecuaciones de movimiento de forma tal que se
cumpla la segunda ley de la termodinámica, se hizo una expansión de Taylor en el parámetro de
la anisotroṕıa del término conflictivo de la creación de entroṕıa y se estudiaron los órdenes más
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bajos. Del orden más bajo se obtuvo una relación entre la parametrización de Ẑ y la ecuación
de movimiento del tensor viscoso π̂µν⊥ . Como la parametrización de Ẑ ya hab́ıa sido fijada, quedó
determinada la ecuación de movimiento de este tensor.

Las condiciones encontradas son insuficientes para anular el siguiente orden en la expansión
de Taylor, pero todav́ıa se tiene la ecuación de movimiento de la anisotroṕıa, que puede tratar de
ajustarse para que la teoŕıa respete la segunda ley de la termodinámica de forma expĺıcita. De
imponer que las ecuaciones de movimiento de los grados de libertad viscosos provengan todas del
mismo momento de la ecuación de Boltzmann como sucede en la teoŕıa isótropa, se deduce que sólo
hay tres posibles ecuaciones de movimiento para la anisotroṕıa, ninguna de las cuales resultó en
una creación de entroṕıa manifiestamente definida positiva. Por lo tanto, se concluye que el modelo
de hidrodinámica anisótropa viscosa estudiado aqúı no garantiza el cumplimiento de la segunda ley
de la termodinámica.
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Apéndice A

Polinomios ortonormales

Sea {Pn}∞0 un conjunto de polinomios ortonormales ante cierto producto interno:∫ ∞
−∞

w(x)Pm(x)Pn(x)dx = δmn, (A.1)

donde los sub́ındices m, n indican el orden del polinomio. Para este conjunto vale la siguiente
relación de recurrencia [30]:

A1P1 = (x−B1)P0, (A.2a)

AnPn = (x−Bn)Pn−1 − CnPn−2. (A.2b)

Los coeficientes An, Bn y Cn son constantes que pueden determinarse fácilmente usando la relación
de ortonormalidad. Se obtiene:

Bn = −
∫ ∞
−∞

w(x)Pn−1xdx, (A.3a)

Cn =

∫ ∞
−∞

w(x)Pn−2xdx, (A.3b)

A2
n =

∫ ∞
−∞

w(x)x2dx−Bn2 − Cn2. (A.3c)
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Apéndice B

Proyectores transversos

Aqúı construiremos los proyectores ∆µ1...µqν1...νq y Ξµ1...µqν1...νq , los cuales tienen las siguientes
propiedades [10,27,29]:

uµi∆
µ1...µqν1...νq = uνi∆

µ1...µqν1...νq = gµiµj∆
µ1...µqν1...νq = gνiνj∆

µ1...µqν1...νq = 0, (B.1a)

∆
µ1...µq
µ1...µq = 2q + 1, (B.1b)

uµiΞ
µ1...µqν1...νq = uνiΞ

µ1...µqν1...νq = lµiΞ
µ1...µqν1...νq = lνiΞ

µ1...µqν1...νq = 0, (B.1c)

gµiµjΞ
µ1...µqν1...νq = gνiνjΞ

µ1...µqν1...νq = 0, (B.1d)

Ξ
µ1...µq
µ1...µq = 2. (B.1e)

Empecemos con ∆µ1...µqν1...νq . Por ser transverso a uµ y simétrico ante permucaciones de los
ı́ndices µi y νj (por separado), debe ser combinación de los tensores ∆ρσ:

∆µ1...µqν1...νq =

[q/2]∑
k=0

C(q, k)

Kqk

∑
P qµP

q
ν

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µqνq , (B.2)

donde
∑
P qµP

q
ν

representa la sumatoria sobre todas las permutaciones distintas de µi y νi (por separado)

y Kqk es la cantidad de dichas permutaciones. Es fácil ver que:

Kqk =
1

(q − 2k)!

(
q!

2kk!

)2

. (B.3)

q!2 es la cantidad total de permutaciones posibles, incluyendo repeticiones. Para eliminar las
repeticiones, dividimos este número por (2k)2, que es la cantidad de permutaciones de los ı́ndices
en tensores de la forma ∆µiµj o ∆νiνj , por k!2, que es la cantidad de maneras de ordenar estos
mismos tensores, y por (q− 2k)!, que es la cantidad de maneras de ordenar los tensores de la forma
∆µiνj .

Para calcular C(q, k) usaremos que gµmµn∆µ1...µqν1...νq = 0. Sin pérdida de generalidad, tomemos
m = q − 1 y n = q. Los ı́ndices µq−1 y µq aparecen en distintos términos que pueden separarse en
dos categoŕıas, según la forma que adquieren luego de la contracción de ı́ndices:

...∆µq−1µi ...∆µqµj ...→ ∆µiµj 2k(2k − 2) términos, (B.4a)

...∆µq−1µi ...∆µqνj ...→ ∆µiνj 4k(q − 2k) términos, (B.4b)

...∆µq−1µq ...→ 3 2k términos, (B.4c)

...∆µq−1νi ...∆µqνj ...→ ∆νiνj (q − 2k)(q − 2k − 1) términos. (B.5)
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En (B.4c) se ha usado que ∆µ
µ = 3. La cantidad de términos de cada tipo se determina de la

siguiente manera: en (B.4a) tenemos 2k lugares para ubicar µq−1, lo que nos deja 2k − 2 lugares
para ubicar µq. Luego, dados i y j, la cantidad de términos de esa forma debe ser 2k(2k − 2). Los
otros casos son análogos.

Los elementos de (B.4) llevan a términos de la forma:

∆µ1µ2 ...∆µ2k−3µ2k−2∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k−1ν2k+1 ...∆µq−2νq , (B.6)

mientras que (B.5) nos da términos de la forma:

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k+1ν2k+2∆µ2k+1ν2k+3 ...∆µq−2νq . (B.7)

Luego, contrayendo µq−1 y µq en (B.2), tenemos:

0 =

[q/2]∑
k=0

C(q, k)

q!2

×
∑

P̃ q−2
µ P̃ qν

{[2k(2k − 2) + 4k(q − 2k) + 6k]∆µ1µ2 ...∆µ2k−3µ2k−2∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k−1ν2k+1 ...∆µq−2νq

+ (q − 2k)(q − 2k − 1)∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k+1ν2k+2∆µ2k+1ν2k+3 ...∆µq−2νq},

=

[q/2]∑
k=0

C(q, k)

q!2

∑
P̃ q−2
µ P̃ qν

{2k(2q − 2k + 1)∆µ1µ2 ...∆µ2k−3µ2k−2∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k−1ν2k+1 ...∆µq−2νq

+ (q − 2k)(q − 2k − 1)∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k+1ν2k+2∆µ2k+1ν2k+3 ...∆µq−2νq}, (B.8)

donde, por simplicidad, se está considerando a la sumatoria
∑

P̃ q−2
µ P̃ qν

sobre todas las permutaciones

posibles (incluyendo repeticiones), por lo que se reemplaza Kqk por q!2.

El primer término no contribuye cuando k = 0, mientras que el segundo no lo hace cuando
k = [q/2]:

0 =
∑

P̃ q−2
µ P̃ qν


[q/2]∑
k=1

C(q, k)2k(2q − 2k + 1)∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k−1ν2k+1 ...∆µq−2νq

+

[q/2]−1∑
k=0

C(q, k)(q − 2k)(q − 2k − 1)∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k+1ν2k+2∆µ2k+1ν2k+3 ...∆µq−2νq

 .

(B.9)

Haciendo la sustitución k → k − 1 en el segundo término, se obtiene:

0 =

[q/2]∑
k=1

[C(q, k)2k(2q − 2k + 1) + C(q, k − 1)(q − 2k + 2)(q − 2k + 1)]

×
∑

P̃ q−2
µ P̃ qν

∆µ1µ2 ...∆µ2k−3µ2k−2∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k−1ν2k+1 ...∆µq−2νq . (B.10)

Para que esta igualdad valga, se debe anular el término entre corchetes:

C(q, k) = −(q − 2k + 2)(q − 2k + 1)

2k(2q − 2k + 1)
C(q, k − 1). (B.11)
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Eligiendo C(q, 0) = 1 se obtiene:

C(q, k) = (−1)k
(q − 2k + 1)(q − 2k + 2)(q − 2k + 3)(q − 2k + 4)...(q − 1)q

2kk!(2q − 2k + 1)(2q − 2k + 3)...(2q − 1)
,

=
(−1)k

2kk!

q!

(q − 2k)!

(2q − 2k − 1)!!

(2q − 1)!!
=

(−1)k

k!

q!2

2qq!(2q − 1)!!

2q−k(q − k)!(2q − 2k − 1)!!

(q − k)!(q − 2k)!
,

= (−1)k
q!2(2q − 2k)!

k!(2q)!(q − k)!(q − 2k)!
. (B.12)

Respecto a los proyectores Ξµ1...µqν1...νq , se tiene:

Ξµ1...µqν1...νq =

[q/2]∑
k=0

Ĉ(q, k)

Kqk

∑
P qµP

q
ν

Ξµ1µ2 ...Ξµ2k−1µ2kΞν1ν2 ...Ξν2k−1ν2kΞµ2k+1ν2k+1 ...Ξµqνq , (B.13)

donde Kqk está dado por (B.3) y, haciendo un planteo idéntico al anterior, se obtiene:

Ĉ(q, k) =
(−1)k

4k
q(q − k − 1)!

k!(q − 2k)!
. (B.14)

Nos resta demostrar (B.1b) y (B.1e). Empezaremos demostrando la siguiente relación recursiva:

gµqνq∆
µ1...µqν1...νq =

2q + 1

2q − 1
∆µ1...µq−1ν1...νq−1 (B.15)

Una vez que se demuestra la relación anterior, (B.1b) sigue de manera inmediata.
Primero identifiquemos todos los términos donde puedan aparecer µq y νq. Nuevamente, los

separamos en dos categoŕıas, según los términos que resulten luego de la contracción de ı́ndices:

...∆µiµq ...∆µjνq ...→ ∆µiµj 2k(q − 2k) términos, (B.16a)

...∆νiνq ...∆µqνj ...→ ∆νiνj 2k(q − 2k) términos, (B.16b)

...∆µqνj ...∆µiνq ...→ ∆µiνj (q − 2k)(q − 2k − 1) términos, (B.16c)

...∆µqνq ...→ 3 (q − 2k) términos, (B.16d)

...∆µiµq ...∆νjνq ...→ ∆µiνj (2k)2 términos. (B.17)

Los elementos de (B.16) llevan a términos de la forma:

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1 , (B.18)

mientras que de (B.17) se obtiene:

∆µ1µ2 ...∆µ2k−3µ2k−2∆ν1ν2 ...∆ν2k−3ν2k−2∆µ2k−1ν2k−1 ...∆µq−1νq−1 . (B.19)

Luego:

gµqνq∆
µ1...µqν1...νq =

[q/2]∑
k=0

C(q, k)

q!2

×
∑

P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

[(q − 2k)(q + 2k + 2)∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1

+ (2k)2∆µ1µ2 ...∆µ2k−3µ2k−2∆ν1ν2 ...∆ν2k−3ν2k−2∆µ2k−1ν2k−1 ...∆µq−1νq−1 ]. (B.20)
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Supongamos ahora que q es par. Entonces, el primer término se anula cuando k = q/2, mientras
que el segundo se anula cuando k = 0. Si además en el segundo término hacemos la sustitución
k → k + 1, se obtiene:

gµqνq∆
µ1...µqν1...νq =

q/2−1∑
k=0

1

q!2
[(q − 2k)(q + 2k + 2)C(q, k) + 4(k + 1)2C(q, k + 1)]

×
∑

P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1 . (B.21)

Usando la relación de recurrencia (B.11), se obtiene:

gµqνq∆
µ1...µqν1...νq =

q/2−1∑
k=0

C(q, k)

q!2
(q − 2k)

[
q + 2k + 2− 2(k + 1)(q − 2k − 1)

2q − 2k − 1

]
×

∑
P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1 ,

=

q/2−1∑
k=0

C(q, k)

q!2
q − 2k

2q − 2k − 1
[(q + 2k + 2)(2q − 2k − 1)− 2(k + 1)(q − 2k − 1)]

×
∑

P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1 ,

=

q/2−1∑
k=0

C(q, k)

q!2
q(q − 2k)(2q + 1)

2q − 2k − 1

×
∑

P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1 . (B.22)

Usemos (B.12) y escribamos:

C(q, k)
q(q − 2k)(2q + 1)

q!2(2q − 2k − 1)
= (−1)k

q!2(2q − 2k)!

k!(2q)!(q − k)!(q − 2k)!

q(q − 2k)(2q + 1)

q!2(2q − 2k − 1)
,

= (−1)k
(q − 1)!2(2q − 2k − 2)!

k!(2q − 2)!(q − k − 1)!(q − 2k − 1)!

2q + 1

(q − 1)!2(2q − 1)
,

= C(q − 1, k)
2q + 1

(q − 1)!2(2q − 1)
. (B.23)

Luego:

gµqνq∆
µ1...µqν1...νq =

2q + 1

2q − 1

q/2−1∑
k=0

C(q − 1, k)

(q − 1)!2

×
∑

P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1 ,

=
2q + 1

2q − 1
∆µ1...µq−1ν1...νq−1 . (B.24)
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Resta considerar el caso en que q es impar. Ahora [q/2] = (q − 1)/2.

gµqνq∆
µ1...µqν1...νq =

(q−1)/2∑
k=0

C(q, k)

q!2

×
∑

P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

[(q − 2k)(q + 2k + 2)∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1

+ (2k)2∆µ1µ2 ...∆µ2k−3µ2k−2∆ν1ν2 ...∆ν2k−3ν2k−2∆µ2k−1ν2k−1 ...∆µq−1νq−1 ]. (B.25)

Separemos el término con k = (q − 1)/2:

gµqνq∆
µ1...µqν1...νq =

(q−1)/2−1∑
k=0

C(q, k)

q!2

×
∑

P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

[(q − 2k)(q + 2k + 2)∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1

+ (2k)2∆µ1µ2 ...∆µ2k−3µ2k−2∆ν1ν2 ...∆ν2k−3ν2k−2∆µ2k−1ν2k−1 ...∆µq−1νq−1 ]

+
1

q!2
C

(
q,
q − 1

2

) ∑
P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

[(2q + 1)∆µ1µ2 ...∆µq−2µq−1∆ν1ν2 ...∆νq−2νq−1

+ (q − 1)2∆µ1µ2 ...∆µq−4µq−3∆ν1ν2 ...∆νq−4νq−3∆µq−2νq−2∆µq−1νq−1 ]. (B.26)

La segunda ĺınea en la ecuación de arriba se anula cuando k = 0. Juntando a la segunda y la cuarta
ĺınea en una sumatoria entre k = 1 y k = (q − 1)/2 y haciendo la sustitución k → k + 1 en esa
misma suma, se obtiene:

gµqνq∆
µ1...µqν1...νq =

2q + 1

2q − 1

(q−1)/2−1∑
k=0

C(q − 1, k)

(q − 1)!2

×
∑

P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1

+
(2q + 1)

q!2
C

(
q,
q − 1

2

) ∑
P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

∆µ1µ2 ...∆µq−2µq−1∆ν1ν2 ...∆νq−2νq−1 . (B.27)

Trabajemos ahora sobre la tercera ĺınea:

(2q + 1)

q!2
C

(
q,
q − 1

2

)
=

(2q + 1)

q!2
(−1)(q−1)/2 q!2(q + 1)(

q−1
2

)
!(2q)!

(
q+1

2

)
!
,

=
(2q + 1)

(q − 1)!2
(−1)(q−1)/2 (q − 1)!3(

q−1
2

)
!2(2q − 2)!

(q + 1)q

2q(2q − 1)(q + 1)/2
,

=
(2q + 1)

2q − 1

C
(
q − 1, q−1

2

)
(q − 1)!

. (B.28)
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Luego:

gµqνq∆
µ1...µqν1...νq =

2q + 1

2q − 1

(q−1)/2−1∑
k=0

C(q − 1, k)

(q − 1)!2

×
∑

P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1

+
(2q + 1)

2q − 1

C
(
q − 1, q−1

2

)
(q − 1)!

∑
P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

∆µ1µ2 ...∆µq−2µq−1∆ν1ν2 ...∆νq−2νq−1 ,

=
2q + 1

2q − 1

(q−1)/2∑
k=0

C(q − 1, k)

(q − 1)!2

×
∑

P̃ q−1
µ P̃ q−1

ν

∆µ1µ2 ...∆µ2k−1µ2k∆ν1ν2 ...∆ν2k−1ν2k∆µ2k+1ν2k+1 ...∆µq−1νq−1 ,

=
2q + 1

2q − 1
∆µ1...µq−1ν1...νq−1 . (B.29)

Esto completa la demostración de (B.15).
De manera análoga se puede demostrar:

gµqνqΞ
µ1...µqν1...νq = Ξµ1...µq−1ν1...νq−1 , (B.30)

y usando que Ξµµ = 2, se deduce (B.1e) de manera inmediata [10].
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Apéndice C

Relación de ortogonalidad de los
tensores irreducibles

En esta sección demostraremos las relaciones de ortogonalidad (3.38) y (4.28). Comenzaremos
demostrando la siguiente relación:

p〈µ1 ...pµq〉p〈µ1 ...pµq〉 =
q!

(2q − 1)!!
(∆αβpαpβ)q. (C.1)

En primer lugar, escribamos:

p〈µ1 ...pµq〉p〈µ1 ...pµq〉 = ∆
µ1...µq
α1...αq∆

β1...βq
µ1...µqp

α1 ...pαqpβ1 ...pβq = ∆
β1...βq
α1...αqp

α1 ...pαqpβ1 ...pβq . (C.2)

Usando la expansión (B.2), tenemos:

∆
β1...βq
α1...αqp

α1 ...pαqpβ1 ...pβq =

[q/2]∑
k=0

C(q, k)

Kqk

∑
P qβP

q
α

∆β1β2 ...∆β2k−1β2k∆α1α2 ...∆α2k−1α2k
∆
β2k+1
α2k+1 ...∆

βq
αq ,

× pα1 ...pαqpβ1 ...pβq ,

=

[q/2]∑
k=0

C(q, k)(∆αβpαpβ)q. (C.3)

Por otro lado, los polinomios de Legendre Pq(z) pueden escribirse como [34]:

Pq(z) =
1

2q

[q/2]∑
k=0

(−1)k
(2q − 2k)!

k!(q − k)!(q − 2k)!
zq−2k =

(2q)!

2qq!2

[q/2]∑
k=0

C(q, k)zq−2k. (C.4)

Para todo q vale:

1 = Pq(1) =
(2q)!

2qq!2

[q/2]∑
k=0

C(q, k), (C.5)

luego:

[q/2]∑
k=0

C(q, k) =
2qq!2

(2q)!
=

2qq!2

2q(2q − 1)!
=

2q−1(q − 1)!q!

(2q − 1)!
=

[2(q − 1)]!!q!

(2q − 1)!
=

q!

(2q − 1)!!
. (C.6)

Reemplazando en (C.3) se completa la demostración de (C.1).
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Por otro lado, podemos definir:

M
µ1...µq
ν1...νq′ ≡

∫
DpF (pu)p〈µ1 ...pµq〉p〈ν1 ...pνq′ 〉. (C.7)

El tensor M
µ1...µq
ν1...νq′ es de orden q + q′, es simétrico ante permutaciones de los ı́ndices µi y de los

ı́ndices νi (por separado), es ortogonal a uµ y es isótropo. Por lo tanto, debe poder construirse
como combinaciones de ∆µν , lo que implica que el orden del tensor debe ser par. Además, se tiene:

∆
α1...αq
µ1...µq∆

ν1...νq′
β1...βq′

M
µ1...µq
ν1...νq′ = M

α1...αq
β1...βq′

. (C.8)

La relación anterior se demuestra de manera inmediata usando la definición de M
µ1...µq
ν1...νq′ .

Supóngase ahora que q 6= q′. Entonces, en la expansión de M
µ1...µq
ν1...νq′ en los proyectores espaciales

no puede haber términos donde en cada proyector los ı́ndices µi estén apareados con los ı́ndices
νj como en ∆µi

νj , siempre debe sobrar por lo menos un proyector de la forma ∆µiµj o ∆νiνj . Pero

entonces no se cumpliŕıa la relación (C.8), pues valdŕıa ∆
α1...αq
µ1...µq∆

ν1...νq′
β1...βq′

M
µ1...µq
ν1...νq′ = 0. Luego, tiene

que valer q = q′, con lo que podemos escribir:

M
µ1...µq
ν1...νq′ = δqq′M

(
∆µ1
ν1 ...∆

µq
νq + permutaciones

)
+ otros términos. (C.9)

Si ahora usamos (C.8), deducimos:

M
µ1...µq
ν1...νq′ = δqq′M∆

µ1...µq
ν1...νq . (C.10)

M es un escalar de Lorentz. Para calcularlo, basta con hacer la siguiente contracción de ı́ndices:

M
µ1...µq
µ1...µq =M∆

µ1...µq
µ1...µq = (2q + 1)M,

M =
1

2q + 1

∫
DpF (pu)p〈µ1 ...pµq〉p〈µ1 ...pµq〉 =

q!

(2q + 1)!!

∫
DpF (pu)(∆αβpαpβ)q. (C.11)

Entonces:

M
µ1...µq
ν1...νq′ =

∫
DpF (pu)p〈µ1 ...pµq〉p〈µ1 ...pµ′q〉 =

δqq′q!

(2q + 1)!!

∫
DpF (pu)(∆αβpαpβ)q. (C.12)

En el caso conforme:

M
µ1...µq
ν1...νq′ =

∫
DpF (pu)p〈µ1 ...pµq〉p〈µ1 ...pµq′ 〉 =

δqq′q!

(2q + 1)!!

∫
DpF (pu)p2q

u . (C.13)

Para demostrar la relación de ortogonalidad (4.28) se procede de manera análoga [10].
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Apéndice D

Coeficientes de transporte de la teoŕıa
anisótropa

A continuación se muestran las expresiones de los coeficientes de transporte de las ecuaciones (4.66):

Υ
u(0)
ij =

4π2 (I20Tl − J20Tu) Ii−1,j

T iuTlDij
, (D.1a)

Υ
u(1)
lu;ij =

1

TuDij

{
T jl (I20Tl − J20Tu)

[
(i− 1)Ii−2,j+2T

2
l + (j + 1)IijT 2

u

]
+
(
I20T

2
u + I02T

2
l

) [
JijT j+1

u − (j + 1)IijT j+1
l

]}
, (D.1b)

Υ
u(1)
Tu;ij = (I20Tl − J20Tu)

×
(
iIi−1,j+1T

2
l + jIi+1,j−1T

2
u

)
TuT

j
l ψ

(1)
Tu
− Ji−1,j+1T

j+2
u − iIi−1,j+1T

j+2
l

TuTlDij
, (D.1c)

Υ
u(1)
Tl;ij

= (I20Tl − J20Tu)

×
(
iIi−1,j+1T

2
l + jIi+1,j−1T

2
u

)
T j+1
l ψ

(1)
Tl

+ Ji−1,j+1T
j+2
u − (j + 2)Ii−1,j+1T

j+2
l

T 2
l Dij

, (D.1d)

Υ
u(1)
θ;ij =

1

2TuDij

{
T jl (I20Tl − J20Tu)

[
(i+ 1)IijT 2

u − (i− 1)Ii−2,j+2T
2
l

]
+
(
3I20T

2
u − I02T

2
l

) [
JijT j+1

u − (j + 1)IijT j+1
l

]}
, (D.1e)

Υ
u(1)
θl;ij

=
T j−1
l

2Dij
(I20Tl − J20Tu)

[
j(1 + 2ψ

(1)
θl

)Ii+1,j−1T
2
u + (2iψ

(1)
θl
− j − 2)Ii−1,j+1T

2
l

]
, (D.1f)

Υ
u(2)
hl;ij =

(I20Tl − J20Tu)

T iuTlDij

[
4π2(iu

(1)
l + j + 1)ξh,i−1,j − T iuT

j
l

(
iIi−1,j+1T

2
l + jIi+1,j−1T

2
u

)
ψ

(2)
hl

]
,

(D.1g)

Υ
u(2)
hu;ij =

4π2

T iuTl

(i− 1) (I20Tl − J20Tu) ξh,i−2,j+1 +
[
JijT j+1

u + (i+ 1)IijT j+1
l

]
T i−2
u

Dij
, (D.1h)

Υ
u(2)

hl̇;ij
=

4π2j

T iuTl

(I20Tl − J20Tu) ξh,i,j−1

Dij
, (D.1i)

Υ
u(2)
hTu;ij = (I20Tl − J20Tu)

×
4π2iu

(1)
Tu
ξh,i−1,j − 4π2 ∂ξh,i−1,j

∂Tu
− T iuT

j
l

(
iIi−1,j+1T

2
l + jIi+1,j−1T

2
u

)
ψ

(2)
hTu

T iuTlDij
, (D.1j)
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Υ
u(2)
hTl;ij

= (I20Tl − J20Tu)

×
4π2iu

(1)
Tl
ξh,i−1,j − 4π2 ∂ξh,i−1,j

∂Tl
− T iuT

j
l

(
iIi−1,j+1T

2
l + jIi+1,j−1T

2
u

)
ψ

(2)
hTl

T iuTlDij
, (D.1k)

Υ
u(2)
hlu;ij =

4π2

T iuTl

(I20Tl − J20Tu) [(i− 1)ξh,i−2,j+1 + jξh,i,j−1] +
[
JijT j+1

u − (j + 1)IijT j+1
l

]
T i−2
u

Dij
,

(D.1l)

Υ
u(2)
h;ij =

(I20Tl − J20Tu)
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Para las ecuaciones (4.69a) y (4.69b), se tiene:
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2
u − iIi−1,j+2T

2
l

]
u

(2)
πl

}
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λ
(2)
πTu;ij =

1

ξh,ij

{
iu

(1)
Tu
ξπ,i−1,j −

∂ξπ,i−1,j

∂Tu
−
T iuT

j+1
l

8π2

[
(i+ 2)Ii+1,jT

2
u − iIi−1,j+2T

2
l

]
u

(2)
πTu

}
, (D.7t)
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πTl;ij

=
1

ξh,ij
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iu

(1)
Tl
ξπ,i−1,j −

∂ξπ,i−1,j

∂Tl
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T iuT
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l

8π2
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(i+ 2)Ii+1,jT
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u − iIi−1,j+2T
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l

]
u

(2)
πTl

}
, (D.7u)
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(2)
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ξh,ij
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T iuT
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l

8π2

[
(i+ 2)Ii+1,jT

2
u − iIi−1,j+2T

2
l

]
u(2)
π − ξπ,i−1,j

}
, (D.7v)

λ
(2)
luπ;ij =

1

ξh,ij
[(i− 1)ξπ,i−2,j+1 + jξπ,i,j−1] . (D.7w)

τπrsij =

(
1 +

ξ
π(0)
rsij

ξπ,ij

)−1

, (D.8a)

φ
(1)
σ;ij =

T i−1
u T j+1

l

16π2ξπ,ij

[
2(i+ 1)Ii,j+2T

2
uT

2
l − (i+ 3)Ii+2,jT

4
u − (i− 1)Ii−2,j+4T

4
l

]
, (D.8b)

φ
(1)
σl;ij

=
T iuT

j
l

16π2ξπ,ij

[
jIi+3,j−1T

4
u + (j + 4)Ii−1,j+3T

4
l − 2(j + 2)Ii+1,j+1T

2
uT

2
l

]
, (D.8c)

φ
(2)

l̇h;ij
=

1

2ξπ,ij
[jξh,i+2,j−1 − (j + 4)ξh,i,j+1], (D.8d)

φ
(2)
uh;ij =

i− 1

2ξπ,ij
(ξh,i−1,j+3 − ξh,i,j+1), (D.8e)

φ
(2)
lh;ij =

1

2ξπ,ij

{[
j + (i+ 4)u

(1)
l + 1

]
ξh,i−1,j+2 −

(
iu

(1)
l + j + 1

)
ξh,i+1,j

}
, (D.8f)
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(2)
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(1)
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}
, (D.8g)
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(2)
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2ξπ,ij

{
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}
, (D.8h)
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(2)
h;ij =

1

2ξπ,ij
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(2)
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(2)
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1

ξπ,ij
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(2)
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1

ξπ,ij
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φ
(2)
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1

2ξπ,ij
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(i− 1)ξπ,i−2,j+2 − (i+ 3)ξπ,ij − 2ξ
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θ;rsij
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φ
(2)
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3ξπ,ij
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φ
(2)
ωlπ;ij =2

ξπ,i−1,j+1

ξπ,ij
, (D.8r)

φ
(2)
θlπ;ij =

1

2ξπ,ij

[
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Apéndice E

Serie de Taylor de las integrales Iij y
Jij

En está sección se hará la expansión de Taylor de las integrales Iij y Jij en la variable ε = Tu/Tl.
Partamos de la definición de estas integrales:

Iij(ε) ≡
∫ ∞

0
dx

∫ εx

−εx
dyxiyj f̂0(x, y), (E.1a)

Jij(ε) ≡[1 + (−1)j ]

∫ ∞
0

dxxi+j+1f̂0 (x, εx) . (E.1b)

El ansatz de Romatschke-Strickland para f̂0 es [8]:

f̂0 = e−
√
x2+y2 . (E.2)

Entonces, Jij puede calcularse de manera exacta y se obtiene:

Jij(ε) = [1 + (−1)j ]
Γ(i+ j + 2)

(1 + ε2)
i+j+2

2

. (E.3)

Luego:

Jij(ε) = [1 + (−1)j ]Γ(i+ j + 2)
∞∑
l=0

Γ[−(i+ j)/2]ε2l

Γ[−(i+ j + 2l)/2]Γ(l + 1)
. (E.4)

Notar que si (i+j+2)/2 es entero, las divergencias en Γ[−(i+j)/2] y Γ[−(i+j+2l)/2] se cancelan
por la propiedad Γ(x) = (x− 1)Γ(x− 1).

Para Iij notemos que Iij(−ε) = −Iij(ε) y escribamos:

Iij(ε) =

∞∑
l=0

I(2l+1)
ij (0)

Γ(2l + 2)
ε2l+1, (E.5)

donde I(n)
ij es la derivada n-ésima de Iij respecto a ε. Calculemos I(1)

ij :

I(1)
ij (ε) = εjJij = [1 + (−1)j ]Γ(i+ j + 2)

∞∑
k=0

Γ[−(i+ j)/2]ε2k+j

Γ[−(i+ j + 2k)/2]Γ(k + 1)
. (E.6)
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Es fácil calcular I(2l+1)
ij a partir del resultado anterior:

I(2l+1)
ij (ε) =[1 + (−1)j ]Γ(i+ j + 2)

∞∑
k=(2l−j)∆(2l−j)

Γ(2k + j + 1)Γ[−(i+ j)/2]ε2k+j−2l

Γ(2k + j − 2l + 1)Γ[−(i+ j + 2k)/2]Γ(k + 1)
,

(E.7)

∆(n) =

{
0 si n < 0,

1/2 si n ≥ 0.

Claramente I(2l+1)
ij (0) = 0 para todo 2l < j. Tomando 2l ≥ j, el único término de la expansión

de I(2l+1)
ij que sobrevive al tomar ε = 0 es el primero, ya que para este se tiene ε2(2l−j)/2+j−2l = 1.

Entonces:

I(2l+1)
ij (0) = 2∆(2l − j)[1 + (−1)j ]

Γ(i+ j + 2)Γ(2l + 1)Γ[−(i+ j)/2]

Γ[−(i+ 2l)/2]Γ[(2l − j + 2)/2]
. (E.8)

Reemplazando en (E.5):

Iij(ε) = [1 + (−1)j ]

∞∑
l=j/2

Γ(i+ j + 2)Γ[−(i+ j)/2]

Γ[−(i+ 2l)/2]Γ[(2l − j + 2)/2](2l + 1)
ε2l+1. (E.9)

Haciendo el cambio de variables l→ l − j/2 se obtiene finalmente:

Iij(ε) = [1 + (−1)j ]Γ(i+ j + 2)Γ[−(i+ j)/2]
∞∑
l=0

ε2l+j+1

Γ[−(i+ j + 2l)/2]Γ(l + 1)(j + 2l + 1)
. (E.10)
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Apéndice F

Creación de entroṕıa en
hidrodinámica anisótropa. Cálculo de
los coeficientes de lµu

′µ y θ̂

Comencemos demostrando la nulidad del término de (4.104) proporcional a lµu
′µ. Queremos ver

que:

Tu
Tl
ζ lΥ

l(1)
lu;rs − ζ

uΥ
u(1)
lu;rs +

(
I10 − Ĩ10

)
TuTl = 0. (F.1)

Usando el apéndice D, vemos que debe valer:

0 =
[
(3ζ l − ζu)I20Tl + (ζ l + ζu)J20Tu

]
(r − 1)Ir−2,s+2T

s+2
l

+
{

(3s− r + 2)
[
ζ l − (I10 − Ĩ10)Tl

]
I20T

2
uTl

+[(s+ 1)ζu − (r + 1)ζ l]I02T
3
l +

[
(ζ l + ζu)(s+ 1)−

(
I10 − Ĩ10

)
(r + s+ 2)Tl

]
J20T

3
u

}
IrsT sl

+
{[

4
(
I10 − Ĩ10

)
Tl − (ζ l + ζu)

]
I20T

2
u − (ζ l + ζu)I02T

2
l

}
JrsT s+1

u . (F.2)

Usando (4.36), (4.37b), (4.94a), (4.94c), (4.76) y definiendo ε ≡ Tu/Tl, se obtiene:

ζ l =
16Tuε

2

(1 + ε2)3/2
, ζu =

16Tu

(1 + ε2)3/2
(3 + 2ε2),

(
I10 − Ĩ10

)
Tl =

16Tu

(1 + ε2)1/2
, (F.3a)

I20 =6

(
arctanε+

ε

1 + ε2

)
, I02 = 6

(
arctanε− ε

1 + ε2

)
, J20 =

12

(1 + ε2)2
. (F.3b)

Usando las relaciones anteriores, se obtiene:

0 =

[
(ε2 − 3)arctanε+ (ε2 + 3)

ε

1 + ε2

] [
(r − 1)

Ir−2,s+2

εs+3
− (s+ 1)

Irs
εs+3

+

(
1 +

1

ε2

)
Jrs
]
. (F.4)

Usando las series de Taylor de Irs y Jrs (apéndice E):

(r − 1)
Ir−2,s+2

εs+3
− (s+ 1)

Irs
εs+3

+

(
1 +

1

ε2

)
Jrs = [1 + (−1)s]Γ(r + s+ 2)Γ[−(r + s)/2]

×

[ ∞∑
l=0

ε2l

Γ[−(r + s+ 2l + 2)/2]Γ(l + 1)

r + s+ 2l + 2

s+ 2l + 3
+
∞∑
l=1

2lε2l−2

Γ[−(r + s+ 2l)/2]Γ(l + 1)(s+ 2l + 1)

]
.

(F.5)
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Haciendo la sustitución l → l + 1 en la segunda sumatoria y usando la propiedad Γ(x) = (x −
1)Γ(x− 1):

(r − 1)
Ir−2,s+2

εs+3
− (s+ 1)

Irs
εs+3

+

(
1 +

1

ε2

)
Jrs = [1 + (−1)s]Γ(r + s+ 2)Γ[−(r + s)/2]

×
∞∑
l=0

ε2l

Γ[−(r + s+ 2l + 2)/2]Γ(l + 1)

[
2

s+ 2l + 3
− 2(r + s+ 2l + 2)

(s+ 2l + 3)(r + s+ 2l + 2)

]
= 0. (F.6)

Una cuenta análoga demuestra la nulidad del término de θ̂.
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[30] G. Szegö; Orthogonal Polynomials; cuarta edición (American Mathematical Society, Collo-
quium Publications, Volume XXIII, 1939).

[31] B. Betz, D. Henkel, D. H. Rischke, Prog. Part. Nucl. Phys. 62, 556 (2009).

[32] B. Betz, G. S. Denicol, T. Koide, E. Molnár, H. Niemi, D. H. Rischke, EPJ Web Conf. 13,
07005 (2011).

[33] G. S. Denicol, T. Koide, D. H. Rischke, Phys. Rev. Lett. 105, 162501 (2010).

[34] I. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik; Table of Integrals, Series and Products; séptima edición
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