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Resumen

En este trabajo de seminario se estudian las restricciones impuestas por la segunda ley de la
termodinamica sobre un tipo de teoria hidrodinamica viscosa relativista lejos del equilibrio lla-
mada hidrodindmica anisétropa viscosa. Esta teoria se deriva a partir de teoria cinética relativista
haciendo una expansion de la funcién de distribucion de una particula alrededor de un estado
anisotropo en el espacio de momentos.

Se comienza derivando a partir de teoria cinética la hidrodinamica viscosa relativista cerca
del equilibrio y haciendo un estudio termodindmico de la misma. Se encuentra que, de forzar el
cumplimiento de la segunda ley de la termodindmica, surge una relacién entre la parametrizacién
de la funcién de distribucion de una particula y el momento de la ecuaciéon de Boltzmann de donde
se obtiene la ecuacion de movimiento de la correccién viscosa. Se muestra también que esta teoria
forma parte de una clase mas general de teorias hidrodinamicas con creacién de entropia definida
positiva.

Se procede de manera andloga con la teoria anisétropa. Del calculo de la creacién de entropia
se ve que, al igual que en el caso isétropo, la segunda ley impone restricciones sobre los momentos
de la ecuacion de Boltzmann que se pueden tomar para deducir las ecuaciones de movimiento de
los grados de libertad viscosos.

Se determina que en el modelo de hidrodindmica anisétropa viscosa estudiado aqui no esta
garantizado el cumplimiento de la segunda ley de la termodinamica.
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Capitulo 1

Introduccion

Actualmente, una herramienta muy usada para modelar el plasma de quarks y gluones resultante
de las colisiones de iones pesados es la hidrodinamica viscosa relativista, pero obtener una teoria
de este tipo es una tarea no trivial [1].

La teoria hidrodindmica viscosa no relativista puede derivarse de la termodinamica, obteniéndose
la conocida ecuacion de Navier-Stokes. Pero su generalizacion relativista mas natural, que se ob-
tiene de exigir que la teoria se reduzca a la forma no relativista en el marco de referencia donde
el fluido estd en reposo, presenta violaciones de causalidad y soluciones inestables [2]. Al fallar
la derivacion termodindmica, se recurre a algo mas fundamental: la teoria cinética relativista. El
problema pasa a ser ahora como obtener de esta teoria una aproximacién hidrodindmica. En el caso
no relativista, se utiliza el método conocido como expansién de Chapman-Enskog [3], que lleva a
la ecuacién de Navier-Stokes. Este método usado en el caso relativista resulta en la generalizacién
relativista de Navier-Stokes, por lo que debe ser rechazado.

Existe otra técnica, llamada expansién de Grad, que si resulta en una teoria hidrodindmica
viscosa relativista estable y causal. La més conocida de estas teorias hidrodinamicas es la de Israel-
Stewart [4], en donde se deduce la ecuacién de movimiento de la correccién viscosa del segundo
momento de la ecuacién de Boltzmann. Més recientemente, en [5], los autores usan la expansién
de Grad para deducir infinitas ecuaciones de movimiento para la correccién viscosa, provenientes
de distintos momentos de la ecuacién de Boltzmann, quedando la hidrodindmica de Israel-Stewart
como un caso particular.

Una de las desventajas de estas teorias es que se deducen haciendo una linealizacién alrededor
de un estado de equilibrio, es decir, la correccién viscosa se toma como una desviacién pequena
respecto al comportamiento de un fluido ideal. Hoy en dia se sabe que el comportamiento del
plasma de quarks y gluones en las colisiones de iones pesados se aleja considerablemente del com-
portamiento ideal para tiempos tempranos posteriores a la colision o incluso para tiempos grandes
en regiones alejadas del centro del plasma en expansién. Mas precisamente, el sistema presenta
una gran anisotropia en una direccién del espacio de momentos, por lo que parece apropiado hacer
una expansion alrededor de una funcién de distribucién que incluya la anisotropia de forma no
perturbativa. Se llega asi a la llamada hidrodindmica anisétropa viscosa [6].

Distintos autores han estudiado esta hidrodindmica (ver, por ejemplo, [7H11]), pero no es de
nuestro conocimiento que se hayan investigado posibles restricciones sobre la teoria provenientes
de la segunda ley de la termodindmica, por lo que éste sera el objetivo principal de este trabajo de
seminario.

En el capitulo 2 se hace una derivacién termodinamica de las hidrodindmicas ideal y viscosa no
relativistas y sus correspondientes generalizaciones relativistas. En el capitulo 3 se da una breve
introduccién a teoria cinética relativista y su relacion con la hidrodindmica. Se muestra que la
expansién de Chapman-Enskog resulta en la generalizacién relativista de Navier-Stokes y se pasa
luego a la expansién de Grad. Se deriva una hidrodindmica viscosa relativista causal y estable



siguiendo el método presentado en [5], pero para una parametrizacién mas general de la funcién
de distribucién de una particula. A continuacién, se muestra que de forzar la segunda ley de la
termodinamica se deduce una relacién entre la parametrizacién de la funcién de distribucién y el
momento de la ecuacién de Boltzmann de donde debe obtenerse la ecuacion de movimiento de
los grados de libertad viscosos. Se cierra el capitulo mostrando que estas teorias forman parte de
una clase més general de teorias hidrodindmicas con creacién de entropia definida positiva. En el
capitulo 4, siguiendo la referencia [10], se hace un procedimiento andlogo para la teoria anisétropa.
Se obtienen las ecuaciones de movimiento de la hidrodindmica anisétropa viscosa sin asumir una
forma en particular para la funcién de distribucion anisétropa, pero para el calculo de la creacién de
entropia se usa el ansatz propuesto por Romatschke y Strickland en [7] y estudiado también en [8]9].
Se encuentra que este modelo no garantiza el cumplimiento de la segunda ley de la termodinamica.

Por simplicidad se trabajara con un fluido conforme y con estadistica de Maxwell-Juttner. Se
usard la signatura donde la métrica de Minkowski es n = diag(—1,1,1,1) y unidades naturales,
donde c = h = kg = 1.



Capitulo 2

Derivacion de la hidrodinamica a
partir de la termodinamica

2.1 Fluidos ideales no relativistas

En esta seccién se hace una derivacion termodindmica de la dinamica no relativista de fluidos
ideales [1]. Se define a un fluido ideal como aquel que fluye sin creacién de entropia. Se considerard
el caso de un fluido ideal descargado y de una sola componente. Este sistema en el equilibrio esta
completamente caracterizado por los siguientes parametros extensivos: la energia interna U, la
entropia S, el volumen V' y el nimero de particulas N [13]. Toda la informacién termodindmica
del sistema puede deducirse de una relacién de la forma S = S(U,V,N). Entonces, las primeras
desviaciones de estas cantidades respecto del equilibrio se relacionan de la siguiente maneras:

TdS = dU + PdV — pdN, (2.1)

donde se han definido los parametros intensivos 1/7" = 05/0U|y,n (inversa de la temperatura),
P =05/0V|yn (presién) y p = —0S/ON|vv (potencial quimico). En el equilibrio estas cantidades
son independientes de la posicién. La ecuacién es la primera ley de la termodinamica.

Si un sistema puede separarse en subsistemas no interactuantes, las cantidades extensivas
son aditivas. Por lo tanto, la entropia S es una funcién homogénea de primer grado, es decir,
S(AU,\V,AN) = AS(U,V, N). Luego, la ecuacién implica:

TS =U+ PV — uN. (2.2)
Diferenciando (12.2)), restdndole (2.1 y dividiendo por V' se obtiene la relacién de Gibbs-Duhem:
dP = sdT + ndpu, (2.3)

donde s = S/V yn = N/V son la densidad de entropia y de particulas, respectivamente. Dividiendo
(2.2) por V se obtiene:

Ts=p+ P — pun. (2.4)

donde p = U/V es la densidad de energia.

Pensando ahora en una configuracién fuera del equilibrio (variables intensivas inhomogéneas),
a la ecuacion anterior se le debe agregar un término relacionado al movimiento de masa que se
construye con la densidad de momento lineal p; y la velocidad v; [14].

1 ,
s = T(p + P —vp' — pn). (2.5)



Para las densidades fuera del equilibrio, vale la primera ley de la termodindmica en la siguiente
forma:

Tds = dp — vidp' — pdn. (2.6)
Las ecuaciones (2.5 y (2.6) implican la siguiente relacién de Gibbs-Duhem:
dP = sdT + p'dv; + ndp. (2.7)

Para calcular la creacién de entropia empezamos derivando (2.6)) respecto al tiempo:

Os op op’ on
— = i —p— . 2.
ot (at Yor M 8t> (28)
La dindmica de las densidades p, p’ y n esta dada por las leyes de conservacién:
dp
- — NJ 2.
9 VN, (2.9a)
op' iy
= _V.TY 2.
N V,;TY, (2.9b)
on -
E = —VjN], (290)

donde se han introducido las correspondientes corrientes Ng (flujo de energfa), T (flujo de mo-
mento; simétrico [15]) y N7 (flujo de particulas). Reemplazando (2.9) en (2.8) se obtiene:

0s 1 4 g ,
E = _T (VJNg — 'UiVjTU - ,U,VjNJ) . (2.10)
Haciendo la descomposicién N7 = nv/ + 7, definiendo a = ,u/T y a la corriente de entropia
S (N] + Pyl —u T — MNJ> /T, y usando las relaciones (2.5) y (2.7) se llega a la siguiente
expresién para la creacién de entropia [1]:
8f+VSJ [ — (p+ P’ — (T — P§" — p'v/) 0] V; T
1 D 1 .
-7 (T — P& — p'v?) Vjv; — ijvja. (2.11)
Por definicién, para un fluido ideal debe valer:
0s
— +V; 57 =0. 2.12
5+ (2.12)

Hasta ahora se ha dejado abierta la posibilidad de que N g y N7 no sean paralelas y por lo tanto
debe adoptarse alguna convencién sobre qué es la velocidad del fluido. Se adoptara la prescripcién
de Landau-Lifshitz, a saber la velocidad v’ es tal que v/ = 0 implica NI =0 y p’ =0 [16]. Con
esta convencion, y usando , se obtiene:

TV = p'vI + P§Y, (2.13a)
NI = (p+ P), (2.13b)
X =0. (2.13c)

Notar que la simetria de T junto con la ecuacién (2.13a)) implica que p tiene que ser propor-
cional a v'.



Reemplazando ([2.13)) en las leyes de conservacion se obtienen las ecuaciones de movimiento para
el fluido ideal:

ot . .
6]1 +v'V;p'+V'P =0, (2.14a)
op -
3¢ T Vile+ P) =0, (2.14b)
on ;
e + V;nm? = 0. (2.14c)

De esta manera se llega a un sistema de cinco ecuaciones con seis incognitas (p, P, n y v*). El
sistema se cierra finalmente con una ecuacién de estado P = P(p,n).

La ecuacién es la llamada ecuacién de Euler. Las ecuaciones ([2.14b)) y (2.14c)) son ecua-
ciones de continuidad. El mismo resultado podria haberse obtenido haciendo un anélisis dinamico
basado en las leyes de Newton [15}16].

2.2 Fluidos viscosos no relativistas

Para fluidos viscosos la creacién de entropia debe ser positiva. Es decir:

g: +V;8 = [Ng —(p+ P)v?! — (T — P§Y — p'v?) v;] V; <;>
- % (T — P§" — p'v?) Vjv; — %vaja > 0. (2.15)
Entoces, se propone:
TV =T 479, (2.16a)
NJ = NJg+ vt (2.16b)
Y = —kVia. (2.16¢)

donde Téj y N go estan dados por las ecuaciones (2.13)), y # es la movilidad. El tensor 7% se define
como:

T = —2no'l — €59V 0k, (2.17a)

ol = % (V! + V7o') — %yﬂ‘vkvk. (2.17b)

Los coeficientes 1 y € son, respectivamente, la viscosidad de corte y la viscosidad de volumen.
Reemplazando (2.16)y (2.17) en (2.15) se obtiene:

0s 477 ij f

j 2
a—i—VjSJ = K(Vja) + ?O' Uij"‘f

Notar que la expresién anterior implica n, £, K > 0. Si no hay viscosidad ni difusion, se vuelve al
fluido ideal. Las ecuaciones de movimiento ahora son:

(Vo))" > 0. (2.18)

8—7; +Vphvd 4 89V, P = Vi 4 (g n 5) ViVl (2.192)
o . 3
6—5 +Vi(p+ Py’ = V(vir), (2.19b)
0 .
877; + V,nv? = kV2a. (2.19¢)

La ecuacién es la conocida ecuacién de Navier-Stokes. Los coeficientes 1, £ y & son funcién
de T'y P, que en general no van a ser homogéneos y, por lo tanto, también deberian ser afectados
por V;. Sin embargo, en la mayoria de los casos estos coeficientes no varian apreciablemente a lo
largo del fluido y se los puede considerar como constantes [16].



2.3 Fluidos ideales relativistas

En esta seccién se presenta la generalizacion relativista de la teoria de fluidos ideales expuesta
en La teorfa que se desarrollard a continuacién es valida en una métrica arbitraria g"”. Las
derivadas seran derivadas covariantes respecto a la coneccién de Levi-Civita (g,,;, = 0). Los indices
griegos van de 0 a 3, donde el 0 se refiere a la coordenada temporal z° =t y i = 1,2, 3 se refiere a
las coordenadas espaciales x° (en esta seccién los indices latinos siempre se referirdn a coordenadas
espaciales).

Construiremos la teoria covariante basandonos en las siguientes reglas [18]:
a) Las cantidades intensivas T', P y u son ahora escalares que representan la correspondiente mag-
nitud en un evento dado, medida en un marco de referencia localmente en reposo (LRF: local rest
frame). Siguiendo la prescripcién de Landau-Lifshitz |16, vamos a definir al LRF como aquel marco
de referencia donde se anula localmente el flujo de energia.
b) Las cantidades extensivas S, V' y N estan asociadas a cuadricorrientes S*, u# y N*, respectiva-
mente. u* es la cuadrivelocidad del fluido, que en el espacio de Minkowski vale:

1 .
I - i
ut = m(l,v ), (2.20)
y cumple con la restriccién utu, = —1 (sélo tres de las cuatro componentes son independientes).

Si un observador mide en el LRF una densidad z y un flujo N para una magnitud X, se tiene
X = (x, N3). Para un marco de referencia en general, vale:

XM = zul 4+ NIAK. (2.21)

donde se introdujo el proyector espacial A* = g" + uFu”, u, A" = 0. Si bien la componente 0
depende del marco de referencia, en general le llamaremos densidad x a X en el LRF: z = —u, XH.
Si X es una cantidad conservada, entonces X!, = 0, donde ”;” representa a la derivada covariante.
Respecto a la creacién de entropia, la segunda ley de la termodinamica exige que el incremento de
entropia dentro de un volumen dado debe ser mayor que el flujo de entropia a través de la frontera
de ese volumen: S, > 0.

c) La energia y el momento forman parte de un tensor simétrico de orden 2 , llamado tensor de
energfa-momento 7. T% es la densidad de energfa medida por cualquier observador, T% es el
flujo de energia, T es la densidad de momento lineal y 7% es el flujo de momento lineal. Notar
que la simetria del tensor de energia-momento implica que la densidad de momento lineal es igual
al flujo de energia (recordar que aqui estamos tomando ¢ = 1, de lo contrario habria un factor ¢? de
diferencia). Llamaremos p a la densidad de energia en el LRF: p = u,u, T*”. En la convencién de
Landau-Lifshitz la velocidad u* y la densidad de energia p se obtienen como solucién de la ecuacién
de autovalores T u, = —pu*.

Ya estamos en condiciones de presentar la teoria relativista de fluidos ideales. Segun lo expuesto,
ahora la densidad de particulas es la componente 0 de un cuadrivector N#. Llamaremos n a
esta densidad en el LRF. En el marco de referencia en reposo debemos recuperar el resultado no
relativista, con lo que NE RF = nv' = 0. Luego:

Nt pp = (n,0,0,0). (2.22)
Por otro lado tenemos T9% . = p y T BRF = P§% (ecuacién con v/ = 0). Entonces:
Ti - = diag(p, P, P, P). (2.23)
Ademas:

upge =0, Apgp=diag(0,1,1,1). (2.24)



Por lo tanto, en un marco de referencia arbitrario:
NH =nut, T = putu” + PAM. (2.25)

Respecto a la entropia, llamando s a la densidad en el LRF, que debe cumplir con la ecuacién

, se tiene:
SH = (5,0,0,0). (2.26)
En un marco de referencia arbitrario, debe valer S¥* = su* o, usando :
St =—-3,T* + Pp* — aN*, (2.27)

donde se ha definido p* = u#/T. Para calcular la creacién de entropia, tomamos la derivada
covariante de la expresién anterior:

Sk, = =TtV B, — T" Buy + Pup" + PBY, — a,,N* — aNk, (2.28)

Trabajemos los términos T f,,.,, y P!

. T. PO pT
THB,., = (putu’ + PAM) (“T“ - “”Tz’“> ==+ %, (2.292)
P9 PT
pPpl, = T T 2 (2.29b)

donde se ha definido § = uf, = A*u,,, y la derivada temporal @ = u”a,,. De la relacién de
Gibbs-Duhem (2.7) se deduce:

+P,.
P, B" = sT,,8" + np., B = ”T2 T + ém. (2.30)
Reemplazando (2.29) y (2.30) en (2.28)) se obtiene:
St = =T, B, — aN}t,. (2.31)

Notar que la condicién S%, = 0 (fluido ideal) implica las leyes de conservacién:
NE =0, TW =0. (2.32)

Reemplazando ([2.25)) en (2.32)) y proyectando la parte temporal y espacial de la conservacién de la
energia-momento, se obtienen las ecuaciones de movimiento:

NI, =n+nf =0, (2.33a)
w,Th = —p—(p+ P)0 =0, (2.33b)
ASTE = (p+ P)u® + VP =0, (2.33c)

donde se ha definido a la derivada espacial V¥a = A%a.,.
Al igual que en el caso no relativista, se tienen cinco ecuaciones con seis incégnitas, y el sistema
se cierra con una ecuacién de estado P = P(p,n).



2.4 Fluidos viscosos relativistas

2.4.1 Navier-Stokes relativista

En la teoria no relativista de fluidos viscosos se tiene T% = Ty’ +7%. Entonces, el tensor de energia
momento en el LRF queda:

p 0
TEEF = <0 psii +Tij> (2.34)

En un marco de referencia arbitrario podemos escribir:
™" =T + 11", (2.35)

donde T} estd dado por (2.25) y el tensor de viscosidad II*” mide las desviaciones respecto al
comportamiento de fluido ideal. Proponer un modelo para II*” equivale a proponer un modelo de
hidrodindmica viscosa relativista.

Respecto a la corriente de particulas, se tiene:

N = NE + . (2.36)

donde NJ' estd dado por (2.25)).
Al igual que antes, se define la velocidad del fluido de forma tal que en el LRF se anule el flujo

de energfa: u, T" = —put. Como también vale u, T} = —pu# se obtiene:
u, IIM = 0. (2.37)

Otra prescripciéon muy usada para definir la velocidad es la de Eckart, donde u* se define de manera
de anular la corriente N* en el LRF, con lo cual la corriente de difusiéon x* se hace cero [19]. Para
otras definiciones de la velocidad puede consultarse [20].

De las leyes de conservacion se obtiene:

NI, =n+nb+xt, =0, (2.38a)
w T = —p— (p+ P)8 — Ty = 0, (2.38b)
ASTI = (p+ P)ue + VP + ASTIE = 0, (2.38¢)

donde u(,,, es la proyeccion simétrica de wu,,,. Para llegar a (2.38b]) se usé la ortogonalidad entre
ut y II#: w01 = —11MYq,,.
° K Vi

Para obtener la generalizacién relativista de Navier-Stokes, se propone:
" = —2not” — EAFVH, (2.39a)
1 1
ot = 3 (VFY 4+ VY0H) — §A“”9. (2.39b)

Por simplicidad, tomemos £ = 0. Esta condicién vale para fluidos conformes, que son los que se
tratardn en este trabajo (ver seccién |3.2). Entonces, la conservacién de la energia-momento queda:

uw, T = —p—(p+ P)0 + 2no"’o,,, = 0, (2.40a)
AJTH = (p+ P)u* + V*P —nAjol/ = 0. (2.40b)
La ecuacion ([2.40b)) es la forma relativista de Navier-Stokes. Como ¢*” depende tnicamente de la
velocidad, agregandole una ecuacién de estado P = P(p) a (2.40) se consigue un sistema cerrado

de cinco ecuaciones con cinco incégnitas. Sin embargo, esta prescripcién permite la propagacién
de senales superluminicas y presenta soluciones inestables [2].



Capitulo 3

Derivacion de la hidrodinamica a
partir de teoria cinética

3.1 Ecuacidon de Boltzmann relativista

En la teoria de Boltzmann relativista de gases diluidos se tiene la siguiente ecuacion de transporte
[1,12]:

p'uauf = dcol- (31)

Esta es la llamada ecuacién de Boltzmann. El término de colisién I, es en principio desconocido.
Aqui simplificaremos la ecuacién de Boltzmann relativista proponiendo un término de colisién
I.o) lineal en Z bajo la prescripciéon de Anderson-Witting [21]:

1
I = —uup” foZ. (3.2)

Trel

Esto se conoce como aproximaciéon RTA (relaxation time approximation).

3.2 Relacién entre variables hidrodinamicas y teoria cinética

La corriente N* y el tensor de energia-momento TH” corresponden a los momentos primero y
segundo de la funcién de distribucién de una particula f [17]:

NE=(p), T = (p'p"), (3.3)

donde se ha definido:
_ _2d'pa(p?)  d'p
(A) = /DpAf, Dp = onp (27r)3p5(p — D). (3.4)

De esta manera, las leyes de conservacién resultan ser los momentos cero y primero de la ecuacién

de Boltzmann.
Descomponemos al momento p* en una componente paralela a u* y otra transversal:

plt — puuli _{_p(.u‘)’ (35)
donde p, = —u,p” y p'* = A¥p,. Reemplazando en (3.3) se llega a:

N* = (pu)u + (p), (3.6a)
TH = <pz>u“u” + (pup<”>>u“ + <pup<“>>u” + (p<“>p<”>). (3.6b)



Definimos ahora a la densidad de energia p = u,u, T"", a la densidad de particulas n = —u,N#,
a la corriente de difusién x* = A" N, y al flujo de energia h® = Ajju, T"”. Entonces tenemos:

p=a), n={ps), B =(pup™), x*=(p"). (3.7)
Adoptaremos nuevamente la definicién de velocidad de Landau-Lifshitz:
T u, = —put. (3.8)

Esto implica la nulidad del flujo de energia: h* = 0.
Respecto al término (p<“>p<” >>, proponemos la siguiente descomposicion:

1
Py = (plHp”y + gﬁ“”@aﬂpapﬂ ), (3.9)

donde pltp?) = Aggpo‘pﬁ y Agg = (AZAZ) + AZAZ)/Q — AMA,p/3 (proyector transverso de traza
nula). De esta separacién obtenemos:

Py 4TI = (Ansp®pP) /3, o = (pp")), (3.10)

donde Py es la presion en el equilibrio y IT y ##” son correcciones viscosas al tensor de energia-
momento. Notar que 7, = 0 y que por la prescripcién de Landau-Lifshitz 7/ es transverso a u*:
u, T = u, (T* — T}") = 0. Como aqui sélo trateremos el caso de un fluido conforme, tomamos
II=0yx*=0.

Proponemos ahora una expansiéon de f alrededor de una funcién de distribucién en equilibrio
local fy, donde por equilibrio local se entiende una configuracién en la cual las cantidades ter-
modindamicas intensivas estan bien definidas en cada punto del fluido pero no son necesariamente
homogéneas. En principio, no es necesario que fy corresponda a un estado de equilibrio y en el
capitulo (] se verd un caso en que se trata de una funcién de distribucién lejos del equilibrio.

f=1+2) (3.11)

En la ecuacién anterior Z = Z(z*,p*). Vamos a considerar desviaciones pequenas respecto
al equilibrio local: |Z]| << 1. Como estamos considerando un fluido conforme, el estado de equi-
librio local fy estd caracterizado unicamente por la temperatura T'(z#). Fuera del equilibrio la
temperatura carece de significado fisico, por lo que no hay una unica fy correspondiente a cada
f. Elegiremos fy de forma tal que la entropia real y la de equilibrio local difieran en términos de
segundo orden en las desviaciones respecto al equilibrio. Esto se cumple cuando se da la siguiente
condicién |1§]:

p=po=(p2o, (3.12)
donde:

(A)o = / DpAfy. (3.13)

Otras formas de elegir fy se discuten en [20,22,23].
Reemplazando la expansion (3.11]) en (3.10) se obtiene:

1 1 1 ap | 1 a
Py = gAag(pap% + §Aa6<pap5)z = 38057 P+ 38ap(p %)z, (3.14a)
T = A (PP + ALY (o7 7 = ATE + AL (p™pP) 7, (3.14b)
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donde T b= (po‘pﬁ )o es el tensor de energia-momento en el estado fp y:

(A) = /DpAfOZ. (3.15)

Usando que T} B = pouuP + PyA°B:

1
= 38a3(0"0") 2, (3.16a)

T = AR (D7) 2. (3.16b)

0

De esta manera queda garantizado que cuando Z = 0, 7" se anula.
Todos los grados de libertad del fluido se encuentran en 7", que ahora puede escribirse de la
siguiente manera:

TH = poutu” + PyAMY + 7l (3.17)

La simetria conforme implica que T}/ = 0 = —py + 3P, de donde se obtiene la ecuacién de
estado Py = po/3. Reemplazando en (3.17):

1
T = po (u“u” + 3A””> + . (3.18)

El tensor de energia momento es un cuadritensor simétrico de segundo orden, con lo que tiene
diez componentes independientes. Sin embargo, al tener la restriccién 7}, = 0 se pierde un grado
de libertad (el correspondiente a II), quedando nueve componentes independientes. Los grados de
libertad restantes son la densidad de energia pg, las tres componentes independientes de la velocidad
u* y las cinco componentes de la corriente viscosa 7#¥. pg depende Uinicamente de la temperatura:

O L e ey (319)
v (2m)3py w2 ’
La conservacién de la energia-momento da cuatro ecuaciones de movimiento:
. T w2 o
T+20+— =0 3.20
30T Y (3.202)
2 AoV 2 Ao MV
= ASu ™ A%
VerT 4+ ——~ — Lok =, 3.20b
+ 3 T3 + 4 T8 ( )

El sistema se cierra encontrando la ecuaciéon de movimiento para 7",
Para terminar esta seccion, escribimos la corriente de entropia asumiento una estadistica de
Maxwell-Juttner [17]:

SH = /Dpp“f(l —1Inf). (3.21)

Haciendo una expansiéon de Taylor de fInf hasta segundo orden, se obtiene:

2 2
finf = fo(l + Z)(hlfo + ln(l + Z)) i~ fo(l + Z) (lnfo + Z — ZQ) ~ flnfo+ foZ + fo% (3.22)

Reemplazando en (3.21]) y usando que para Maxwell-Juttner fy = ePvr”
1
SH — /Dpp“f—/Dpp“foZ—/Dpp“flnfo - 2/DPP“fOZQv
1
=N - a1~ [ Do nz? (3.23)

donde se ha usado que 8,T"" = B, T}". Notar que, como se habfa adelantado en parrafos anteriores,
la entropia real difiere de la entropia en el equilibrio local en una cantidad de segundo orden en Z.
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3.3 Chapman-Enskog

En esta seccién trabajaremos con el término de colisién lineal (3.2)). El procedimiento de Chapman-
FEnskog consiste en una expansién de Z en potencias del tiempo de relajacién .. Se propone
entonces la siguiente parametrizacién [1]:

YA Trel?1 + T, elZQ + .. (3.24)

Escribamos la ecuacion de Boltzmann relativista bajo la aproximacion RTA:

POulfol1 + 2)] == fZ,

rel

1
p'uauf() "‘puau(fOZ) :ruupufOZ- (325)

rel

Las derivadas espaciales V*u” y V#T son cantidades de orden 0 en 7o y las derivadas temporales
Ut y T se obtienen de la conservacién de la energia-momento. Reemplazando (3.24]) en la ecuacién
anterior e igualando los términos de orden cero se obtiene:

©w
1= P P Bu,,u (326)

Desarrollemos ptp” 3,

AW

php” Ty _ pp” ,
V0" Buy =00 By =~ [“w) T | T | T ety o 0 ﬁT< 21K
phpY A I 1 (T, .
=" o t 3 0 + u'u T §u(uAu) T (3.27)
De las ecuaciones de conservacién ([3.20a)) y (3.20b)) se obtiene:
T 9 verT
— -, A% = — 3.28
T~y v T (8.28)
donde nos hemos quedado a orden cero en 7. Reemplazando en (3.27)):
P'p” Juv pp”
PP Bup = = ( O + %9> = O (3.29)
Luego:
P'p”
21 = ———0 . 3.30
1 Tpu 1 ( )
Con este resultado podemos calcular 7#¥ a primer orden en Tyq:
e [ D
= ALY /Dpp P foZ ~ —TrelAZ‘gaj’l/ Lo v fo. (3.31)
Pu

La integral es isétropa y simétrica ante intercambio de cualquier par de indices de Lorentz. En-
tonces, se puede plantear:

/ —ZppPpPp? fo = auuPulu’ + b(u®uP AP + permutaciones) + (A’ APP 4+ permutaciones).
(3.32)
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Contrayendo cualquier par de indices y usando que p,p* = 0:

0 =(3b — a)uPu’ + (5¢c — b)AP?,
a a
b= =L .
S o= (3.33)

Luego:

D 1 1
/ —ppap P’ fo = a [uauﬁupuo + g(uo‘u’BAp" + permutaciones) + 1—5(A°"BAP” + permutaciones)
Pu

(3.34)
Tomando todos los indices iguales a cero:
_ pu/T _ 12 5
a= [ Dpp,fo= dpupye P/t = T (3.35)
Finalmente:
v 8 4 _pv
™ = ———nal oM. (3.36)

5 2

Nétese que se ha llegado a la teorfa de Navier-Stokes relativista con n = 4m,qT*/(572) (ver
seccion ), por lo que esta expansiéon nos lleva a los mismos problemas de causalidad y esta-
bilidad ya mencionados.

El problema es que, mientras que 7#¥ deberia introducir nuevos grados de libertad dinamicos, el
resultado aqui obtenido sugiere que la evolucién temporal de la correcciéon viscosa estd tinicamente
ligada a la evolucién de Ty de u*. En realidad, hay un tiempo de relajaciéon asociado a la
evolucién de 7, pero en la teoria de Navier-Stokes es nulo. Tenemos que recurrir entonces a otro
procedimiento que nos permita encontrar una ecuaciéon de movimiento para 7.

3.4 Grad

3.4.1 Expansion de Z en tensores irreducibles

Recordamos que estamos trabajando con un gas conforme y estadistica de Maxwell-Juttner; para
ver el caso mas general, consultar [5,27]. Siguiendo estas referencias, haremos una expansién de
Z en el espacio de momentos usando una base de tensores irreducibles ante transformaciones de
Lorentz que dejan invariante a la cuadrivelocidad u*:

LopW, plep), pleprpN, (3.37)
donde se ha hecho la definicién AfHt-H) = A‘V‘f"'ﬁlA"l"'”l, siendo AD!f! el proyector sobre el
espacio ortogonal a u* (u,, ALl = u”lA’,}Lll = 0), simétrico en los indices y; y v; por separado
y, para [ > 1, de traza nula (g,,,, Al = ”ZVJ AL =0, pero Al = 20+ 1). Estos tensores

forman un conjunto completo y ortogonal en el sentido de la relacién ([3.38)), andlogo a los arménicos
esféricos [5,27-29):

mlo,
/ DpF (pu)p"*..p"™ piyy oDy = om J:m Apon / DpF (pu)p™, (3.38)
donde F(p,) es una funcién arbitraria de p, = —u,p”. La demostracién de la relacién anterior

puede encontrarse en el apéndice [C] La ortogonalidad facilitard la obtencién de los coeficientes de
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la expansién de Z. Los proyectores ALY 2 construidos originalmente en [29], se calculan como:
1 1 )

[1/2] 2F k!
AHL VLV ZCZ]{ Z_Qk) ( Al >

X g A.u‘l;u2.'.AH2k71H2kAV1V2.”AV2k71V2kA#2k+1V2k+l“.A#ll’ly (339)
PLP

B (1M2(21 — 2k)!
k) = D" i — o — 2

donde [a] denota la parte enterade ay »_ es la sumatoria sobre todas las permutaciones distintas
PLP!
pntv
de los indices p; y v; (por separado; no se permutan los indices u; y v; entre si). Para ver cémo
se construyen estos proyectores, consultar el apéndice [Bl Notar que si tomamos | = 1 recuperamos
APy si tomamos [ = 2 obtenemos AHF1H#2VIV2 — (AFIVIAF2V2  APIV2 AH2VL) /9 — APIH2 AVIV2 /3,
Escribamos ahora la expansion de Z en la base (3.37):

o0
zZ :pgZ)‘<ulmm>p<p,1"'p,ul>7 (340)

En la parametrizacién anterior se ha introducido el niimero entero «, que se ajustard de manera
tal que se cumpla la segunda ley de la termodindmica. Los coeficientes A\#1-#) son tensores de
orden [ que dependen Unicamente de p, y pueden expandirse en una base ortogonal de polinomios

(1

adimensionales P, ), donde n es el orden del polinomio:

N
- Z:c7<{t1mm>]37(f)7 (3.41a)
),
Z oDy (3.41Db)

En principio N; debe ser infinito, pero en la préactica la expansion (3.41a)) es truncada.
Necesitamos hallar los coeficientes ¢\, Usando (3.40), (3.38) v (3.41a), podemos escribir:

Ny

o " o -
/Dpp WP Z fo = WZ 1’/DPP”P(”2”f (3.42)

Podemos construir los polinomios (3.41b)) de manera que cumplan con la siguiente condicién de
ortogonalidad:

- D P l) 21+« mnTzH-OH-Z. 3.43
(2l+a+1 / P Py “fo= (3.43)

Haciendo la sustitucién p, /T = x y definiendo:

PO ()= alar, (3.44)
r=0
al) = o7,
se obtiene:
/dx:cQHaHP,g) (2) PV (z)e™ = (20 + o + 1)!6pn. (3.45)
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Notar que segiin la condicién de ortogonalidad anterior, ]50(” = 1. En el apéndice |A[se muestra una

., . . . ~ (1 ;. . . ~ (1 ~ (1
relacién de recurrencia que permite determinar Py(z) facilmente si son conocidos Pé_)l y Pé_)z.

Volviendo al célculo de cﬁlyl'“yﬁ, reemplazando ([3.43]) en (3.42)), renombrando " = [ y usando
(3.41b)), se obtiene:

2
_ 2 (2l + 1)” a(l)ZVI---Vl

" l‘(2l + o+ 1)!T2l+a+2 nr<r )
r=0

n
C(Vl...l/l) _

(3.46)

donde se ha definido Z¥+* = (prp¥1...p")) 7. Notar que las condiciones (3.12) y la definicién de
velocidad de Landau-Lifshitz implican:

Zy=(pu)z =0, Zo={(po)z=0, ZI'=(pup")z =—u,(p"p")z =0. (3.47)
Ademads, se tiene:
Zh =Wy =Xt =0, Z§" = ), =t (3.48)

Usando que IT = —m?(1)z/3, se puede escribir:
m2

Para un fluido conforme ambos miembros de la ecuacién anterior se anulan para cualquier valor de
Zy, por lo que adoptaremos:

Zo = 0. (3.50)

Volviendo a la expansién de Z, reemplazando (3.46]) en (3.41al) se obtiene:

N,
At — Zﬂqgl)zﬁlmuz’ (3.51)
r=0
donde se ha definido HO = 2w Sl () p0) g 1 i6n de Z qued
onde se ha definido H;" = g yimarras nzram« .. Entonces, la expansién de Z queda
finalmente:
[o¢] Nl
Z=p3> > HDZE-Hp,  p. (3.52)
=0 r=0

3.4.2 Aproximacion de Grad

Queremos obtener una expresion para Z en funcién de cantidades hidrodimamicas que nos permita
hallar la ecuacién de movimiento de 7. En esta seccién haremos la aproximacién de Grad, que
nos permitird llegar a una hidrodindmica causal y estable [24].

El tnico tensor transverso a u* disponible para dar origen a los indices de Z#1# es . Aqui
nos quedaremos a primer orden en las desviaciones respecto al equilibrio, por lo que supondremos
despreciables los términos de la expansién de Z para [ > 2, pues para armar los tensores ZH1-H
con [ > 2 se tiene que ir mas alla del primer orden en 7.

Ademsds, como aproximacion queremos quedarnos con la menor cantidad posible de momentos de
Z vy relacionarlos con las correcciones viscosas. Esto nos llevaria a la aproximacién de 14 momentos
de Grad, que se obtiene tomando Ny = 2, Ny =1y Ny = 0 (notar que esto nos da los tres escalares
Zo, Z1'y Za, los dos vectores espaciales Z y Z1', y el tensor de orden 2, espacial, simétrico y de

15



12 . o .
traza nula Z{J, sumando 14 momentos). Pero como consecuencia de las condiciones ([3.47) a (3.50)
s6lo sobrevive el término de la expansién que es proporcional a Z4":

Z = p2H 71 Dby = 3H32)7T“”p<upy>- (3.53)

Faltaria calcular el coeficiente Hém para tener un expresién (aproximada) de Z.

2 2
@_ _ 1 ope_ 1w
By = (o + 5)ITa+6 “00 R = (a+ 5)!Ta+6" (3:34)
Se llega entonces a la siguiente expresion aproximada para Z:
- 157r2p3 w
2= G xp)Tess™ Pluby) (3.55)

Combinando la expresién anterior con la relacién de ortogonalidad (3.38) se obtiene que todos
los momentos de Z fy son nulos salvo los tensores de orden 2:

(1 +a+5)!

wrml (3.56)

zZ{" = / Dp pip'tp” Z fo =

Una de las ventajas que tiene descomponer Z en la forma es que es muy sencillo mejorar
la aproximacién de Grad tomando méas momentos de Z. Por ejemplo, tomando No =3, Ny =2y
Ny =1 se obtienen 23 momentos y, mas en general, tomando Ng=n+2, Ny=n+1y Ny =n se
obtienen 14 4+ 9 X n momentos [27].

3.4.3 Ecuacién de movimiento de Z!"”

Como se ve en la ecuacién (3.56), 7" estd relacionado con los momentos Z!"V. Calcularemos
entonces la ecuacién de movimiento de los momentos no nulos de Z, que nos servird para luego
hallar la ecuacién correspondiente para 7. Tomemos la derivada temporal de (3.56)):

ZM = At o / Dp pip'*p” Z fo (3.57)

donde se ha definido @ = da/d7. Notar que sélo se esta calculando la proyeccién espacial, simétrica
y de traza nula de la ecuaciéon de movimiento. La derivada temporal de Z fj se elimina usando la
ecuacion de Boltzmann, .

En la ecuacion de movimiento aparece el indice 7 que, junto con «, se ajustara para hacer valer
la segunda ley de la termodindmica. Escribiendo p!, = (—uup“)i es facil entender que, para i > 1, se
esta obteniendo la ecuacién de movimiento de ¥ del momento ¢+ 1 de la ecuaciéon de Boltzmann.
Cuando i = 0, la ecuaciéon de movimiento no corresponde a ningin momento de la ecuacién de
Boltzmann, sino que se estd derivando directamente la definicién de 7" (ecuacién (3.16b))).

Luego de un extenso calculo, se llega a:

Fuv) _ p(uw) (Z + 4)' i+4 _uv 0w 5p v 2 Sy _v)
z;" =1L - WT o —(i+ 4)325 +2Z; wy — 7(21 +5)2; oy, (3.58)
donde se ha definido w"” = (VFu” — VYut)/2 y:

Ii<“1"'“l> E/Dppzpwl...pwfcol[f]- (3.59)
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3.4.4 Término de colisién

Ahora calcularemos el término I;“ ") en funcién de la corriente 74 bajo la aproximacién RTA.

Usando la integral de colisién (3.2]) en la ecuacién (3.59)), se obtiene:

1 .
plem) _ / Dp pitipln ) 7 fo. (3.60)

! Trel
Usando ahora la aproximacién de Grad (3.55)), se obtiene:

f _ latit 6)!7 !
v (Oé + 5)!7’r61

T (3.61)

3.4.5 Ecuacién de movimiento hidrodinamica

En esta seccién usaremos la ecuacién (3.58) para obtener una ecuacién de movimiento para 7.
La teorfa hidrodinamica completa quedaria entonces formada por esta ecuacién sumada a las ecua-
ciones de conservacion (3.20)).

Usando (3.56), escribimos:

gy _ (it o+ 5 (+a+ts)!
i (a+5)! (a+5)!

|
T3 ), (3.62)

La derivada temporal de T" se obtiene de la ecuacién (3.20al). Entonces, (3.62) queda:

: +a+5)l (i +a+5)i, (i+a+5)! .
I Ui ) Ly M U ) Ly e P G ) Ly S T BN
i 3a+s)! 12(cr + 5)! L P T (3:63)
Reemplazando en (3.58):
B (i—l—a—|—5)!iTi0ﬂ_W B w2(i+a+5)!iTi,4ﬂaﬁ%MW N (i—{—oz+5)!TZ-7,T<W>
3(a+5)! 12(c + 5)! (v +5)!
B (a+z‘+6)!Ti+17rW B (i—|—4)!T40W B (i+4)(i+a+5)!Ti07rW
(a0 + 5)7pel 1572 3(a+5)!
(a+5)! o 7 (a+5)! J
Despejando para Fluw),
v : 2
- (uv) :_ﬂ-u . (z+4)!(a+5)! T4 ,uu_ée w9 op V)_g 2 +5 S{p V) (& aff uv
r 1520+ ath) o 307 + 27w 7(2—1— Emlarent +12T47r oo,

(3.65)

donde 7 ; = TTel/(ov + i + 6) es el tiempo de relajacién de 7. Recordar que tomar distintos
valores de i corresponde a obtener la ecuacién de movimiento de 7" a partir de distintos momentos
de la ecuacién de Boltzmann si i > 1, o a partir de la definicién de 7" (ecuacién ) sii=0.
La ecuacién de movimiento obtenida tiene la misma forma en cada caso, pero los coeficientes de
transporte varian. En la seccion siguiente veremos que de exigir el cumplimiento de la segunda ley
de la termodindmica, surge una relacion entre ¢ y o. Es decir, se verd que para una parametrizacién
dada de Z bajo la aproximacién de Grad, hay una tnica forma de obtener la ecuacién de movimiento
de 7" para que la teoria tenga creacién de entropia definida positiva.
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3.4.6 Creacion de entropia

Comenzamos calculando el vector de entropia mediante la ecuacion (3.23)):
1
St = N} — B, T8 — Q/Dpp“ng2. (3.66)

Empecemos con los dos primeros términos:

1
N = [Dortso = [ Dopuss = T (3.67a)
v =3 (g 4 L (3.67b)
0 2 3 ' '
Luego:
N mv = s 3.68
o — BTy = ST u. (3.68)

Para calcular el otro término, usaremos la ecuacién (|3.55)):

22574
/ Dpp*foZ* = (o F 5) B2 " a / Dp pp"pp”p'p? fo. (3.69)

La integral se resuelve usando la relaciéon de ortogonalidad (3.38)). Se obtiene:

15722 + 6)!
[ vz = S s 70
Reemplazando (3.68]) y (3.70]) en (3.66]):
4 157%(2a+ 6)!
_ 73 o
=1 gy @7)

Ya estamos en condiciones de calcular la creacién de entropia. Tomemos la cuadridivergencia
de la ecuacién anterior:

4 7572 (20 + 6)! T

2
g :BTzT—l— A g p B 157 (2 + 6)! P B
w2 2

2 +5)2 16" "7 “(at5)Rrs | o)

_157%(20 4+ 6)! . EJFM po £+
O A = T o

1572(2a + 6)!
———— = T
2(a+ 5)12T5

4 157°(2a+6)! ,, po> 6

o
p Wpaea

=1*

72 2(a+5)2T8 "
(3.72)

T2 T

Usando las ecuaciones de movimiento ([3.20al) y (3.65) y queddndonos a segundo orden en la
desviacion respecto al equilibrio y en las derivadas espaciales, se llega a:

157%(2a + 6)! (i+4)!2a+6)! 1] 90y } '

S =t = T gpo o 3.73
n {m+5mT%m” e La+@m+a+@! % (373)

Para que la creacién de entropia sea definida positiva a segundo orden en las correcciones
viscosas, se debe imponer:

(i+4)1(2a+6)
(@) itats) (3:74)
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de donde se deduce:
i=ao+ 1. (3.75)

Por lo tanto, dado un valor de «, la relacién anterior nos dice cudl es la ecuacién de movimiento
de " correspondiente.
Usando la condicién (3.75)), la ecuacién de movimiento (3.65)) queda:

im?

e (i +4)12
12747

) I S A
Tri  16m2(2i + 4)!

aﬁo_aﬂﬂ_,uu’

4 14 2 14
Tt — 597#“’ + om0y, ?(21 + 5)71'5<“0'5> +
(3.76)

con Tr; = T'rye1/(2i + 5).

3.4.7 Israel, Stewart

Israel y Stewart obtuvieron una teoria hidrodindmica expandiendo Z en los tensores 1, p*, p*pY,
etc [4] y truncando la expansién a orden cuadratico (aproximacién de Grad). Pero estos tensores
no son ortogonales entre si, lo que dificulta el cdlculo de los coeficientes de la expansion. A su vez,
obtuvieron las ecuaciones de las corrientes disipativas (en nuestro caso, solamente 7#") a partir
del segundo momento de la ecuacién de Boltzmann. La teoria desarrollada por Israel y Stewart
equivale a tomar ¢ = 1 y a=0. Haciendo 7 = 1 en la ecuacién , se obtiene:

2

T 4
- 12727

4
. 4 ) v) 1 v)
alwr) — - - ﬁl ot — 597#”/ + 210K, yy —2m <#a5 +

B g g (3.77)

Los dos ultimos términos y aquel proporcional a 67+ fueron despreciados en el trabajo original
de Israel y Stewart [4]. (Ver también [31,32]).

Por lo expuesto en la seccién anterior, esta teoria hidrodindmica respeta la segunda ley de la
termodinamica.

3.4.8 Denicol, Koide, Rischke

Denicol, Koide y Rischke obtienen en [33] la ecuacién de movimiento de 7#* derivando la ecuacién
y usando la ecuacién de Boltzmann para eliminar d(Z fy)/d7. Esto es equivalente a tomar
i = 0. Sin embargo, en [5,27,[33] los autores adoptan o = 0, con lo cual la teoria hidrédinamica
que derivan viola la segunda ley de la termodinamica. Parametrizando Z apropiadamente, es decir,
tomando a« =7 — 1= —1, o haciendo i =0 en , se llega a:

T 8

4 10
m 4 _pv v 1) v) 0 v)
) — - - QZ oM — §9ﬂ“ + 27 <#w5 — 771 <“06 . (3.78)

3.5 Condicion suficiente para tener una hidrodinamica con creacion
de entropia definida positiva

En esta seccién veremos que la teoria de Grad presentada en la seccién anterior cae dentro de un

esquema mas general de teorias hidrodinamicas con creacién de entropia definida positiva.
Sea f una funcion de distribucién de una particula que es solucién de la ecuacion de Boltzmann:

puauf: col[f]' (379)
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Definiendo al vector de entropia S* como [17]:

— /Dpp“[ea(l —e “flln(l —e *f) + finf], (3.80)
0 para Fermi — Dirac,
a=<im para Bose — Einstein,
00 para Maxwell — Juttner,

y usando la ecuacién de Boltzmann se llega a la siguiente expresién para la creacion de entropia:

Sk = /Dplm(f—1 — e O Ia[f] > 0. (3.81)

La desigualdad anterior es el teorema H de Boltzmann y no depende de que f sea solucién de la

ecuacion (3.79) [12}/17].

Supéngase ahora que se tiene una parametrizacién de la funcién de distribucién f = f(£7).
Entonces:

P08 = L, €%, (3.82)

Relajaremos ahora el requisito de que f sea solucion de la ecuacién de Boltzmann. En vez de
eso, proponemos una f y funciones R*(p") tales que:

P
| por 85{, 0, = [ DoR a0, (3.83)
—In(f~! —e7%) =I') (&) RN, (3.83b)

Tomando la cuadridivergencia de S*, se obtiene:

1 oy Of of
— 1 o __ 0' A o
St = / Dpln(f~" —e *)p" P 0,7 = —Ta(¢ / DpRMpH —— 560 9,8°, (3.84)
donde se ha utilizado (3.83b]). Usando ahora ([3.83a)), se obtiene:
Sl = —Fx(ﬁ")/DpRAIcol(p“,é") = /Dpha(f‘1 — e Lo (p", €7) > 0. (3.85)

Por lo tanto, una teoria hidrodinamica cuyas ecuaciones de movimiento estan dadas por
y donde la parametrizacién de f cumple con ( m tiene garantizada creacién de entropia deﬁnlda
positiva. Como tunico requisito adicional pediremos que M} A = [Dp puRAW sea invertible, dado
que nos interesa tener las derivadas temporales de los parametros £°.

Supongamos la siguiente forma funcional para f:

1
_q)(ftr’p,u) —|— e_a“ ’

f= (3.86)
e
Sid = % + Z, la funcién anterior incluye a las teorias de tipo divergencia (tomando Z
cuadrético en los cuadrimomentos, [35]) y, para | Z| << 1, a la teoria de tipo Grad que fue planteada
en la seccion anterior sélo para la estadistica de Maxwell-Juttner, ahora generalizada a Bose-
Einstein y Fermi-Dirac. Esto ultimo se ve haciendo la expansién correspondiente para Z pequeno:

f=foll+ 1= foe™*)Z], (3.87)
fo zwu;, (3.88)

e T +e @
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y eligiendo:
Z = Cuy.ppaiaP" o2, (3.89)

Veamos ahora que esta parametrizacién de la funcién de distribucién cae dentro del esquema
planteado en esta seccion. Tenemos:
_uppt

_1n<f—l o e—a> =P = A + Cul...pa+2p“1---p”a+2, (3.90)

y, por lo tanto:

= (%,CM,MH) . RN = (pt, pM . phor?) | (3.91)
Luego, de acuerdo a la ecuacién y a lo expuesto anteriormente, si las ecuaciones de
movimiento para esta teorfa hidrodindmica son los momentos primero (conservacién de la en-
ergia-momento) y a + 2 de la ecuacién de Boltzmann, se tiene una teoria con creacién de entropia
definida positiva. Obsérvese que para que este argumento valga, se debe tener o > 0.

En la teoria de Grad planteada en la seccién se tiene Cp, oo = %um U T i fraa
y las ecuaciones de movimiento se obtienen del momento primero y del momento i + 1 (ecuacién
(3.57)) de la ecuacién de Boltzmann. Sii = a + 1, el esquema aqui presentado nos garantiza
creacién de entropia definida positiva. Notar que esta es la misma relacion entre ¢ y « a la que se
habia llegado anteriormente.
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Capitulo 4

Dinamica relativista de fluidos
viscosos lejos del equilibrio.
Hidrodinamica anisétropa viscosa

A partir de aqui trataremos con fluidos conformes lejos del equilibrio. En particular, desarrollaremos
una teoria hidrodindamica para el caso en que la funcién de distribucién de una particula presenta
una gran anisotropia en una direcciéon del espacio de momentos. Cuando se da esta situacién, la
desviaciéon Z puede ser comparable a 1 o incluso mayor, por lo que no se espera que una expansién
alrededor de un estado de equilibrio presente una buena convergencia.

En [9//10] se obtiene una teoria hidrodindmica desde teoria cinética proponiendo la siguiente
parametrizacion de la funcion de distribucién de una particula:

=+ 2), (4.1

donde fo no es una funcién de distribucién en el equilibrio, sino que es una funcién anisétropa en
una direccién del espacio de momentos (distribucién esferoidal). Esta proposicién viene motivada
por la necesidad de describir la evolucién temporal del plasma de quarks y gluones resultante de
las colisiones de iones pesados ultrarrelativistas. La distribucion esferoidal incluye la principal
correccién viscosa para este fluido de forma no perturbativa en fo [6]. Puede tomarse Z =0
como primera aproximacion, obteniéndose asi la llamada hidrodindmica anisétropa [§]. Como la
anisotropia es en una unica direccidn, se requiere un tunico parametro adicional para medir la
deformacién respecto al estado de equilibrio, y por lo tanto, una unica ecuacién de movimiento
adicional ademas de las ecuaciones de conservacién.

Las correcciones sobre la distribucion esferoidal se tratan de forma perturbativa en A , obteniéndose
la llamada hidrodinamica anisétropa viscosa [9,(10]. En [9] se hace una expansién de Z en los ten-
sores 1, p*, p#p”, etc y se la trunca a orden cuadrético (aproximacién de Grad de 14 momentos).
Las correcciones viscosas se definen ahora mediante Z, con lo cual ya no miden las desviaciones
respecto al equilibrio, sino que miden las desviaciones respecto al estado anisétropo fo. Las ecua-
ciones de movimiento derivadas de las leyes de conservacién son complementadas con ecuaciones
para las correcciones viscosas, llegando a un sistema cerrado de ecuaciones hidrodinamicas.

La principal desventaja de esta formulacién de la hidrodindmica anisétropa viscosa es que
no permite mejorar sistemdticamente la aproximacion de Grad agregando mas momentos. Mas
recientemente, en |10], Molndr et al. derivan la teoria anisétropa siguiendo un procedimiento
andlogo al hecho para el caso isétropo en [5] y en el capitulo anterior de este trabajo. Aqui
seguiremos principalmente el trabajo de Molnar et al.
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4.1 Relacién entre variables hidrodinamicas y teoria cinética en
la teoria anisétropa

Volvamos a las ecuaciones (3.3)):
NE= ("), T = {p"p"). (4.2)

En la seccion se hizo una expansién de p* en los tensores u* y A", Sin embargo, ahora es
también relevante el vector espacial I que indica la direcciéon de la anisotropia; {,/* = 1, u,l* = 0.
Entonces, expandiremos p* en los tensores ut, [* y EH¥Y = M + utu? — [FIY = AR — [H]V:

P = puut + plt + pt, (4.3)

donde p{#} = Zlp”. Reemplazando en (4.2) se llega a:

N* =(puut + (p)I* + (pt), (4.4a)
T =(p2yutu” + (pupr) (W1’ + 1"u”) + (pup™Hul + (puptHyu” + (pF)ir1
+ (pip D1+ (ppthY + (pitpthy. (4.4b)

Al igual que antes, la densidad de energia es p = w,u,T"" y la densidad de particulas n =
—u, N*. Por otro lado, ahora la componente de la corriente de difusién paralela a [* se encuentra
en n; =1, N*, siendo x/| = = ZEJN? la componente perpendicular a [#. Dado que seguimos tratando
el caso de un fluido conforme, el nimero de particulas no se conserva y la corriente de difusion
es nula. La presién, ahora anisétropa, se separa en las componentes longitudinal P, = [,1, T+
y perpendicular P, = EagTafB /2. También definimos ﬁil = Ez‘ll,TW . Definiendo a la velocidad
mediante la prescripcic')n de Landau-Lifshitz, se anulan las siguientes componentes de TH”: h =
u,l, T =0, h7, =E ul,T’“’ = 0. Entonces tenemos:

n={p), p=2, P =}, PL=Sasp")/2, I, = @ppl. (4.5)

Respecto a la definicién del vector [*, una posibilidad, usada, por ejemplo, en [9], es fijarlo
en alguna direccién en particular, pensando en que en la etapa inicial de las colisiones de iones
pesados la funcién de distribucion de una particula es altamente anisétropa en la direccién del haz.
No es esta la definicién que adoptaremos aqui, sino que definiremos [* siguiendo una prescripcién
andloga a la de Landau-Lifshitz para u*. Pero por ahora no asumiremos nada sobre [*, sino
que seguiremos [10] y recuperaremos las ecuaciones hidrodindmicas de estos autores para el caso
particular de un fluido conforme y estadistica de Maxwell-Juttner.

Respecto al término (p{“} plv }>, proponemos la siguiente descomposicion:

1
<p{u}p{v}> — <p{upl/}> + §HMV< 8D opfy. (4.6)
donde plrp”t = :”Bp pPy = “aﬁ = (EZE; + :g:“)/? — EMYEq3/2 (proyector transverso a ut y I* y

de traza nula). El segundo término de esta separacién corresponde a P . Llamemos al primero de
la siguiente manera:

# = (plrph). (4.7)

Notar que u, " = 1,7 = " .. = 0. Reemplazando (4.5) y [(.7) en ([4.4):
NH = nut, (4.8a)
T = putu? + PP + PLER 4+ 2000 + 717, (4.8b)
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Es facil relacionar a la presién longitudinal y perpendicular con la presién isétropa:
P =1,1,T", 2P =E,T",

1 1 1
5 (P 2P1) =5 (luly + Epu)T = 50T = Py, (4.9)

Notar que en un estado isétropo P, =P =F.
Para relacionar a 7 y ﬁ , primero escribiremos A“ en funcién de = 5

v v 1 v — =V v 1 =y v\(=
AN DN SAM Aas = (EY +1016)(Z)) +115) 5 (B +111)(Bap + lalp),
v 1 — — v =V v ]-.—. v= 1 v — v
=sy=y) - 5= Eap + EL1 15 + LI VE ) 4#1 lalg + 5E"Eap — 5(E"lals + Eagl"l"),

«

=Y =K 1 =uv v
=21 + 20 BN + + 5 (B = 21")(Eap — 2als). (4.10)
Luego:
T = AR (pOpT) = | + 20 EhIY) + 6(”/*" — A1) (Bas — 2lals) | (PP,
=" + 2 + g(PL — P)(E" —21"1"). (4.11)

Proponemos ahora una expansion de f alrededor de una funcién de distribucién anisétropa
fD = fO(pu/Tuapl/Tl):

f=/f(l+2). (4.12)

La funcién fy debe cumplir:
li = 4.13
Ny fo=fo. (4.13)

Notar que la prescripcién de velocidad de Landau-Lifshitz impone restricciones sobre foz
/ Dp pupifo = / Dpptip fo = 0. (4.14)
Para garantizar que estas condiciones se cumplan, impondremos:
p [ Pu b 7 [ Pu DI
4.15
(e -2) =g (B2 (1.15)
Definamos los siguientes valores medios:
Ay = /DpAfO, (A), = /DpAfoZ. (4.16)

Definamos entonces a la corriente anisétropa y al tensor de energia-momento anisétropo de la
siguiente manera:

NE =", T3 = (0P )e- (4.17)

Luego:
N(’; = ngut, Tf‘ = pout'u” + Pglt'l” + P 42", (4.18a)
ng = 0o po=Wa)os P =W)os  Pro = (Sapp™p’)o/2 (4.18b)
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Por otro lado, la desviacién respecto al estado anisétropo fy se encuentra en:

ey — 4 P ( =
" = 7 + 2h)1") + PylM" + P ;21 (4.19a)
A =B’y WL =B ") s Py =00 Py = (Sasp®™”) /2. (4.19D)

Para relacionar al estado definido por f con un estado anisétropo fg en particular, impondremos
una condicién anéloga a (3.12)). En el caso isétropo, esta condicién definia a la temperatura 7. En
el caso anisétropo tenemos dos parametros, T, y 1;, por lo que necesitaremos una condicion mas:

p=rs=Pido: Pr="Pgy= (4.20)
Notar que la condicién sobre p implica:

1 1 1 1

Py =5 1)y = 5@3 —p)),= 5((293)2 —(pi)y) = —§<P52>Z =—-PF,=0. (4.21)

Por lo tanto, la condicién (4.20]) sobre P, equivale a una condicién anédloga sobre P, . Entonces,

(4.19a)) queda:
T = &1 4 2h (). (4.22)

Podemos conectar al estado anisétropo fy con un estado de equilibrio fj, obteniendo una relacién
entre los pardmetros T, y 17 que caracterizan a fy y el pardmetro T, que caracteriza a fy. Para
ello, elegimos la siguiente condicién [9]:

(p2)e = (P2)o- (4.23)

Escribamos ahora la corriente de entropia asumiendo una estadistica de Maxwell-Juttner |17]:

S“:/Dpp“f(l—lnf). (4.24)
Haciendo una expansiéon de Taylor de fInf hasta segundo orden, se obtiene:
. R R R R R R R 22 . L R 22
finf = f()(l + Z)[lnf() + ln(l + Z)] ~ fO(l + Z) Info+ 2 — 5 ~ flnfy + foZ + fo7 (4.25)
Reemplazando en (4.24)) se obtiene:
~ ~ 1 A A
St = /Dpp“fo - /Dpp“flnfo -3 /Dpp“foZQ,
P .1 -
=N~ [ Dopiunfo~ [ Do Zivmo~; [ Dopia2” (426)

4.2 Expansion de Z en tensores irreducibles

En esta seccién seguiremos un procedimiento andlogo al realizado en la seccién [3.4.1] para el caso
isétropo. Aqui expandiremos Z en la siguiente base de tensores irreducibles ante transformaciones
de Lorentz que dejan invariantes a los vectores u* y [*:

1, ptd, plepd plaprpM (4.27)

donde se ha hecho la definicién Atri-ta} = Eﬁf,’,’,’f,ﬁfA”l"’”‘I, siendo Efflll’fq" el proyector sobre el

espacio ortogonal a u# y ¥ (uMEﬁf,ﬁ‘q‘] = u"lEffll,’qu = lquﬁll,f;q = l”iE,ﬁLllj,'ﬁqq = 0), simétrico en
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los indices p1; y v; por separado y, para ¢ > 1, de traza nula (g,,,,Zh ¢ = ¢""/E) ¢ = 0, pero

:ﬁi ﬁg = 2). Estos tensores cumplen con la siguiente relacién de ortogonalidad:
Ormn —

/DpF P PPV P Dy = S ELL %/DpF{pu,pz)(pi—p?)m’ (4.28)
donde F(py,p;) es una funcién arbitraria de p, = —u,p” y p; = l,p”. Los proyectores =5 L™ se
calculan como:

[n/2] okl
=HLHn VL Vi —
=> " C(n,k)(n - 2k)! < — )
k=0
> Z THH2 | mHok-1H2kZVIV2 | TV2k-1V2k TH2k1V2kA1 | Thntn (4.29)
PpPp
A Dk n(n—k—1)
Cmy = kD)
4 kl(n — 2k)!

donde [a] denota la parte enterade ay ) esla sumatoria sobre todas las permutaciones distintas
PnPp

de los indices u; y v; (por separado; no se permutan los indices u; y v; entre si). Si tomamos

n = 1 recuperamos =M, y eligiendo n = 2 obtenemos ZH1H2V1V2 — (ZHVIZH2V2 4 FpaV2aFpaVL) /9 —

EM1M2EV1V2/2_

Escribamos ahora la expansién de Z en la base (4.27]):

7 = pﬁpla Z X{“l"'“q}p{m...puq}. (4.30)
q=0

En la parametrizacién anterior se ha incluido el momento en la direccién de la anisotropia, lo que
nos lleva a introducir al entero o/. Se buscard ajustar a y o’ de manera tal que la creacién de
entropia sea manifiestamente definida positiva y que la teoria isétropa tratada en el capitulo
se obtenga como el limite correspondiente de la teoria anisétropa. Los coeficientes Mutpat gon
tensores de orden ¢ que dependen tnicamente de p, y de p; v pueden expandirse en una base

ortogonal de polinomios adimensionales P,g%:

Ng Ng—n

Moo = §° 3 et pla) (4.31a)
n=0 m=0

‘I) — ZZanzmjpupl (431b)
=0 j=0

En principio N, debe ser infinito, pero en la préctica la expansién (4.31al) es truncada.
Necesitamos hallar los coeficientes ¢t ~#. Usando (4.30), (4.28) y (4.31a), podemos escribir:

[ portp P02 = 5 Z Z A{”l b [ Dpp ) P W - ) R (432)

n’=0 m’=0

Podemos construir los polinomios (4.31b)) de manera que cumplan con la siguiente condicién de
ortogonalidad:

/ DpPD @ popa’ (02 — Y4 fiy = 6D (T, )6 Brmirm, (4.33)
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donde g(q) (Tw, T;) es alguna funcién de T;, y T; que habrd que determinar. Si imponemos que para

(9)

todo ¢ se tiene P = 1, se obtiene:

q
(9)
g (T’Unﬂ 2 Z

k=0

< ) /dpudplpoﬂr?kp;l +2(q— k)f() (434)

En el desarrollo anterior se ha hecho el cambio de variables (psz,py,p>) — (¢, pu,p1), donde ¢ es
el angulo azimutal alrededor de la direccion [* y hemos elegido p; = p,. También hemos usado
simetria azimutal. Haciendo la sustitucién p, /T, =z y pi/1; = y:

TffHTa q - 2(q—k
Joor (T T = =5 (k)<—1>q TN T kg (4.35)
k=0

donde se ha definido:
00 Tuy
T . N
Lij = / da /  dya'y fo(z,y). (4.36)
0 —Tll‘a;

Notar que la condicién (4.15) implica que para j impar vale Z;; = 0.
Nos servird saber la derivada de Z;;:

T rar, 4T

dZ;; = T]—H <Tu - Tl> Jij, (4.37a)

[ A, T
Jij =[1+ (—1)3}/ dza™ T fy (:E,.’E;) . (4.37b)

0 l
Para conocer la forma de Z, o a/42(g—k) ¥, POr lo tanto, de g(q) (T, T;), hace falta conocer

fo(z,y).
Volviendo a (4.33)):

a+1pa’+1
T,

/ DpP) PO pp’ (v — )7 o :5"’"5m’mu(2T

2 k
X Z ( > VIR, o ar gt (4.38)
Volviendo al célculo de c{ b q}, reemplazemos (4.33)) en (4.32) y renombremos ¢’ = ¢:

CESCIp— T ) (4.39)

gaa (T'LHﬂ 1= 0] 0

donde se ha definido ijl"'uq = (PZP{ p{”l...p”q}) 5. Notar que las condiciones (4.20)) y la definicién
de velocidad de Landau-Lifshitz implican:

Z1o=(pu)5 =0, Zoo=(p2;=0, Zoo=1{p})3=0, Zi1={pup)y; =0, Ziy= (pup™);=0.

(4.40)

Ademas, se tiene:
Zon=(p)y=m=0, Zj=p",=y!=0, (4.41a)
Z4 = (o) g = Wy Zhy = o), = 7 (4.41b)
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Definamos II = A (P'pY) 5/3 = —m2<1>2/3 = (0. Entonces, podemos escribir:

m2

Ambos miembros de la ecuacién anterior se anulan para cualquier valor de Zyg, por lo que adoptare-
mos:

Zoo = 0. (4.43)

Volviendo a la expansién de Z, reemplazando (£.39) en (4.31a)) se obtiene:

Ng Ng—1t
Mueal = NN o) gt (4.44)
=0 7=0
~ Ng—j Ng—n N
donde se ha definido Hf;]) EONTEn) > a nzm] mqn Entonces, la expansién de Z queda
Yaa 1) n=; m=j
finalmente:
o0 Nq Nq )
= pop ZZ Z H; Q)Z”1 D Py (4.45)
q=0 i=0 j=0

4.3 Aproximacion de Grad

Queremos obtener una expresion de Z en funcién de las cantidades hidrodindmicas que nos permita
hallar las ecuaciones de movimiento de T, Tj, & L y }Az‘il Aligual que en el caso cercano al equilibrio,
haremos la aproximacién de Grad.

Nuevamente, supondremos despreciables los términos de la expansién de Z con q > 2, pues los
mismos van mas alld del primer orden en la desviacion respecto al estado anisétropo. Respecto a
los términos restantes, nos quedaremos con la menor cantidad posible de momentos de Z , que rela-
cionaremos con las cantidades hidrodinamicas. Esto nos llevaria a la aproximacion de 14 momentos
de Grad, que se obtiene tomando Ny = 2, N1 =1y N2 = 0. Notar que esto nos da los seis escalares
Zoo, Z01, ZOQ, Zlo, le y ZQ(), los tres vectores ortogonales a u* y [*, ZOO, Z01 y Z10 (cada uno de
dos componentes independientes), y el tensor de orden 2, ortogonal a u* y [¥, simétrico y de traza
nula Zgoy (dos componentes independientes), sumando 14 momentos. Pero como consecuencia de
las condiciones y la mayoria de estos momentos se anulan:

5 ron (2) ~
Z = popt (Hél)h‘j_lp{u} + H(go)ﬂ'lj_yp{upl,}) . (4.46)
Faltaria calcular los coeficientes fféi) y ﬁ’ég) para tener un expresién (aproximada) de Z:

~(1)

A 2 2 a

gov___ 2 O P(l) _ 0011 p(1 )7 (4.47a)
01 g&lozz (Tu7 Tl) oo114701 ((Xlozl(Tu, Tl) Tl 01

(2 4 2 2 4

H(go) = 76‘80)00350) = Te o o (4.47b)

92 (T Th) 0@, (T, Th)

donde hemos definido:

=33 (s
i=0 j=0
=) — (@) i
a’nqz'mj = anqiijuTl]' (4.48b)



Para conocer la forma explicita de estos coeficientes es necesario especificar fjy.

Se llega entonces a la siguiente expresién:

~(1)
~ a o 2 17 1 4 ~ UV
A = PuDi 0011 P( )h"ulp{/t} -+ (2)77'(7_ P{ubuy| - (449)

1
gécz’(thTl) T‘l You! (Tu’ﬂ)

Combinando la expreswn anterior con la relacién de ortogonalidad (|4 se obtiene que todos
los momentos de Z fo son nulos salvo los tensores de orden 1 y 2:

2t =i (T, O, (4.50a)
21 =r i (Tu, T, (4.50D)
donde se ha definido:
TZ+a+1TJ+04 &( ) ) )
gh,i'(T’ﬂ)E “ UOLL {T2 |:CL I+ +2,5+ r+a I+ 4254+ +1:|
]u gzl) (Tuvﬂ) (271') “ o107 e JTe 0011 i+a+2,j+a!
1
~T7 [a(()O)l()IH-Oé jra/+2 t a(()0)111—1+04,1+a’+3} } (4.51a)
Ti+a+1Tj+a +1 . .
&rij (T, Ti) = : [TuTivarajra + T Tivagrarsa — 2051 Tivara jrarya] - (4.51b)

(2m)29),(T,, Th)

4.4 FEcuaciones de movimiento de los momentos de Z f,

De manera analoga a lo que se hizo en la teoria isétropa, las ecuaciones de movimiento de T, 17,

~

iz 7 v
b,y #" se obtendran a partir de las ecuaciones de movimiento de Z;j, ZZ. ;Y Z; -

Partimos de:

X d A

Zij =0 = — / Dp pupi Z fo, (4.52a)
Z{“} =Ei— /Dppzp”p{”}Zfo, (4.52b)
Z{W} =B /Dpp pipPp” Z fo. (4.52¢)

Los indices ¢ y j que aparecen en las ecuaciones de movimiento se trataran de ajustar junto
con a y o para que valga la segunda ley de la termodindmica y para que la teoria anisétropa se
reduzca a la teoria isétropa tomando el limite correspondiente. Conviene aclarar que los indices no
necesariamente valen lo mismo en las tres ecuaciones.

Escribiendo p!, = (—u,p")’y p{ = (lup")?, es facil ver que, parai+j > 1yi,;j > 0, la ecuaciones
de movimiento (4.52al), (4.52b)) y (4.52c]) corresponden, respectivamente, a los momentos ¢ + j — 1,
i+ jyi+7+ 1 delaecuacién de Boltzmann.
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Luego de un extenso calculo, se llega a:

Tl
(27)?

(6 — D)0 o TF + (j + 1)T;;T2]

T Tj

Zij=0=l;_1; — (%) 5 (iTic1 g TP + Tig1 Ty ) Vi, — {Tfl%‘ + (i + 1)le+11z'j} T,

. . . i
TéJrl T’l Té lle]‘f‘

It T — (5 1Tj+1zi} -
+ [T - G+ 0T @27, (27)?

. . Ti—l . . Tz T!
. 2 . 2
- (T£+2~7z'—1,j+1 +iT " Iz’—l,j+1> 2?2 T, + [T£+2$—1,j+1 —(+21" Ii—LjH} 22 ?ll
Ti—1pitl Ti TJ X
- u872l [0+ DIyT2 — (i = 1)Tigj42T7] 0 + 2= 2 (1 Zi1 51T — (5 + 2)Lim1 117 ] 6
— A2 gy + 328y — (= 1) 25y ulyy + G+ D201,
- [(7' - I)Zz’fQ,jJrl +sz] 1} ¥ V#UV - (Z - 1)Zi72,j0,u1/ +JZ —1,j— 1Ul;w - ﬁ,uZAiliLj;
(4.53)
. {u} ey e
u .
Zi{j“} IZ{“%’] -5z [(z + 2)TZ+2T]+1L+1 J— ZT’T 3T, 1,]+2:| 2 []Tff?’Tl]IHQJ,l
. , , wtet , , o
—U+ 2)T5+1TZJ+ZLJH] T 82 [(Z + DT T 0 — (- DT, lle+4Iif2,j+3]
rd i+2mj+1 , i 43
+ ) [(J + D), Tivay — (5 + 3)T,T; Zifl,jJrQ}
17VHFy . 4 , L
SeT [(1 -1 (Tfl]}HQI@m —Ty 1Ti’+4fz‘—2,j+3)

o . , : 1 . , : .
+J (TZ+37}]L+2J—1 - Tﬁ“ﬁ”ﬂ,jﬂ)] - @V“ (szTl]HL‘H,j — TZT]+3Ii—1,j+2)

, [/. 5 . 5 A
10ty (121 iy + 52 ge) = P (= D2 g+ G+ 1)) - 288,

omP . ~ . N b 9
9 [(Z + 1) Zijp — (i = 1)Zi—2,j+2;p_ +wh ZZJ TN [(Z + 2)ZM (1 — ]‘)Zz 2;+2}
&;w - 5 1 L e s Oy A
+ — [ Zl+1,] 1;p (] + Q)ZZ;LjJrl;p_ + w; Zi*l,j‘i’l;p + 5 []Zz‘—H J—1 (] + B)Zz 1]—&-1}
- ZUPZZ 1,5 +]l Z (’L - 1)“ Zz 2,j+1 + (] + 1)l;7Z£up1] ’_"UJV ( i— 1,])
— 1V yuy [( 1) 280y 1oy + 521, (4.54)

Gy g

yng R R . . .
R 26+ DI T T g0 — 4+ )T T T — (6= DI T T

162

" 1&6W2 []TZHT]I”?‘J (G T T s - 20+ 2)Ti+21}j+21i+1,j+1}
+ u2{u [’LZ:}l J42 —(i+ 4)2;:31]} + l{; [jZ;]_’ij_l (7 + 4)ZZ ;’H}
+ %u’{“ ( :’}2’]+3 ZZ]}TH) + #l/{u ( ;’ild Zﬁl,ﬂz)
_ E;:’?zpﬁgup [(' 1) (Z’fj+1 ZQLQJ.H) +j (wa’jfl - Z;{Hlﬂ
=pv

- HSU G ( i+1,j ~ Zia—l,j+2) — 1, (ifoLjH +iZE - 1) — 1P, [(Z ~ D2 1
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3 9.
3)2/3¢ O [+ 3)2m )2k 00 [ 7 4z
(.]+ ) i—1,7+1 _5 (/L+ ) ij _(/L_ ) 1—2.742 +§j i+1,7—1 (.]+ ) i—1,5+1
B QwéuZiVj}E A{“Zly}ﬁ Y (4.55)
donde hemos definido @’ = 1#9,a, @ = E/0,, 0 = @pup, 0, = @plp, g = Zhyveus = Vieyrt,
ol = Ehevele = Vit e = ”[””p}@ u’, ol = EL“E’;]@”Z” y

Ii#jlmuq = /Dppipgp Loptilealf]- (4.56)

4.5 Término de colision

Ahora calcularemos los términos de colicién 15, I, Z-{j“ } v l-{j” "} en funcién de las cantidades hidrodindmicas
bajo la aproximacién RTA. Usando la integral de colisién (3.2]) en la ecuacion (4.56|), se obtiene:

1
e — _ 2 [ pp pz+1pﬁpu1 Pz, (4.57)

Trel

Por otro lado:

f=f(l+2)=fol +2),

Zfo =fo— fo+ Zfo. (4.58)
Luego:
1 " A n
I£1j1..-/tq — _7—7 Dppz-Hp ph .. pha (fO — fo+ Zf())- (4-59)
rel

Usando ahora la aproximacién de Grad (4.49), obtenemos para I;;:

Lij = : /Dppgrlp](fo — fo+ foZ) = Wl (fo — fo)
1‘6
1 ir2mgl j (Z T+ 2! i
=~ o Tip1 T °T) — (14 (—1)] jTT . (4.60)
re.
De la relacion (4.23]), se obtiene:
7,0\ 1/4
T = (122°> T3 (4.61)
Luego:
Ti+2Tj+1 (i (T (i+5+3)/4 T (3j—i+1)/4
I == l [14 (—1)7] u =20 —u ~Tiv1j ¢ (4.62)
4 Trel J + 1 12 ﬂ
Para Ii{jH} y IZ{]”V}, se obtiene:
{u} 1 i+1, 5 {u} 7 5 1 .. Ehyit1,j 1
;7 =—— [ Dpp, pp" foZ = ——2;, ; = ————=h,, (4.63a)
Trel Trel Trel
v 1 25 1 571' +1 N
1 = — — [ Dppiplpp foZ = —— 21 = ST 4.63b
" 7—1rel f 7—rel Ly Trel + ( )



4.6 Ecuaciones de movimiento hidrodinamicas

4.6.1 Ecuaciones de movimiento de la hidrodinamica anisétropa

Comenzaremos obteniendo las ecuaciones de conservacion de la energia-momento:

0= 1) (3T20T} + JooT) ToTw — (2717)2 (ZaoT) — J20Tw) QETZ (721:)} (Zo0T7 + Zo2T7) L™
ol 5 (32T — ToaT}) 0 — B 1V o, — Byl y — #1760, (4.64a)
0= :gjr L (To0T? + TooTP) Ly + (2;)2 (Zo2 T} + Jo2T2) T, + (27102 (3Z02T — Jo2T2) :%T;
+ 81;:” (38Toa T} — To0T3) 01 + W g,y — 210 1y + Vbl — #4761y, (4.64b)
0= ZZI (3Z20T7 — ZooT7) Tl 5 (3To2TF — TooT2) IV} + 8%2 [(3Z20T; + Ja0Tu) T

1 T3 T, -
T2 TP — J2 T3 VTu + = 52 (Zo0T) — J20Tw) = T (3ZooT} — Jo2T2) T? VT,

3 o . g . >N
+ 1y (67, — 6f,) + Shib + T+ B + gy — T + BV ALY (4.64¢)

Las ecuaciones (4.64al) y (4.64b)) corresponden, respectivamente, a la conservacion de la energia y
del momento en la direccién [#. Ambas se obtienen de la ecuacién , la primera tomando 7 = 2
v 5 = 0 y la segunda tomando ¢ =1y j = 1. La ecuacién corresponde a la conservacién del
momento en las dos direcciones restantes y se obtiene eligiendo¢ =1y 5 = 0en . Las mismas
ecuaciones podrian haberse obtenido calculando las proyecciones correspondientes de 0,T"".

En un estado de equilibrio local las ecuaciones de conservacion de la energia-momento forman un
sistema cerrado de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas: la temperatura Ty las tres componentes
independientes de u*. Cuando se tiene un estado anisétropo (Z =0 hfil =#)" =0), en lugar de T
se tienen los parametros T, y 1;, por lo que hace falta una ecuaciéon mas para cerrar el sistema de
ecuaciones. En [8,|9] se completa el sistema usando la ecuacién de creacién de particulas (momento
cero de la ecuacién de Boltzmann). Esto corresponde a tomar i = 1y j = 0 en la ecuacién .
Sin embargo, cualquier eleccién de i y j que no lleve a las ecuaciones de conservacion (|4.64a)) y
(4.64Db)) es, en principio, valida. En |11] se evaliian varias alternativas comparandolas con la solucién
exacta de la ecuacién de Boltzmann para un flujo de Bjorken. Aqui, de momento, dejaremos libres
a estos indices.

Como se habia mencionado anteriormente, la eleccién de ¢ y j no es necesariamente la misma en
las tres ecuaciones de movimiento a , por lo que hay que tener el cuidado de distinguir
entre los pares de indices de distintas ecuaciones. Tomaremos i =ry j = s en , quedando
entonces la ecuacion que cierra el sistema de la siguiente manera:

TITy
(27)?

+ T8 T — (s + DT

T'r
(27)?

0=l 15— (rI'r 1 s+1Tl + 841,517, ) "1, — [qu+1\.7'rs + (r+ 1)Tls+lzrs] T

T r+1 ﬂ T;"—lj—vls+1
(27)2 T, (2m)?

[(T - I)IT—Q,S-F?TZQ + (s + 1>ITST3] 1w,

Tr—= 1 T T!
— (T3P T 1501 + 7T T 1 610) (2UT)2T1; + [T52 Tt o1 — (s + 2) T2,y o4 ﬁ?ﬁ
Tr—1T8+1 TTTS

— =g [ DT = (= D202 TP] 0+ 2 [sTog1,6 Ty — (5 4+ 2T 1,001 T7] 6

- Tfh,r—l,sﬁilu{u} + Sgh,r,s—lﬁill‘{u} - (7’ - 1)£h,T—2,S+1hLlul{y} + (5 + 1)§h,r—1,silillf{y}
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- [(T - 1)§h,r72,s+1 + Sgh,r,sfl] hilluvuuu - (T - 1)§7r,r—2,s7%liy&yz/ + Sgﬂ,r—l,s—lﬁjt_yé—luu

= Vi (&nr1shty) (4.65)
Notar que la ecuacién que completa la hidrodindmica anisétropa no puede salir de (4.54) o de
, ya que se necesita una segunda ecuacion con las derivadas temporales de Ty, v Tj.

De (4.64) y (4.65]) se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

Ty =00 — ) i, + 15 Ty 1y gt )0 0y 0+ T2 R, — TR R,
+ TU(Q) hi ll{l’} + Thf(r)rs lv T + Th%)rsh lv T'l Thl(u)rshlj_llyvﬂu’/ + Th(rgv h;j_l
T%ff?«s i 6y + YA, A G, (4.664)
Tl :Tf“(SO) + Té(ulv)"slu by TJE )rsT{L - T’_I%;Z“STI/ + Tlﬁ(j")sé B Tl@(l}zsél B Th(l z'sh‘yll{u} + Tlh(i)rsh’ll Uy
(2 (2 (2 U e (2 v
B T () ll{’/} B TFL(Ti;rs JJVVTU - Th(Tl);rs JJVVTZ + Th(lu);rshlill VNUV - Th(r)sv hlil
+ Tir(cr)rs Y — Tir(gl) rsfrjl_ya-lum (4 66b)

ol — “l( n} _ u%}@“Tu _ U(TZ)VMT _ (2) Aupjulp i ungl pilup _ ugﬁ) 9lh 02 )h'{#}
U Tohl )+ uS T + u& 1, + a2 7N T+ a2y PV T — <2>~“vm :

(4.66¢)
it = — T — QT — Dby + o) B 1y i, BN T+ G N )Ty — 67V 1,
pU T el ! rl V11 p} nT, 't 11 1"V 11 U 1l
+ @bgr%.)lWL Ulpaa (4.66d)

donde nos hemos quedado a segundo orden en las desviaciones respecto al estado anisétropo y en
las derivadas espaciales. Los coeficientes de transporte se listan en el apéndice @ Si v = h‘j_l =0,
estas ecuaciones forman un sistema cerrado correspondiente a la hidrodindmica anisétropa.

4.6.2 Ecuaciones de movimiento de //[, y /"

Derivando las ecuaciones (4.50a)) y (4.50bf), se obtiene:

ZU9% =€y (T, TR, + En (T, TR, (4.67a)
24 = (T TR + Enpa (T ﬂ)fri“”}. (4.67b)
Por otro lado:
: OEh,ab OEnab
T, T, 4.68
Ehab = or, Lnt o1, b (4.68a)
: Okl sy Okl
=———T, =1 4.68b
kil a1, + o1, [ ( )
Luego:
: h(1) h(2) h2) 5
gh,ab _Ersab + flu rsabluuit + é‘Tu;rsabT, + é.Tl rsale + 56 rsabe + 501 rsabel + ghl irsab llf[l/} + fhu;rsab T_lul{u}
h(2 ~
* § i iy + éhh(Tu)wsab 1V T + thl;rsab 1V A+ Shlu;rsabhillyvﬂ vt & rsabvﬂhlil
+ 571'(7 rsabﬁ-i’j AAW + £7T((71 rsabfrjt_ya-llw’ (4'693)

. , ’ m(1) w(2) jv oy w(2) 7 /
§W7kl g7‘skl + élu 7’8!€ll‘u + 5Tu rsle + ng Tsklirl + 69 rskla + 561 rsklal + 5hl;?“sk;l ill{u} + 5hu;rsklhilu{y}

(2 s (2 A A
+&, ; ) h iy + thu vkt PV T+ th rsklhllv T+ fhzu rsklhlj_ll Vit + éh;(rs)k:lv#hlj_l

iy AT A il (4.690)

wo;rskl
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Los coeficientes se listan en el apéndice @ Reemplazando en (4.67)) y usando (4.66|) se obtiene:

hH : . . .
Al —hﬂb + AL = NG 0 AT — N 17 g+ G VT 4 A, VT
+ Ag?u)h;rsaleltiLlj_l + Ag% rsabﬂ/ﬁil )\l(izL rsablp ; h/j_l + )\ELQ()Lb 't )\ETQFB;ab&M)iLJ—lvP + d)upiu-lzp

- )\gz)'rsabéhlj_l + )\(2) lluphil P + )\( ) ;Lphll 14 + Aézf)rrsabelh + )‘(2) ﬁ-lj_pl{l’}

orh;ab wyh;ab

+A% Uy — \Z) Ty + )‘ErT) abﬁipv T+ )‘STT) VT + Agr)b:'uv i

7l;ab
— Mol o 7Y (4.70)
P14 7T N ~ UV TV v v
W{lu P=- L ¢(1 G+ by, 1) o1+ ¢lh kzl{uh ) (b(hklul{uh b ¢lu kll/{uh )

Trsk‘l

T d)%)h;kl@{uTuh + ¢Th W VTR + </5h kl:WVphUz + o5 niktl” G
N d)ﬁzr TSkllpu; j‘_’j + d)T ; rsle/ il + ¢Tl7r rsle/ il ¢7r lA,{MV} + (;5( O"D{M AV}

v} i ~plp v} Ap{u V}
— 20PtraY o T ¢97r rskleﬂ-J_ + ¢a kOl Ty~ %lw e o T ¢€l7r rsklglﬂ- (4-71)
Los coeficientes de transporte se encuentran en el apéndice
Hasta aqui se han recuperado las ecuaciones de movimiento de [10] para un fluido conforme.
Resta definir el campo [*. Analogamente a la definicién de Landau-Lifshitz de u*, se impone:
I, T* = PI*, (4.72)
de donde se deduce:

W, = 0. (4.73)

Es decir, los grados de libertad de ﬁ‘j_l se trasladan a [, que es ahora una cantidad dindmica.
La ecuacién de movimiento para I* se obtiene de (4.70)):

(1) (1) (1) NO NO @ OO
1 u;a a u;a a a )\ﬂ'u w;ab” 'y ;a ~
i =) — U 4 STV g — —EEVIT, - RV 4 | S - e | A,
)\i;ab /\l :ab )\l,ab /\l :ab )\i;ab /\i-ab )\i;ab
SEENCGING) @ D O @ 0 4@
. )\7(rl) . )\l§ab>\7rl;ab Aupl >‘7r . )\Tu§ab)\7rl;ab ﬁ'upﬁ T _ )\7rTl )‘Tz;ab)\wl;ab A,upﬁ T
NG \(1)2 {o} A\ \(1)2 L Veru NG NOE
l;ab l;ab l;ab l;ab l;ab l;ab
(1) (@) @)
/\(2 )\luﬂb)\frl ;ab o ~ )\7r ;ab = AV
e e Ve -G CAYE (4.74)
i;ab i;ab l;ab

La ecuacién de movimiento de 7 il Y queda:

p
st F L w2 o, (2) v v @) )
L E T o kl — + O™+ ¢al 1O = Prumasial T A+ bp g T+ ¢Tl7r st LT — O
rs
v} ~v} - p{u v (2 ~pfua~v} 2 5~
+ ¢ z"p{”” — 20PtHaY o T ¢)67r W0+ ¢o w01 T = Gt L+ By O
(4.75)
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4.7 Ansatz de Romatschke-Strickland y conexion con la teoria
isétropa

En [8,9] se asume la siguiente forma para fo:

A 2 +(1+ 2
fo=exp | - = /(x i : (4.76)

Este ansatz para la funcién de distribucién anisétropa fue propuesto originalmente por Romatschke

y Strickland en [7]. A es un pardmetro que coincide con la temperatura en el estado de equilibrio y

¢ mide la anisotropia en el espacio de momentos; —1 < £ < 0o. Escribiendo pi =p2 - plz, podemos
relacionar estos dos parametros con Ty, v 13:

P+ _ph, € o

)

A2 - A2 ppl (4 77)

luego:

A2
T? = A2, TP =—. (4.78)
3
Notar que cuando —1 < £ < 0, T; es imaginario. Es inmediato ver que este ansatz cumple con las

condiciones (4.13) y (4.15)).

Veamos ahora cémo recuperar la teoria isétropa partiendo de la teoria anisétropa. Partamos

de la ecuacion (4.12)):
f=f+2), (4.79)
donde f; estd dado por (4.76]) vy Z por la aproximacién de Grad:

P 167250 71" Dy (450)
IonréL,cu/T:LL + Ia,a’+4Tl4 - 2Ia+2,a’+2T3T12 ' '

La teorfa isétropa debe obtenerse tomando valores de ¢ = (T),/1})? cercanos a cero. Haremos
entonces una expansion de Taylor de (4.79)) en el parametro e = T,,/T} y nos quedaremos al orden
mas bajo no trivial. Para fy tenemos:

2

; V)
~ 1 - = 1. 4.81
fo= fo < 2Tupu€ ) el << ( )

Para la expansion de Z usaremos la expansion de las integrales Z;;, que puede encontrarse en
el apéndice [E] Se obtiene:

2 /
2T (o/ + 1)(0/ + 3)(0/ + 5)])3]9? ﬁ_,w/p{ D
1+ ()]0 (a+ of +6)T3 0 7+ T

- (a+a +6)(0 +1)(a/ +3)(a + 5)
zx } [1 + 20 + 3)( +5)( +7) 62]

(4.82)

w2

Los términos que tengan 7 L”e son de orden mayor que 1 en las correcciones viscosas y por lo
tanto pueden descartarse. De hecho, vale que €2 [ d,mhY = 7't, como se verd enseguida.

Entonces, (4.79) queda:

A ) 27'('2(0/ + 1)(a/+3)(a/+5)papla/ p262
1+ 2)~ fo 1+ T Py — 5 | - 4.83
fo(l+2) = fo ( 1+ (—)@|D(a+ o + 6)Tgre ™0+ PUP = ag p, (459
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Usando (4.11]), podemos escribir:

2
ot = 1,0, o = 3(Pl P)),

con:
1 Ty Too T T}
PL= o Eu ') =gy T Ti —TodTP). Pi= o)y = =" 5
T
P, — Pl 872 (IQOT 31_021}2).
Haciendo la expansién de Taylor correspondiente:
4
7_[_ll ~ 8Tu 2.
1572
Luego:
f (1 + Z) ~ f 14 27‘[‘2(0/4_ 1)(a/+3)(a/+5)p3pl o N 1577'2 ll 2
° ‘ [+ (—1)«|T(a+ o + 6)Tote+6 L Pl T Tygms, = |-

Comparemos con la teorfa isétropa. Usando (3.55)), (4.11) y (4.10) , podemos escribir:

15728 L 15m2prlt w
= = TaTs — (2 MY
F(Oz + 6)Ta+6 L P{uPv} 2F<O¢ + 6)TO‘+6( )p,upz/a
Usando que AHY = ZHY + [H]V:

1572p 15m2pe Ul ) )
= Wﬂ'l P{uPvy + W(B]Dl — pu),

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

Identificando T, con T (ver ecuacién (4.61]) notando que Zog — 12¢ si |¢| << 1) y comparando
la expresién anterior con (4.87)) se ve que el término proporcional a ﬁﬁ” se recupera si o = 0. El
término proporcional a pl2 se recupera si & = —1. Sin embargo, la teoria anisétropa con el ansatz

de Romatschke-Strickland no produce el término restante de (4.89)).

4.8 Creacion de entropia

Antes de calcular la creacién de entropia, entendamos la necesidad de hacer esta cuenta viendo que

la teoria anisétropa no entra en el esquema presentado en la seccién
En la teoria anisétropa se tiene:

. [ Pu P ,
b =P <Tu ﬂ) +CM1 .ua+a,+2pﬂlmpﬂa+a +2,

Escribamos:

_ uup” u#pu 5 [ Pu DI A B Paal
b= T T + &g <T Tl>+Cm"'““+“/+2p L..pHata’+2,

fil —e U pﬂ A ’
=In (fol e—a + Z—, + CM1...Ma+a/+2py’1'”pua+a +27
0 —

36

(4.90)

(4.91a)

(4.91b)



Luego, podriamos proponer:

F>\ —|n M 'U/,u C R/\ _ (1 W, Ma+2) (4 92)
= f{;l i 1otz | o =\Lp,p ..p s .

con lo cual las ecuaciones de movimiento que asegurarian el cumplimiento de la segunda ley de la
termodindmica son los momentos primero y a + o’ + 2 de la ecuacién de Boltzmann y:

/ Dypln (fi* = e7) pﬂgg‘fﬁuf“ - / Dypln (fi = e La(0",€%), (4.93)

que en general no va a ser un momento de la ecuacion de Boltzmann y su significado fisico no
esta claro. Hay que aclarar que, si bien este esquema no sugiere manera alguna de obtener una
hidrodindmica anisétropa viscosa que respete la segunda ley de la termodindmica a partir de mo-
mentos de la ecuacién de Boltzmann, esto no implica que no pueda hacerse, ya que lo que aqui se
plantea es una condicién suficiente, pero no necesaria, para que la creacién de entropia sea definida
positiva.

Calculemos entonces el vector de entropia para la teoria anisétropa. Nos serd tutil definir la
siguiente integral y su derivada:

. o0 e o .
Iﬁz/ de [ dya'y! folz,y)lnfolz,y), (4.94a)
0 — Tz
- Tt fdT,  dn
AL, == U 4.94b
1] j“lj—’—l Tu ,—Tl ( )
TP T, . T,
Jii =[1+ (—=1)7] dex™ " folx,x— | Info | x,2— ) . (4.94c¢)
0 T T
La condicién (4.15)) implica que para todo j impar vale fij =0.
Partamos de la ecuacién (4.26]):
~ ~ P A 1 PN
5w =Ny~ [ Dprtfitnds ~ [ Dppzfiings - [ Do fn2? (4.95)
Trabajemos los primeros dos términos:
NF = /Dp p‘“fo = 1o Tl’u,‘u (496&)
/ Dp p" folnfo = ( ) T2, (4.96b)

Para los otros dos términos, usaremos la aproximacién de Grad (4.49). Recordando que h’il =0,
se tiene:

/ Dp p"Z folnfy = 0. (4.97)

Noétese que con la definicién adoptada de I* la entropia real difiere de la entropia en el estado
anisétropo en un término de segundo orden en Z. Trabajemos ahora con ese término:

/ Dpp"Z*fo ——WTWT / Dp p2°p?® "t pPoyPiePny fo- (4.98)
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Hagamos la separacién p* = p,u + pl* + plrd y, por comodidad, desarrollemos cada término
por separado. Se obtiene:

2 2a+2T2a i 4 4 272
—UM/DPPHZ fo W(Ea%,m'Tu + Toat1,20 44T — 2Loa 132042 T T) T 7L pory
T gaa
(4.99a)
) T2a+1T2a +2 . . - "
/Dpp“Z fo W(zéa-&-zlza’—i-lTu + Toapar+5T) — 2Taat 2,200 +3T 17 )7 71 po = 0,
T gaa
(4.99D)
P .
/Dp P 227, _77@7%? / Dp p2ep?’ [ gy — W(Eﬁp{a} + permutaciones) | prepy fo,
0. (4.99¢)
Entonces, el vector de entropia queda:
L ol _ g
S = st — s, (4.100)
donde:
Tio — Tho
w_ 2
Sy =" LT (4.101a)
Sg =S’ peut, (4.101b)
y:
T2a+2T120/+1 . . I
Su= L (Taats 20T + Tast g 14T} — 2oassaarpT2TF). (4102)

212g

aa’

Ya estamos en condiciones de calcular la creaciéon de entropia. Comencemos tomando la diver-

gencia del primer término en (4.100):

ng :ﬁ [2 (110 - fm) (jm - Jlo) ] T.T, + 41 |:(1—10 — 110) I (jlo - j10> Tui| Eﬂ

T
(110 - iw)
472

Usando (4.66al) y (4.66b)):

n T27; (z“u; n é) . (4.103)

Ty u~~U Ty Ty Tu U 7
SH :m <€ T’I‘S(O) + Tvlclri‘(s())) + |:C lu TS C Tlu TS (Ilo B Il()) Tuﬂ:| l#u;/u

O 472 | T,

u(1) Ty 1 Ty u~u(1) Ty IAnl(1
TTuﬁ”S - fc Tigu)rs> T/ 71-2 <C TTl;rs - ?ZC TI%;Z‘S) Tl/

(
T Iy u T une(l) T 1) 5
+ E [ C 9 s =< To s (IIO B IlO) T, Tl:| 9 + A2 < TGz;rs - 7C TOZ;TS 0
Tu TU I~Anl(2 u(2 u~ru(2 [ VA
+ @ (T‘lC TﬂgU??’s ng 2‘3 ngzgrs C Tﬂal,rs Wﬁ O'Z,u,lla

(4.104)
donde:

"=2 (IIO - fw) T+ (Jlo - \710) w (= (IIO - i10) T — (Jlo - j10> Ty (4.105)
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Cuando el subindice s toma valores impares se anula el denominador de los coeficientes T. Por
simplicidad nos quedaremos con valores pares de s, pero un estudio mas completo de la creacién
de entropia requeriria evaluar los limites apropiados.

u(l)  _ Tl(l) -1 u(l) _ T( ) _ Tu(l) _ Tl(l)

Para s par, vale trivialmente que TTW,S Tyors Tyors Tyirs 0yors Oyrs = 0, con lo

cual se anulan los términos proporcionales a T}, T y 6,. Es facil demostrar que, para el ansatz de

Romatschke-Strickland, los términos de [, u y 6 también se anulan (ver apéndice . Asumiendo
esta funcién de distribucién para el estado anisétropo, se tiene:

T T, .
Sg;ﬂ 47_[_2 (CU u uClri(so)) +— A7 N2 ( ClTﬂ'O’ s gu qua rs) ﬂ-T/O-MV
Tu UNU l 117N
+ 5 (TR — C R R (4.106)
Respecto al segundo término del vector de entropia:
Zip or,” " o1,

0Sy,., 08,
R — (T + Tl) 70T L po + 287 Wl{pg} + Sy 7T 1 po (Lyu™ + 0). (4.107)

Quedédndonos a segundo orden en las desviaciones respecto al estado anisétropo y en las derivadas
espaciales y usando las ecuaciones (4.66al)), (4.66b)) y (4.75):

0S5y 08y S
gt < u(0) 4 9upi(0) ) FOT L po + 250 B WA 6 + 250 b 7 Gl (4.108)
Z;# aT a T 1 P kUL TP kL™ L ~tp

Luego:

T, T, T, ” o A
SfL ppm ) <€u’ru(0 leri(g(])) + |:4 2 < Cl ;gg TS g T7T0' rs) - 2SU¢21,3£:| ﬂ—ﬁ Opo
T, I PO A
+ |:47T2 < Tﬂ'g?l??"s Cl’rirgl),rs> - 25“¢£rll?kl:| 7Tj)_ UZPU
e Su 0S5y, Sy
Tkl 9T, o1,

TZ(0)> TP L por- (4.109)

Para llegar a una expresion de la creacion de entropia que sea manifiestamente definida positiva,
es necesario eliminar el segundo y tercer término de la ecuacién anterior. Para conseguirlo, tenemos
que ajustar los enteros r, s, k, I, a y /. Recordar que r + s — 1 indica de qué momento de la
ecuacién de Boltzmann se obtienen las ecuaciones de movimiento de T, y 1;, k + [ + 1 indica de
qué momento de la ecuacién de Boltzmann se obtiene la ecuaciéon de movimiento de ﬁi” yayd
son numeros introducidos en la parametrizacién de Z. De pedir que la teoria anisétropa se reduzca
a la isétropa para |T,/T;| << 1 se habia obtenido & = —1 y o/ = 0. Si a esto le sumamos que
estamos asumiendo que s es par, mirando el apéndice |§| y la definicion es facil notar que el
tercer término de se anula, quedando el término proporcional a frﬁ”&pg como unico término
conflictivo.

Strickland et al. completan el sistema de ecuaciones de la hidrodindmica anisétropa (7" = 0)
con la ecuacién de creacién de particulas (r =1y s = 0) [8,9], obteniendo una teorfa con creacién
de entropia definida positiva:

1619973 [(3 — € Top — 3(1 + € Joo€ AT3
oo = 2\3/2 ol ) ( ) Tood =5 F(&), (4.110a)
o (14 €2)3/2[410T20Tw — T1o(ZooTy — 3T20Ty)]  T2Trel

F(€) = B (amtan‘/g T >0, €= (Ty/T)?% —1<&<oo, (4.110)

NG 1+€>]3/4_m—
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Respecto a la hidrodinamica anisétropa viscosa, tomando r =1 y s = 0 en la ecuacion (4.109) se
obtiene:

T’u Tu 1(2 u~u(2
I (TlClTw(a?m —< Téﬁo) =0, (4.111)

sobreviviendo el término QSuqﬁgl_?cl, que es no nulo para toda combinacién de k y [. Por lo tanto,
r =1y s =0 no garantiza que la creacién de entropia sea definida positiva.

Para tratar encontrar la elecciéon apropiada de r, s, k y [, se hizo una expansién de Taylor en
e =T, /T; del coeficiente

Tu (Tu g2 2 (1)
L (Rerin, - i) - 250l
y se estudiaron los 6rdenes mas bajos. Cada orden en e debe anularse para que se anule todo el
coeficiente. El primer término de la expansion es de orden cero y corresponde a la teoria isétropa.
Para que se anule, las siguientes relaciones son condicién sufiente: k = a+1, [ = /. La primera de

estas es la misma a la que se habia llegado en la teoria isétropa y, con & = —1, implica k£ = 0. De
la segunda se deduce que | = 0. De esta manera, queda determinada la ecauciéon de movimiento de
~ UV
L

Estas relaciones no son suficientes para anular el siguiente orden en la expansion de Taylor, que
es proporcional a €2 y corresponderfa a la primera correccién anisétropa. Los tinicos valores que
nos quedan para ajustar ahora son r y s. Se puede ver que si s = 0 pero r # 2 este coeficiente no se
anula. El caso s = 0 y r = 2 requiere una evaluacién especial, ya que reemplazando las expresiones
formales que se dan en el apendice |[D| se anulan tanto el numerador como el denominador. Se
resolvié la indeterminacién usando la parametrizacion r =246 y s = 0 y tomando el limite 6 — 0.
El limite del cociente es no nulo, con lo que no hay solucién para s = 0.

En la teoria isétropa, las ecuaciones de movimiento de todos los grados de libertad viscosos
se obtienen del mismo momento de la ecuacién de Boltzmann. Si imponemos esto en la teoria
anisotropa, deberfamos tener r + s —1 = k+ 1+ 1 = 1, donde hemos usado que £ = [ = 0.
Entonces, debe valer » + s = 2. Si asumimos que r,s > 0, y debe ser asi si se quiere interpretar
a las ecuaciones de movimiento como momentos de la ecuacién de Boltzmann, se deduce que las
unicas combinaciones posibles son (r, s) = (2,0), (r,s) = (0,2) y (r,s) = (1,1). Haciendo el cdlculo
correspondiente, se ve que ninguna de las tres resulta en una creacién de entropia manifiestamente
definida positiva.

40



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo de seminario, se comenzoé obteniendo las ecuaciones de movimiento de la hidrodindamica
viscosa relativista cerca del equilibrio local a partir de la ecuacién de Boltzmann, siguiendo el
método propuesto en [5]. Primero se hizo una expansién en momentos irreducibles de la desviacién
Z respecto al equilibrio de la funcién de distribucién de una particula y luego, truncando apropi-
adamente dicha expansién, se obtuvo la aproximacion de Grad de 14 momentos y se relacioné a los
tensores irreducibles de segundo orden con la correccién viscosa 7. A partir de las ecuaciones de
movimiento de los tensores irreducibles, se obtuvieron infinitas ecuaciones de movimiento para 7
provenientes de distintos momentos de la ecuacién de Boltzmann.

De forzar a la teoria hidrodindmica a cumplir con la segunda ley de la termodindmica, se
obtuvo una relaciéon entre la parametrizacion de Z y el momento de la ecuaciéon de Boltzmann de
donde debe obtenerse la ecuaciéon de movimiento para la correccion viscosa. También se demostrd
que la teoria hidrodinamica obtenida forma parte de una clase de teorias mas general que incluye
a las teorias de tipo divergencia y que, eligiendo correctamente los momentos de la ecuacién de
Boltzmann de donde se deducen las ecuaciones de movimiento, tienen creacién de entropia definida
positiva.

A continuacién, siguiendo la referencia [10], se hizo un procedimiento anélogo al del caso cercano
al equilibrio pero tomando ahora desviaciones Z respecto a un estado anisétropo en el espacio de
momentos. Como la anisétropia es en una unica direccion, se requiere de un tinico parametro para
medirla. De esta manera se introduce un grado de libertad de la correccién viscosa dentro de la
funcién de distribucion anisétropa de forma no perturbativa.

A partir de las ecuaciones de movimiento de los momentos irreducibles de orden cero, dos y
tres de Z , se obtuvieron infinitas ecuaciones de movimiento para los grados de libertad viscosos,
cada una proveniente de algiin momento de la ecuacion de Boltzmann. Hasta este punto, no se
habia asumido ninguna forma en particular de la funcién de distribuciéon anisétropa. Se introdujo
entonces el ansatz de Romatschke-Strickland para el estado anisétropo [7H9] y se mostré que, de
exigir que la teoria anisétropa tenga a la teoria isétropa como limite, la parametrizacién de A queda
determinada.

Se demostré que, en general, las teorias de hidrodindmica anisétropa viscosa no entran en la clase
de teorias consistentes con la segunda ley de la termodindmica mencionada anteriormente, por lo que
se procedié a calcular la creacién de entropia. Se determiné que la ecuacién de movimiento elegida
en [8,9] para la anisotropia sélo resulta en una creacién de entropia definida positiva en un estado
anisétropo puro. Cuando se incluyen desviaciones respecto al estado anisétropo, el cumplimiento
de la segunda ley de la termodindmica en principio no estd garantizado, pues sobrevive un término
en la creaciéon de entropia que evita que sea manifiestamente definida positiva.

Para tratar de resolver el problema de elegir las ecuaciones de movimiento de forma tal que se
cumpla la segunda ley de la termodinamica, se hizo una expansién de Taylor en el parametro de
la anisotropia del término conflictivo de la creacién de entropia y se estudiaron los 6rdenes mas
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bajos. Del orden méas bajo se obtuvo una relacién entre la parametrizaciéon de Z y la ecuacién
de movimiento del tensor viscoso #/”. Como la parametrizacién de Z ya habia sido fijada, quedd
determinada la ecuacion de movimiento de este tensor.

Las condiciones encontradas son insuficientes para anular el siguiente orden en la expansién
de Taylor, pero todavia se tiene la ecuaciéon de movimiento de la anisotropia, que puede tratar de
ajustarse para que la teoria respete la segunda ley de la termodinamica de forma explicita. De
imponer que las ecuaciones de movimiento de los grados de libertad viscosos provengan todas del
mismo momento de la ecuacién de Boltzmann como sucede en la teoria isétropa, se deduce que sélo
hay tres posibles ecuaciones de movimiento para la anisotropia, ninguna de las cuales resulté en
una creacion de entropia manifiestamente definida positiva. Por lo tanto, se concluye que el modelo
de hidrodinamica anisétropa viscosa estudiado aqui no garantiza el cumplimiento de la segunda ley
de la termodinamica.
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Apéndice A
Polinomios ortonormales

Sea {P,}7° un conjunto de polinomios ortonormales ante cierto producto interno:
[e.e]
/ w(z)Pp(z) Pp(z)dx = 6, (A1)
—0o0

donde los subindices m, n indican el orden del polinomio. Para este conjunto vale la siguiente
relacién de recurrencia [30]:

APy = (v — By) P, (A.2a)
AnPn = (:U - Bn)Pn—l - CnPn—2' (A2b)

Los coeficientes A, B, y C,, son constantes que pueden determinarse facilmente usando la relacién
de ortonormalidad. Se obtiene:

B, = —/ w(z)Py_1zdz, (A.3a)
Ch :/ w(z)Py—oxdz, (A.3b)
A2 = / w(x)z?dz — Bn® — Cn?. (A.3¢)
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Apéndice B
Proyectores transversos

Aqui construiremos los proyectores AH1-Ha¥1-Va v ZH1--HeV1--Va og cuales tienen las siguientes
propiedades [10}2729]:

uuiAul...uquL..uq — uViAul...,uqul...Vq — gm“‘jAul...uqul.‘.uq — gwyjAul...uqyl..yq — O, (Bla)
Appt =2q+1, (B.1b)
uuigﬂl...ﬂqlll...llq — uViE},bl...uqyl...I/q — l#iEul..,}Lqu...Vq — lViE},Ll...},qul...I/q — 0’ (Blc)
g‘uiquul...,uqm.-.Vq — gyil/jE/u...uql/L..Vq — O, (Bld)
By s = 2. (B.le)

Empecemos con A#1-Ha¥1--Va  Por ser transverso a u* y simétrico ante permucaciones de los
indices p; y v (por separado), debe ser combinacién de los tensores AP7:

la/2] Cla. k
AMLHaV1Vg Z (q’ ) Z A/JUIQ‘..Aﬂ2k—1#2kAV1V2.‘.AVQk—lVQkAN2k+1V2k+1'”A:U'ql’q7 (B.Q)

K
k=0 9% pipg

donde ) representa la sumatoria sobre todas las permutaciones distintas de u; y v; (por separado)
PIPS
y Ky es la cantidad de dichas permutaciones. Es facil ver que:

1 1 \?
Ko = (q — 2k)! (2Zk!> ' (B-3)

q'? es la cantidad total de permutaciones posibles, incluyendo repeticiones. Para eliminar las
repeticiones, dividimos este ntimero por (2k)2, que es la cantidad de permutaciones de los indices
en tensores de la forma AFi*i o AY¥i, por k!?, que es la cantidad de maneras de ordenar estos
mismos tensores, y por (¢ — 2k)!, que es la cantidad de maneras de ordenar los tensores de la forma
JAGUER

Para calcular C'(q, k) usaremos que g,,,, ., A#**#a¥1--Ya = 0. Sin pérdida de generalidad, tomemos
m =q— 1y n=gq. Los indices uq_1 y iq aparecen en distintos términos que pueden separarse en
dos categorias, segin la forma que adquieren luego de la contraccién de indices:

LA NRalty sy ARG 2k (2K — 2) términos, (B.4a)
AR AR AFYI 4k (q — 2k) términos, (B.4b)
AR 5 30 2k términos, (B.4c)

LAHeE AR AV (g — 2k)(q — 2k — 1) términos. (B.5)
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En se ha usado que Al = 3. La cantidad de términos de cada tipo se determina de la
siguiente manera: en tenemos 2k lugares para ubicar ji4,—1, lo que nos deja 2k — 2 lugares
para ubicar p,. Luego, dados ¢ y j, la cantidad de términos de esa forma debe ser 2k(2k — 2). Los
otros casos son andalogos.

Los elementos de llevan a términos de la forma:

3 — 1%30% Vo1V 1V — 92V,
APLBR2  AH2k-3H2k—2 AVIV2  AV2k—1V2k A\ H2k—1V2k+1 A Hq—2 a, (B.G)
mientras que (B.5)) nos da términos de la forma:

A.Ullm mAMQk—lMQk AVI v2 .“AV2k+1V2k+2 AM2k+1 V2k+3 MAMLFQVq . (B7)

Luego, contrayendo pg—1y fiq €n (B.2)), tenemos:

la/2] C(q, k)

0= e
k=0
x> {[2k(2k — 2) + 4k(q — 2k) + Gk]AFH2 | AH2k-sH2k-2 \VIV2 | AV2h-1V2k AM2k-1V2k41 | \fha-2Va

P2 Py
+ (g — 2k)(q — 2k — 1) AF1F2 | AP2k-th2k AVIV2 | A\V2kt1V2042 \B2it1V2i+3 | AHa=2Va )
la/2] Cla k
=> (‘f; ) D {2K(2q — 2k + 1) AP AFASHR-2 AVIV | NP1V ABR-1V2kAL | A2V

= Ty
+ (q — Qk)(q — 2k — 1)AM1M2mAMzk-WzkAVlW‘._AV2k+1V2k+2A#2k+1V2k+3.“Auq—w/q}’ (B.S)

donde, por simplicidad, se estd considerando a la sumatoria Y. sobre todas las permutaciones
PI2pg
posibles (incluyendo repeticiones), por lo que se reemplaza K1 por q!2.
El primer término no contribuye cuando k = 0, mientras que el segundo no lo hace cuando

k=lq/2]:
la/2]
0= Y > Clqk)2k(2q — 2k + 1) AV AV2h=172k Al2k-102k41 \fha—2Va
2Py k=1
la/2]-1
+ Z C(‘]a k:)(q - Zk)(q — 2k — 1)AH1H2”.AM21€—1#21€ AV1V2“‘AV2k+1V2k+2AH2k+1V2k+3‘”Auq—qu
k=0

(B.9)
Haciendo la sustituciéon £ — k — 1 en el segundo término, se obtiene:
la/2]
0= [Clg,k)2k(2q — 2k + 1) + C(q, k — 1)(q — 2k + 2)(q — 2k + 1)]
k=1
% Z APIH2  AH2k-3H2k—2 AVIV2  AV2k—1V2k AM2k—1V2k+1  AMa—2Vq (B.10)
Pl pg
Para que esta igualdad valga, se debe anular el término entre corchetes:
—2k+2)(¢g—2k+1
Clg k) = — =2 ED@= A D gy, (B.11)

2k(2q — 2k + 1)
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Eligiendo C(q,0) = 1 se obtiene:
(g—2k+1)(q—2k+2)(¢q—2k+3)(¢q —2k+4)...(q — 1)q
2Kk (29 — 2k +1)(2g — 2k + 3)...(2¢ — 1) ’
(DR ¢ (2¢—2k—1)1 (—1)F q!? 297k (q — k)!(2q — 2k — )

Clg, k) = (-1)*

2Kkl (g —2K)!  (2¢ -1 k! 24g!(2¢ — 1! (q—k)!(q — 2k)! ’
q'%(2q — 2k)!
— (—1)k ) B.12
Y i@ — Bt — 20y (B.12)
Respecto a los proyectores =+1-—Ha¥1--Ya  ge tiene:
THL-HgV1Vg ’ TH1K2  mHok—1M2k SVIV2 | TV2k—1V2k TH2k+1V =HaqV.
TP VTV Z i Z EHIK2 | EH2k-1M2kEVIVE | SVak—1Vok SH2kH1V2k41 | THaVa (B.13)
k=0 PIPS
donde K, estd dado por (B.3)) y, haciendo un planteo idéntico al anterior, se obtiene:
A —1)*g(g —k—1)!

4k El(qg —2k)!
Nos resta demostrar (B.1b|) y (B.1e). Empezaremos demostrando la siguiente relacion recursiva:

porove . 2q+1
g;u'qVunl ,th 1 4 = 2q — 1

AMI---qulVl---qul (B.15)
Una vez que se demuestra la relacién anterior, (B.1b)) sigue de manera inmediata.

Primero identifiquemos todos los términos donde puedan aparecer p, y v4. Nuevamente, los
separamos en dos categorias, segin los términos que resulten luego de la contraccién de indices:

AR ARV — AP 2k (g — 2k) términos, (B.16a)
LAV ARV — AVYT 2k(q — 2k) términos, (B.16b)
AR ARV ARV (g — 2k)(q — 2k — 1) términos, (B.16¢)
LAY 3 (g — 2k) términos, (B.16d)
AP AViVa - AFiVi(2k)? términos. (B.17)

Los elementos de (B.16|) llevan a términos de la forma:

APLH2  AH2k—1H2k AVIV2  AV2k—1V2k A\ M2k+1V2k+1 ”'A,u‘qfll’q717 (B.18)
mientras que de (B.17)) se obtiene:
AMIH2  AM2k—3H2k—2 AV1V2  AV2k—3V2k—2 AH2k—1V2k—1  AHq—1Vq—1 (B.lg)
Luego:
la/2]
v = 5 COD
k=0 ’
XY (g = 2k)(q + 2k A 2) A AR AHE NVIV2 | AVIR-1V2k PRIV APa Ve
ﬁ571P371
+ (2]€)2AN1#2"_A#21€73#2I€72 AVle‘"AV2k73V2k72AM2k71V2k71”'Aﬂqfl’/qfl]‘ (B.QO)
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Supongamos ahora que ¢ es par. Entonces, el primer término se anula cuando k = ¢/2, mientras
que el segundo se anula cuando £ = 0. Si ademés en el segundo término hacemos la sustitucién
k — k + 1, se obtiene:

q/2—1
Guqug AP Ha TV =N 10— 20) (g + 2k +2)0(q k) + 4k + 1)°C(q, k + 1]
k=0
X Z AMIP2  AM2k—1H2k AVIV2  AV2k—1V2k AH2k+1V2k+1  AMg—1VYg-1 (B.Ql)
Pq lpq 1

Usando la relacién de recurrencia (B.11)), se obtiene:

2(k +1)(q — 2k — 1)

— 2k) [q+2k+2—

q/2—
v fbgV1...Vg
guqqulLl HqV1..-Vq _ kz 2q_ T
X Z AMWQ Auzk 1M2kAu1z/2 AV% 1V9k A“2k+1l’2k+1 A“q 1Vg— 1
prtpyt
q/2— 1
q— 2k
= Z qn _Qk_l[(q+2k+2)(2q—2k—1) —2(k+1)(q— 2k —1)]
k=0
X Z APIBR2  AH2k—1H2k AVIV2  AV2k—1V2k A\ H2k+1V2k+1 ”'A,LLq,lz/q,l7
[
2 1
_Q/Z a(q — 2k)(2q + 1)
pd q'2 2q — 2k — 1

% E AHIH2  AB2k—1H2k AVIV2  AV2k—1V2k AH2k+1V2k+1  AHq—1Vq—1 (B.22)

5q—1 5g—1
PI'Bg

Usemos (B.12)) y escribamos:

Clg. =2 +1) _ q*(29 - 2k)!  q(qg—2k)(2¢+1)
T q12(2¢ — 2k — 1) k' (2q)!(q — k)!(q — 2k)! ¢2(2¢ — 2k — 1)’
_(pp (g — 1)1?(2q — 2k — 2)! 2q+ 1 7
k' (2q —2)(q—k — 1) (qg—2k —1)! (g — 1)12(2¢ — 1)
2¢g+1
= -1,k . B.2
Luego:
q/2-1
g AHL-HqV1 Vg :2(] +1 Z C(q -1, k)
2-1 & (g—1)P
> Z AFH2 | AH2k—1M2k AVIV2 | AV2k-1V2k AR2k+172k+1  AHa—1Vg—1
prtpat
2¢+1
— AP Hg=1V1-Vg—1 .
25— 1 (B.24)
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Resta considerar el caso en que ¢ es impar. Ahora [¢/2] = (¢ — 1)/2.

(g=1)/2

g AP HqV1 Vg Z C
HqVq q12
k=0

> Z [(q — 2k)(q + 2k + 2)AFH2_ AF2k-1825 AVIV2 | AV2k—1V2k AH2k41¥2k 1 \Pa—1Vg-1
patpgt

+ (Qk)ZAMINQ'_.AN2k73H2k72 AVIV2  AV2k—3V2k—2 A H2k—1V2k—1 _”A#q—l’/q—l]_ (]325)

Separemos el término con k = (¢ — 1)/2:

(g—1)/2—1

gV C(q, k)
G AT =N T
k=0 T

X Z [(q _ Qk)(q + 2k + 2)AU1P«2'”A#2k71/1«2kAV1V2'.'AV2k71V2k AH2k+1V2k+1 A Mq—1Vg-1
I pgt
+ (2k)2AH1H2‘“AMQk—:SNzk—ZAVlVZ.‘.AVQk—3V2k—2AH2k—1V2k—1”.Aﬂqfll’qfl]

+ g€ (q, q;) S [(2q+ DA Arr A V-2
pu-1pgt

+ (¢ — 1)2A#1#2_“A#q%#qfsAVle”'AVq74Vq73AHq72Vq72 AHa=1Va=1], (B.26)

La segunda linea en la ecuacién de arriba se anula cuando k£ = 0. Juntando a la segunda y la cuarta

linea en una sumatoria entre k = 1 y k = (¢ — 1)/2 y haciendo la sustituciéon k& — k + 1 en esa
misma suma, se obtiene:

(¢=1)/2-1
g AHL-HqV1 Vg — 2q +1 2 : C(q B 17 k)
Hava 2 — 1 (g— 1)

X E AMlHQ ”.A,uzk—llizk AV1V2 .“AV2k—1V2k AH2k+1V2k+1 ‘”Allvqfqu—l
It pat

& Py pg!

Trabajemos ahora sobre la tercera linea:

2q +1 g—1 2q + 1 q%(qg+1
( q!2 )C(, 5 >:( q!2 )(_1)(q 1)/2 ( )

(2
_ Qe+ ey @-DP (¢+1)g
(g — 1) <%> (2¢ —2)1 2020 — 1)(g +1)/2°

_(2q+1)0(q_1 )
i 7S ey (B.28)
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Luego:

2 +1 (q‘i/?‘l Clg—1,k)
2q-1 &= (g—1)!2

X E AIJ‘UQ“.A,U‘Qk—IHQkAVllQ."AV2k—1V2kAH2k+1V2k+1‘”Aﬂqfqufl

P371P571

guquAul...uqul...uq —

—1
(2q+1)0<q—1,%

2q—1 (g —1)!

) — — 120% Vg—2Vg—
§ Aﬂluz_”Aﬂq 2Mq 1A 1 2...A q—2Vq 17

Pg—lpg—l
—-1)/2

204152 -1k
T 2g—1 (q—1)12

« Z A2 | AF2k—1l2k AVIVZ | AV2k—1V2k AH2k+1V2k41  APa—1Vq—1

pa-tpat

2 1

:22_1_ 1AM1.,,MLZ,1V1...V¢171' (B29)

Esto completa la demostracion de (B.15).
De manera analoga se puede demostrar:

guqquul...uqm...uq — E/—Ll...ﬂq_lljl...qu_17 (BSO)

y usando que Zj; = 2, se deduce (B.1€) de manera inmediata [10].
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Apéndice C

Relacion de ortogonalidad de los
tensores irreducibles

En esta secciéon demostraremos las relaciones de ortogonalidad (3.38) y (4.28). Comenzaremos
demostrando la siguiente relacién:

q! :
P s Dy = Gy (A e (RY
En primer lugar, escribamos:
p<“1...p“‘l>p<m...puq> ALY Z‘;Aﬁl ﬁ‘;pal p*pg,...pg, = Af,l g‘gpal PP, ---Dg, - (C.2)
Usando la expansion (B.2)), tenemos:
Br...6 Lo k) B 8
Aoyl P ™ s, g, = ) e > AP AP Aay, o, Dot Aal,
k=0 ak PiPY
X p*t .. pMipg, .--Pg,
la/2]
=Y Clg, k)(A*Ppapp)". (C.3)

Por otro lado, los polinomios de Legendre P,(z) pueden escribirse como [34]:

1 [q/2] (2q — 2k)!  la/2]
_ k — : 2k
Py(z) = o kz_o(—l) (g Flg 2R zquz Z Clq, k)29~ (C.4)
Para todo ¢ vale:
 La/2]
1 = q 2qq'2 Z C q7 7 (05)
luego

%c( o 29?2 27g-Dlg_ [e-DlMg! ! (C.6)

2T T 22 - 2¢-DF 21 (2g- ) '

Reemplazando en (C.3|) se completa la demostracion de (C.1J).
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Por otro lado, podemos definir:
My = / DpF (pu)p™* "' p(y, Dy (C.7)

El tensor M.} es de orden ¢ + ¢/, es simétrico ante permutaciones de los indices u; y de los
indices v; (por separado), es ortogonal a u* y es is6tropo. Por lo tanto, debe poder construirse
como combinaciones de A, lo que implica que el orden del tensor debe ser par. Ademads, se tiene:

A N, MU = Mg, (C.8)

La relacién anterior se demuestra de manera inmediata usando la deﬁnicién de Mﬂf"#‘f

Supéngase ahora que . Entonces, en la expansién de M. )" en los proyectores espaciales

1. q/
no puede haber términos donde en cada proyector los indices p; estén apareados con los indices
Vj cOmo en A’,,”, siempre debe sobrar por lo menos un proyector de la forma A" o A, . Pero

« Vi Vg
entonces no se cumpliria la relacion , pues valdria Am #(‘jA M,’fll ,ﬂ 7 = 0. Luego, tiene

que valer ¢ = ¢/, con lo que podemos escribir:
Ml’,?j,','lff;’ = 84g M (ALT..A}? + permutaciones) + otros términos. (C.9)
Si ahora usamos (|C.8)), deducimos:
Mﬂll_:jj;? = 6qq/MAff11j_'jﬁqq. (C.10)
M es un escalar de Lorentz. Para calcularlo, basta con hacer la siguiente contraccion de indices:

Myt =MA e = (2 + 1) M,

— (1 kq) — 7 af q
2g 1 /DpF(pu)p DDy Py N /DPF(pu)(A papp)?.  (C.11)
Entonces:
(5 /q! o
ML V“‘,Z = /DpF Pu)p ...p“‘?>p<m...p%> = (2;11)”/DpF(pu)(A ’Bpapﬁ)q. (C.12)

En el caso conforme:

q!
M,Zln_y’:‘} = /DpF(pu)p<“1...p“q>p<m...puq,> = qq)/DpF(pu)piq. (C.13)

Para demostrar la relacién de ortogonalidad (4.28) se procede de manera andloga [10].
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Apéndice D

Coeficientes de transporte de la teoria
anisotropa

A continuacién se muestran las expresiones de los coeficientes de transporte de las ecuaciones (4.66|):

Tu(O)

ij

Tu(l) _

lu;ig

u(1)
Tuzig

:471'2 (IQOTl - \.720Tu) Ii—l,j

. , (D.1a)
T, 1)D;;
= {Tl] (Z20T; — J20Tw) [(i — Do jpoTF + (G + 1)ZijT3]
T, D;j
+ (Zo0T2 + TooTP) (T3 TIH — (5 + 1)Iijle+1] } ) (D.1b)
= (ZooT} — J20Tw)
T TP 4 T 1) T — Fiy i T — i T (D.1c)
T 11Dy ’ '
= (ZooT; — J20Tw)
(iZim1j TP + jZiv1,—17T72) szH %) + T T — (G + Q)Iifl,jJrlleJrQ
X 5 , (D.1d)
17 Dij
1 : . .
= {Tf (Zo0Ty — TaoTu) [(i + V)T T — (i = 1)Tim2,j12T7]
9T, Di;
+ (3Z20T? — TooT?) [T TiHY — (5 + )Ty T } ’ (D.1e)
T/t . . .
=5 (Ta0Ti = FooT) (1 + 20§ )Ty T2 + 20ty = j = DT TF], (DAL
ij
TLooT; — FJo0T, . . S .
- QOTliTDQO ) [47T2(“~Lz(1) + i+ Déniory = ToT} (iZima 1 T} + 5Zis1,j1T5) 71’;(3)} ;
ut g
(D.1g)
42 (= 1) (ZooT) — J20Tu) Enyi—2,j+1 + {jiijiH + (i + 1)Iz'jle+1] Ti =2 Db
=T, By , (D.1h)
:47T2j (ZooT) — TJ20Tw) Enij—1 (D.1i)
TiT, Di; ’ '
= (ZooT}) — J20Tw)
4 2. (1) . 4 285h,i71,j _TZTJ i T . T2 i . T2 (2)
X 0 ZuTu ghv’L*l’] n 0 u u=] (Z 7’_11J+1 l +] Z+17]_1 U) thu, (D 1J)

TiTiD; ’
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2
TZ(Tz)zJ = (Z20T) — J201u)
. O
4722“%)&,@'—1,]‘ 4 Q&Tl” T’T (iZic1 j 1 TP + jZig1,517T7 )thl

D.1k
ey An? BTt = T [ = Déni2gir + gl + 7T = G+ )Ty 1
hlu;ij _T&T’l Dij )
(D.11)
TooT) — TooT,
TZ’(Z) :( 20Tl7"fﬂ)20 u) [ (7,1.Z 1]+17} +JIZ+1,J 1T )w( ) - 47‘( ghz 17]] (Dlm)
u )
iy _ e =D (T = L) oy + [Ty — G+ VT 10 |
P 1
o] T&Tl Dij ) ( Il)
TooT) — TooT, , o .
ngl?ij _ QOTli:,}D?,O ) [47T2J57r,i71,j71 — T} (iTia g1 17 + 5Tig151 T 1117@1} ; (D.10)
u 1)
0y Ar? (3L0Ty + FaoTu) Iiz1
Tz’j == T ) (D.2a)
u 1]
T, - . .
T :szlp.. {Tf (3Za0Ts + Jo0To) (6 = D) Tivz,j2T7 + (5 + )Ty T
u =)

— (To0T? + ToaTY) [T T + (i + 1>L-jTi“}} 7 (D.2b)
YA — (3Ta0Ti + Ja0To)
T T2 4 AT T T — 7 it it
y (z i—1,j+14 + JLit1,5-1 u) i leu u7171,]+1 U tLi—1,5+14;

D.2
TZT(ZIZ] = (3Z20T1 + J20Tu)
y (iZim1j1 TP + jLiy1,17T7) T]Hw(l) + T T = (5 + 2)Timy i T2 (D.20)
T T)Dy; ’ .
I T ; . .
Frg(j]) :W;-)z‘j {le (3Z20T} + J20Tu) [(l + 1)IijT3 —(i— 1)Ii*2,j+2Tl2]
u
~ (3Ta0T2 —~ TooTP) [Ty Ty + (i + VTGT ] | (D.2¢)
J 2¢ ) T2 (2,“p(1) 5 )_’Z’_ T2
1(1) T ( + 9, J*itl,j—1 1—1,74+14;
Yo .ii = T, (3Z20T; + J20T) Dy, ) (D.2f)
O — . 2
12 (3TnTi + TnTu) 42 + 5+ Véniory — T (Zicaja TR + T 1 T2) 6}
hlyig — Tl'—l-l D, ’
U )
(D.2g)
o Ax? (0= 1) T20Th + Jo0To) €ni-2,54+1 + [%’ijZH + (0 + 1)Iijle+1] T,
hu;ij :Tfﬁ_l 'Dij , (D.Qh)
2 .
12) 4?5 (3Z20Ti + J20Tu) Enij—1 :
S A — D.2
hlsij T&'H Dij ’ ( l)
2) (3ZaoT) + J20Tu)
. Op.i
y 47722u(Tlu)§h,¢,1,j — 4%27&5%1 L — TET, (ZL 1 ]+1T + 3Zig1,5— 1T2) @LQT{ (D.2j)
-4)

)
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2 1
Yot =i (3Z20T1 + J20Tw)

e Ohing  rird (s . 2
y 47722u(Tl)£h,i_1,j — 42 %hiti i) (iZic1 TP + jZis11T7) w,ﬁT)l

T,
D.2k
B ; (D.2k)
o 42 (3ToTi + JaoTo) [(i — 1)€h,z’—2,j+1 +j§h,i,j—1] — [ﬂjTg-ﬂ + (i + 1)Iijle+1} qu_2
T htusij :Té+1 Dy ,
(D.21)
o . 2
i@ _ (3Z20Ty + JooTu) ToT} (iZi1,501 17 + Ziv151Ty) 1/’}(1 - A 6hi1
hiij — Tit+1 Dy ’ (D2
u K
o A’ (8Z20T} + J20Tu) (i — 1)ér,i—2,5 — [*ﬁjTg“ + 0+ 1)Iijle+1} n
Yrosis :Tzﬁ“ D, ) (D.2n)
@ (8Z20T) + JooTu) 47%j&mi1,j-1 — Tile (i1 T + 5T, T3) wg')’
moig T+l D;; 7 (D20
u Y
Dij = 4Ty Lo T + Ty T} (i = 3 — 2)TooTy — (i + j + 2)T20Tol]
3Z02T7 — TooT?
ul(l) _ 04024y 20 1;’ (D.3a)
3T0T5 — Lo2T;
_ T3 — TooT? + 3TogT2T,
U(Tl) _ (J20 = Jo2) T — Zoo T} + - 07uzt (D.3b)
u T.Th (3Z20T2 — Zo2T})
— T3 — 3Zoo TP + Too T2,
uﬁﬁ) _ (Jo2 ‘720) = 024 4; 20%ut (D-3c)
! T? (3Z20T7 — Lo2T}?)
2
@ _ @ 8
_ _ : D.3d
) 167250 T,
UELQ)Z - 2 2 2 2 2)’ (D-3¢)
Ti (To0T2 + Zo2T7) (3Z20T2 — Zo21}7)
) ]2 (.'Z()QTZ3 + jOQTS)
L — - - : o7 (D.3f)
T2T? (3Z20T7 — Zo2T7) (Zo0T7 + Z2T7)
o 812 (3Zoo T} — Jo2T2)
YT T T3 (310012 — T T?) (ZaoT? ?)’ (%)
W) (3T20T — Zo217) (Z20TE + Zo217)
167°  TT? + T2 17
W2 10T Tl + Lo21; o (D.3h)
T (SIgoTE - I02T112)
4@ _ 877 (Foo = Joo) Tid = Too T}’ + BTo0 T3] (D.3i)
T, = ’ .
T T2T? (3Z20T2 — 1027}2)2
W2 — 87 (Jo2 — Joo) Ty — Zoo T} + T T, T (D.3j)
TP (3Za0T2 — TooT?)” ,
8 2
ul® — i - (D.3k)
T.T; (3Za0T2 — ToaT7)
(D.31)

54



Zo2TP + Jo2Ts

1 _
D4
UL T (Tao T2 + ZoaTE) (D-42)
) 3ZooTP — Joo T
wé} :T2 I %2 I T2 I (D4b)
l ( 204y + Loz l)
(1) _ 3Loo T} — TnoTy (D.4c)
O 2 (T T2 + T TP) '
,¢ (271’) 1027}2 + 5:[20T3 (D 4d)
MY (3T20T2 — TooT7P) (ZooT2 + TooT7)’ '
@ (2m)? (Joo — Jo2) T — Too TP + 3To0T 2T, DA
thu 272 2 2 2 _ 2\’ ( : e)
T T (IQOT +I(]2T ) (3IQOTU 1'021—} )
@ _ (2m)* (Joz — Ja0) T3 — 3T2 T} + Tao T, T, .
Vi, = 3 2 5 7 7y (D.4f)
T.TP (I20T2 + Zo2T7) (3Z20T2 — Zo2T7)
2
(2) _. (2 _ (2m) D.4
¢h wﬂal Tu]-,l (IQOTE —i—ZoleQ) . ( . g)
Para las ecuaciones (4.69al) y (4.69b)), se tiene:
a % 0 i
grf’ls(?]) =T 5; 240 7§;j ) (D.5a)
l
h(1) T 8€h i3 Tu(l) agh,ij D
glu;rsz] lurs aTl lusrs 6Tu’ ( 5b)
h(1) ) Ohij (1) O8hsij
gTu;rszj _TTu,rs 8T TTu;rs 8ﬂ ) (D5C)
h(1) 1) Ohij Pl Oh,ij D.5d
le;rsz] Tl,rs aT Tyrs aTvl ’ ( D )
h(1) aéh,w u(1) agh,ij
ehth) ol Cohig _ pun) Cohig (D.5¢)
;rsi S AT, s AT,
A _epul 1) Ohii i) O ij D.5¢
g@;;rsz] Ql,rs aT 0;;rs 8T,l ) ( . )
2) Oh ij 12) 9Eh.ij
-7 : D.
éhl;rsz] hl rs 6T hl;rs aTl ’ ( 5g)
h(2) 12) Ohij w(2) O&nij
ghu;rsz] Thurs 8T _Thu;rs 8Tu ’ (D5h)
h2) @) Oni 12) Ohn.ij .
§hi;rsij 7Thl';'rs oT, _Thi;rs oty ’ (D51)
a2 Ohij 1(2)  O9nij .
ghTu;rsi]’ _ThTu;rs 8Tuj - ThTu;'rs 8Tl]’ (D5J)
Cu@ i i@ nig
gth;rsij — “hTyrs oT, _Tth;rs oT, ) (D5k)
h2) A2 Onij w@) O&nij
ghlu;rsij _Thlu'rs aT] - Thlu;rs aTuja (D51)
() O8hij 12) On,ij
5h;rsz] hrs oT, 7Th;7"s oT, ’ (D5m)
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fh(Q)

TO;T 8]

gh(2)
TOo;TSt)

£7r(0)

rSij
57"(1)
luyrsij
57"(1)
Tw;rsty

577(1)

Ty;rsij
(1)
é.0;7"51']'

571'(1)

0;;rsij
m(2)
fhl;rsij
g”(z)
hu;rsij
m(2)
hi;rsij
5”(2)
hT;rsij
57"(2)
hTy;rsij

577(2)
hlu;rsij

(2
é-h,(rs)l]

577(2)

OS]

g“(Q)

TOo;rst)

_yi2) Onij

. TU(Q) 8‘5}1@']’

T o mors aTvl TO;TS 6Tu )
OEp.ij O&h,ij
— u(2) 4] _ l(2) »L]
TTI’O'I;’I‘S aTu Tﬂo‘;;rs 81—‘[ ’
rs oT, + Ly oT; ;
_Arl(1) 8571',1']' _~u(l) 85#,1’]’
_Tlu;rs 61—2 Tlu;rs aTu ’
() %rig () On
_TTu;rs aTu TTu;rs 8Tl )
u(1) O ij (1) O&r i
:T (1) s4] _ T »t]
Ty;rs 8Tu Ty;rs aﬂ ’
() Orij (1) Oni
~YorsTony ~ TorsTor,
_ ~eu(l) agﬂ,ij Al afﬂ',ij
_TQZ;TS 8Tu Tel;rs 8T1 )
w2 iy i) Orij
_Thl;rs 8Tu Thl;rs 8Tl ’
@) Fmig ) Onij
hu;rs a’Tl hu;rs 8Tu ’
w2 i ~i2) Orij
_Thi;rs o1, Thi;?‘s oT; ’
_~u(2) 3§w,z’j7Tz(2) 0&r ij
hTy;rs GTu hTy;rs 87—2 ’
eu(2) O 12)  O&rij
_Thﬂ;rs aTu _Thﬂ;rs 87} )
@) Orij e O&x ij
hlu;rs 8,Tl hlu;rs 8Tu ’
w29 i) Oai
_Th;rs 6Tu Th;rs 6Tl ’
i) Kmii  yu() %
TOo;TrS aj—vl TOo;TS 8Tu ’
—vu(2) ™ Anl(2) )
Trrcrl;rs oT, Tmrl;rs 8Tl .

Para las ecuaciones (4.70)) y (4.71)), se tiene:

1

¢hON T
h rsi
Trsij = (1 * fhzj) ,

1) :T£+1le
] 87T2§h,ij
RPN
N
W 82 i
o L1
b 87%&h,ij

[0+ V)T T — (i —
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[iZis2 1 T2 — (j + 2) T o TP 11,
1)L‘—2,j+3T12] ,

{ {(i +2)uf” +j + 1] i1 T2 — (i) +5+ 3)Ii—1,j+2TlQ} :

(D.6a)
(D.6b)
(D.6c)

(D.6d)

(D.7a)

(D.7b)

(D.7¢)

(D.7d)



Tz lTJ
1 o
Al(u)m _87r2§h o (jTi251Ty — (i = V)L jis T + (i — § — )Ty TR (D.7e)

1 Ti-1 1 ; . ;
Ag“u);ij =<3 {(Tu“(Tu) - 1) T (14 20Ty To = 1T j2T7] + (Jigry — H,j+2)Tg+3},

872Eh,ij
(D.7f)
() T, j+1 W 2 (D N
/\Tmy 872 Tién i {T { [(Z + 2)Tlu J 1} Liv14T5 — (ZTluTl —J— 3) Zi1,j+2T }
= (Jig1,5 — Jz’—l,j+2)T5+3}a (D.7g)
2 L), , ) LA O8h,i-1,
g“u)h;rsij ~ p {(lﬁh,i—l,jﬂ + ]5h,i+1,j—1)1l}(Tu) - §T£;2SZ~]~ — #
Ti J+1 @
v (i + 2)Ti41,T0 — iZi1 54217 ] uy, h} (D.7h)
2 1 ) . 1 h(1 O&h,i—1,j+1
g’l;z;rsij :Eh 4 {(Zgh,i—l,j-&-l + th,i+1,j—1)1/1(Tl) - §Tl(;r)sij - Tﬁ
Ti J+1 @
]2 [(l + 2)Iz+1 JT —iZi- 1]+2Tl ] “Tlh}’ (D-7i)
2 h(1 . .
)\Z(U;L;T'Sl‘] 5 . [glu( r)sm (l - 1)§h’i,27j+2 + (.7 + 1)§h,ij} ) (D7-])
2 1 [Tttt
)‘gw)‘j T Cnai { 8;2 (i + 2)Ti41,,T5 — iZi j42T7] v — &hji—1,5+1 (D.7k)
7/L-]
2 . .
)‘z(ﬂg;ij T (7 4+ D)énij — (0 — 1)&ni—2,5+2] (D.71)
71/]
2 1 . . h
)\éh);rsij RCTI [(1 +2)&n,ij — (0 — 1)&ni—2,j+2 — 259;%;} ; (D.7m)
71]
5 1 [Tttt
f,}m-j T { 4;2 [0+ 2)Tig1 ;T2 — iTi—1,j42T7] Ugwl + J€ni+15-1 — (J +2)&ni-1,5+1
71]
(D.7n)
2 1 T: JH ) 2
)‘ful)h;ij :K {fh,il,j+1 . 2 [(l + 2)IZ+1] ZIZ 1 J+2Tl ] ungl s (D.70)
71]
5 1 [Tt
)‘él})z;rsij ~9%, { 4;2 [+ 2)Zig1,;, T — iLi1 j12T7] “29) +J (1 + %l ) Ehyit1,j—1
’Z-]
. h
+ (i) 5 -3) nicrg - 259123.;,}, (D.7p)
2) Emij—1
AN =g o .
wliij J &n ij ’ (D 701)
)\7(2.” =(i — 1)M, (D.7r)
’ fh 7
2 . . Tt
A& = o {(wl(l) +i+ 1) Erim1g =~y [0+ DTin T — T 7wl 5, (D.Ts)
71]
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ig+1
(2) _ 1 . afw,ifl,' TuT’l] . (2 )
wTw;ig _gh,ij {ZuTu §7r,1>1,j — T, J _ S0 [(Z + 2)Il+1 JT — 1z 1]+2Tl ] (D 7t)
o _ 1 ), Omirg _ TuT} ™ (. @
)\le;ij _gh,ij ZUTZ gﬂ,ifl,j - 8Tl - Q72 [(Z + 2)Il+1 JT ’LIZ 1 J+2Tl ] T (> (D?u)
9 1 TizL J+1 '
)‘gf%zl :g}w { 8;2 (i +2)Zita JTs = iTio1,j2T7 ] u } —&ri-1,j (D.7v)
2 .. ‘
l(qu;i] " (1 — 1)éri—2j+1 + J&rij—1] - (D.7w)
7/L]
g”(o) -1
i = (L] (D.8a)
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(1) T 22 4 4
Poi :fngé [2(i + DT 2 T/T = (i 4+ 3)Tig2, Ty — (0 = )T j1a T} (D.8b)
™)
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i 1 —(+4 D.8d
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qu(fh);ij :f(gh,i—l,j—% —&nij+1), (D.8e)
T,1J
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T,1J
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OLuhi T 26,4 { aTu] T oI, L — li€ni-1j42 — (i +4Enirrgluy ¢ (D.8g)
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@ 1 '
th;ij 2 (5}” 1,j42 — §h,i+1,j), (D,81)
T,
2 . . .
¢Z(U2L;Z] :2§ [(Z - 1)(£h,i—2,j+3 - gh,i—i—l,j) + ](£h7i,j+1 — gh,i-‘rQ,j—l)]y (D8J)
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1 - .
¢1(52r;rsij :5 . 51152” + (0= Déri2j12 + (G + Dénij| (D.8k)
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2 1 , ) O&rio1,j41
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¢7(r22j :%, (D.8n)
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¢07r iTS1j 2571’,’[]’ (Z — 1)€7r,i72,j+2 - (’L + 3)&777‘] 269 rsi | (Dgp)
(2) 2
¢0'17T;’L] 35 []571’ si+1,5—-1 — (] + 3)5#@ 1,]+1] (D.Sq)
i

58



@) _oSmi-1j+1
Puiymsij =2 éﬁ Zj : (D.8r)
2 1 . . . . 1 1
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Apéndice E

Serie de Taylor de las integrales Z;, y

Jij

En esta seccién se hara la expansiéon de Taylor de las integrales Z;; y J;; en la variable e = T, /1.

Partamos de la definiciéon de estas integrales:

/dw/ dyz'y fo(z,y),

Tig(e) =[1 + (~1)7] /Ooodm””lfo(w ).

El ansatz de Romatschke-Strickland para fo es [8]:

fo=e VT,

Entonces, J;; puede calcularse de manera exacta y se obtiene:

STGE+j7+2)
%je =11 _1]77;+j+2'
(€) =[1+( )](Hez)T
Luego:
00 i 21
Jije) =1+ (=170 +j+2) ZF 1+J++2?))//22]] +1)

=

(E.1a)

(E.1b)

(E.2)

(E.3)

(E.4)

Notar que si (i + 7 +2)/2 es entero, las divergencias en I'[—(i+7)/2] y T'[—(i+j +21) /2] se cancelan

por la propiedad I'(z) = (x — 1)I'(x — 1).
Para Z;; notemos que Z;j(—e€) = —Z;;(€) y escribamos:

oo 4(2041)
73+ o)
() — ij 20+1
Zij(e) Zlo r@i+2)°

(1)

donde IZ-(;L) es la derivada n-ésima de Z;; respecto a e. Calculemos 1

—(i +4)/2]e

1 i =
T (e) = €Ty = [L+ (1Y 0 +j + 2) Zr
=0
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(20+1)

Es facil calcular I a partir del resultado anterior:

- L(2k +j + DU[=(i 4 j)/2]e* 2
Z F(2k+j—20+ D)T[—(i+J+2k)/2]0(k+1)’

(E.7)

T2V (&) =[1+ (—1)]0( + j + 2)
k=(21—5) A (21—5)

A(n):{o S? n < 0,

1/2 si n>0.

Claramente I(zHl)(O) = 0 para todo 2] < j. Tomando 2] > j, el tinico término de la expansién

de IZ(JQ 1) que sobrevive al tomar € = 0 es el primero, ya que para este se tiene 2@—g)/2+i-2 — 1,

Entonces:
@214+1) gy _ . i LE T+ 2T+ D=+ 5)/2]
Ty 0)=2A020= )1+ (=1)] L[—(i+20)/2]T[(2] — 7 +2)/2] (E8)
Reemplazando en ([E.5|):
5 - L(i+j+2)0[—(i+j)/2] 20+1
Tijle) = Z; G+20)/2T[2—j+2)/22+1)° (E-9)
Haciendo el cambio de variables [ — | — j/2 se obtiene finalmente:
, 00 2l+i+1
Zij(e) = [1+ (—1)0G 4§ + 2)T[—(i + 4)/2] Z G AT DG T (E.10)

=
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Apéndice F

Creacion de entropia en
hidrodinamica anisétropa. Calculo de
los coeficientes de [, u'" y 0

Comencemos demostrando la nulidad del término de (4.104) proporcional a I,u’*. Queremos ver
que:

Tu u~NU =
fglrﬁg{) — oy (Iw — I10> T,T; = 0. (F.1)

rs lu:rs
Usando el apéndice [D] vemos que debe valer:
0=[(3¢ = ¢YTo0Ty + (¢ + ) TooT | (r = VT 2500T7
+{Bs —r+2) [¢' = (@0 — Tuo)TY| Too T2}
(s + 1) = (r+ DT TP + [(¢H 4+ ¢ (s +1) = (Tio = Tao ) (r + 5+ 2T Too T3} T3

{4 (T~ Tio) T = (¢ + ¢*)| T T2 = (¢ + ¢V T TR } T T (F.2)

Usando (4.36), (4.37b)), (4.944), (4.94¢), (4.76) y definiendo e = T,,/T;, se obtiene:

167,€ 16T, . 16T,
I _ U . U 2 . u
¢ Ty e ¢t = W(B + 2¢), <I1o —I10> T = At @) (F.3a)
€ € 12
To9 =6 | arctane + T ) T2 = 6 | arctane — a2 Jo0 = T ar (F.3Db)

Usando las relaciones anteriores, se obtiene:

€ Lo v 1
0= [(62 — 3)arctane + (¢ +3) 7 - 52} [(r ~1) ’”Esi’g” — (Dt <1 + 62) Jm} . (F.4)

Usando las series de Taylor de Z,s y J,s (apéndice :

L2
(r=D= 55 — (s +1)

es5+3 i:; + (1 + 612) Trs = [1+ (=1)°|I0(r + s+ 2)T'[—(r + s)/2]

> 2l r+s+20+2 > 2122
% ZF[—(T+8+2Z+2)/2]F(Z+1) s+20+3 lz;r[_(r+s+21)/z}r(z+1)(s+21+1) '
(F.5)

=0
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Haciendo la sustitucién { — [ 4+ 1 en la segunda sumatoria y usando la propiedad I'(z) = (z —
DIz —1):

r-0E22 a0 T (14 ) G = 14 (COIN0 45+ DT+ 92

o0 21

" € 2 B 2(r+s+20+2) —0. (F6)
—(r+s s s

Zl “T[~(r+s+20+2)/201+1) [s+20+3 (s +20+3)(r+s+20+2)

Una cuenta analoga demuestra la nulidad del término de 0.
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