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Resumen  

 Este trabajo fue realizado como Tesis de Licenciatura de la carrera de Ciencias Físicas y 

está enmarcado en el tema de modelado matemático y computacional de mecanismos de biología 

molecular y celular. El estudio consistió en el desarrollo de un protocolo diseñado para distinguir 

entre dos tipos de estos mecanismos presentes en diversos sistemas de señalización celular, los 

cuales son llamados cooperatividad negativa e independencia entre sitios de ligadura. Este 

problema se plantea detalladamente (ver 2.Objetivo) luego de una introducción donde se 

explican estrategias y métodos generales utilizados para modelar estos mecanismos, con el fin de 

presentar al lector el problema a tratar de manera más completa. Introducido el objetivo, se 

describen luego los métodos particulares de este trabajo para estudiar los dos mecanismos 

nombrados y, a partir de ello, el diseño de diversos protocolos de distinción. 

Finalmente, se probaron los protocolos diseñados simulando datos experimentales 

computacionalmente y se muestran los resultados obtenidos y las conclusiones, en las cuales 

puede verse que si bien los protocolos no son infalibles, lograron determinar correctamente la 

mayor parte de los datos simulados.
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1. Introducción 

 En este trabajo se estudiaron sistemas de señalización celular, es decir, los mecanismos 

que permiten a las células sensar propiedades físicas o químicas del medioambiente y responder 

de alguna manera favorable. Estos procesos consisten en reacciones químicas entre factores 

externos a las células (temperatura, presión osmótica, concentración de sustancias) e internos 

(proteínas receptores, enzimas catalizadoras, grupos fosfato, ADN, ARN, etc.)1. Los mismos se 

modelan en la literatura como redes de señalización, donde cada nodo representa un tipo de 

partícula y cada link una interacción. De la dinámica de estas redes resultan las respuestas 

posibles de la célula ante algún estímulo externo (Figura 1).  

Este trabajo consiste en el análisis de las propiedades del primer paso de estas redes, el 

pegado de una partícula externa de ligando a un receptor celular. Los receptores son proteínas 

que cuentan con una o varias zonas afines a una partícula de ligando (el factor externo), estas 

zonas se denominan sitios de unión o ligadura. Dicha unión produce un cambio conformacional 

que activa el receptor (por ejemplo, como catalizador de otra reacción) e inicia algún mecanismo 

particular de la red de señalización que concluye en una respuesta celular específica2. Si bien esta 

no es la única manera de activar una red de señalización (existen mecanismos más complejos 

donde el receptor debe, además, pegarse a moléculas internas de las células), es la más simple y 

la que se tratará en esta tesis.  
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Figura 1: Esquema de los mecanismos de señalización celular. Una partícula de ligando se adhiere a un receptor 

de membrana para activarlo e iniciar una cascada de señalización, es decir, una sucesión de reacciones químicas 

que promueven e inhiben sucesivas reacciones. Un ejemplo puede ser la adición de un grupo fosfato de una 

molécula de ATP a una enzima que la activa como promotora de otra reacción. Esta cascada, de acuerdo al 

mecanismo específico, puede concluir en un cambio en la síntesis de proteínas, en la secreción de sustancias al 

medio, en cambios en la forma de la célula, etc. Figura adaptada 3. 

 

1.1 Ley de acción de masas 

La ley de acción de masas es la ley fundamental que permite asociar redes de señalización 

con sistemas de ecuaciones diferenciales, y se enuncia de la siguiente manera4: 

Sean dos sustancias químicas, A y B, que reaccionan al colisionar formando el producto C, 

entonces la tasa de acumulación de C será el producto entre el número de colisiones entre los 

reactivos por unidad de tiempo y la probabilidad de que una colisión supere la energía libre de 

activación de la reacción.  
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La ecuación 1 traduce el enunciado en términos matemáticos, donde [𝑋] representa la 

concentración de la sustancia X y el número de colisiones por unidad de tiempo se toma 

proporcional a las concentraciones de los reactivos, con un factor de proporcionalidad 𝑘 que 

dependerá de la geometría de las partículas y la temperatura. 

𝐴 + 𝐵 → 𝐶 

𝒅[𝑪]

𝒅𝒕
= 𝒌[𝑨][𝑩]           (1) 

Además, si se trata de una reacción reversible, es posible que C se transforme en A y B, 

con lo cual debe agregarse un término negativo y proporcional a la concentración de C, como 

expresa la ecuación 2, donde los factores de proporcionalidad 𝑘+ y 𝑘− se denominarán tasas de 

pegado y despegado respectivamente cuando se trate re reacciones de unión, y tendrán unidades 

de 𝐶𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛−1. 𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜−1 y de 𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜−1. 

𝐴 + 𝐵 ↔ 𝐶 

𝑑[𝐶]

𝑑𝑡
= 𝑘+[𝐴][𝐵] − 𝑘−[𝐶]          (2) 

Una observación importante es que en el estado estacionario, donde las concentraciones 

no varían en el tiempo (
𝑑[𝐶]

𝑑𝑡
= 0), se obtiene la ecuación 3, de donde puede definirse [𝐴0] ∶= [𝐴] +

[𝐶] como la concentración total (constante en caso de que no haya otras reacciones). En el caso 

particular de las reacciones de unión, se define además 𝐾𝐷 ∶=
𝑘−

𝑘+
 la constante de disociación o 

constante de equilibrio, para llegar a la ecuación 4. Se concluye también que 𝐾𝐷 tiene unidades 

de concentración y que tiene información acerca de la afinidad entre A y B, al ser mayor el 

sistema tenderá a estar disociado en A y B, y, al ser menor, estarán formando C. Nótese que el 

equilibrio del sistema no depende de las tasas de pegado y despegado por separado sino de la 

constante de disociación, lo cual puede generalizarse para sistemas más complicados4. 

[𝐶]𝐸𝑄 =
𝑘+

𝑘−
[𝐴]𝐸𝑄[𝐵]𝐸𝑄          (3) 

[𝐶]𝐸𝑄

[𝐴0]
=

[𝐵]𝐸𝑄

𝐾𝐷+[𝐵]𝐸𝑄
           (4) 
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1.2 Curvas temporales y dosis-respuesta 

 Las curvas temporales se obtienen de resolver las ecuaciones diferenciales para un conjunto 

de condiciones iniciales y representan la dinámica del sistema. Para el caso del modelo 

monovalente (Figura 2 A), que consiste en un receptor con un único sitio de ligadura, la 

resolución puede hacerse analíticamente, y se obtiene la expresión de la ecuación 5, donde se 

resolvió la ecuación 2 reemplazando A, B y C por el receptor 𝑅, el ligando 𝐿 (el input o la dosis) 

y el complejo 𝑅𝐿 (el output o la respuesta), definiendo 𝑅0 ∶= 𝑅 + 𝑅𝐿 a la concentración total e 

invariante de receptor (a partir de aquí se omitirán los corchetes para denotar concentraciones). 

Esta expresión está graficada en la Figura 2 B para diferentes valores de 𝐿, donde se eligió como 

condición inicial 𝑅𝐿(𝑡 = 0) = 0. Puede observarse que no es más que una curva que crece 

monótona y exponencialmente en el tiempo hacia un valor de equilibrio que depende de la 

concentración de ligando. La invariancia de la concentración total de receptor es una hipótesis 

de este trabajo (no siempre válida) y la misma proviene de suponer que tanto la síntesis como 

la degradación de las moléculas de receptor ocurren en escalas temporales más lentas que la 

interacción con el ligando. 

𝑅𝐿

𝑅0
=  

𝐿

𝐾𝑑 + 𝐿
(1 − 𝑒−(𝑘+𝐿+𝑘−)𝑡)          (5) 

 Las curvas dosis-respuesta son el resultado de graficar el output (𝑅𝐿

𝑅0
⁄ ) del mecanismo 

estudiado en función del input (𝐿), una vez que el sistema está en equilibrio. Puede verse esta 

curva graficada a modo de ejemplo para el mismo modelo (Figura 2 C). La curva proviene de la 

ecuación 6 donde se utilizó la ecuación 4 reemplazando los valores de A, B y C como antes. Cabe 

mencionar que cada curva temporal representa un único punto en la curva dosis-respuesta (el 

equilibrio), y que experimentalmente es necesario medir tantas curvas temporales como puntos 

de las curvas dosis-respuesta se deseen obtener. 

𝑅𝐸𝑄
𝐿

𝑅0
=

𝐿

𝐾𝐷+𝐿
            (6) 
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Figura 2 

A Modelo monovalente donde el receptor consta de un único sitio de ligadura. 𝑅0, 𝑅0, 𝑅𝐿 representan las 

concentraciones de receptor total, libre y ocupado respectivamente mientras que 𝐿, 𝑘+, 𝑘− la concentración de 

ligando y las tasas de pegado y despegado. 

B Curva temporal para el modelo monovalente. El tiempo t en el eje horizontal en escala lineal y, en el eje 

vertical, la concentración normalizada de receptor ocupado 𝑅𝐿 . Puede observarse que son curvas 

monótonamente crecientes al valor de equilibrio, el cual representa un punto en las curvas dosis-respuesta. 

C Curva dosis-respuesta para el modelo monovalente. El input, en el eje horizontal, es la concentración total 

de ligando 𝐿 en escala logarítmica y el output, en el eje vertical, la concentración normalizada de receptor 

ocupado 𝑅𝐿. A partir de estas curvas es que pueden definirse 𝐸𝐶90, 𝐸𝐶50, 𝐸𝐶10 como los valores donde el output 

alcanza el 90%, 50% y 10% de su máximo valor, respectivamente, además del rango dinámico, que se define 

como el intervalo de concentraciones de ligando que va desde el 𝐸𝐶10 al 𝐸𝐶90 y es donde un sistema es sensible 

ante cambios en el input, es decir, donde el output cambia considerablemente. Es importante notar que en 

este ejemplo 𝐾𝐷 = 𝐸𝐶50, lo que implica que la constante de disociación indica dónde está centrada la curva y 

es el parámetro de comparación, tanto las muy bajas concentraciones de ligando como las muy altas respecto 

de la misma quedan fuera del rango dinámico. Esto se debe a que, para bajas concentraciones, las variaciones 

en el input son despreciables para el sistema y, en el caso de altas concentraciones, a que la gran mayoría de 

los receptores se encuentran ocupados e imposibilitan el pegado de más partículas de ligando, incluso si se 

aumenta más la concentración. 
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 Una aclaración importante es que existe un grado de libertad en la elección de las 

unidades de las concentraciones y del tiempo. Es decir, dado un intervalo de concentraciones 

de ligando, por ejemplo [10−2, 102], puede pensarse que la unidad es 0.1𝜇𝑀 de modo que el 

intervalo sería [1𝑛𝑀, 10𝜇𝑀], donde la escala temporal queda determinada por los valores de las 

constantes de pegado y despegado. 

 Es importante notar que esta manera de graficar las curvas dosis-respuesta da información 

únicamente del equilibrio de la reacción entre el ligando y el receptor, perdiendo la dinámica de 

la misma. Se sabe también que existen casos donde el tiempo característico asociado al pegado 

de ligando al receptor es más lento incluso que los tiempos de la o las reacciones asociadas al 

segundo paso en la cascada de señalización5, y esto indica que es incorrecto estudiar las 

propiedades de las curvas dosis-respuesta únicamente en el equilibrio, ya que la información se 

propaga por la cascada antes de que la reacción entre el receptor y el ligando llegue al equilibrio. 

 Una herramienta muy útil para esto es la de graficar las curvas dosis-respuesta a tiempos 

anteriores al de equilibrio5. Esto se hace de manera análoga al equilibrio, se toman curvas 

temporales con diferentes dosis de ligando y cada una de estas curvas representará un punto en 

la curva dosis-respuesta, pero en vez de tomar el valor que alcanza el output en el equilibrio, se 

toma el valor al tiempo deseado, como ejemplifica la Figura 3 A y B. De esta manera, al igual 

que fueron definidos 𝐸𝐶90, 𝐸𝐶50, 𝐸𝐶10 y el rango dinámico en el equilibrio (Figura 2), podemos 

definirlos ahora como funciones dependientes del tiempo donde, por ejemplo, 𝐸𝐶50(𝑡) 

representará la concentración de ligando para la cual la respuesta es la mitad de la máxima 

alcanzada al tiempo 𝑡.  

Puede apreciarse la importancia de los estudios del pre-equilibrio en el gráfico de la Figura 

3 A, donde de la dinámica de las curvas dosis-respuesta se deduce que dos dosis muy altas de 

ligando, diferentes pero parecidas, pueden resultar en outputs indistinguibles en el equilibrio por 

encontrarse fuera del rango dinámico de la curva verde, pero dar respuestas bien separadas en el 

pre-equilibrio, donde corresponde una curva azul. Este hecho, sumado a que los pasos 

subsiguientes en la cascada de señalización pueden ser más rápidos que la reacción entre ligando 

y receptor, origina el mecanismo conocido como PRESS5 (pre-equilibrium sensing and signaling), 

que permite mover el rango dinámico en el espacio de concentraciones de ligando y así aumentarlo 

significativamente.  
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Otra forma de ilustrar las curvas dosis-respuesta a distintos tiempos es mediante un mapa 

de colores (Figura 3 C) donde se grafica proporción de sitios ocupados como una función de dos 

variables, el tiempo y la concentración de ligando. 

 

 

Figura 3 

A Curvas temporales para diferentes concentraciones de ligando, las líneas azules verticales indican los tiempos 

pre-equilibrio tomados para graficar las curvas dosis-respuesta mientras que los puntos verdes el valor de 

equilibrio. 

B Curvas dosis-respuesta a varios tiempos pre-equilibrio y en equilibrio. 

C Mapa de colores que muestra la proporción de sitios ocupados en escala de colores respecto del tiempo y de 

la concentración de ligando 
𝑅𝐿

𝑅0
(𝑡, 𝐿) como una superficie, ambos en escala logarítmica. 

 

1.3 Cooperatividad 

 Se dice que dos individuos (en principio independientes) cooperan cuando trabajan en 

conjunto para lograr un fin determinado. En biología, este concepto puede aplicarse a diferentes 

escalas, ya sea para peces en un cardumen como para moléculas de receptores en una célula. Más 

específicamente, en bioquímica el concepto de cooperatividad se refiere a reacciones de pegado 

y despegado, donde una reacción puede afectar o cooperar con otra.  

Puede verse un ejemplo de esto en los receptores, los cuales pueden contar con más de un 

sitio de ligadura. En este caso, los diferentes pares de sitios pueden ser dependientes, ya que el 
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pegado de ligando sobre uno de estos sitios podría cambiar la estructura del otro, alterando su 

afinidad. En la literatura6, esto es lo que se denomina cooperatividad y se clasifica como positiva 

en caso de que la ocupación del primer sitio aumente la afinidad del segundo, o negativa en caso 

contrario. Se dice además que un par de sitios son independientes si la ocupación de cualquiera 

de ellos no afecta la afinidad del otro. 

 Muchos ejemplos sobre la importancia de la cooperatividad en la naturaleza han sido 

descriptos. Un mecanismo bien conocido es el encargado de transportar oxígeno por la sangre7. 

Este mecanismo funciona a partir de la hemoglobina, una proteína que se encuentra en los 

glóbulos rojos y cuenta con cuatro sitios de ligadura afines a las moléculas de oxígeno. Estos 

sitios presentan cooperatividad positiva, de manera que el pegado de un oxígeno aumenta las 

probabilidades de pegados sucesivos favoreciendo la ocupación total de la hemoglobina solo en 

ambientes como los pulmones donde la concentración de oxígeno es alta. De esta manera la 

sangre es capaz de absorber mayor cantidad de oxígeno en los pulmones y, sobre todo, de liberar 

casi toda esa cantidad en el resto del cuerpo. Esto puede observarse en la Figura 4 8, que compara 

las curvas dosis-respuesta de la hemoglobina real con una curva ficticia donde no hay 

cooperatividad. 
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Figura 4 8: Porcentaje de ocupación de la hemoglobina (HbO2) en función de la concentración de oxígeno 

donde se marcan las concentraciones en los pulmones y en la periferia y el transporte neto de oxígeno que 

resultaría en cada caso, A sin cooperatividad y B con cooperatividad positiva. Se concluye no solo que se une 

más oxígeno en los pulmones sino que se libera más oxígeno en la periferia. 

 

 La cooperatividad se estudia en la literatura con modelos muy diferentes9,10,11,12,13. En este 

trabajo la modelaremos como un factor multiplicativo 𝜔 en la tasa de pegado de ligando sobre 

receptor (𝑘+). De esta manera, 𝜔 > 1 implicará cooperatividad positiva mientras que 𝜔 < 1, 

negativa. En la Figura 5, se ilustra un ejemplo de distintos estados de ocupación de un receptor 

con dos sitios de ligadura y sus tasas de pegado y despegado de acuerdo a la cooperatividad. 

 



17 
 

 

Figura 5: Cooperatividad positiva y negativa y sitios independientes para el caso de un receptor con dos sitios 

de ligadura.  
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 Los primeros trabajos en cooperatividad rescataban las propiedades de la cooperatividad 

positiva, dándole particular importancia al aumento que puede generar en la sensibilidad de un 

sistema entendiendo a esta como la capacidad de un sistema de distinguir entre dos inputs 

parecidos (lo que suele denominarse ultrasensibilidad en el contexto de la biología molecular). 

En el caso de los receptores, está dada por la diferencia que generan dos concentraciones parecidas 

de ligando en las concentraciones de receptor activo, la cual puede medirse con la pendiente de 

las curvas dosis-respuesta (a mayor pendiente, mayor será la capacidad del sistema de distinguir 

entre dos concentraciones diferentes de ligando). En el ejemplo de la hemoglobina, la 

cooperatividad positiva aumenta las probabilidades de que se peguen más moléculas de oxígeno 

una vez que ya se pegó una, aumentando también la sensibilidad y dando la ventaja en el 

transporte de oxígeno7. Sin embargo, aumentar la sensibilidad de un sistema implica también 

disminuir el rango dinámico del mismo, debido a que, en el caso de los receptores, estos saturarán 

a menores concentraciones de ligando mientras mayor sea la cooperatividad. Es en este punto 

donde entró la ventaja de la cooperatividad negativa y comenzaron los estudios sobre la 

misma10,12,14,15, la cual es capaz de aumentar el rango dinámico de un sistema, a expensas de 

disminuir su sensibilidad. Esto puede entenderse fácilmente si se piensa que cooperatividad 

negativa implica que el pegado de una molécula de ligando a un sitio de ligadura de un receptor 

baja las probabilidades de un próximo pegado, haciendo que sea necesario aumentar más la 

concentración de ligando para que este próximo pegado ocurra, aumentando así el rango 

dinámico. 

 En un trabajo reciente sobre cooperatividad negativa12 se descubrió incluso que una 

cooperatividad negativa suficientemente fuerte puede generar ultrasensibilidad en un receptor 

con dos sitios de ligadura donde ambos son muy afines al ligando (Figura 6 12). Esto ocurre 

debido a que si se aumenta la concentración de ligando, se ocuparán todos los receptores con una 

única molécula de ligando antes de que existan estados de ocupación total, debido a la fuerte 

cooperatividad negativa. Esto deja una situación en la cual cada nueva molécula de ligando que 

se agregue se pegará a un receptor semi-ocupado, ocupándolo completamente y activándolo (se 

consideró que el receptor se activa cuando se encuentra completamente ocupado). Es decir, que 

existirá un intervalo de concentraciones de ligando para las cuales el sistema tendrá una relación 

uno a uno entre las moléculas de ligando y los receptores activados, lo que implica la 

ultrasensibilidad. 
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Figura 6: Ultrasensibilidad en un sistema con receptores de dos sitios de ligadura con fuerte cooperatividad 

negativa y afines al ligando, donde el receptor se activa sólo cuando está plenamente ocupado (receptor gris). 

Puede observarse que a bajas concentraciones de ligando se encuentran todos los receptores desocupados. A 

concentraciones medias se encuentran todos en un estado intermedio y ninguno plenamente ocupado debido a 

la fuerte cooperatividad negativa y que cada nueva molécula de ligando agregada se pegará a un receptor 

ocupándolo plenamente. Este fenómeno le da al sistema la ultrasensibilidad. Figura adaptada12. 

 

1.4 EC 50 y Coeficiente de H ill 

 Dos índices importantes en la caracterización de las curvas dosis-respuesta son el 𝐸𝐶50, 

definido como la concentración de ligando para la cual el sistema alcanza la mitad de la máxima 

respuesta en el equilibrio y el coeficiente de Hill (𝑛𝐻), definido por la ecuación 7. El primero 

indica aproximadamente dónde se encuentra centrado el rango dinámico del sistema, en el espacio 

de las concentraciones de ligando, mientras que el segundo indica su amplitud, asociándolos con 

el valor medio (𝐸𝐶50) y la dispersión de las posibles respuestas (𝑛𝐻)11,16,17. Puede verse que si 

𝐸𝐶90 e 𝐸𝐶10 se acercan, 𝑛𝐻  aumentará, mientras que si se alejan disminuirá. El log (81) del 

numerador es simplemente una constante de normalización que proviene del caso de receptor 

monovalente, de manera que 𝑛𝐻 < 1 indicará que el sistema estudiado tiene un rango dinámico 

más amplio que el monovalente y lo contrario si 𝑛𝐻 > 1. 

𝑛𝐻 =
log (81)

log (
𝐸𝐶90

𝐸𝐶10
⁄ )

           (7) 
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 Existen diferentes maneras de definir el coeficiente de Hill además de la que da la ecuación 

7 18. Se tomó esta definición debido a que se trabajó con receptores de 2 sitios únicamente, de 

manera que esta definición del coeficiente de Hill está unívocamente relacionada con la 

sensibilidad global del sistema y ésta a su vez con la cooperatividad. La sensibilidad es la 

capacidad de un sistema de discriminar entre dos dosis, es decir, la pendiente de la curva dosis-

respuesta (a mayor pendiente, mayor es la diferencia en la respuesta del sistema frente a dosis 

parecidas). El coeficiente de Hill tomado da una idea de la sensibilidad de un sistema en todo el 

rango dinámico. Cooperatividades positivas dan curvas dosis-respuesta más sensibles, 

disminuyendo el rango dinámico y aumentando el coeficiente de Hill. Lo contrario pasa a la 

inversa, para cooperatividades negativas el rango dinámico aumenta a costa de disminuir la 

sensibilidad y el coeficiente de Hill. Esto puede observarse de manera esquemática en el gráfico 

de curvas dosis-respuesta de la Figura 7.  

Existen discusiones en la literatura11,16,17 sobre la cooperatividad en sistemas con 

receptores más complejos, con mayor número de sitios donde la cooperatividad y el coeficiente 

de Hill serán más difíciles de definir. En estos casos, se recurre, por ejemplo, al logaritmo de la 

pendiente de las curvas dosis respuesta que depende, en general, de la concentración de ligando, 

dando una idea de la sensibilidad local del sistema11,6. 

 

 

Figura 7: Curvas dosis-respuesta. Proporción de sitios ocupados (𝜃) en función de la concentración de 

ligando (𝐿) para cooperatividad positiva, negativa y sitios independientes. Se observa que la cooperatividad 

negativa es menos sensible y aumenta el rango dinámico, a diferencia de la positiva donde el rango dinámico 

disminuye pero aumenta la sensibilidad. Figura adaptada 9. 
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 Otro atributo del coeficiente de Hill es que da una idea de la cantidad de sitios que tiene 

un receptor. En un principio, Hill propuso un modelo para explicar la cooperatividad donde 

supuso que todos los sitios de un receptor se ocupan simultáneamente7. A partir de esta 

suposición llegó a la ecuación de Hill (ecuación 8) que daría las curvas dosis-respuesta para 

receptores con n cantidad de sitios (donde llamó coeficiente de Hill a 𝑛). Sin embargo, la 

suposición de que los sitios se ocupan simultáneamente es muy fuerte ya que no tiene en cuenta 

los estados de ocupación intermedia, los cuales disminuyen la sensibilidad del sistema y el 

coeficiente de Hill, haciendo que éste resulte siempre menor a la cantidad de sitios del receptor. 

Es por esto que se trabajó con la ecuación 7 en lugar de la 8. 

𝜃 =
𝐿𝑛

𝐾𝐷+𝐿𝑛
            (8) 

 Una observación importante es que al igual que se definieron 𝐸𝐶90(𝑡), 𝐸𝐶50(𝑡), 𝐸𝐶10(𝑡) 

para tiempos en el pre-equilibrio, puede definirse 𝑛𝐻(𝑡) mediante la misma ecuación 7, tomando 

simplemente los valores de 𝐸𝐶90(𝑡) e 𝐸𝐶10(𝑡) para obtener la curva temporal del coeficiente de 

Hill, que dará información acerca de la evolución de la sensibilidad del sistema (Figura 8). 

 

 

Figura 8 

A Curvas dosis-respuesta en equilibrio y pre-equilibrio. Cada curva tiene su propia sensibilidad y rango 

dinámico y representa un punto en la evolución temporal del coeficiente de Hill. 

B Coeficiente de Hill en función del tiempo. Puede observarse en este ejemplo que el sistema es más sensible 

en el pre-equilibrio que en el equilibrio.  
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2. Objetivo  

2.1 Problema a resolver 

 Existe un problema planteado en la literatura19,9,22 que consiste en que una red de 

señalización que presente sitios equivalentes en afinidad con cooperatividad negativa es 

indistinguible en equilibrio de una que tenga sitios diferentes en afinidad pero independientes 

entre sí. 

 El objetivo de este trabajo es diseñar un protocolo que permita, dada una red de 

señalización desconocida, discernir si presenta cooperatividad negativa o si los sitios de ligadura 

son diferentes. 

 

2.2 Antecedentes 

 Este trabajo se basa en uno anterior9 donde se aborda el mismo problema armando dos 

modelos, uno con cooperatividad negativa y sitios idénticos (NC por negative cooperativity) y 

otro con sitios independientes y diferentes (IB por independent binding). El trabajo mencionado9 

estudia la dinámica de ambos modelos y observa que existe una diferencia en las curvas 

temporales (Figura 9 9). Finalmente propone un protocolo de distinción basado en ajustar estas 

curvas con cada modelo para ver cuál ajusta mejor. Esta tesis toma los mismos modelos para 

desarrollar el protocolo propuesto, entre otros, y probar su funcionamiento, aprovechando los 

antecedentes de los directores de esta tesis en el estudio de los sistemas de señalización en pre-

equilibrio5. 
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Figura 9: Diferencia en la dinámica de ambos modelos para varias concentraciones iniciales de ligando [𝐿]0. A 

la izquierda se observan las curvas para ambos modelos, mientras que a la izquierda la diferencia entre las 

curvas para cada concentración de ligando (∆𝜃 ≡ 𝜃𝐍𝐂 − 𝜃𝐈𝐁). Figura adaptada9.  
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3. M odelado  

A fin de estudiar el problema de la indistinguibilidad planteado en el objetivo, tomamos 

los mismos modelos que el trabajo antecesor9, elegidos por ser los más simples que pueden 

presentar cooperatividad al tener dos sitios de ligadura. Ambos modelos se esquematizan en la 

Figura 10. 

 

Figura 10: Modelos tomados del trabajo antecesor9 para estudiar la indistinguibilidad entre cooperatividad 

negativa (NC) y sitios independientes (IB). 𝑅00 representa el receptor vacío, 𝑅𝐿𝐿 con ambos sitios ocupados y 

𝑅𝐿0 y 𝑅0𝐿 los dos estados intermedios con un solo sitio ocupado. 𝑘 representa la tasa de pegado y 𝑙 la de 

despegado. En NC estas tasas son iguales para ambos sitios, pero las tasas de pegado difieren por un factor 𝜔 

entre el primer pegado y el segundo de manera de modelar la cooperatividad. En IB estas tasas son diferentes 

para ambos sitios, pero no varían entre el primer y el segundo pegado, de manera que los sitios sean 

independientes uno del otro. 

A partir de la ley de acción de masas y usando que la cantidad total de receptor 𝑅0 es 

invariante (no se sintetizan ni degradan los receptores dentro de las escalas temporales 

consideradas) podemos expresar los modelos como dos sistemas de ecuaciones diferenciales 

(ecuaciones 9 para IB y 10 para NC). 

𝑑

𝑑𝑡
 (

𝑅10

𝑅01

𝑅11 

) = (

−(𝑙10 + 𝑘10𝐿 + 𝑘01𝐿) −𝑘10𝐿 𝑙01 − 𝑘10𝐿
−𝑘01𝐿 −(𝑙10 + 𝑘10𝐿 + 𝑘01𝐿) 𝑙10 − 𝑘01𝐿
𝑘01𝐿 𝑘10𝐿 −(𝑙10 + 𝑙01)

) (
𝑅10

𝑅01

𝑅11 

) + 𝑅0 (
𝑘10𝐿
𝑘01𝐿

0

) (9) 

𝑑

𝑑𝑡
 (

𝑅10

𝑅01

𝑅11 

) = (

−(𝑙 + 𝑘𝐿 + 𝜔𝑘𝐿) −𝑘𝐿 𝑙 − 𝑘𝐿
−𝑘𝐿 −(𝑙 + 𝑘𝐿 + 𝜔𝑘𝐿) 𝑙 − 𝑘𝐿
𝜔𝑘𝐿 𝜔𝑘𝐿 −2𝑙)

) (
𝑅10

𝑅01

𝑅11 

) + 𝑅0 (
𝑘𝐿
𝑘𝐿
0

)    (10) 
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Puede verse que ambos modelos son sistemas lineales de 3 variables cada uno (las 

concentraciones correspondientes a los dos estados semi-ocupados del receptor y la del estado 

ocupado), y que mientras que NC cuenta con 3 parámetros ( 𝜔, 𝑘, 𝑙 ), IB cuenta con 4 

(𝑘10, 𝑙10, 𝑘01, 𝑙01). Es importante aclarar que se trabajó sin depleción de ligando, es decir, bajo la 

hipótesis de que la concentración de ligando se mantiene constante. Esta hipótesis se cumple 

siempre y cuando el número de partículas de ligando sea mucho mayor que el número de 

partículas de receptor (𝐿 ≫ 𝑅0), de modo que por más que se ocupen todos los receptores la 

diferencia entre el número de partículas de ligando libre antes y después sea despreciable. 

También puede cumplirse si existe un buffer químico que la mantiene constante (algún 

mecanismo químico que libere tantas partículas de ligando al medio como las que se vayan 

uniendo a los receptores). Es por este motivo que no hay una cuarta ecuación para la tasa de 

variación de ligando, como sí existe en el trabajo antecesor9.  
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4. Indistinguibilidad en equilibrio 

A fin de lograr una comprensión más amplia del problema de la indistinguibilidad, se 

buscó antes que nada resolver analíticamente las ecuaciones 9 y 10 en el equilibrio, es decir, 

donde las derivadas temporales son nulas, con el objetivo de obtener las expresiones de las curvas 

dosis-respuesta para ambos modelos y así estudiar bajo qué condiciones se da la indistinguibilidad 

en el equilibrio. Es importante observar que tanto en IB como NC, el estado estacionario y el 

equilibrio termodinámico son equivalentes ya que se trata de sistemas cerrados. 

4.1 Subespacio de indistinguibilidad 

Anulando el término de la derivada temporal en las ecuaciones 9 y 10, se obtuvieron 

analíticamente las ecuaciones 11 y 12 para IB y NC respectivamente, definiendo las constantes 

de disociación 𝐾10 ∶=  
𝑙10

𝑘10
 ,  𝐾01 ∶=  

𝑙01

𝑘01
 , 𝐾 ∶=  

𝑙

𝑘
 y la proporción de sitios ocupados 𝜃𝐸𝑄

∶=
(𝑅10+𝑅01+2𝑅11)

2𝑅0
 . 

𝜃𝐸𝑄 =
𝐿(𝐾01+𝐾10+2𝐿)

𝐾10𝐾01+(𝐾10+𝐾01)𝐿 +𝐿2
=

𝐿

𝐾10+𝐿
+

𝐿

𝐾01+𝐿
       (11) 

𝜃𝐸𝑄 =
2(𝐿𝐾+𝜔𝐿2)

𝐾2+2𝐾𝐿+𝜔𝐿2
           (12) 

 Puede observarse que las expresiones son las mismas que las obtenidas a partir de 

argumentos termodinámicos en el trabajo precedente9. Además, para el modelo de IB se obtuvo 

que el total es la suma de la contribución de cada sitio, cada uno con su constante de disociación, 

lo que es coherente con que se trata de sitios independientes. Para el modelo de NC se obtuvieron 

términos cuadráticos en la concentración de ligando, lo que se esperaba también para un sistema 

de dos sitios con cooperatividad. 

 Solo basta con igualar las expresiones 11 y 12 para obtener las condiciones de 

indistinguibilidad de los modelos. Las mismas se expresan en las ecuaciones 13 y 14 e indican 

qué relación entre los parámetros de cada modelo debe cumplirse para que ambos resulten en la 

misma curva dosis-respuesta. Éstas son las condiciones de indistinguibilidad ya que si se mide 

experimentalmente la curva dosis-respuesta no habrá manera de concluir si se trata de NC y no 

de IB o viceversa. Las mismas, originan un subespacio dentro del espacio de parámetros donde 
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el problema de indistinguibilidad existe, éste fue graficado despejando las ecuaciones y puede 

observarse en la Figura 11. 

𝐾2

𝜔
= K10𝐾01            (13) 

𝐾

𝜔
=

K10+𝐾01

2
             (14) 

 

Figura 11: Subespacio de indistinguibilidad (en equilibrio) de los modelos IB y NC. Puede observarse que es 

simétrico respecto al intercambio de los ejes horizontales 𝐾10 y 𝐾01 lo que proviene de la simetría del receptor 

frente al intercambio de los diferentes sitios. 𝜔 aparece en la escala de colores y observamos también que el 

subespacio abarca solo los 𝜔 entre 0 y 1, con lo cual se recupera el problema expuesto en la literatura, que 

abarca solo cooperatividades negativas. Es importante además notar que cada punto del gráfico representa a 

su vez un subespacio de parámetros, que incluye a 𝜔, 𝑘, 𝑙,𝑘10, 𝑙10, 𝑘01, 𝑙01 mientras que el gráfico se confeccionó 

en el espacio de 𝜔, 𝐾,𝐾10, 𝐾01, que son los parámetros que definen únicamente el equilibrio de cada sistema. Se 

marcó además con una línea negra la función identidad 𝐾 = 𝐾10 = 𝐾01, la cual pertenece al subespacio con 

𝜔 = 1. El punto p marcado es parte de la misma y puede observarse, moviéndose hacia el punto q, que 

mientras más difieran las constantes de disociación de IB, más cercano a 0 deberá ser 𝜔, siendo 1 si las 

constantes son iguales y tendiendo a 0 si la diferencia diverge. 
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 Es importante notar que un modelo NC con 𝜔 = 1 (sin cooperatividad) es indistinguible 

en el equilibrio de un modelo IB, con todas las constantes de disociación de ambos modelos 

iguales. Esta solución debía pertenecer al subespacio de indistinguibilidad ya que implica que 

todos los parámetros que controlan el equilibrio del sistema (las constantes de disociación) son 

iguales y por ende indistinguibles. El subespacio restringido a 𝜔 = 1 es de hecho un punto de 

quiebre del sistema, para 𝜔 > 1 no existen soluciones de las ecuaciones 12 y 13 y por ende 

tampoco indistinguibilidad. Esto es coherente con el problema planteado en la literatura, que 

abarca solo cooperatividades negativas. Con 𝜔 = 1 existe una recta de soluciones, en el espacio 

de (𝐾,𝐾10, 𝐾01), donde todas las constantes de disociación son iguales entre sí. Para un 𝜔 < 1 

fijo, aparecen dos rectas de soluciones, simétricas ante el intercambio de sitios en IB. Es decir, 

dado un 𝜔0 < 1  y un 𝐾0 , existen dos pares (𝐾10, 𝐾01)  y (𝐾10
′ , 𝐾01

′ )  que son solución de las 

condiciones de indistinguibilidad, donde 𝐾10 = 𝐾01
′  y 𝐾01 = 𝐾10

′ . Esta simetría proviene del hecho 

de que tanto IB como NC llevan una simetría intrínseca frente al intercambio de los sitios del 

receptor, esta simetría aparece también en las condiciones de indistinguibilidad. Finalmente, 

para 𝜔 → 0 las rectas se acercan a los ejes (𝐾10, 𝐾01), lo que implica que 𝐾10 ≫ 𝐾01 o bien 𝐾10 ≪

𝐾01. 

4.2 Interpretación 

 A fin de interpretar el significado de las condiciones de indistinguibilidad, se graficó 

numéricamente la ecuación 12 correspondiente a las curvas dosis-respuesta de NC, haciendo un 

barrido espaciado logarítmicamente en el parámetro 𝜔 , centrado en 𝜔 = 1. Puede verse el 

resultado en la Figura 12 A, donde se observa que las curvas son más sensibles para 

cooperatividades positivas que para negativas como se esperaba, además de que presentan rangos 

dinámicos más amplios en el caso de cooperatividades negativas. Esto es coherente con la curva 

obtenida para el coeficiente de Hill respecto de 𝜔 (Figura 12 B), que es monótonamente creciente, 

pasando por el punto 𝑛𝐻(𝜔 = 1) = 1 lo que implica que sin cooperatividad el modelo tiene la 

misma sensibilidad que el caso monovalente. Puede observarse además que 𝑛𝐻(𝜔 → ∞) = 2 y 

esto es coherente con el origen del coeficiente de Hill, que fue definido para medir la cantidad de 

sitios del receptor suponiendo que todos se ocupan simultáneamente (ver 1.4 EC 50 y 

Coeficiente de H ill). Esta suposición es equivalente a que la cooperatividad diverja y en este 

caso el coeficiente de Hill indica correctamente que el receptor cuenta con 2 sitios. 
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Figura 12 

A Curvas dosis-respuesta de NC. Cada curva corresponde a un valor de 𝜔 en la escala de colores. El barrido 

está centrado en 𝜔 = 1 y abarca cooperatividades negativas y positivas. Puede observarse que para las 

negativas aparece una región intermedia donde se atenúa la pendiente de la curva, y que la atenuación es 

mayor y de rango más amplio a medida que 𝜔 se hace más cercano a 0. 

B Coeficiente de Hill en función de 𝜔. Cada punto representa una de las curvas en A, las cuales no son 

propiamente curvas de Hill (ecuación 8) pero donde el coeficiente se calculó a partir de la ecuación 7 que da 

una idea de la sensibilidad global del sistema12. Puede observarse que la curva es monótonamente creciente 

con la cooperatividad, esto se condice con que a mayor cooperatividad, menor será el rango dinámico del 

sistema y mayor la sensibilidad. Además, 𝑛𝐻(𝜔 = 1) = 1 lo cual es coherente ya que el coeficiente de Hill está 

normalizado al modelo monovalente que no presenta cooperatividad. 

 

 A partir del gráfico de la Figura 12 A, se tomó una de las curvas con 𝜔 < 1 de NC, y 

conociendo 𝐾 se despejaron 𝐾10 y 𝐾01 de las condiciones de indistinguibilidad (ecuaciones 13 y 

14), es decir, las constantes de disociación de un modelo IB indistinguible por presentar la misma 

curva dosis-respuesta en equilibrio. Estos valores se graficaron junto a la curva dosis-respuesta 

en la Figura 13, donde se explica la forma de la misma a partir de cualquiera de los modelos y 

la raíz del problema de indistinguibilidad. Comparando las Figura 12 y Figura 13, puede 

concluirse también que como la región de transición con baja sensibilidad desaparece para 𝜔 ≥ 1 

resultando en que 𝑛𝐻 ≥ 1, se hace imposible reproducir una curva a partir de IB indistinguible 

de una de NC con cooperatividad positiva, debido a que, al tratarse de sitios independientes, el 

máximo coeficiente de Hill es 1, como el del modelo monovalente simple (ver Introducción). 
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 Otra propiedad de las condiciones de indistinguibilidad es que así como permiten 

relacionar un modelo de NC con parámetros de equilibrio 𝐾  y 𝜔  a un modelo de IB con 

parámetros 𝐾10 y 𝐾01, posibilitan en particular asignar una cooperatividad efectiva a cualquier 

modelo de IB, que corresponderá a el valor de 𝜔 del sistema indistinguible, siempre menor a 1. 

De esta manera, en lo que continúa de este trabajo se hará mención a la cooperatividad de 

cualquiera de ambos modelos, donde para el caso de IB debe entenderse la cooperatividad 

efectiva.  
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Figura 13: Curva dosis-respuesta en equilibrio, tanto del modelo IB como del NC. Se marcan además los valores 

de las constantes de disociación de ambos modelos (𝐾 = 1, 𝜔 = 10−4 y 𝐾10 y 𝐾01 despejados a partir de las 

condiciones de indistinguibilidad) y el 𝐸𝐶50. Es importante notar que mientras 𝐾10 y 𝐾01 dan la afinidad de 

dos sitios diferentes e independientes (donde el sitio 10 es más afín al ligando que el 01), 𝐾 y 
𝐾

𝜔
  corresponden 

a la afinidad del primer y segundo pegado de ligando, independientemente del sitio de ligadura (recordar que 

ambos sitios son iguales en NC). Pueden observarse dos regiones de sensibilidad I y II bien distinguidas en la 

curva, separadas por el 𝐸𝐶50 que está centrado donde la sensibilidad es mínima. Nótese también que 𝐾10 y 𝐾 

percetenecen a I mientras que 𝐾01 y 
𝐾

𝜔
 a II, y estos valores se ubican donde la curva es sensible. Esto es la raíz 

del problema, ya que puede explicarse la sensibilidad de ambas regiones a partir de cualquiera de los modelos. 

En el caso de IB, la región I corresponde al pegado de ligando sobre el sitio más afín (el de 𝐾10), mientras que 

la región II, donde el sitio 10 ya está saturado, con el pegado sobre el sitio menos afín, que responde sólo a 

mayores concentraciones (el de 𝐾01). En el caso de NC, la región I corresponde al pegado del primer ligando 

sobre cualquiera de los sitios iguales en afinidad, donde una vez que un receptor se encuentra semi-ocupado, 

no se pega el segundo ligando debido a la cooperatividad negativa, esto sólo ocurre en la región II, con 

concentraciones más altas de ligando, necesarias para oponerse a la cooperatividad negativa. Para ambos 

modelos es coherente también que el 𝐸𝐶50 se encuentre centrado entre ambas regiones. En el caso de IB, marca 

la concentración donde el sitio más afín se encuentra saturado pero el menos afín está libre, lo que debe 

corresponderse a la mitad de la máxima ocupación. En el caso de NC, marca la concentración donde todos los 

receptores se encuentran semi-ocupados y no hay ocupaciones completas debido a la cooperatividad, lo que 

también se corresponde con la mitad de la máxima ocupación.  
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5. Análisis en pre-equilibrio 

Con el objetivo de desarrollar protocolos que tomen datos de un sistema con dos sitios de 

ligadura y permitan hacer la distinción entre el modelo microscópico subyacente, IB ó NC, se 

estudiaron numéricamente los modelos en el pre-equilibrio en busca de diferencias cualitativas o 

cuantitativas, a fin de encontrar indicadores medibles de distinción. Para esto se programó un 

código en Matlab23 que resuelve ambos sistemas lineales (ver 11.1 Código de resolución 

de IB y NC) diagonalizando la matriz y hallando sus autovectores y autovalores. Reescribiendo 

estos sistemas (ecuaciones 9 y 10) y dividiendo a ambos lados de las dos expresiones por 𝑅0 

obtenemos las ecuaciones 15 y 16, donde se re-definieron las variables del problema 𝑅01, 𝑅10, 𝑅11 

como las proporciones de concentración de cada estado respecto de la concentración total 

considerada invariante. Esto adimensionaliza las variables que ahora serán escalares entre 0 y 1 

(ningún estado de ocupación puede superar la concentración total de receptor) sin pérdida de 

generalidad. 

𝑑

𝑑𝑡
 (

𝑅10

𝑅01

𝑅11 

) = (

−(𝑙10 + 𝑘10𝐿 + 𝑘01𝐿) −𝑘10𝐿 𝑙01 − 𝑘10𝐿
−𝑘01𝐿 −(𝑙10 + 𝑘10𝐿 + 𝑘01𝐿) 𝑙10 − 𝑘01𝐿
𝑘01𝐿 𝑘10𝐿 −(𝑙10 + 𝑙01)

) (
𝑅10

𝑅01

𝑅11 

) + (
𝑘10𝐿
𝑘01𝐿

0

)  (15) 

𝑑

𝑑𝑡
 (

𝑅10

𝑅01

𝑅11 

) = (

−(𝑙 + 𝑘𝐿 + 𝜔𝑘𝐿) −𝑘𝐿 𝑙 − 𝑘𝐿
−𝑘𝐿 −(𝑙 + 𝑘𝐿 + 𝜔𝑘𝐿) 𝑙 − 𝑘𝐿
𝜔𝑘𝐿 𝜔𝑘𝐿 −2𝑙)

) (
𝑅10

𝑅01

𝑅11 

) + (
𝑘𝐿
𝑘𝐿
0

)    (16) 

  De las ecuaciones 15 y 16, puede verse que para correr el programa se necesitan elegir los 

parámetros 𝜔, 𝑘, 𝑙 ,𝑘10, 𝑙10, 𝑘01, 𝑙01  y las condiciones iniciales 𝑅01(𝑡 = 0), 𝑅10(𝑡 = 0), 𝑅11(𝑡 = 0) , 

las cuales se tomaron todas nulas. De esta manera, se estudió el llenado de los receptores que a 

𝑡 = 0 se encuentran libres de ligando y a medida que transcurre el tiempo éste se va uniendo a 

los receptores hasta alcanzar un equilibrio. Las curvas de evolución temporal y el equilibrio 

alcanzado dependerán de la concentración de ligando 𝐿, de modo que se hizo un barrido espaciado 

logarítmicamente a fin de obtener una curva temporal para cada concentración de ligando y así 

las curvas dosis-respuesta en escala logarítmica. 
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5.1 Algoritmo de resolución del sistema 

 Se programó un código en Matlab para resolver los sistemas de ecuaciones 15 y 16 (ver 

11.1 Código de resolución de IB y NC). El mismo toma un set de parámetros prefijado 

y, al tratarse de dos sistemas lineales, los resuelve diagonalizando cada matriz a fin de hallar los 

autovalores y autovectores que darán la evolución temporal del sistema (es decir, las curvas 

𝑅01(𝑡), 𝑅10(𝑡), 𝑅11(𝑡)). Como se desea obtener las curvas dosis-respuesta, el programa repite el 

procedimiento para varias concentraciones diferentes de ligando, haciendo un barrido espaciado 

logarítmicamente de manera de abarcar el rango dinámico de los sistemas, esto se verifica a 

posteriori una vez resuelto cada sistema. Luego de obtenidas las curvas dosis-respuesta (en 

equilibrio y a distintos tiempos pre-equilibrio), el programa utiliza el método de bisección24 para 

hallar los valores de 𝐸𝐶10(𝑡), 𝐸𝐶50(𝑡), 𝐸𝐶90(𝑡) y calcular a partir de éstos y de la ecuación 7 la 

curva 𝑛𝐻(𝑡). En la Figura 14 se exponen algunos de los ejemplos de gráficos que pueden obtenerse 

a partir de este programa, a partir de los cuales se fueron estudiando las propiedades de ambos 

modelos en busca de índices de distinción en pre-equilibrio. Es importante notar que en la figura 

se muestran ejemplos de las posibilidades del programa, pero que todos los gráficos se obtienen 

de la resolución de ambos sistemas con una sola elección particular de los parámetros, de manera 

que las diferencias observadas entre ambos modelos pueden no ser generales y observarse solo en 

la configuración elegida en este caso. Para encontrar diferencias generales, es necesario hacer un 

estudio estadístico que abarque un amplio espectro del subespacio de indistinguibilidad (ver 4.1 

Subespacio de indistinguibilidad). El set elegido en este caso fue 𝜔 = 0,0017 , 𝑘 =

𝑘10 = 𝑘01 = 𝑙10 = 1  y tanto 𝑙 como 𝑙01 fueron despejados de las condiciones de indistinguibilidad 

(ecuaciones 13 y 14) para hacer el estudio dentro del subespacio de parámetros donde existe el 

problema. Los intervalos tomados para el tiempo y la concentración de ligando fueron elegidos 

con un espaciado logarítmico entre [10−6, 104] y [10−3, 107] respectivamente. 
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Figura 14: Ejemplos de gráficos obtenidos mediante el algoritmo de resolución de los sistemas IB como NC. 

A Concentración de receptor doblemente ocupado en función del tiempo, cada curva representa la evolución 

temporal del sistema con una concentración diferente de ligando, con ambos ejes en escala logarítmica. Se 

verifica la indistinguibilidad en el equilibrio. 

B Curvas dosis-respuesta en equilibrio (líneas continuas) y en el pre-equilibrio (líneas punteadas), donde se 

tomó como respuesta sólo a la concentración de receptor doblemente ocupado. A partir de estas curvas se 

obtuvieron numéricamente 𝐸𝐶90(𝑡), 𝐸𝐶50(𝑡), 𝐸𝐶10(𝑡) utilizando el método de bisección. Puede observarse que 

debido a que las curvas de NC más hacia la derecha del gráfico no alcanzaron el máximo con las concentraciones 

de ligando utilizadas, no puede definirse el 𝐸𝐶50 correspondiente a esos tiempos. Es por esto que en C la curva 

de NC no se muestra para los tiempos más cortos y lo mismo ocurre con el 𝐸𝐶10 e 𝐸𝐶90 que hace que la curva 

de NC no alcance los tiempos más cortos en D. Se verifica la indistinguibilidad en el equilibrio. 

C Evolución temporal de 𝐸𝐶50. Puede verse que las curvas dosis-respuesta se desplazan en el tiempo hacia 

valores de menor concentración de ligando hasta llegar al valor de equilibrio. Se verifica que para el set 

particular de parámetros utilizado, el centro de la curva de NC comienza en valores superiores de concentración 

de ligando con respecto a IB, y tarda más tiempo en llegar al valor de equilibrio. 

D Evolución temporal del coeficiente de Hill. Puede observarse que ambas curvas son decrecientes lo que 

implica que el rango dinámico de ambos sistemas aumenta con el tiempo, disminuyendo la sensibilidad. 

Además, que la caída es más amplia en el caso de IB para este set particular de parámetros. Se verifica la 

indistinguibilidad en el equilibrio. 
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5.2 Barridos de parámetros 

Cada set de parámetros distinto representa un sistema diferente, y como se busca 

encontrar indicadores de distinción generales que funcionen para cualquier set que pueda 

presentar un problema (que haya indistinguibilidad en el equilibrio), se trabajó con barridos en 

un espacio amplio de todos los parámetros, resolviendo el sistema para cada set diferente. Todos 

los barridos de los cuales se obtuvieron los sets fueron hechos también con un código programado 

en Matlab (ver 11.2 Código para obtener los sets de parámetros ) que es la aplicación 

del método de Latin Hypercube Sampling (LHS)20, el cual consiste en dividir al espacio de 

parámetros en una grilla equiespaciada y luego tomar puntos de cada celda de la grilla de manera 

aleatoria pero sin repetir filas ni columnas del grillado. Esto permite que dos sets elegidos no 

contengan siquiera un par de números del mismo parámetro demasiado parecidos entre sí, además 

de reducir el costo computacional de elegir todos los puntos del grillado. 

Cabe mencionar que si bien son 7 los parámetros (𝜔, 𝑘, 𝑙,𝑘10, 𝑙10, 𝑘01, 𝑙01), el problema 

estudiado se presenta sólo en un subespacio incluido en el espacio de los 7 parámetros (el 

subespacio dado por las condiciones de indistinguibilidad de las ecuaciones 13 y 14). De manera 

que el set debe elegirse dentro de este subespacio ya que ahí es donde existe el problema de 

indistinguibilidad. Teniendo esto en cuenta, no es posible elegir los 7 parámetros libremente sino 

que dados 5 cualesquiera deben despejarse los otros 2 utilizando las condiciones de 

indistinguibilidad. Existen muchas maneras arbitrarias de hacerlo, de las cuales se optó por elegir 

siempre los valores de 𝜔, 𝑘, 𝑙, 𝑙10, 𝑙01 y despejar 𝑘10, 𝑘01. Esta elección cuenta con la ventaja de 

tener un control sobre el rango de 𝜔 en el que se desea trabajar, ya que si éste fuera uno de los 

parámetros despejados, el intervalo de valores no podría elegirse directamente sino que 

dependería del intervalo del resto de los parámetros y de las condiciones de indistinguibilidad. 

Esta elección se hizo porque ya se había identificado a 𝜔 como uno de los parámetros más 

importantes del problema, que controla cuán parecidos o diferentes serán ambos modelos (ver 

4.Indistinguibilidad en equilibrio ). Además, el grillado utilizado para el método de LHS 

no fue equiespaciado sino logarítmico, con el fin de abarcar un rango de varios órdenes de 

magnitud diferentes en el subespacio de indistinguibilidad. 
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5.3 Barrido inicial 

 Se realizó un primer barrido de 100 sets de parámetros a partir del método LHS como se 

describió en 5.2 Barridos de parámetros . Los histogramas para cada uno de los parámetros 

pueden verse en la Figura 15 mientras que los sets se graficaron en escala logarítmica junto al 

subespacio de indistinguibilidad en la Figura 16. 

 

Figura 15: Histogramas para cada uno de los 7 parámetros del problema. Puede observarse que mientras que 

𝜔, 𝑘, 𝑙,𝑙10, 𝑙01 fueron elegidos de manera aleatoria y logarítmicamente uniforme, 𝑘10 y 𝑘01 fueron despejados a 

partir de las condiciones de indistinguibilidad, de manera que no están distribuidos uniformemente. 

 

Figura 16: 100 sets de parámetros elegidos en el barrido inicial, todos se encuentran incluídos en el subespacio 

de indistinguibilidad graficado en escala logarítmica. 
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 Una vez resueltos los sistemas para todos los sets diferentes, se obtuvo, entre muchos 

otros, el gráfico que muestra la Figura 17, donde se observó la primera diferencia general entre 

ambos modelos. Ésta se encuentra en el coeficiente de Hill a tiempos muy cortos respecto del 

tiempo de equilibrio. Se descubrió que para NC existe una función continua respecto de 𝜔 que 

no depende del resto de los parámetros (a 𝑡1 las curvas se ordenan por color) mientras que para 

IB el coeficiente de Hill a tiempos cortos no forma ninguna curva. Es a partir de esta diferencia 

que se diseñó el Protocolo Hill, detallado más adelante (ver 6.2 Protocolo H ill), cuya 

finalidad es la distinción entre los modelos mediante un procedimiento que compare la curva 

medida con las dos distribuciones de curvas diferentes. Es por esto que primero se hizo un nuevo 

barrido más exhaustivo para caracterizar con más detalle ambas distribuciones. 

 

 

Figura 17: Coeficiente de Hill en función del tiempo para ambos modelos. Cada curva corresponde a un set de 

parámetros diferente con el parámetro 𝜔 en la escala de colores. Las curvas comienzan a tiempos diferentes 

debido a que es necesario que las curvas dosis-respuesta alcancen primero el máximo para calcular el coeficiente 

de Hill a partir del 𝐸𝐶90 e 𝐸𝐶10 (ecuación 7). En el caso de las curvas IB, 𝜔 representa la “cooperatividad 

efectiva” y es el valor que tiene la cooperatividad del sistema NC indistinguible en equilibrio. Puede observarse 

la indistinguibilidad en 𝑡𝐸𝑄 mientras que en el pre-equilibrio existe una clara diferencia entre ambos modelos. 

Para NC las curvas se encuentran ordenadas respecto de 𝜔 en 𝑡1 y para IB esto no ocurre. Esta propiedad es 

el primer indicio encontrado que puede utilizarse para diseñar un protocolo que permita distinguir ambos 

modelos.   
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5.4 Base de datos de evoluciones temporales del coeficiente de H ill  

 Con el objetivo de caracterizar mejor las distribuciones obtenidas en la Figura 17 y 

guardar una base de datos de las mismas para utilizarla en el Protocolo Hill, se repitió el barrido 

de parámetros hecho en 5.3 Barrido inicial pero más detalladamente, tomando 10000 sets 

de parámetros en lugar de 100 y ampliando el rango estudiado dentro del subespacio de 

indistinguibilidad. Los detalles pueden verse en los histogramas de la Figura 18 A y la región del 

subespacio escaneada en la Figura 18 B, mientras que ambas distribuciones están graficadas en 

la Figura 19 A y B donde puede apreciarse mejor la diferencia de ambos modelos en el pre-

equilibrio. 

 

Figura 18 

A Histogramas del barrido de parámetros exhaustivo (10000 sets) para cada uno de los 7 parámetros del 

problema. Puede observarse que mientras que 𝜔, 𝑘, 𝑙 , 𝑙10, 𝑙01  fueron elegidos de manera aleatoria y 

logarítmicamente uniforme, 𝑘10 y 𝑘01 fueron despejados a partir de las condiciones de indistinguibilidad, de 

manera que no están distribuidos uniformemente. 

B 10000 sets de parámetros elegidos en el barrido exhaustivo, todos se encuentran incluídos en el subespacio 

de indistinguibilidad graficado en escala de colores logarítmica. 
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Figura 19  

A Base de datos de las distribuciones detalladas de las curvas de coeficiente de Hill en función del tiempo para 

ambos modelos. Cada curva corresponde a uno de los 10000 sets de parámetros tomados, con 𝜔 en la escala 

de colores. En el caso de las curvas IB, 𝜔 representa la “cooperatividad efectiva” y es el valor que tiene la 

cooperatividad del sistema NC indistinguible en equilibrio. Pueden observarse diferencias en el ordenamiento 

de las curvas respecto de 𝜔 en el pre-equilibrio a partir de las cuales se diseñó el Protocolo Hill. Con el fin de 

observarlas mejor, se graficaron cortes de las mismas curvas para los 4 tiempos diferentes (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) marcados 

en B. 

B Cortes de las curvas de la base de datos de las distribuciones en función de 𝜔 para los modelos NC e IB, 

para los 4 tiempos diferentes (𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4) marcados en A. Puede observarse la indistinguibilidad en el equilibrio 

(𝑡4) y las diferencias en las distribuciones en el pre-equilibrio.  
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6. Protocolos de distinción 

Con el fin de cumplir el objetivo de esta tesis, se diseñaron dos protocolos diferentes que 

buscan distinguir entre los modelos IB y NC. El primero, Protocolo Fit, fue propuesto por el 

trabajo antecesor9 a éste, en esta tesis simplemente se implementó teniendo en cuenta el 

subespacio de indistinguibilidad. El segundo, Protocolo Hill, se basa en la diferencia en el 

coeficiente de Hill en pre-equilibrio hallada en este trabajo (ver 5.3 Barrido inicial). 

 

6.1 Protocolo Fit 

Este protocolo fue propuesto por el trabajo antecesor9 a esta tesis. El mismo se basa en 

realizar un ajuste de los parámetros de ambos modelos, aprovechando las diferencias en la 

evolución temporal de los mismos modelos (Figura 9). El algoritmo que propone el trabajo se 

detalla a continuación: 

1) Realizar experimentos que permitan obtener las curvas temporales y de allí las 

curvas dosis-respuesta en el equilibrio. 

2) Ajustar los datos del equilibrio a las curvas dosis-respuesta en equilibrio de 

ambos modelos (ecuaciones 11 y 12) de manera de obtener las constantes de 

disociación (𝐾,
𝐾

𝜔
, 𝐾01, 𝐾10). 

3) Ajustar la totalidad de los datos (incluyendo los perfiles temporales) a ambos 

sistemas de ecuaciones diferenciales (ecuaciones 9 y 10), con la restricción para 

los parámetros libres obtenida del ajuste previo (recuérdese que 𝐾 =
𝑙

𝑘
, 𝐾01 =

𝑙01

𝑘01
, 𝐾10 =

𝑙10

𝑘10
). 

4) Mediante algún análisis estadístico, resolver qué modelo ajusta mejor. 

A partir de este algoritmo se programó un código en Matlab (ver 11.4 Código del 

Protocolo Fit) que toma datos simulados y realiza ambos ajustes con algunas salvedades. En 

el punto 3), se decidió resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales para obtener la proporción 

de sitios ocupados en función del tiempo y la concentración de ligando 𝜃(𝑡, 𝐿), al igual que el 

que muestra el mapa de colores de la Figura 3. Esta función dependerá de los parámetros de 
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cada modelo, que se tomaron como variables a ajustar para aplicar el método de cuadrados 

mínimos. Finalmente, se tomaron los valores mínimos obtenidos de cada ajuste para la norma 2 

de la diferencia entre los datos de entrada y los calculados con cada modelo. Con estos dos 

números 𝑚í𝑛𝑁𝐶  y  𝑚í𝑛𝐼𝐵 , se definió un índice 𝐼𝐹𝑖𝑡  como muestra la ecuación 17, que está 

comprendido entre ½ y 1 (𝑚í𝑛𝑁𝐶  y 𝑚í𝑛𝐼𝐵 son valores positivos) y es mínimo cuando ambos 

modelos ajustan igualmente bien y máximo si uno solo de ellos ajusta a la perfección. De esta 

manera y tomando algún valor fijo 𝑃𝐹𝑖𝑡  entre ½ y 1 , el programa define que si 𝐼𝐹𝑖𝑡 > 𝑃𝐹𝑖𝑡 

entonces se trata del modelo que mejor ajusta, pero si 𝐼𝐹𝑖𝑡 ≤ 𝑃𝐹𝑖𝑡, el programa no define un 

modelo. 

𝐼𝐹𝑖𝑡 ∶=
𝑚á𝑥(𝑚í𝑛𝑁𝐶,𝑚í𝑛𝐼𝐵) 

𝑚í𝑛𝑁𝐶+𝑚í𝑛𝐼𝐵 
           (17) 

 Es importante notar que mientras más cercano a 1 sea el valor de 𝑃𝐹𝑖𝑡, más estricto se 

vuelve el protocolo, resultando en menor probabilidad de elegir alguno de los modelos pero mayor 

probabilidad de elegir correctamente. Este valor fue fijado posteriormente de acuerdo a los 

resultados de la puesta a prueba de los protocolos (ver 7.2 Resultados). 

 Un último detalle que se tuvo en cuenta fue que el vector de tiempos tomado para obtener 

los puntos de 𝜃(𝑡, 𝐿) llegara hasta el equilibrio del sistema sin pasarse. Si no hubiera sido así, es 

posible que dado uno de los sets de datos, su curva temporal alcanzara el equilibrio dentro de 

los primeros valores del vector completo del tiempo, resultando en que el ajuste que debe ser del 

pre-equilibrio contenga mucho más peso de los puntos de equilibrio. 

 

6.2 Protocolo H ill 

 Este protocolo está basado en las distintas distribuciones de las curvas de evolución 

temporal de los coeficientes de Hill de ambos modelos, que se muestran en forma esquemática en 

el gráfico de la Figura 17 y más detalladamente en la Figura 19. El protocolo consiste en medir 

una curva 𝑛𝐻(𝑡) en base a datos y realizar un análisis estadístico para ver a cuál de las dos 

distribuciones (una por cada modelo) pertenece o tiene mayores probabilidades de pertenecer. 

Para esto se necesitó primero caracterizar en detalle ambas distribuciones y guardarlas en una 

base de datos, es por esto que se repitió el barrido de parámetros inicial (ver 5.4 Base de 
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datos de evoluciones temporales del coeficiente de H ill) pero esta vez con 10000 sets 

de parámetros.  

El algoritmo propuesto se detalla a continuación: 

1) Obtener (experimentalmente o, como es el caso de esta tesis, numéricamente) 

las curvas dosis-respuesta tanto en el equilibrio como en el pre-equilibrio, es 

decir, en valores temporales desde cuatro órdenes de magnitud menores que el 

tiempo de equilibrio. 

2) Ajustar los datos del equilibrio a las curvas dosis-respuesta en equilibrio de 

ambos modelos (ecuaciones 11 y 12) de manera de obtener las constantes de 

disociación (𝐾,
𝐾

𝜔
, 𝐾01, 𝐾10) con sus respectivos intervalos de confianza. 

3) A partir del valor de 𝜔 y su intervalo de confianza Δ𝜔 obtenidos del ajuste en 

equilibrio, tomar el conjunto de curvas 𝑛𝐻(𝑡) cuyos valores de 𝜔 se encuentren 

dentro de este intervalo de la base de datos con las distribuciones de curvas de 

ambos modelos (Figura 20). Se denominan 𝜔 al parámetro correspondiente a 

los datos simulados o medidos experimentalmente y 𝜔 a los de la base de datos. 

4) Tomar la curva 𝑛𝐻(𝑡) de las mediciones hechas en 1) y comparar con las curvas 

tomadas en 3) para hallar la más cercana de cada modelo, de acuerdo a alguna 

distancia elegida.  

5) Mediante algún análisis estadístico, resolver qué modelo es más cercano. 
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Figura 20: Esquema del funcionamiento del Protocolo Hill en base a las bases de datos de las curvas temporales 

del coeficiente de Hill. Se obtiene primero el 𝝎 y su intervalo de confianza 𝜟𝝎 del ajuste en el equilibrio para 

filtrar de la base de datos (todas las curvas de colores) solo las curvas cuyo 𝜔 pertenezca a dicho intervalo (las 

curvas de colores nítidos). Luego se elige, entre las curvas filtradas de ambos modelos, la que tenga la distancia 

mínima a la curva medida (en negro) que contiene la información del pre-equilibrio. En este caso, puede 

observarse que en el pre-equilibrio, no habrá ninguna de las curvas filtradas del modelo NC cuya distancia a 

la curva negra sea considerable, debido a que a tiempos cortos, la curva negra se aleja de la zona nítida. Esto 

indica que se trata de una curva perteneciente a la distribución de IB y por lo tanto proveniente de ese modelo. 

 

A partir de este algoritmo se programó un código en Matlab (ver 11.5 Código del 

Protocolo H ill) que toma datos experimentales o simulados y realiza el ajuste en el equilibrio 

para obtener 𝜔. Luego toma las curvas de la base de datos y las filtra de acuerdo al 𝜔 con que 

fueron obtenidas (o al 𝜔 del sistema indistinguible en caso de una curva IB). El filtro consiste 

en tomar sólo las curvas cuyo 𝜔 se encuentre dentro de un rango definido por (𝜔 ± ∆𝜔), donde 

∆𝜔 estará dado por el error en el ajuste de 𝜔 en el equilibrio. Con ambos conjuntos de curvas 

filtrados de la base de datos de cada modelo, el programa luego calcula la distancia entre todas 

estas con la obtenida experimentalmente, buscando la curva de cada modelo que la minimiza. Se 

tomó la norma 2 como distancia. Finalmente, llamando 𝑚í𝑛𝑁𝐶 y 𝑚í𝑛𝐼𝐵 a las distancias mínimas 

para cada modelo, el programa calcula 𝐼𝐻𝑖𝑙𝑙, un índice definido como muestra la ecuación 18, que 

estará entre 0 y 1 siendo 0 si ambas distancias son iguales y tendiendo a 1 si alguna de ellas es 
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muy superior a la otra. De esta manera y tomando algún valor fijo 𝑃𝐻𝑖𝑙𝑙 entre 0 y 1, el programa 

define que si 𝐼𝐻𝑖𝑙𝑙 > 𝑃𝐻𝑖𝑙𝑙 entonces se trata del modelo que mejor ajusta, pero si 𝐼𝐻𝑖𝑙𝑙 < 𝑃𝐻𝑖𝑙𝑙, el 

programa no define un modelo. 

𝐼𝐻𝑖𝑙𝑙 ∶=
 |𝑚í𝑛𝑁𝐶− 𝑚í𝑛𝐼𝐵|

𝑚á𝑥(𝑚í𝑛𝑁𝐶,𝑚í𝑛𝐼𝐵)  
           (18) 

 Es importante notar que mientras más cercano a 1 sea el valor de 𝑃𝐻𝑖𝑙𝑙, más estricto se 

vuelve el protocolo, resultando en menor probabilidad de elegir alguno de los modelos pero mayor 

probabilidad de elegir correctamente. Este valor fue fijado posteriormente de acuerdo a los 

resultados de la prueba de los protocolos (ver 7.2 Resultados).  
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7. Prueba de protocolos 

Una vez desarrollados los protocolos, se procedió a ponerlos a prueba con el fin de evaluar 

su funcionamiento y calibrar los indicadores 𝑃𝐻𝑖𝑙𝑙,𝐹𝑖𝑡 (ver 6.Protocolos de distinción ). Para 

esto se simularon datos experimentales de ambos modelos, tomando 100 sets de parámetros para 

cada uno. De esta manera se conocía la procedencia de cada dato y con ello se podría verificar si 

los protocolos definían correctamente en cada caso. 

7.1 Simulación de datos experimentales 

 Con el fin de obtener datos similares a los que se obtendrían de un experimento, se 

simularon los sistemas de ecuaciones diferenciales (ecuaciones 15 y 16) para 100 sets de 

parámetros diferentes. Para esto se programó otro código en Matlab (ver 11.6 Código para 

la simulación de datos) que, una vez resueltos los sistemas, calcula 𝜃(𝑡, 𝐿), es decir, la 

evolución temporal de la proporción de sitios ocupados para varias concentraciones diferentes de 

ligando. Un detalle que se tuvo en cuenta es que hasta el momento se había trabajado con mucha 

resolución en la concentración de ligando (200 valores diferentes) debido a que el objetivo era 

caracterizar ambos modelos, sin embargo, la finalidad ahora es reproducir datos experimentales 

de modo que se disminuyó la resolución en la concentración de ligando a 20 valores, que es una 

cantidad razonable para un experimento, con puntos logarítmicamente espaciados entre 

[10−2, 103], lo que podría significar [1𝑛𝑀; 0.1𝑚𝑀] tomando unidades de 0.1𝜇𝑀19. En cuanto a 

los valores temporales, se eligieron 200 puntos en un intervalo de 5 órdenes de magnitud, lo que 

podría ser, por ejemplo [1𝑚𝑠; 100𝑠] tomando unidades de segundos. Cabe mencionar aquí que si 

el equilibrio de una reacción se da a los pocos minutos u horas, las distribuciones de los 

coeficientes de Hill en el tiempo (Figura 19 A) indican que es necesario comenzar a los pocos 

milisegundos o segundos respectivamente para obtener información que permita hacer la 

distinción entre los protocolos, esto indica que el protocolo diseñado funcionaría utilizando 

técnicas actuales de medición5, aunque sería más efectivo mientras más atrás en el tiempo se 

logren obtener datos con respecto al tiempo de equilibrio. 

Con la misma finalidad de simular datos de experimentos, el programa suma un ruido 

gaussiano a las curvas de evolución temporal, con un desvío estándar de 0.02, recordando que 𝜃 

es una proporción y va entre 0 y 1, se corresponde con un error relativo del %2 del máximo valor 
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de 𝜃. Esto se hizo para simular el error de medición de las curvas temporales. En la Figura 21 

se muestra un ejemplo de los datos simulados. 

 

 

Figura 21: Ejemplo de datos simulados. Se tomaron datos de NC con 𝑘 = 10.14 , 𝑙 = 0.067 y  𝜔 = 0.0044. 

 

7.2 Resultados 

 Se aplicaron ambos protocolos (Protocolo Fit y Protocolo Hill) a los datos simulados y se 

obtuvieron los resultados que muestra la Figura 22 de donde se fijaron los indicadores 𝑃𝐹𝑖𝑡 =
2

3
  

y 𝑃𝐻𝑖𝑙𝑙 = 0.05. En el primer caso se privilegió que el protocolo no arroje una respuesta incorrecta 

mientras que en el segundo que hubiera mayor cantidad de definiciones (donde puede decidir 

entre uno u otro modelo). Esto se hizo así debido a que luego se diseñó un tercer protocolo 

combinando ambos, que toma los casos donde el Protocolo Fit no define y aplica el Protocolo 

Hill (ver 8 Protocolo combinado). Los resultados de la prueba de protocolos para los valores 

tomados de 𝑃𝐹𝑖𝑡 y 𝑃𝐻𝑖𝑙𝑙 se encuentran en la Tabla 1. Un resultado interesante es que ambos 

protocolos funcionan mejor cuando se trata de datos provenientes de IB, y esto se debe a que 

este modelo cuenta con un parámetro más que NC, de manera que dada una curva cualquiera 
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de datos proveniente de NC, el modelo IB tiene 4 grados de libertad para realizar el ajuste 

(cuando se utiliza el Protocolo Fit) contra los 3 que tendría NC, haciendo que sea más probable 

un ajuste bueno e incorrecto. La misma idea se observa utilizando el Protocolo Hill, donde si se 

observan las distribuciones de la Figura 19, se concluye que dada una curva cualquiera de la 

distribución de NC, es muy posible que en el desorden de la distribución de IB se encuentre una 

curva parecida, mientras que no vale la recíproca debido al ordenamiento de la distribución de 

NC con el parámetro 𝜔. 

 

 

Figura 22: Resultados de aplicar ambos protocolos (Protocolo Fit a la izquierda y Protocolo Hill a la derecha) 

a los 200 sets de datos simulados (100 por cada modelo), en función de los indicadores libres 𝑃𝐹𝑖𝑡,𝐻𝑖𝑙𝑙 que fueron 

fijados en los valores marcados en cada gráfico 𝑃𝐹𝑖𝑡0
= 2

3⁄ , 𝑃𝐻𝑖𝑙𝑙0
= 0.05. De esta manera, el Protocolo Fit es 

más confiable debido a que casi no elije incorrectamente mientras que el Protocolo Hill puede equivocarse más 

pero se define en la mayor parte de los casos. 

 

 Otro detalle a tener en cuenta en el diseño del Protocolo Hill fue la cantidad de curvas de 

la base de datos de ambas distribuciones (Figura 19). Esta cantidad debía ser suficientemente 

alta como para encontrar siempre curvas cercanas a las provenientes de los datos experimentales, 

y para asegurarse de esto, se aplicó la prueba de los protocolos nuevamente, aumentando desde 

1000 a 10000 la cantidad de curvas de la base de datos. Los resultados se observan en la Figura 

23, donde se obtuvo, como se esperaba, un aumento en la cantidad de aciertos del Protocolo Hill 
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a medida que aumentaba la cantidad de curvas de la base de datos, a expensas de una 

disminución en el número de indefiniciones. Esta mejoría cesa para valores superiores a los 10000 

sets de parámetros de las curvas de la base de datos, lo que deja un remanente de indefiniciones 

y equivocaciones que también se esperaba debido al problema intrínseco del número de grados 

de libertad de cada modelo. Es por esto que se decidió tomar 10000 curvas para la base de datos 

del Protocolo Hill. 

 

Figura 23: Resultados del Protocolo Hill en función de la cantidad de sets de la base de datos de las curvas 

mostradas en la Figura 19. Puede verse que alcanzando los 10000 sets los resultados correctos alcanzan un 

valor máximo y constante mientras que los incorrectos y las indefiniciones un valor mínimo. Es por esto que 

se decidió no tomar más de 10000 sets. 

 

 

Tabla 1: Resultados de la prueba de los protocolos con los 100 sets de datos simulados para cada modelo. 

Puede observarse que mientras que el Protocolo Hill es más certero y determinante, el Protocolo Fit es más 

confiable, pero solo determina la mitad de los casos.  



50 
 

8. Protocolo combinado 

A partir de los protocolos anteriores y de la prueba de los mismos se decidió diseñar un 

tercer protocolo que combine las ventajas de ambos. El mismo se detalla a continuación: 

1) Obtener las curvas dosis-respuesta tanto en el equilibrio como en el pre-

equilibrio. 

2) Con los datos obtenidos aplicar el Protocolo Fit. 

3) En caso de que el Protocolo Fit se defina por un modelo, tomar este resultado, 

en caso de que no haya definición, aplicar el Protocolo Hill y tomar el nuevo 

resultado. 

Esta sencilla combinación de ambos protocolos tiene como ventaja que en casi la mitad 

de los casos bastará con sólo aplicar el Protocolo Fit para obtener un resultado con certeza, 

además de que la otra mitad no queda indefinida sino que es sometida al Protocolo Hill, el cual 

es más determinante. 

El nuevo protocolo combinado se probó utilizando los mismos datos simulados para la 

prueba de los protocolos anteriores, programando un nuevo código en Matlab que sigue las 

indicaciones detalladas anteriormente. Los resultados de esta prueba se encuentran en la Tabla 

2, mientras que en la Tabla 3 se resumen los resultados de los tres protocolos. Cabe destacar que 

las indeterminaciones se deben más que nada a los casos indefinidos de NC, y que es esperable 

que las mismas sean intrínsecas al problema más que a los protocolos, debido al número de 

grados de libertad con que cuenta el modelo IB. 
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Tabla 2: Resultados de la prueba del Protocolo Combinado. Puede verse que aumentó tanto el poder de 

determinación como las definiciones correctas con respecto a los protocolos anteriores, pero a expensas de un 

leve aumento también en las definiciones equivocadas. 

 

 

Tabla 3: Resultados de las pruebas de todos los protocolos. Puede observarse que si bien el Protocolo 

Combinado es el que más veces se equivoca, también es el que tiene mayor poder de determinación y mayor 

efectividad en la misma. 

 

Es importante notar también que tanto del Protocolo Fit como del Protocolo Hill se 

obtienen dos distancias mínimas entre las curvas de cada modelo con la curva de los datos, y 

que estos valores podrían combinarse de diferentes maneras para diseñar diferentes protocolos 

combinados. La combinación con la que se trabajó fue elegida solo por simpleza y es posible que 

pueda mejorarse teniendo esto en cuenta. 
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9. Eficiencia de los protocolos con el error de los datos  

Si bien los datos simulados en los estudios anteriores contenían un error, éste fue siempre 

un error gaussiano con un desvío estándar fijo del 2%, que puede asociarse a un error 

experimental como el que se muestra en la Figura 2419 cuyo gráfico contiene datos experimentales 

reales. Sin embargo, datos experimentales reales pueden contener errores instrumentales de 

diferente índole (con más desvío estándar, por ejemplo) e incluso ruido asociado a las 

fluctuaciones térmicas de las partículas involucradas en las reacciones. Para estudiar cómo 

influyen estas variables en los protocolos se procedió, primero, a rehacer la prueba de los mismos 

para distintos valores de desvío estándar del error gaussiano, y segundo, se simularon los modelos 

en el programa Copasi25 con el fin de agregar términos estocásticos en las ecuaciones diferenciales, 

simulando el ruido térmico. 

 

9.1 Dependencia con el desvío estándar del error gaussiano  

Se estudió la dependencia de la efectividad de los protocolos con un error gaussiano que 

podría representar el error instrumental asociado a los datos experimentales. Para esto, se repitió 

la prueba de los protocolos (ver Prueba de protocolos) variando el desvío estándar del error 

gaussiano sumado a los datos experimentales simulados numéricamente. Se tomaron valores de 

0, 0.02, 0.05 𝑦 0.1 para el desvío estándar lo que se corresponde con errores relativos de 

0%, 2%, 5% 𝑦 10% con respecto al máximo valor de la proporción de sitios ocupados (recuérdese 

que 𝜃 está entre 0 y 1). Los resultados se observan en la Figura 25, donde puede verse que la 

eficiencia de los tres protocolos disminuye con el desvío estándar del error, como era esperable. 

También que el Protocolo Combinado siempre es más confiable que los Protocolos Fit y Hill, 

pero que con un error en los datos de más del 10% la cantidad de definiciones correctas baja a 

la mitad, con un cuarto de definiciones incorrectas, de manera que para datos experimentales 

que contengan un error superior a este valor no es recomendable la utilización de ninguno de los 

protocolos de distinción. 
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Figura 2419: Ejemplo de mediciones experimentales de reacción de pegado de 1-anilino-naftaleno-8-sulfonato 

(ligando) sobre albúmina de suero bovino (proteína receptora) medido por fluorecencia. 

 

Una última observación consiste en que en el caso de datos experimentales ideales (sin 

error), mientras que el Protocolo Fit funciona casi a la perfección debido a que consiste en un 

ajuste, el Protocolo Hill define correctamente solo unas tres cuartas partes de los casos. Esto 

proviene de que aún con error nulo, puede verse en la biblioteca de datos (Figura 19 A) que 

existirán curvas de evolución temporal de coeficiente de Hill pertenecientes al modelo IB que se 

solaparán con las del modelo NC, resultando en distancias a la curva de datos muy similares 

para ambos casos. Esto puede visualizarse de igual manera observando la Figura 19 B, donde 

siempre se encuentran puntos verdes entre los azules. Sin embargo, la dependencia del Protocolo 

Hill con el error de los datos es menor que la del Protocolo Fit, lo que resulta en que la eficiencia 

del Protocolo Combinado no disminuye tanto con el error de los datos experimentales como lo 

hace la del Protocolo Fit. 
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9.2 Ruido térmico 

 Con el fin de estudiar cómo podría afectar el ruido térmico a los protocolos diseñados, se 

utilizó el programa Copasi para resolver las ecuaciones diferenciales de los modelos. Este 

programa permite agregar términos estocásticos que modelan las fluctuaciones debidas a la 

probabilidad de que las partículas de los reactivos (receptor y ligando) se encuentren para dar 

lugar a la reacción, dado que existe un número finito de las mismas. Se corrió el programa para 

obtener las soluciones para varias concentraciones de ligando. Los resultados se muestran en el 

gráfico de la Figura 25, donde puede observarse que las fluctuaciones ocurren mayormente en el 

equilibrio, siendo casi despreciables en el pre-equilibrio. Esto podría deberse a que durante el 

pre-equilibrio el número de partículas de receptor es grande, aumentando las probabilidades de 

encuentro con una partícula de ligando, pero, ya en el equilibrio, las únicas partículas de receptor 

disponibles serán las pocas donde se den la reacción de despegado, de manera que las 

Figura 25: Dependencia de los resultados de los Protocolos Fit, Hill y Combinado con el desvío estándar del 

error gaussiano sumado a los datos experimentales simulados numéricamente (𝜎). Puede observarse que en los 

tres casos el número de definiciones incorrectas e indefiniciones aumenta con 𝜎, mientras que el número de 

definiciones correctas disminuye, como era esperable. Cabe destacar que si los datos tienen un error del %10 

entonces el Protocolo Combinado define de manera correcta aproximadamente la mitad de los casos e 

incorrectamente poco más de un cuarto de las veces, lo que indica que para datos con errores mayores el 

Protocolo Combinado no es confiable, y menos aún son el Protocolo Hill y Fit. 
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probabilidades de encuentro disminuirán considerablemente. De este hecho se deduce que 

probablemente el ruido térmico no afecte a los protocolos, que toman la información del pre-

equilibrio, dado que allí es cuando las fluctuaciones no son considerables. Además, para el ajuste 

inicial en equilibrio de ambos protocolos, puede medirse la concentración durante un período tan 

largo como se desee, hasta tener suficientes datos como para contrarrestar las fluctuaciones del 

equilibrio. 

 

 

Figura 26: Simulación de datos con ruido térmico. Puede observarse que las fluctuaciones son mucho mayores 

en los valores de equilibrio que en el pre-equilibrio. Esto podría deberse a que a tiempos cortos, la mayor parte 

de las partículas de receptor se encuentran libres, aumentando la probabilidad de que existan encuentros con 

las partículas de ligando y que ocurra el pegado. Luego, cuando se alcanza el equilibrio, la mayor parte de los 

receptores se encuentran ocupados, haciendo que el número total de partículas de receptor libre sea más bajo 

(solo estarán desocupados aquellos donde ocurra la reacción de despegado), disminuyendo así las probabilidades 

de que exista un encuentro con las partículas de ligando. Los valores elegidos fueron de 103 partículas de 

receptor y entre 107 y 109 de ligando (espaciadas logarítmicamente), en un volumen de 10−12𝑚𝑙. Todas las 

tasas de pegado fueron fijadas en 1 𝑚𝑙
𝑚𝑚𝑜𝑙. 𝑠⁄  y las de despegado en 0.1 1

𝑠⁄ . 
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10. Conclusiones 

Motivados por los resultados del trabajo antecesor9 en cuanto a la posibilidad de distinguir 

los diferentes microestados de IB y NC utilizando información en el pre-equilibrio, y teniendo en 

cuenta además la importancia de esta información para el funcionamiento de los mecanismos de 

señalización5, se intentó entender el origen bioquímico del problema de la indistinguibilidad, 

haciendo foco primero en el estudio analítico del subespacio de parámetros donde el problema 

existe y después en el diseño de los protocolos de distinción. Para esto último, fue necesario 

contar con un abanico de métodos que nos permitieran resolver las ecuaciones diferenciales de 

los modelos numéricamente y analizar los datos para encontrar índices de distinción genéricos, 

válidos para cualquier set de parámetros. 

En síntesis, se detallan a continuación las contribuciones de este trabajo al problema de 

la indistinguibilidad: 

 El estudio a partir de la ley de acción de masas en lugar de un enfoque 

termodinámico. 

 El hallazgo del subespacio de parámetros donde existe la indistinguibilidad y la 

interpretación del origen bioquímico del problema. 

 La implementación algorítmica del protocolo propuesto por el trabajo antecesor9 y 

su estudio en el subespacio de parámetros frente a datos simulados numéricamente. 

 El hallazgo de la diferencia en las distribuciones de las curvas de evolución temporal 

del coeficiente de Hill y la confección de la biblioteca de datos de las mismas. 

 El diseño e implementación algorítmica del Protocolo Hill basado en la diferencia 

anterior y su estudio en el subespacio de parámetros frente a datos simulados 

numéricamente. 

 El diseño e implementación algorítmica de un primer protocolo combinado sencillo 

pero que demostró ser efectivo. 

 El estudio de la efectividad de los protocolos implementados con las fluctuaciones 

de los datos, provenientes tanto del error experimental como del ruido térmico. 

Debido a la dimensionalidad del sistema (con 5 parámetros libres) fue necesario resolver 

las ecuaciones numéricamente, utilizando tanto Matlab como Copasi, de donde se obtuvieron 
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una gran cantidad de datos. Para extraer información relevante de los mismos, se utilizaron 

criterios estadísticos, de modo que fue necesario diseñar los algoritmos computacionales que 

realizaran las tareas detalladas a continuación: 

 Graficar el subespacio de parámetros. 

 Realizar un barrido de parámetros y guardar sets que cubrieran el subespacio 

homogéneamente. 

 Tomar estos sets y resolver los sistemas de ecuaciones de los dos modelos para cada 

set, guardando las curvas dosis respuesta a cada tiempo. 

 Calcular diversos índices a las curvas mencionadas (el coeficiente de Hill, el 𝐸𝐶50, 

el tiempo de equilibrio, etc.) y hallar relaciones entre éstos y los parámetros. 

 Obtener la base de datos de las distribuciones de las curvas temporales del 

coeficiente de Hill de ambos modelos, barriendo el subespacio de parámetros lo más 

exhaustivamente posible de acuerdo a las capacidades computacionales. 

 Reproducir y guardar datos experimentales mediante simulaciones numéricas. 

 Implementar los 3 protocolos utilizando los datos simulados. 

 Reproducir las fluctuaciones térmicas con modelos estocásticos. 

Cabe mencionar que ninguno de los códigos programados conlleva grandes costos 

computacionales, tardando siempre menos de 5 minutos las corridas de unos 100 sets de 

parámetros en una PC normal (AMD Phenom(tm) 8450 Triple-Core Processor 2.10 GHz – 3.25 

GB RAM). Esto último es a excepción de la confección de la base de datos de las curvas de 

evolución temporal de coeficiente de Hill, las cuales debían realizarse en un barrido exhaustivo 

del subespacio de parámetros. Sin embargo, una vez obtenidas y guardadas las 10000 curvas de 

cada modelo (en alrededor de una semana), ya no se necesita repetir el procedimiento 

nuevamente. 

Son muchas las preguntas que aún quedan abiertas. Si bien el resultado final muestra que 

el Protocolo Combinado logra distinguir los modelos en el 80,5% de los casos, con errores solo 

en un 6,5% e indeterminaciones en el restante %13, cabe destacar que estos resultados dependen 

del tipo de ruido de los datos simulados. En esta tesis se sumó simplemente un ruido gaussiano 

a las curvas temporales, donde el desvío estándar relativo fue del 2%, pero las pruebas variando 

este valor indican que el Protocolo Combinado continúa siendo aplicable en datos con hasta un 

10% de este tipo de error gracias al aporte del Protocolo Hill diseñado en este trabajo.  



58 
 

Resultaría interesante, además, considerar en las simulaciones de datos tanto el error 

experimental como las fluctuaciones debidas al ruido térmico y la depleción del ligando en 

conjunto, ya que si el número de partículas de ligando es poco en comparación con el de partículas 

de receptor, la cantidad de ligando libre irá disminuyendo a medida que aumente la cantidad de 

receptor ocupado, disminuyendo también la probabilidad de encuentro y aumentando el ruido 

térmico21. Es esperable, como se vio en este trabajo, que esto no afecte considerablemente los 

protocolos debido a que el fenómeno es más notorio en el equilibrio, pero faltaría demostrar esto 

último volviendo a realizar la prueba con datos que modelen todos estos fenómenos en conjunto. 

Otro aporte necesario consiste en hacer una nueva prueba de los protocolos, pero 

utilizando datos de experimentos reales en lugar de simulaciones, y constatando de ser posible si 

los protocolos definen correcta o incorrectamente mediante otros métodos. 

Posibles continuaciones de este trabajo van en dos direcciones diferentes. Por un lado, se 

propone considerar, además de la depleción del ligando en conjunto con el ruido térmico y el 

error experimental, otras combinaciones más complejas de los protocolos con el fin de mejorar la 

efectividad de la distinción entre los modelos. Si bien es esperable que la misma no pueda ser 

ideal debido a los grados de libertad del modelo IB, tanto el Protocolo Fit como el Hill calculan 

índices que pueden relacionarse a la probabilidad de que sea uno u otro modelo, de modo que es 

posible diseñar una mejor combinación de estas probabilidades para hacer la distinción. 

Por otro lado, y en vistas de aplicar los protocolos a datos experimentales reales, también 

sería provechoso extender el estudio a un modelo de receptores con 3 sitios de ligadura en lugar 

de 2. Si bien esto complicaría el análisis, el trabajo serviría para una mayor cantidad de 

mecanismos de señalización y sobre todo para aprovechar datos ya publicados19. Incluso no solo 

en cuanto a receptores, ya que este trabajo puede generalizarse a otras reacciones de pegado, 

como por ejemplo a la unión entre diferentes oligonucleótidos de ARN12. 

En conclusión, el aporte fundamental de esta tesis es el descubrimiento de indicadores de 

distinción, utilizando información en el pre-equilibrio, entre IB y NC, dentro del subespacio de 

parámetros donde la indistinguibilidad en equilibrio existe. Además, el desarrollo y prueba de 

los protocolos que aprovechan estos indicadores para distinguir los microestados. 
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11. Anexos 

A continuación se transcriben los códigos programados en Matlab que fueron utilizados a 

lo largo de todo el trabajo. 

 

11.1 Código de resolución de IB y NC  

Este código fue programado para resolver los sistemas de las ecuaciones 15 y 16 de cada 

modelo. Se muestra sólo el caso de IB ya que el de NC es análogo. Para hacerlo diagonaliza la 

matriz de cada sistema haciendo uso del código auxiliar diagonal.  

El programa calcula también los valores de 𝐸𝐶10, 𝐸𝐶50, 𝐸𝐶90 mediante el código auxiliar 

ECX que se transcribe más abajo junto con diagonal y utiliza el método de bisección. También 

calcula el coeficiente de Hill a partir de la ecuación 7. 

 



61 
 

 

El siguiente es el código auxiliar diagonal donde se resuelve el sistema de ecuaciones. 
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El siguiente es el código auxiliar ECX donde se aplica el método de bisección24. 
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11.2 Código para obtener los sets de parámetros  

 El código transcripto a continuación fue programado para elegir los sets de parámetros de 

ambos modelos, utiliza el método de Latin Hypercube Sampling (con la función lhsdesign) 

y hace la elección de manera de obtener dos modelos indistinguibles, haciendo uso de las 

condiciones de indistinguibilidad (ecuaciones 13 y 14). 
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11.3 Código para el ajuste en equilibrio 

 A continuación se transcribe el código programado para llevar adelante los ajustes en 

equilibrio, el cual es el primer paso de todos los protocolos diseñados y consiste en el ajuste de 

las curvas dosis-respuesta en equilibrio con las correspondientes a las curvas de cada modelo 

dadas por las ecuaciones 11 y 12. El objetivo de este código es obtener las constantes de 

disociación que mejor ajustan (los valores de 𝐾, 𝐾
𝜔⁄ , 𝐾01, 𝐾10). Luego de realizar ambos ajustes 

(uno por cada modelo), el programa chequea que los valores obtenidos cumplan con las 

condiciones de indistinguibilidad (ecuaciones 13 y 14), además de graficar el ajuste realizado. 
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11.4 Código del Protocolo Fit 

 El código transcripto a continuación toma los valores obtenidos (𝐾, 𝐾
𝜔⁄ , 𝐾01, 𝐾10) del 

ajuste en equilibrio para continuar con el Protocolo Fit realizando el ajuste en el pre-equilibrio 

y determinar a cuál de los dos modelos pertenecen los datos simulados. 
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11.5 Código del Protocolo H ill 

 El código transcripto a continuación toma los 100 sets de datos simulados de alguno de 

los modelos (se muestra solo el caso de IB, NC es análogo) y sus correspondientes valores de 𝜔 

obtenidos del ajuste en equilibrio. Además, carga la base de datos con las distribuciones de las 

curvas de evolución temporal del coeficiente de Hill, con el fin de comparar cada curva de los 

datos simulados con ambas distribuciones para continuar con el Protocolo Hill y determinar, al 

final, a qué modelo pertenecen los datos simulados.  
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11.6 Código para la simulación de datos 

 El código transcripto a continuación fue programado para simular datos experimentales 

que luego serían utilizados para llevar adelante la prueba de todos los protocolos de distinción. 

Utiliza las funciones auxiliares diagonal y ECX que pueden encontrarse en 11.1 Código de 

resolución de IB y NC.
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