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Resumen

En este trabajo investigamos las propiedades termodinamicas de un
campo escalar libre presente en un espacio tiempo curvo, cuando este tl-
timo sufre una dindmica entre dos estados asintéticos IN y OUT. Para
ello consideramos al campo como sufriendo una transformacion fuera del
equilibrio termodindmco debido a la variacion de la métrica. Las caracte-
risticas de este proceso son estudiadas mediante los llamados teoremas de
fluctuacion-disipacion, los mismos han sido desarrollados para estudiar pro-
cesos en los que el sistema de estudio se encuentra arbitrariamente lejos del
estado de equilibrio. Aplicamos estas ideas a tres escenarios cosmologicos,
y explicamos las consecuencias que tiene en cada uno de ellos. El resultado
principal de este trabajo es encontrar una expresion general que vincula la
variacion de entropia del campo con el nimero de particulas creadas. En
particular, en el caso en que el estado inicial del campo es un estado térmi-
co, dicha variacion es monétona creciente respecto del niimero de particulas
creadas. Finalmente, la importancia de este trabajo radica en la generali-
zacion de trabajos anteriores, ya que aqui trabajamos en el caso general en
que los infinitos modos de un campo escalar masivo y con constante de aco-
plamiento £ general estan presentes en un universo de FRW de dimension
3+ 1.
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Capitulo 1

Introduccion

La termodinamica es una de las ramas de la fisica mas generalizables al
estudio de cualquier sistema. Este area nacida a mediados del siglo XIX, sur-
gi6 de la necesidad de comprender la relacion existente entre calor, energia
y trabajo efectuado por un dado sistema fisico, con el objetivo de optimi-
zar el funcionamiento de las maquinas a vapor recientemente desarrolladas.
En la carrera por obtener maquinas cada vez més potentes y eficientes un
ingeniero, Sadi Carnot, di6 los primeros pasos en el area que hoy lleva el

nombre termodinamica.

En esta linea y en un intento de mejorar el funcionamiento de moto-
res a vapor, se comenzo por estudiar las propiedades de sistemas gaseosos.
En aquel entonces la fisica estaba regida por las leyes de Newton, por lo
que si se queria tener un conocimiento cabal de cualquier sistema, el mis-
mo deberia ser descripto en términos de las leyes de movimiento que rigen
sus componentes ultimos. Es decir, bastaba con poder describir tiempo a
tiempo la posicion y velocidad de cada particula que lo integra. Siendo que
en ese momento estaba ganando adeptos la teoria atémica, esto implicaba
describir dichas magnitudes para cada uno de los atomos que integran el
sistema en cuestion: en este caso vapor de agua. Pero pese a lo prometedor
que esto puede resultar en la teoria, en la practica implica trabajar con una
ecuacion de movimiento por cada atomo de gas, debiendo a su vez consi-
derar las interacciones y colisiones entre ambos, un trabajo no solamente

engorroso, sino que ademas imposible.
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Habia que encontrar otra forma de encarar el problema, y el primero
en dar con una soluciéon viable fue Carnot. Su idea fue buscar el modelo
més simple ignorando la mayor cantidad de variables posible, pero tenien-
do cuidado que aquellas que no se ignoran deben ser lo suficientemente
generales de manera de no perder poder descriptivo, y sobre todo: deben
ser directamente observables. De esta forma seria posible realizar en ciertos
contextos predicciones sobre el proceso en términos de unas pocas variables,
que hoy llamamos adecuadamente variables termodinédmicas. Estas depen-
den del sistema en cuestion, y en el caso de un gas las mas comunmente
utilizadas suelen ser la presion, temperatura, volumen y la cantidad de par-
ticulas. Hay que aclarar que con “ciertos contextos'"me refiero a condiciones
muy especificas que sean validas en el contexto en el que esté planteado el
problema. En particular me refiero a los llamados casos de equilibrio termo-
dindmico, el cual indica aquellos estados en los que las variables del sistema
son constantes y no dependen (al menos durante una determinada ventana

temporal) del tiempo.

Los pasos de Carnot fueron continuados por otros, y el rango de apli-
cacion de la termodinamica pronto trascendid el area de las aplicaciones
técnicas para aplicarse al estudio de cualquier sistema fisico capaz de reali-
zar trabajo. El gran logro de esta nueva rama de la fisica fué poder expresar
en leyes generales los comportamientos de un sistema del cual algunas de
sus variables son desconocidas. Pero esto no fue todo, sino que a partir de
estas leyes fue posible hacer predicciones acertadas no tnicamente sobre
motores a vapor, sino practicamente de cualquier sistema fisico, incluyendo
modelos cosmolégicos. Como ejemplo de esto tltimo, podemos decir que
ha contribuido a entender la relaciéon entre materia y energia en modelos
cosmologicos de universos en expansion. Por dltimo, uno de los motivos que
més fascinan de la termodinamica es que la misma es capaz de respaldar y
al mismo tiempo dar cuenta de intuiciones que nos son tan familiares como
el paso del tiempo y la tendencia al desorden y desgaste. Estos ultimos con-
ceptos estan particularmente vinculados con el llamado Teorema de Crooks

[1], que deduciremos en el capitulo 2.

En lo que respecta a nuestro tema, que es la vinculacion entre la crea-

cion de particulas y la generacion de entropia en procesos cosmologicos,
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debemos tener en cuenta que la materia contribuye al contenido entropico
del universo. La creaciéon de materia es en ciertos contextos consecuencia
de la expansion del espacio-tiempo [2, 3]. Por ello siempre se asume, aun-
que sin probarlo, que la produccion de entropia deberia estar directamente
relacionada con la creacion de particulas [4]. De todas formas las leyes de
la fisica son totalmente reversibles, por lo que se concluye que la entropia
no puede aumentar en un proceso gobernado por leyes fisicas tales como
las ecuaciones de Einstein o de Schrodinger. Esta contradiccion aparente
permanece aun sin ser resuelta y ha dado lugar a muchos trabajos en el
intento de comprender el rol de la creaciéon de particulas en los procesos

termodinédmicos del universo.

En las decadas pasadas se han intentado numerosas aproximaciones que
buscan dar cuenta de forma cuantitativa de la producciéon de entropia del
universo. En ellas se emplearon tanto modelos abiertos como cerrados, for-
malismos clésicos y cuanticos [4, 5]. Muy comunmente en estos contextos
la entropia de Von Neumann es vista como cuantificando la informacion
inaccesible o coarse grained (por necesidad o eleccion). De todas formas, la
entropia de Von Neumann de sistemas cuanticos cerrados no varia durante
una evolucion unitaria. Pero en un sistema cuantico abierto, el estado de la
materia puede volverse mds mezclado a medida que el sistema interactua
con el ambiente. De esta manera, se observa una pérdida de informacion
del sistema y un incremento de su entropia. Se argument6 a menudo que
la produccion de entropia esta directamente relacionada con el ntmero de
particulas creadas|6]. Otros trabajos sugieren que en un sistema cuantico
cerrado se deberia encontrar un parametro entrépico que aumente de forma
directa como consecuencia de la creaciéon de particulas debido a la expan-
sion. De todas formas, una conexion clara entre una medida establecida
de entropia y el nimero de particulas creado en escenarios cosmologicos

todavia permanece como una question abierta.

En este trabajo usaremos herramientas de Teorfa Cuantica de Campos
en Espacios Curvos (TQCEC) [2] y conceptos recientemente desarrollados
de termodinamica de sistemas cuanticos [1] con el fin de investigar la rela-
cion entre produccion de entropia y creacion de particulas en un universo en

expansion. Estos mismos temas han sido estudiados en [3] para el caso de
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un campo escalar libre en un universo de dimensiéon 1+1 con acoplamiento
conforme, en el que solo dos modos de dicho campo han sido excitados. Aqui
generalizaremos sus resultados para modelos cosmologicos mas realistas, es
decir, trabajaremos en un universo en expansion de dimension 341 para
cualquier tipo de acoplamiento (volveremos al caso de acoplamiento con-
forme con el fin de realizar los mismos desarrollos para algunos coeficientes
de expansionn particular). Como en [3] daremos un significado termodina-
mico a la creacion de particulas a través de una cantidad llamada friccion
interna. De esta manera, veremos que la friccion interna surge de las fluc-
tuaciones cuanticas de los campos [1] y tiene una interpretacion entropica
a través de una relacion de fluctuacion cuantica. El resultado principal del
trabajo citado serd un versiéon cuéntica de la segunda ley en contextos cos-
mologicos, la cual da cuenta de la creacion de particulas. Dichos resultados,
segun se dijimos més arriba, se generalizaran aqui a modelos de universos en

expansion mas realistas (dimension 3+1 y cualquier tipo de acoplamiento).

Para una comprension mas clara, esta tesis esta organizada de la si-
guiente forma: en el capitulo 2 presentaremos un resumen de los trabajos
realizados por Jarzynski y Crooks en donde se deducen los teoremas de
fluctuacion-disipacion que usaremos luego para definir un pardmetro entro-
pico. De esta manera, en el capitulo 6 podremos vincular este parametro con
la variacion de entropia del campo escalar producida durante una evolucion
de la métrica. Luego en el capitulo 3, para poder aplicar estos conceptos de
termodinamica en modelos cosmolégicos, deberemos introducir nociones de
teoria cuantica de campos en espacios tiempos curvos (TCEEC). En par-
ticular, en este capitulo estudiaremos como es la expresiéon de un campo
escalar presente en un universo de FRW de dimensiéon 3 + 1 en expansion,
con parametro de acoplamiento a la curvatura & general. Supondremos que
dicho universo parte de un estado asintético IN en tiempo ¢t — —oo, para
luego finalizar en un estado asintético OUT en tiempo ¢t — 4o00. Entre
ambos limites la expansion tiene la libertad de ser arbitraria. Introducire-
mos los coeficientes de Bogoliubov y mediante ellos deduciremos la crea-
cion de particulas como consecuencia de la dinamica de la métrica, dicha
produccion de particulas se da lugar en expansiones no adiabéaticas y es
consecuencia de la amplificaciéon paramétrica de fluctuaciones del vacio y

de los modos inicialmente presentes del campo.
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Antes de pasar a los desarrollos propios de este trabajo, en el capitulo
4 haremos un resumen de los desarrollos previos vinculados a este tema, y
daremos un breve repaso del paper que motivo esta tésis, el mismo puede
consultarse en [3|. Aqui definiremos una magnitud que llamaremos trabajo
de friccion, la cual seré esencial para vincular la variaciéon de entropia con

el nimero de particulas creadas.

En los capitulos 5 y 6 generalizaremos los resultados obtenidos en |[3]
en el caso de un universo de FRW de dimensiéon 3 4+ 1 y constante de aco-
plamiento & general. Para ello utilizaremos los conceptos de termodindmica
y TCETC desarrollados en los capitulos anteriores. Primero estudiaremos
como varia la expresion del hamiltoniano del campo escalar entre los es-
tados IN y OUT definidos mas arriba, para luego generalizar la expresion
del trabajo de friccion y mediante él la variacion de entropia. Supondremos
siempre que el campo escalar se acopla inicamente con la métrica y que su
estado inicial es un estado térmico a temperatura 7' = S~!. En el camino,
veremos que luego de la expansion su estado final no serd ya un estado
térmico, sino que modos de igual modulo de vector de onda (casquetes es-
féricos en el espacio de fases) termalizaran a temperatura distinta, la cual
dependera de dicho médulo. Por otro lado, y este es el resultado més impor-
tante, se observa que para este caso la entropia es monotona creciente con
el nimero de particulas creadas. Aclaremos que en este caso todo quedara
escrito en términos de los coeficientes de Bogoliubov, en los cuales estara
“encapsulada’ la informacion acerca de la dindmica particular que siguio la

métrica al pasar del estado IN al estado OUT.

Por ultimo, en el capitulo 7 hallaremos las expresiones de los coeficientes

de Bogoliubov para tres casos particulares:

» Espacio plano, anisétropo, con m =~ 0y & ~ 1/6. Tanto en este
caso como en el siguiente, siguiendo el método de WKB haremos un
desarrollo en serie para los paramtros relevantes, con el fin de estudiar
un universo que sufre pequenas desviaciones respecto de la simetria

conforme.
» Espacio plano, isétropo, con m ~ 0y £ ~ 1/6.

» Espacio plano, isétropo, £ = 1/6 (acoplamiento conforme), y factor

conforme el valor C'(n) = A + B tanh(pn).
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Finalmente, en el capitulo 8 comentaremos las conclusiones obtenidas
en este trabajo, la posibilidad de extenderlo a otros escenarios, por ejemplo
al caso de campo autointeractuante y las dificultades que implicaria esto

altimo.



Capitulo 2

Conceptos de termodinamica y

teoremas de fluctuacion

En las ultimas décadas se han desarrollado numerosos métodos para ma-
nipular a un sistema molécula por molécula, lo que di6 lugar a la posibilidad
de construir maquinas moléculares. En las cuales sus distintos componentes
son de escala microscopica: del tamano de una molécula o incluso de un
atomo. Con el interés de estudiar las propiedades de dichos mecanismos,
cobré gran importancia el estudio de la termodinamica a nivel microsco-
pico. Mas en la actualidad, el desarrollo de técnicas de confinamiento de
atomos frios [7] (cuyas temperaturas pueden reducirse por debajo de 1 mK)
nos permiten entre sus muchas aplicaciones el estudio de las propiedades
termodinamicas de sistemas compuestos por un tnico dtomo. Por ejemplo,
pueden estudiarse las caracteristicas de una méaquina térmica compuesta

de un tnico ion [§].

Estudiando estos sistemas a escalas atémicas, es sumamente interesan-
te preguntarse cuéles son las transformaciones que el sistema es capaz de
realizar a lo largo del tiempo. Aqui entra en juego el llamado Teorema de
Crooks, el cual establece una relacion entre la probabilidad de que un siste-
ma pase de un microestado A a otro microestadoestado B, y la probabilidad
de que dicha transformacion se haga en sentido inverso, desde B hacia A.
Lo notable de este teorema no es solo que de él se deduce la desigualdad de
Clausius, sin6é que ademas predice que la misma puede ser violada por pro-

cesos espontaneos y la frecuencia con la que se producen estas violaciones.
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Por supuesto, dicha frecuencia es infinitesimal para sistemas macroscopi-
cos, pero se vuelve significativa para sistemas atémicos o moleculares. En
opinioén de algunos autores, este teorema nos da la mejor perspectiva sobre

la naturaleza de la segunda ley de que disponemos hoy en dia [9].

Recientemente se han estudiado las propiedades termodinédmicas de
campos cudnticos en un universo en expansion [3, 10]. Por un lado la
materia contribuye al contenido de entropia del universo, y por otro la
creacion de particulas puede verse como consecuencia de la expansion del
espacio-tiempo [11]. Si asumimos entonces que la produccion de entropia
esta estrechamente vinculada a la creaciéon de materia, cobran particular
importancia el estudio de procesos cosmologicos inflacionarios, en donde la
creacion de particulas tiene como consecuencia una variaciéon de entropia

del universo.

Puede mostrarse que la produccion de particulas en la era de Planck (
~ 107" segundos luego del big bang) ha sido capaz de jugar un rol crucial
en determinar la cantidad de materia del universo, como también en la
evolucion posterior del mismo [12] [13]. Por otro lado, y en linea con lo
anterior, esta produccion se cree que es una de las fuentes principales de
entropia del universo, y entre otras cosas puede dar cuenta de la edad del

mismo [14].

En el presente capitulo se presenta el tratamiento tedérico necesario para
vincular la variacion de entropia entre un estado inicial y otro final de un
mismo sistema con las probabilidades de transiciéon entre ambos estados. La
relacion matematica que vincula estos parametros se formula en el contexto
de los llamados “teoremas de fluctuacion” y recibe el nombre de Teorema
de Crooks.

Los teoremas de fluctuacion relacionan propiedades del equilibrio de un
sistema (como la energia, entropia, etc.) con procesos fuera del equilibrio.
Estas herramientas han resultado ser muy ttiles para el estudio de siste-
mas dominados por fluctuaciones (tanto estadisticas como cuéanticas) y en
donde la termodinamica del equilibrio no es aplicable. Las mismas en ge-
neral son debidas a la existencia de un agente externo el cual mueve al
sistema fuera del equilibrio. En el caso del presente trabajo corresponde a
la expansion del espacio-tiempo el cual, mediante el acople entre el campo

y la métrica, perturba al campo (inicialmente considerado en un estado de
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equilibrio térmico) llevandolo a un estado fuera del equilibrio. Dicho acopla-
miento se manifiesta en la expresiéon del Hamiltoniano como una frecuencia
dependiente del tiempo conforme: wy = wi(n), mediante la cual se aleja al

sistema del equilibrio durante el proceso de expansion.

A continuacion se presenta uno de los teoremas de fluctuacion més co-

nocidos, y el que se usara en este trabajo: la identidad de Crooks.

Consideremos un sistema S descripto por el hamiltoniano H(A(t)). El
hamiltoniano depende del tiempo a través de un parametro A(t) que supo-
nemos varia externamente. Llamaremos A el “parametro de trabajo”, pues

justamente variandolo es que se realiza trabajo sobre el sistema.

Inicialmente a tiempo ¢ = 0, el sistema S se encuentra en un estado pg.
Luego, se realiza trabajo variando el parametro de control desde un valor

A(0) hasta alcanzar A(7) a un tiempo final ¢ = 7.

Supongamos que inicialmente el sistema S se encuentra en contacto con
un bailo térmico a temperatura 7' = 3~!. Por lo tanto, el estado inicial del

sistema S sera un estado térmico y la matriz densidad del estado inicial

sera:
o~ BHA))
donde Z = Tr(e PHEAO)) eg la funcién particion. Luego, el sistema se

separa del bano, pasando a estar térmicamente aislado, y se realiza trabajo

variando el parametro de control A como se explicd anteriormente.

Dado que en este caso el estado inicial es térmico, el mismo es diagonal
en la base de autoestados de energia y la probabilidad p, de medir una

energia F, a tiempo ¢t = 0 es simplemente la medida de Gibbs

e_ﬁEn

Z

Dn = (2.2)

Como se dijo antertiormente, en nuestro caso A(t) sera la frecuencia, la

cual varia en un proceso de expansion: Wi oo 7 Wkt o0o-

Para un proceso de expansion, la probabilidad de medir una variaciéon

de entropia igual a s sera:

Py(s) =Y puPmpndls — (5m — ), (2.3)
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en donde s, hace referencia al valor observado de la entropia al final del
proceso, la energfa final es E,,, v Pmln s la probabilidad de trancision al
autoestado de energia final E,, dado que inicialmente se encontraba en el

estado de energia FE,.

Consideremos ahora el proceso inverso al anterior, es decir, un proceso
de contraccion del espacio-tiempo. Dicha contraccién se obtiene a partir
de una inversiéon temporal de la evolucion del parametro A. En este caso se
parte del estado térmico e ##A() / Z del Hamiltoniano H(A(7)) a la misma
temperatura S~! que el caso anterior, con un valor inicial del pardmetro
A(7)). Luego, variando el parametro de control segin la evolucion inversa,
se llega hasta un valor final A\(0). La distribucion de probabilidades para la

variacion de entropia del sistema S debido al nuevo proceso seré entonces

s) = Zﬁmﬁmmﬂs — (80 — 8m)], (2.4)

donde p, = 6_’8;" es la probabilidad de medir una energia inicial E,, y
Pnjm la probabilidad de transicion al autoestado de energfa final E,,, dado
que inicialmente se midi6 E,,. Veamos ahora como se vinculan entre sf las

expresiones (2.3) y (2.4).

Multiplicando la distribuciéon de probabilidades P(s) por e~® y usando
la paridad de la delta, §(x) = d(—x), se tiene

ﬁsPE anpm\ne 5 S - ( - Sn)]
—BEn
_ Z €
=7 Z
— ¢ PAF Z

pm\ne_(gm_sn)a[s - (gm - Sn)]

2.5)
¢~58n ) ) (
Dm|n€ —(m S”)d[s — (8m — sn)]

€ P b Sm—s ~
Pm|n€ —(m n)6[5 - (Sm - Sn)]a

donde introducimos la diferencia de energfa libre AF = F — F, la cual se

define como

F=p"'Inz (2.6)
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y por lo tanto su diferencia resulta

AF =7 In g (2.7)

Dado que p,, v p,, son las probabilidades de que incialemtnte midamos
energias E, y E,, para procesos de expansion y contraccion respectivamen-
te, asociamos a dichas probabilidades las cantidades entropicas — In(p,,) y

— In(py,). Definimos su diferencia como:

Spm = — In(pn) + In(Prm) (2.8)

y usando las definiciones de p,, y p,, tenemos

Snom = B(Em - En) - BAF, (29)

o lo que es lo mismo

g—snm — o= B(Bm—En) BAF (2.10)

Resulta entonces

—BEn

e’ﬁsP —e"BAF Z
__efBAFZE:

eﬁE

= Z pm\n Sn,m]
= mepm\n 5n,m]7

pm\ne Snmd[s — Sp m]

eﬁn

~B(En=En) SAF g1

Dim|n€ S — Spm)

(2.11)

—BEn
Z

en donde se us6 que p, = ©

Vemos que la expresion (2.11) es muy similar a la deficion de Po en
la ecuacion (2.4), salvo por las probabilidades de transicion. Sin embargo,
observando la definiciéon de dichas probabilidades y la paridad de la delta
de Dirac
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Pmjn = | (m|n) 12 =] (njm) |* = Pojm 3 O[s = Spm| = 0[—=5+ spm]| (2.12)

Por lo tanto podemos escribir

e’ﬁsPE(s) = Z]ﬁmﬁnmé[—s + Sp.m)- (2.13)

Por otro lado, también puede demostrarse que las probabilidades de
transicion son simétricas (pm|n = pn‘m) aludiendo al principio de reversibi-
lidad microscopica, es decir, asumiendo que el Hamiltoniano es invariante

ante inversiones teporales [1].

Finalmente, el lado derecho de la ecuacion (2.13) es simplemente la

definicion de Pg (ecuacion (2.4)) evaluada en —s. Por lo tanto resulta

Pp(s) — o Bs
—PC(—s) = (2.14)

que es efectivamente el teorema de Crooks.

Notablemente, la identidad de Crooks relaciona la entropia, que es la
propiedad de un sistema en equilibrio termodinédmico, con las probabilida-
des de transicion entre estados, en un proceso que puede estar arbitraria-

mente lejos del equilibrio.

En este trabajo usaremos estas resultados aplicados en un contexto cos-
mologico. El sistema estara formado por un campo escalar presente en un
universo de 3 4+ 1 acoplado de forma arbitraria a la métrica, tomando a
la misma como la métrica clasica del espacio-tiempo de Friedmann Rober-
tson Walker (aproximacion semiclasica). El campo inicialmente estard en
un estado de equilibrio térmico para luego ser perturbado y alejado del
equilibrio por la variaciéon de la métrica, la cual evoluciona entre estados

asintoticamente estaticos.

Luego de probar que la creacion de particulas debida a este proceso
(capitulo 6) es creciente con el ntimero de particulas creadas, calculare-
mos la densidad de de modos creados para distintos tipos de evoluciones,
estudiando la dependencia de dicha evolucién con los parametros que la

determinan.



Capitulo 3

Conceptos de teoria cuantica de
campos en espacios tiempos

Curvos

La teoria cuantica de campos en espacios tiempos curvos es de gran
utilidad como aproximaciéon a una teoria cuantica de la gravedad, de la
que ain carecemos [2]. De esta manera, se consideran a las pariculas co-
mo excitaciones de campos cuanticos propagandose en un fondo clasico

(espacio-tiempo).

En este capitulo daremos una breve introduccion las teorias cuénticas
de campos definidas en métricas curvas. En la primer seccién nos dedi-
caremos a introducir conceptos generales sobre espacios tiempos curvos.
En particular, veremos las métricas de FRW con las cuales en el resto del
trabajo describiremos al universo en evoluciéon. Una vez comprendidas las
mismas, pasaremos a explicar la teoria cuantica de campos referida a un
campo escalar en un espacio-tiempo curvo. Cabe aclarar que hay casos de
espacio-tiempos en los cuales no siempre es posible definir un concepto de
particula. De todas formas las métricas de FRW no presentan este proble-
ma y nos seréd sencillo definir un operador nimero de particula, y de esta

manera definir a las particulas como sus autoestados.

Un concepto fundamental que surgira del estudio de las soluciones de
la ecuacion de movimiento del campo definida en espacios tiempos curvos
seré la pluralidad de bases en las cuales puede expandirse el mismo. De

esta pluralidad de bases se deducen los coeficientes de Bogoliubov, los cuales

13
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corresponden a los coeficientes de la matriz cambio de base entre ellas. La
importancia de dichos coeficientes radica en que segtin veremos en la seccion
3.2, el nimero de particulas creadas tras una evolucion de la métrica sera

funcion de dichos coeficientes.

Finalmente en el capitulo 7 calcularemos estos coeficientes para tres
evoluciones particulares de la métrica, y estudiaremos su comportamiento

respecto de distintos parametros que caracterizan la evolucion.

3.1. Espacio-tiempos curvos y unviersos de FRW

En este trabajo se consideran a las particulas como excitaciones de cam-
pos cuanticos propagandose en un espacio-tiempo clasico. Consideraré dicho
espacio-tiempo como el definido por la métrica de FRW con un factor de
escala a(t). La importancia de dicha métrica radica en que es una soluciéon
exacta de las ecuaciones de Einstein, describiendo un universo homogéneo
e is6tropo. Contando ademas con un factor de escala dependiente del tiem-
po el cual da cuenta de la expansion (o contraccion) de la parte espacial
de la métrica, describe un escenario que coincide en buena medida con las

observaciones. [15]

La métrica de FRW definida de esta manera se escribe

Guv = [1 20 ] . (3.1)

El intervalo estara entonces definido por

ds® = dt* — a*(t)hydx'da’, (3.2)
en donde la parte espacial de la métrica h;; tiene la expresion
hij = (1 — Kr)~tdr® + r*(d6* + sen*0d¢?)

=dx* + f2(x)(d0* + sen*0de?),

con f(x) definida por:
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T si K=0
fle)=r=1 sinz si K=-1 (3.4)
sinhz si K=1

Definiendo el tiempo conforme 7 segtin

77:/ a (), (3.5)

y sabiendo que C(n) = a*(t), podemos reescribir el intervalo (3.2) de la

forma

ds® = C(n)(dn* — hydz'dz?). (3.6)

Por lo tanto, la métrica definida en estas coordenadas resulta

L0 ] . (3.7)

gV:C
m (1) 0 —hy

La ventaja de definir un factor de escala conforme es que el intervalo
(3.6) y la métrica (3.7) son manifiestamente conformes a un espacio-tiempo
de FRW estético.

3.2. Teoria chantica de campos
Como se dijo anteriormente, consideraremos a las particulas como exci-
taciones de campos propagéandose en un fondo clasico. El campo en cuestion

serd un campo escalar masivo en un espacio-tiempo curvo de FRW de di-

mension 3 + 1, la dinamica del mismo estara descripta por el lagrangiano

L) = H-g@He 0(@) (), — I + ER@IE ). (39

siendo su accién respectiva

S = /,C(I)d4$. (3.9)



Conceptos de teoria cudntica de campos en espacios-tiempos curvos 16

Si variamos la accion (3.9) se obtiene la ecuaciéon de movimiento

{O+m?+ER(z)}o(x) = 0, (3.10)
en donde O = /—g¢0,[v/—99"0,], y se considera a la métrica g,, con
signatura (4, —).

Trabajando en las coordenadas definidas a partir del tiempo conforme
(n, %) (3.5), el campo solucion de la ecuacion (3.10) puede ser descompuesto

en una base ortonormal de soluciones uz(x,n). De esta manera que se tiene

o(an) = [ EFlagugle, ) + ol ) (3.11)

i
T
Ok
cion del modo k. Dichos operadores satisfacen las relaciones de conmutacion

en donde a;; y a.. son respectivamente los operadores de destruccion y crea-

ogsal] =oF —F) ¢ fagiog = osall =0 (1)

k' k

Por otro lado, el operador de destruccion aj define el estado de vacio
|0), siendo éste el estado que verifica az|0) = 0Vk. En general, se suele
elegir como base el set de modos que satisface una ecuacion de autovalores
de la forma i0;u; = wiug, en donde 9, es un vector de Killing y wy es un

autovalor real.

Por ultimo, se define el tensor de energia-momento en un espacio curvo

como la variacion de la accion (3.9) respecto de la métrica:

2 05
[—g(x)]z 99" (z)’

en donde el factor g(z) corresponde al determinante de la métrica.

El tensor de energia-momento para un campo escalar tiene entonces la

expresion [2]

1 1
T;w :(1 - 2€)¢,u¢,u + (25 - §)guugpa¢,p¢,a - 2£¢,;w¢ + §£guu¢m¢+

1 3 1 3
- f[RW - §R9HV + §§RQW]¢2 + [5 - §§]m29uu¢2-
(3.14)
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Recordemos que la densidad hamiltoniana puede deducirse del lagran-
giano como la compoennte 0 — 0 del tensor de energia momento. Esto se
debe a que a partir de la definicién de dicho tensor en (3.13), esta com-
ponente coincide con la definicién del hamiltoniano como transformada de

Legendre del lagrangiano.

De esta forma, podemos hallar a partir de la expresion (3.14) una forma
compacta para la densidad hamiltoniana (componente Ty). Si nos valemos
de la ecuaciéon de movimiento (3.10) y de la expresion de la métrica (3.1),
mediante la primera escribimos el D’alambertiano en (3.14) en términos
de m, £ y R, y mediante la segunda expresamos las contracciones con la
métrica en (3.14) en términos del factor de escala a(t) y la métrica espacial

hi;. De esta manera la densidad hamiltoniana puede escribirse de la forma

1 1 1 ..
Too = §¢,0¢,0 — 20,009 + (5 —26)[(m® + ER)¢* + az—(t)hwﬁﬁ,z‘@b,j] (3.15)
En las expresiones (3.14) y (3.15) utilicé que la derivada covariante es

igual a la derivada parcial: ¢., = ¢ 4.

Partimos ahora de la expresion de la densidad hamiltoniana Ty (3.15),
la cual la habiamos dejado expresada en las coordenadas (¢, ¥). Dado que la
base de soluciones de la ecuacion de movimiento del campo escalar (3.19)
se encuentra expresada en coordenadas referidas al tiempo conforme (7, ¥),

reescribimos dicha densidad en términos de estas coordenadas.

De la expresion (3.15) resulta entonces que la densidad hamiltoniana

espresada en términos del tiempo conforme tiene la expresion

1 2¢

1
Toyn = m¢,n¢,n - W N

i A
a0

(3.16)

G+ (5 — 20)[(m? + ER) +

En donde para pasar de la expresion (3.15) a (3.16) consideré ¢(t, ) =

¢(n(t), ) y a partir de ello, mediante un cambio de variables tenemos

D¢ D¢pDy 1

bo=dy=—5 =]

Dt DnDt a(n)¢’n (8:17)

con D /Dt la derivada covariante respecto de ¢, y a(n) = a(n(t)) = a(t).
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Finalmente, para calcular la expresion del hamiltoniano basta integrar

en el espacio la densidad hamiltoniana
H = / BPET,,. (3.18)
3.2.1. Teoria cuantica de campos en espacios tiempos

curvos

Una base de soluciones de un campo escalar en un universo de FRW de

dimension 3 + 1 es el set {uz(Z)} definido por [2]

) = g (3.19)

con la relacion de dispersion
1
w? =k*+ C(n) {mQ + ({ — 6) R(n)] : (3.20)

La dependencia espacial de (3.19) estd contenida en el factor yz(Z), el

cual es solucién de la ecuacion

A®y(F) = —(k* — K)ye(), (3.21)

en donde

APy = h=30,(h2h0,y;), (3.22)

h = det(h;;). Por otro lado, normalizamos a las funciones y; pidiendo

[ Pty @) = 6EF) (3.23)

para lo cual 6(k, k') es la funcion delta con respecto a la medida ji:

[ dntE) 1@ (E T = 1(F (3.24)

Las autofunciones de (3.21) junto con la normalizacion correspondiente

tienen la expresion
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(3.25)

(27T>%€i£']2; k= (K1, ko, k3), (K =0)
Y (T) = "

I (0)Y(0, ¢). (k, J, M), (K = +1)

en donde

_ —o0o < kj < o0
si K=0 .
k= |k|
J=0,1,.k—1, k=1,2,..
si K=+41
k=1,2,..
J=0,1,..
si K=-1
0< k< o0.

Las funciones Y son armoénicos esféricos y las funciones 1) estan

definidas por

_ 1 s
) (y) = (52 (k? 4 1) (K + )] = sinh” x( )+ cosky  (3.26)

d cosh y
y Hg)(x) reemplazando en (3.26) k por —ik y x por —ix. Por ltimo, la
unidad de medida fi(k) se define de la forma

/d,&(k’) =\ 2k (K =+1) (3.27)

3.2.2. Expresion del hamiltoniano de un campo escalar

Integrando la exresion (3.16) mediante (3.18) y teniendo en cuenta el
desarrollo del campo ¢ en la base {ug(z)} (3.11), la expresion de dichos
elementos de base (3.19), las propiedades (3.23) y (3.24), y por tultimo las
relaciones de conmutacion de los operadores de destruccion y creacion aj; y

a% (3.12), se tiene que la expresion del hamiltoniano es
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~ 1
H = /d[mk {ﬁ,;~|— 5[@;&%}} (3.28)

con la relacion de dispersion

1
wip =k + C(n)m* + (€ — g fi(n)] (3.29)
y nj el operador nimero de particulas
hp = alay (3.30)

3.2.3. Coeficientes de Bogoliubov

Para la descomposicién en modos del campo ¢ puede también elegirse
otra base de modos {u;} que satisfagan la misma ecuaciéon de movimiento

(3.10). En términos de esta nueva base podemos expandir el campo segtin

o) = [ PHagig(e.n) + afig (. ) (331)
i

En la expresion anterior aj y Ezj; son respectivamente los operadores de
creacion y destruccion de los modos uj y 1]};. y verifican las relaciones de

conmutacién

lag;at] = 6(k' — k), (3.32)

siendo nulo el resto de los conmutadores.

Estos nuevos operadores definen un vacio }(N)> que no necesariamente
coincide con el vacio |0). Por lo que en general se tendra |0) # |0). El
hecho de poseer mas de un vacio es una propiedad central de la teoria
de campos en espacios tiempos curvos y es responsable de muchas de las
mas interesantes predicciones de dicha teoria, tales como la evaporaciéon de

agujeros negros y el efecto Unruh [16, 17].

Ambos sets de operadores de creaciéon y destruccion pueden vincularse

mediante una transformacion de Bogoliubov 2]

!

dE:[dggl[aEE,ag+ %E/(l;%,], (333)
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en donde oz, v Bz son los coeficnientes de Bogoliubov y satisfacen las

identidades

(3.34)

Ademas, se tiene que en contextos de teoria cuantica de campos la pro-
duccion de particulas es consecuencia directa de la inequivalencia entre
distintos vacios [2]. Por ejemplo, puede mostrarse que si partimos de un
estado de vacio |0) y tras una evolucion de la métrica (evolucion dinami-
ca del espacio-tiempo) el sistema finaliza en el estado |6>, la densidad de

particulas en el estado final sera (n* ) = (0| &%d,; 10) = [ d31]B|* # 0.

out

Por ultimo, en el caso en que el espacio-tiempo sea isétropo y homogé-
neo se tiene que los coeficientes de Bogoliubov son diagonales y dependen

unicamente del moédulo del vector de onda:

’ (3.35)

Por lo que las relaciones de Bogoliubov (3.33) pueden escribirse de la

forma

ay = agag — Bia’ (3.36)

y las propiedades (3.34) se resumen en

o * = 1Bk|* = 1. (3.37)

Esto sucede, por ejemplo, en el caso de universos de FRW, ya que una de
sus principales caracteristicas es la de ser métricas espacialmente isdétropas

y homogéneas.



Capitulo 4
Desarrollos previos

En el presente capitulo haremos un repaso de los desarrollos previos que
motivaron este trabajo. Contaremos los resultados a los que en ellos se han
llegado y por qué creemos que es interesante proponer una generalizacion

de los mismos.

Para este trabajo nos hemos basado en [3], en donde los autores estudian
los efectos que la expansion del espacio-tiempo tiene en un campo escalar
acoplado con la métrica. Como resultado de esta dinamica de la métrica,
dicho campo es visto como sufriendo una tranformacion fuera del equilibrio.
Su principal resultado es encontrar una relacién entre la produccion de
particulas debidas a la expansion y el aumento de entropia durante dicho

proceso.

4.1. Modelo cosmolégico

En este trabajo los autores consideran un universo plano de dimension
141, en el que se encuentra presente un campo escalar acoplado de manera
conforme con la métrica. Recordemos que en este caso acoplamiento con-

forme y minimo son identicos, ya que con ambos se tiene £ = 0 [2, 18, 19].

De esta forma, el intervalo y la ecuaciéon de movimiento del campo

escritos en tiempo conforme resutan

ds* = C(n) (—dn” + dz?) (4.1)

22
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(= + s ) o) =0, (42)
en donde C(n) es el factor conforme definido en (3.5).

Las soluciones a (4.2) que en el pasado y futuro remoto se comportan

como soluciones de frecuencia positiva son

1

u;gn _ _ ¢t i(kz—wi™n)
4w
]. ; out (43>
uzut _ ez(kxfwk n)’
47TwOUt
en donde sus frecuencias respectivas estan definidas por
n — \/kQ + m20|n%foo
(4.4)

De esta manera podemos escribir a un campo escalar presente en el

universo como combiancién lineal de dichas soluciones:

¢ = /dk‘ [akuk + aLuZ] . (4.5)

Si recordamos la expresion (3.28), observamos que el hamiltoniano ini-
cial y final definidos en  — —oo y n — oo respectivamente (pasado y

futuro asintodticos), resultan ser

7/ in 1 in, ~in
H™ /dkw { —l—é[aa a; T]}
ﬂout o dk out out 1 out, ~outt
= wyt 4 AY +§[a ;az o

Dadas las relaciones de Bogoliubov definidas en un espacio isétropo y

(4.6)

homogéneo (3.36), veremos que implican una interacciéon tnicamente en-
tre los modos k£ y —k. De manera que cada par de modos evoluciona de
manera independiente durante la evolucién del espacio-tiempo. Podemos
entonces, por simplicidad, concentrarnos en un tnico par de modos (k,—k).

Los hamiltonianos iniciales y finales resultan
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) 7in in ) ~in 1 ~in, ~int

ko= Wi T "‘5[%3% ]
1 (4.7)

qut — wzut {ﬁzut + 5[&2117&’ azut’[]} )

Notemos que en (4.7) reemplacé la notacion vectorial k por k, ya que

por estar trabajando dimension 1 4+ 1 ambas expresiones son equivalentes.

Ademas de confinar nuestra atencion al par de modos (k,—k), supone-
mos también que cualquier otra interaccion distinta de la interaccion con el
espacio-tiempo que sea capaz de sufrir el campo es despreciable durante el
tiempo en que ambos modos estan correlacionados debido a la expansion.
Por ultimo, suponemos también que el estado inicial de dicho par es un
estado térmico p. Esto dltimo lo consideramos como una consecuencia de
la interaccion entre el campo escalar ¢ y el resto de los campos presentes

antes de que el espacio-tiempo comience a expandirse.

4.1.1. Trabajo hecho por el espacio-tiempo

Dado que estamos considerando al espacio-tiempo clésico como llevando
al campo fuera del equilibrio, habra entonces un cambio en la energia del
campo inducido por la evoluciéon de la métrica. Este cambio en la energia
media del campo lo llamaremos trabajo medio, y puede entenderse como el
trabajo efectuado por el espacio-tiempo sobre el campo. Definimos entonces

el trabajo medio como
Wi = (At = (i) =T {Hgpy - Tr {5 |
) 1, o 1 (4.8)
= wp f i + glagtsap - it { ) + 3la .

Si definimos ahora (n¢") como el nimero de particulas creadas e identi-

ficamos

~ou 1 ~out, ~ou ~cr ~in 1 ~in, ~in
<nk t> + 5[% Lagtt] = () + <”k > + 5[% sapt], (4.9)

tendremos entonces que podremos reescribir a (4.9) de la forma
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(Wi = (o) + (o = o) { 00) + glasal ] (@10)

De esta manera podemos identificar tres contribuciones al trabajo. La
primera w?* (n"), que corresponde al costo energético de crear (n{") par-
ticulas con energia wy*. La segunda contribucion viene del término
(wg™ — wi™) (Ni"), que es el costo energético de cambiar la frecuencia de las
particulas inicialmente presentes en el estado térmico inicial. Por tltimo el
término (wp* — wi™) $[ai"; ai"1], que corresponde con la energia empleada
en cambiar el estado inicial del estado de vacio del campo. El principal re-
sultado aqui es que las particulas creadas no son debidas a a interacciones

entre particulas, sino al acople de una métrica dindmica con el campo.

Supongamos ahora el caso en que la expansion se dé de forma adiabética,
con lo cual queremos indicar una evoluciéon en la que no hay transicion
entre los distintos niveles de energia durante la misma. En dicho caso los
coeficientes de Bogoliubov 3, se anulan y el hamiltoniano final resulta ser

(ver ecuacion (3.36))

in

. P wout
Hed = gt {nzn + i[a}f; aZ”T]} =~k _qpin, (4.11)
k
En este escenario definimos el trabajo que el espacio-tiempo efectia
sobre el campo como el trabajo adiabdtico. Si ahora tenemos en cuenta que
por la ecuaciéon (3.36) y la propiedad (3.37) los operadores de creacion y
destruccion del estado IN y OUT serén iguales (a menos de una fase), no

resultara deificil ver de la expresion (4.10) que este trabajo puede escribirse

Wit = (e o) {(oi) + Jlaarn | )

Notemos que en una evoluciéon adiabética no habra creacién de particu-
las. Esto ocurre siempre que la evoluciéon del espacio-tiempo sea cuasiesta-
tica, o bien cuando el acoplamiento entre el campo y la métrica desaparece,

lo que sucede siempre que la masa sea nula y el acoplamiento conforme.

Por ultimo, definimos el trabajo de friccion interna como la diferencia
entre el trabajo medio (W) y el trabajo adiabatico (W2?):
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<W,g‘”‘0> = (W) — (WEd) = w2 (ngr) (4.13)

Observemos que en este contexto el trabajo de friccion resulta propor-
cional al nimero de particulas creadas. De la mano de esto, la ecuacion
(4.13) puede entenderse como midiendo cuanto se aleja la evolucion res-
pecto de una cuasiestatica, lo cual coincide con nuestra intuicién de que
cuanto més lejos estamos de una evoluciéon adiabatica mayor es el nimero
de particulas creadas. Por dltimo, observemos que atun en el caso en que
no se creen particulas, sigue existiendo un costo energético en expandir el

espacio-tiempo, que esta en este caso cuantificado por <W]§d> (4.12).

Veamos ahora como utilizar <W,f ”C> para vincular la variaciéon de en-

tropia con el namero de particulas creadas.

4.1.2. Produccién de entropia

Dado que en nuestro caso estamos considerando un estado inicial tér-

mico, tendremos que la funcién densidad p tiene la expresion:

¢—BEn
=3I (ol (414)

n

Teniendo presentes las ecuaciones (2.8) y (2.14) podremos hacer el si-
guiente desarrollo. Calculamos primero el valor medio de la entropia para

un proceso de expansion

(s) = B/SPE(S) = ﬁ/s Zﬁmﬁn‘mé[s — (8 — sn)]
" (4.15)
=B Sumbubuim =B [(Em — E,) = AF| pouim.

Tengamos en cuenta ahora que de (2.8) se deduce que
—BAF =1n(Z,,/Z,), en donde recordemos que estamos notando a los esta-
dos con subindice m como los estados iniciales del proceso de contraccion, y
aquellos con subindice n a los respectivos del caso de expansion. Pero aqui
entra una de las observaciones principales, y es que la temperatura inicial

tanto para el proceso de expansiéon como de contracciéon la consideramos
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en ambos casos igual. Por lo tanto ambas funciones de particiéon Z seran

iguales y AF = 0. De esta manera la expresion (4.15) resulta

(4.16)
» {zEm ]S o ) ) zEnpn}
Si recordamos la ecuacion (4.7) veremos que vale la igualdad
in ) ain 1 in, ~int
B = w0y + 2[% sag]
(4.17)

Por lo que finalmente (4.16), si tenemos en cuenta la ecuacion (4.13),

da lugar a

in

(s)=7 {Tr[?—lzutﬁ] - %T r| 2"/5]} 3 <ng>

A (4.18)
— /Bwout < >

Respecto de esta ecuacion, recordemos que se ha demostrado que la
friccién interna es no negativa para cualquier hamiltoniano dependiente del

tiempo cuya dindmica parte de un estado térmico [20, 21].

Como consecuencia de la observacion anterior, tendremos entonces que
(s) > 0. Esto ultimo apoya fuertemente la afirmacion de que (s) puede ser
interpretado como una definiciéon adecuada de entropia. Segun los autores,
este es el resultado principal de su trabajo, y el que nosotros pretendemos

generalizar.

Por tltimo, la intima relaciéon entre esta medida de entropia y el ntimero
de particulas creadas implica que si el campo en cuestion parte de un estado
térmico (o méas general, de un estado diagonal en la base |n)), luego de este
proceso tendremos (n{) > 0. Por lo que de la ecuacion (4.18) podremos

reinterpretar esta magnitud en térmicnos de la segunda ley.



Capitulo 5

Calculo del trabajo de friccion
para un universo de dimensiéon

3+ 1 y acoplamiento £ general

En esta seccion buscaremos una expresion general del trabajo de friccion
(W7rie) (expresion (4.13)) para un universo de FRW de dimension 3 + 1,
valores arbitrarios para el acoplamiento £ y la masa m del campo, en donde
ademés pueden estan presentes los infinitos modos del campo escalar ¢. La
motivacion principal sera luego tener una relacion general para el valor
medio de la variacion de entropia (s) en funcion del namero de particulas
creadas (n°) al estilo (4.18). Para ello generalizaremos el procedimiento

explicado mas arriba en el capitulo 4, y explicados detalladamente en [3].

Buscaremos primero la expresion del hamiltoniano referido a la métrica
mencionada y con un factor conforme C(n) arbitrario. Suponiendo ademés
que dicho factor conforme es tal que la métrica evoluciona desde un estado

asintotico IN a un estado asintotico OUT.

Una vez calculados los hamiltonianos del estado inicial (estado asin-
totico IN, referido a n — —o0) y del estado final (estado asintético OUT,
referido a n — +00), se podré observar que la diferencia entre ambos radica
principalemte en la relacion de dispersion (dependencia de la frecuancia wy,
respecto del modulo k del vector de onda) y una amplificacion paramétrica

de la densidad de fluctuaciones de vacio y de las particulas originalmente

28



Desarrollo 29

presentes en el modo k dada por el factor (1 + 2|84|?).

Luego de calcular ambos hamiltonianos, calcularemos nuevamente la
magnitud que en el capitulo 4 llamamos trabajo de friccion. El mismo pue-
de entenderse como el trabajo efectuado por la métrica sobre el campo
durante la evoluciéon del espacio-tiempo. Veremos entonces que dicha mag-
nitud depende tanto de la relacién de dispersion del campo en el estado
final como del niimero de particulas creadas. Su importancia radicaré en el
hecho de que cuando calculemos en el capitulo 6 la variacion de entropia del
campo durante la evolucién, observaremos nuevamente que esta variacion
esta intimamente ligada con el trabajo de friccion anteriormente definido,
y mediante él, dependera también del numero de particualas creadas. De

ahi su enorme importancia.

5.1. Hamiltonianos IN y OUT

Suponemos, como dijimos anteriormente, que la métrica evoluciona des-
de un estado asintotico IN con factor de escala C|_, a un estado OUT con
factor de escala C| ., podemos entonces definir dos hamiltonianos, uno

para cada region:

En donde

. 1
W = k% + Cloacfm? + (x = 2)Bl o]

(5.3)

1
W = 1 4 Clroelm? + (x = £)Bloc)

y a; vy a i son los operadores de creacion y destruccion definidos en el espacio
OUT. De la misma forma, n; y fi,; son los operadores numero de particulas
definidos en el estado IN y OUT a partir de los operadores de creaciéon y

destruccion respectivos.
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Dado que estaremos trabajando en la representacion de Heisemberg,
nos serd conveniente escribir a los operadores ZL%, ag y np en términos de
los mismos operadores &;% y aj definidos en la base IN. Para ello utilizando

la relacion (3.36) escribimos:

7%15' = é%ég = (a};alg — Bra_g)(agag — BZCLT_E)
, (5.4)

= |ag*fg + 1817 _g + 1B Plag; al] — afprala’ . — agBraga_y,

en donde para pasar a la tlima linea utilizamos la paridad de la delta y la

definicion del operador nz en (3.30).

Por otro lado, recordando que en la expresion del hamiltoniano (5.2) el
operador 7 estard siendo integrado en dji (ver ecuacion (3.27)), si hacemos
un cambio de variables de k a —lg, y nos valemos del hecho de que estamos

integrando sobre todo el dominio podemos reescribir:

/dﬂwgut|ﬂk|2ﬁ_5: /dgwgutwkm,;. (5.5)

En donde en la expresiéon anterior utilizamos que tanto w; como [
dependen ambos del moédulo de k, por lo que w_j; = w; y B_z = B;. Por
otro lado, en el cambio de variables en la medida de integracion, se tiene
que dy_gp = —dpug, pero dado que deberemos también invertir los limites de

la integral se tiene finalmente que

/du_;;': /dm: (5.6)

Por tltimo, utilizando la relacion (3.37):

g = (14216 P)ig + |8 lag: 6] — oiiapal ;- gy, (5:7)
que reemplazandolo en (5.2) da lugar a

. 1
Hovt :/d/lw;;"t(l +2|8ul) § i + slag @l o+
2 (5.8)

— /d,& wiut {a,’%ﬁ%a%aig + oz,;ﬁl;al;af,;} )
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Podemos ver que la dltima integral de (5.8) es un término no diagonal en
la base |ng,, nk,, ...), siendo ésta la base de autoestados del hamiltoniano IN
y |ng,;) autoestado del operador niimero de particulas ng - Dado que luego
en el capitulo 5.2 tomaremos la traza sobre esta base, podemos descartar
este ultimo término ya que no contribuird a la misma. Queda entonces

finalmente

9y ~ ou N L. ..
Hout = /duwk (1 + 2187 {n;;+ S lag; a};]}- (5.9)

Es importante notar que el factor (1 + 2|3;|*) da cuenta de la ampli-
T
k
amplificaciéon por el mismo factor del nimero de particulas originalmente

ficacion paramétrica de la densidad de energfa del vacio 3[ag;al] més la

presentes.

5.2. Calculo del trabajo de friccién

Hasta ahora hemos calculado los operadores hamiltonianos para los es-
tados IN y OUT ((5.1) y (5.9) respectivamente) escribiéndolos en términos
de los operadores ntimero de particulas de la base IN.

Sea el estado inicial de nuestro campo escalar ¢E(£L‘) el descripto por la fun-
cion densidad p, tomamos el valor medio de ambos hamiltonianos sobre
dicho estado inicial: (#) = Tr{p#}, dando lugar a

i ~ in L.
(H™ :/dﬂwk {nE—I—E[ E;G,T;]}

) . (5.10)
() = [ a1+ 20 {m + Sisaly |

En la expresion (5.10) definimos la notacion ny = (nz), la cual la segui-

remos usando en este trabajo salvo que se mencione lo contrario.

Al cambio en la energia media del campo lo llamamos el trabajo medio,
el cual podemos calcular de la forma (W) = (H) — (H™). De esta forma

se tiene

W) = /dﬁ (o1 + 208P) — i} {nk + %[a,;; ajz]} | (5.11)
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Notese que el mismo puede entenderse como un trabajo efectuado sobre

el campo por la métrica en evolucion.

Si definimos ahora el niimero de particulas creadas como

cr Lo
ng = 2|B/? {n,g—i-i[a,;; ag]}, (5.12)
la expresion (5.11) resulta
~[~ . cr ~ L A~
W) = [ dil@gng + (0 — wi) § n + 5[@,;; azl el (5.13)

Asi como anteriormente generalizamos la definicién del trabajo medio
del espacio-tiempo sobre el campo, generalizamos ahora el trabajo adiabd-
tico, que es el que se realiza sobre el campo para el caso de una evolucién
adiabatica. Recordemos que por adiabética queremos indicar una evolucion
en la que no hay transicion entre los distintos niveles de energia, es decir,
no cambia la poblacion ny de cada nivel de energia, o lo que es lo mismo, el
tinico cambio sufrido por el campo no serd un cambio de las poblaciones de
sus niveles de energia, siné un cambio de frecuéncia de cada uno de dichos

niveles: wi" — WPt

Teniendo en cuenta que en dicho caso los coeficientes de Bogoliubov [y
se anulan. No sera dificil observar que por tener 5, = 0, de la propiedad

(3.36) se deduce que a; = a;.

Para calcular dicho trabajo, primero debemos obtener el hamiltoniano

que se obtiene en el estado final de dicha evolucion: H2%.

No es dificil notar que por ser nulos los coeficientes (3, de la propiedad
(3.36) se deduce también que é,; = ag, por lo que dicho hamiltoniano se

escribird de la forma

you ~~ A 1. .
out _ /duwk {n,; + 5[@,5; a%]} : (5.14)

En este caso ny =0y el trabajo adiabatico definido como

(Waa) = (Hei) = (H™) (5.15)

tiene la siguiente expresion
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e L.
Whaa) = /d,u (07 — wy) {nk - 5[&,;;(1’2]} . (5.16)
Finalmente, la generalizacion del valor medio de la friccion interna,

definida como la diferencia entre el valor medio del trabajo (W) y el valor

medio del trabajo adiabatico (W,4) es:

Wiric) = (W) = (Wad)

(5.17)
<me-c> = /dﬂ(:)k TL%T.

Notese que como se menciond anteriormente, dicho trabajo depende
mediante ng" del factor |B|?, por lo que la escritura en términos de dicho

factor seré:

Wy = [dpaa {m+ 3omal}. Gy

Como dijimos mas arriba, la importancia de esta magnitud radica que
en el capitulo 6 veremos que la variacion de entropia es proporcional al
trabajo de friccion, y mediante él, sera monotono creciente con el nimero

de particulas.



Capitulo 6

Producciéon de entropia, trabajo
efectuado por la variacion de la

métrica y creacion de particulas

En este capitulo deduciremos una expresion para la variacion de en-
tropia del campo debido al proceso de expansion, buscando generalizar la
expresion (4.18) para el caso de estudio (campo masivo en un universo de
FRW de dimension 3+1 y acoplamiento £ arbitrario). Por otro lado, estu-
diaremos las expresiones para el trabajo que la dinamica del espacio-tiempo
efectia sobre el campo, buscando interpretar cada una de las expresiones

citadas anteriormente.

6.1. Produccién de entropia

En esta seccion vincularemos la variacion de entropia del campo escalar
debida a la evolucion de la métrica con el trabajo de friccion (5.18). Como
dijimos anteriormente, la métrica evolucionaré entre un estado asintotico IN
y un estado asintético OUT. Para ello caclularemos la diferencia de entropia
del campo en ambos estados, y para luego reescribir dicha diferencia en

términos del trabajo de friccion.

Suponemos nuevamente que el estado inicial del campo es un estado

térmico:

34
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1 rin
p=—e P (6.1)
con T = 37! su temperatura.
Definimos las siguientes magnitudes:

Sea Png ng o la probabilidad de que en un proceso de expansion se
1 2
encuentren inicialmente nj particulas en el modo kq, ng particulas en el
modo ky, y asi sucesivamente, y lo mismo para ¢, m. .. en un proceso de
1 2

contraccion. Es decir, que en este tiltimo proceso se encuentren antes de la

contraccion my; particulas en el modo ky, y asi sucesivamente.

Con el fin de simplificar la notacion, defino los estados |77) = ‘n,;l N >
y |m) = |m];1,m,;2, > De esta manera, las siguientes magnitudes podran

escribirse de la forma:

IR L g
pr = (7] i}y = e~ (6.2)
1
ar = (| i) = e

Suponiendo que el campo evoluciona desde una poblacion inicial de
modos |77) a una poblacién final |m), mostraremos nuevamente que el valor
medio de la variacion de entropia en un proceso de expansion (s) es pro-

porcional al valor medio del trabajo de friccion (Wp,;.) definido en (5.17).

Para ello calculamos primero el valor medio de la entropia

(s) = / 5 Po(s), (6.3)

que a partir de la definicion de Pg(s) (2.3) resulta

(s) = Z Siim Pl Di- (6.4)

Segin la relacion (2.9) podemos reemplazar sz 5 por Spm = B(Eqm —
Ez) — BAF, con AF = In(Z//Z"), en donde Z/ y Z' hacen refencia a
las funciones de particién de la matriz densidad del estado final e inicial.
Pero dado que nos mantenemos en la representacion de Heisemberg, la

expresion de dicha matriz densidad sera constante y por lo tanto Z/ = Z¢,
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por lo que finalmente se tendrda AF = 0. Es decir, estamos considerando
que en el estado final las particulas a lo sumo se reordenarédn entre los
distintos niveles, pero no cambiara la energia de dichos niveles. O visto de
otra forma, de cada nivel cambia su poblaciéon y no su energia. Podemos
entonces reemplazar sz, por B(Em — Er), y escribir el valor medio de la

entropia como:

o (6.5)
zﬁ{ZEmW%INW —ZEﬁ n}
— {Z<m|Hmﬁ|m>—Z(ﬁIH’”ﬁlﬁ>}

Busquemos ahora una relacion entre el valor medio de la densidad de
energfa en el estado final ) - Engsn = > (m| Ezp|m) v el hamiltoniano
del estado OUT 7:1%7“ Para ello cabe recordar que las bases {|m)} y {|7)},
son efectivametne la misma, ya que mediante |7i) quiero ver cuantas par-

ticulas se crearan en el modo k;:

|nk1,nk2, > — |mk1,mk2, > , (66)

es decir, se crearan my, — ny, particulas en el modo k;. Solo por con-
veniencia, y para tener en claro si se trata de la poblacion de modos en el

estado inicial o final hemos decidido utilizar dos nombres distintos.

Definimos los operadores H{* y H2" como aquellos restingidos a los

modos con numeros de onda de moédulo igual a k, es decir:

. I
ZnZ/dﬂkwk {n;;+§[a,;/;a}]}
; (6.7)
A = [ dpvso g + gl

los mismos seran de gran utilidad en el siguiente paso y los subsiguientes

desarrollos.
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Podemos escribir entonces

S il #npli) = 3 (] [ afit { slaial } ol
Z 1] [ dp g g+ lagsal | oy
- 'u out 2 akwa;; p
- 7. k A, out ) » L LT Ao
:Z(m\ — [ dwy n,;—|—§[a,;,,ak.] p|m)

Por lo tanto resulta:

. o ~win o Prout - | o
S il Bap ) = [ dkwfm > G| g )

b (6.9)
= [ ak 25 ().

Para el segundo término del lado derecho de la expresion (6.5) tenemos

—

m

asimismo que

S | Hrp ) = / ak (#) (6.10)

—

m

Reemplazando entonces las ecuaciones (6.9) y (6.10) en (6.5) tenemos:

?>} (6.11)

En la expresion anterior utilizamos que

N . R 1
'sz — /duk wkd {nk + Q[Gk,, L]} (6.12)
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es el hamiltoniano que se obtiene luego de una evolucion adiabatica, y
definimos ademas la parametro ), como la inversa de la temperatura de los
modos con vector de onda de modulo igual a k:

in
~ wk;

By = ngut. (6.13)

Recordemos las expresiones (4.8), (4.13) y (5.17):
Wrrie) = W) = (Waa)

W) = (Ft) - (7 (6.14)
Waa) = <Hd> - <’H> .

Por lo tanto tendremos entonces

Wririe) <H“t> - <’Had> . (6.15)

De la definicion de (W) en (5.17), tomemos la misma definicién que
en (6.7) restringida a los modos con vector de onda de médulo k, con lo

cual resulta:

<w,’:m> = /dﬁwg“t (ng), (6.16)

en donde f dQ) es la integral con respecto al angulo solido.

Resulta entonces:
)= [ aki [ dap (ng)
= /dl;:/d@@kw,‘;“t (ne) (6.17)
— [ dnfes ().
Con lo que finalmente llegamos a:

(s) = / dji B wp" (). (6.18)

Esta expresion es efectivamente el resultado principal del trabajo, ya

que siendo Sy y wi* definidos positivos (ver las ecuaciones (6.13) y (5.3)),
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tenemos que (s) es creciente con <ng> Efectivamente, si separamos la
integral (6.18) en contribuciones de modos con vectores de onda de modulo

k (llamamos a estos modos “modos-k”) segun:

()= [ difis

sk = Bt (n),

(6.19)

vemos que Si es monotona creciente con <nzf> Es decir, que la entropia
asociada a modos-k es directamente proporcional al nimero de particulas
creadas en dichos modos. En particular, el factor de proporcionalidad es
Bk w0 lo que es lo mismo, de la definicion de Bk (6.13), el mismo puede

reescribirse segin Swi". Este es el resultado al que nos propusimos llegar.

Si recordamos las definiciones de f; y (ng) ((6.13) y (5.12) respectiva-
mente), y recordando las relaciones de dispersion definidas en las regiones
IN y OUT (5.3) tendremos

G 5{1& + Ol oo [m?+ (€ = HR|_&] }

(6.20)
() = 24 { (ng) + sl .

O lo que es lo mismo, podemos reescribir la expresion (6.18) de la forma

2

S S B
2|3 {<nzz> + %[%35‘5} |

Algunas observaciones que podemos hacer respecto de la ecuacion (6.21)

SOo1:

= Supongamos el caso de un universo de FRW, en los que vale

(6.22)

A partir de la definicion (6.20) podemos ver que en este caso valdra
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(6.23)

N e e e e (B
5’“‘ﬁ{k2+0|mm2+<§—

==

6K ) 2
i)
De la ecuaciéon anterior puede verse que si el espacio-tiempo se ex-
pande, es decir, si C|i > C|_o se tendra que B, < B: los modos
se calientan (Bk’ '> p=1 recordemos que la temperatura se calcula
como la inversa de [3) mientras que si el espacio-tiempo se contrae los
modos se enfrian. También cabe remarcar que la temperatura final
de cada modo es funcién del modulo de su vector de onda k, por lo

que modos con igual k£ tendran igual temperatura en el estado final.

Veamos ademas que si el acoplamiento es conforme, la temperatura

final no depende del tipo de curvatura.

A continuacion mostramos dos graficos (figuras (6.1) y (6.2)), de ma-
nera de poder visualizar lo que explicamos més arriba. Sobre un mis-
mo grafico, se muestra la curva de temperatura para los distintos
modos en cada universo posible de FRW. En todos los casos toma-
mos f =1, m=1,C| o =01y Cl,s =1, es decir, la eleccion de
los dos tltimos parametros indican que consideramos el caso en que
el universo se expande diez veces su tamano original.

$=0, K=1, , K=-1

T T T T T T

1.0

0.8

T
1

0.6
QU

0.4

T
1

0.2

T
1

0.0' ! ! ! !
0 1 2 3 4 5

| k| (Médulo del vector de onda)

F1GURA 6.1: Acoplamiento minimo: £ = 0
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$=1/6, K=1, , K=-1

1.0

0.2

0-07“‘““““““www\\““
0 1 2 3 4 5

| k| (M6dulo del vector de onda)

FIGURA 6.2: Acoplamiento conforme: £ = 1/6

Cabe aclarar que cualquier otra eleccion de parametros reproducira
en lineas generales el mismo comportamiento de las tres curvas. Por
altimo, en el caso de acoplamiento minimo observamos que hay un
rango de valores de k a los que no le corresponde ninguna tempera-
tura. Como se observa claramente de la ecuacion (6.23), esto sucede
para valores de k en los que el denominador es menor o igual a cero,
o lo que es lo mismo, para aquellos k que verifican k% < 1 — C|, om?.
Tengamos en cuenta que si el lado derecho de la desigualdad es cero

o negativo, todos los valores de k estaran admitidos en el grafico.

» Cuanto menor sea el valor de k en relacion a C|i.m, mayor seré la

variacion de temperatura.

= Por ultimo, si & — oo entonces [B; = [, es decir, la temperatura se

mantiene constante para dichos modos.

6.2. Trabajo efectuado sobre el campo

En esta seccion nos proponemos estudiar las expresiones del trabajo
que la métrica efecttia sobre el campo escalar (expresion (5.13)), el trabajo

adiabatico (expresion (5.16)), y el trabajo de friccion (expresion (5.18)).
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Recordemos para ello las tres expresiones citadas, escritas ahora en términos
de |Bx)? (ver expresion (5.12)):

0wl ~in 1. .
o) = [ di o 21308 + @ = ] { g + gl
71 (5 in 1 A A
i = [ e {re - e} oo
™~ ou 1 ~ ~
Wrric) = /duwk "2|6? {ni{—i- Q[a,g; CL;T;]}.

Notemos, como dijimos anteriormente, que el término

1. .
wgut n%r _ wzut ) ‘6’6‘2 {nE + 5[“}5’ a%]} (625)

hace referencia al trabajo encesario para crear ng en el modo k, mientras

que el término

1

(wzut _ wk) {’H,E -+ 5[&%, CAL;]} (626)

inidica la energia requerida para cambiar el estado de vacio.

Notemos, por tltimo, que en las expresiones dadas en (6.24) no inter-
viene el parametro . Esto es consecuencia de que ellas son generales para
cualquier estado p del campo, no Gnicamente para un estado inicial térmico.
La informacién de dicho estado inicial estara contenida en el valor medio
ng.

Ya tenemos una expresion general para la variacion de entropia durante
una evoluciéon arbitraria de la métrica entre dos estados asintéticos IN y
OUT. Por otro lado, en (6.24) contamos con expresiones generales para
el trabajo que la métrica al variar efectia sobre el campo. Vemos que en
(6.21) y (6.24) la entropia y el trabajo aparecen dependiendo de |Bx|?,
factor en el cual se encuentra “encapsulada”’ la informacién acerca de la
dindmica mediante la cual el espacio-tiempo paso del estado IN al OUT.
En el proximo capitulo calcularemos este factor para tres casos particulares,

estudiando detalladamente cada uno de ellos.



Capitulo 7

Calculo de coeficientes de
Bogoliubov para tres casos

particulares

Hasta ahora tenemos como resultado del capitulo anterior que el valor
medio de la variacion de entropia (s) es funcion del nimero de particulas
creadas, y éste a su vez del factor |S;|? (ecuacion 6.21). Veamos entonces
como depende dicho factor en tres casos particulares. En cada uno de ellos
estudiaremos distintos limites mostrando su comportamiento para algunos

casos caracteristicos.

= En el primero de los casos consideraremos pequenos apartamientos
de la simetria conforme a un espacio-tiempo plano de Minkowsi, los
cuales daran lugar a un espacio-tiempo anisétropo, m ~ 0y & ~ 1/6.
Esto sera finalmente estudiado para el caso concreto de un factor de

escala de la forma

C(n) = C1(n)Ca(n)C3(n)

2 (71)
Ci(n) =1+ 005(5772 — 0;).

= Kl segundo es similar al anterior pero el apartamiento de la simetria
conforme se darda en un espacio-tiempo plano e isétropo, es decir,

consideraremos tnicamente m ~ 0y £ ~ 1/6, y factor de escala

A

C(n):1+1+n2.

(7.2)

43



Desarrollo 44

En éste caso estudiaremos en particular el limite de una evolucion
adiabatica (A — 0) y qué suscederia si en vez de una expansion

(A > 0) se tuviese una contraccion (A < 0).

Cabe aclarar que para los dos primeros casos mencionados no se ten-
dra una solucién exacta sino un desarrollo a partir de la simetria

conforme.

= Por ultimo, consideraremos el caso de acoplamiento conforme y un

factor de escala de la forma

C(n) = A+ Btanh(pn). (7.3)

éste sera el tnico que se podra resolver en forma exacta, y en par-
ticular estudiaremos los limites de evolucion adiabatica (p — 0) y
evolucion violenta (p — o0). Por otro lado, estudiaré el caso en que
A — B — 0, es decir, en el que el espacio-tiempo evoluciona desde un

tamano infinitesilmalmente pequeno.

7.1. Teoria de perturbaciones para pequenos
apartamientos de la simetria conforme:

espacio anisotropo, m~0y £ ~ 1/6
Consideremos un espacio-tiempo plano y anisétropo de intervalo
3
ds® = dt* — Z aZ(t)dz?, (7.4)
i=1

en donde definimos
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C; = a2(t)
C(t) = a2(t) = (a1a2a3)2/3 = (01C203)1/3
1% \ . (7.5)
D = g - dz = E
_ 1 2

Nuevamente hicimos un cambio de variable ¢ — 7 definiendo el tiempo
conforme segun (3.5). Por otro lado, el punto hace referencia a la derivada
con respecto a 7).

De las definiciones anteriores se tiene entonces que el escalar de Ricci resulta

1

"=c

3D + §D2 + 6Q)]. (7.6)

Dado que en éste caso el espacio-tiempo no es conformente plano, no
podran definirse estados de vacio conforme para teorias de campos con
lagrangianos conformemente invariantes, como se hizo més arriba para el

caso de un universo de FRW.

La descomposicion del campo escalar ¢(z) seguiréd siendo la expresada
en (3.11). Teniendo en cuenta que la invariancia ante traslaciones espaciales
segue siendo una simetria del espacio, los modos u(x) pueden escribirse de

la forma

1 ikZ.
() = i), (r.)

en donde las funciones x; son solucién de la ecuacion

dQXE
d_ng + {0(77)

y verifican la condicién de normalizacién

2
[

_Z Cf(n) +m’+ (£ - é)R(n)

+ Q(n)} xg=0, (7.8)

XOpX™ = X"Oyx = i (7.9)
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Podemos obtener una soluciéon general de frecuencia positiva de la ecua-
cion (7.8) mediante el método de WKB |2, 22], siendo esta esta solucion de

la forma:

Xp = ————e T Wra (7.10)

340 1/2
W = wy = { (Z : ) } . (7.11)

Podemos ahora definir estados de vacio adiabatico como aquel que em-

con

palma a la soluciéon exacta de frecuencia positiva de (7.8) a la solucion

aproximada en algin instante de tiempo 7.

Explicaremos a continuaciéon un método para obtener dichas soluciones

aproximadas. Consideremos

=1

ds* = C(n) {d772 - i+ hi(n)](dl‘i)Q)} (7.12)

con |h;(n)| < 1Vi y pidiendo también que

Z hi(n) = 0. (7.13)

En éste caso, el desarrollo de la ecuacion diferencial (7.8) a primer orden
en WKB resulta

d2772]g+{/€2+0(7]> {m +(§—— R] } Zh }XE:07 (714)

en donde definimos el escalar de Ricci para un espacio-tiempo isoétropo
(h; = 0) como

[ 3,
Ri= [3D+ 5D ] . (7.15)

Impongamos ahora las siguentes condiciones |[2]:
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1. hi(n) = 0 con n — +oo
2. C(n)R(n) — 0 conn — +o0, 81 £ #1/6

3. C(n) = Clyoo = Cl_0o < 00 con n — £o0, si m # 0.

Fisicamente, de observar la expresion (7.12) vemos que la primer con-
diciéon implica que para n — 400 se tiene un espacio plano e isétropo. La
segunda condicion, de la expresion (7.14) vemos que es requerida para tener
soluciones de espacio plano en 1 — +oo. Para ello requerimos que en éste
limite R(n) — 0, es decir, que el espacio sea efectivamente plano. Por tlti-
mo, la tercer condicién (en caso de tratarse de un campo masivo) indica que
la métrica luego de la dinamica recobra las mismas condiciones iniciales.

Es decir, coinciden los estados asintoticos IN y OUT del espacio-tiempo.

De esta manera, la solucion de 7.8 para n — —oo seré de la forma

) 1 )
2(n) = e kT 7.16
= (7.16)

con w? = k? + C|_,om?. Puede verse entonces que coincide asintéticamen-
te con modos de frecuencia positiva en n — 0. Juntando la condiciones

enunciadas mas arriba y la expresion (7.16) nos dan la ecuacion integral

() =+ [ " Ve sinfen(n — o))

7.17)
1 (
Viln) = 32t + 007 (Claw — O]~ (& - 1) CORAG0).
Para tiempos largos, (7.17) puede escribirse de la forma

X7 (n) = apxF(n) + B (n) (7.18)

con

+oo
ap=1+i / X2 )Ve(n xg(n')dn’
—o0 (7.19)



Desarrollo 48

Si se supone |Vz(n)| < 1 Vn, podréa resolverse 7.17 por iteracion. Al me-
nor orden en Vz, y tomando xz(n) = xz(n)™ los coeficientes de Bogoliubov

resultan

(7.20)

+oo

6]; - 6_2iwk77v];<nl>d7],'

Esta técnica consiste en una expansion en serie tomando como orden
cero un espacio-tiempo conforme a Minkowski. Esta trivialidad conforme
puede romperse como consecuencia de la anisotropia, de una masa no nula
(m # 0) o de un acoplamiento no conforme (§ # 1/6). Estos dos ultimos

casos lo cual seran estudiados en la secciéon 7.2.

Como ejemplo, consideremos un espacio-tiempo con intervalo 7.12 y

hi(n) = e~ cos(Bn? — 6;), (7.21)

en donde o, y d; son constantes, y la condicion (7.13) se satisface pidiendo
que los ¢; difieran entre si en 27/3. De (7.17) y (7.20) se tendra

k2R —2wg/(a+if) i) - 99
2wkzi: e{ (a+ip) } (722
y calculando el cuadrado de su modulo |3z|? resulta
dawy
a2432 2
182 = MT:—W {kx2 sin <% — 7) — ky? cos(7y) + kz* cos (7 + %)}
(7.23)
con
. 0 2ﬁwk
10T T + B2
_ B
0 = arctyg (a (7.24)
K= (ko by k)
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En la expresion anterior consideramos las fases 9; definidas como (01, 62, d3) =
(6—2,6,6+2).

A continuacion estudiaremos algunas consideraciones sobre la expresion
(7.23) para |B|*. Primero veremos para qué vectores de onda k se anula,
y luego como es el comportamiento asintotico de la misma con respecto al
parametro a.

E

» En particular, se tiene que |fx|* se anula para numeros de onda que

verifiquen

> hik? =0. (7.25)

Lo cual puede verse de despejar alguna de las variables k; en funcion
de las otras dos, y reemplazarlo en (7.23). Esto tltimo es simamente
importante, ya que indica que no habra creaciéon de particulas para

dichos modos.

Veamos qué implica esto tltimo. Si observamos la ecuacion (7.14)

veremos que en éste caso la expresion se reduce a

d;;g% + {k2 + C(n) [mz - (5 — é) R,(n)} } Xi = 0. (7.26)

Para estos modos la anisotropia no existe: ellos “ven” un espacio is6-
tropo. Notemos ademaés que el escalar de Ricci que interviene en (7.26)
es el definido en (7.15) a partir de un espacio-tiempo con dicha sime-

tria.

Como ejemplo consideremos un caso particular. Supongamos 3 = 0
y 0 = 0, es decir, la ruptura de la simetria conforme estara dada por

términos h;(n) de la forma

2

2 2 —on

hi(n) = e " cos(—27/3) = e " cos(2n/3) = L 5

ha(n) = e (7.27)
2 6_0“72

hs(n) = e *" cos(2m/3) = — 5

entonces, el valor de |3;|? en éste caso estara dado por
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out
)

e o

(K2 —2k2 4 K2, 2
TBawp? (k3 = 2k7 + k2) (7.28)

2 _
|Bk|” =
Puede verse facilmente que la expresion (7.28) se anulara en éste caso

para los vectores de onda que verifiquen

k2 K2
X _|_ Z‘

k= TR (7.29)

Lo cual coincide con lo dicho anteriormente, ya que si calculamos

Z hik? = e~ cos(2m /3)k2 + e~ k> + e~ cos(2m /3)k?

= ¢ (cos(2n/3)k; + Ky + cos(2m[3)K?) (7.30)

1 1
— e —Zk2+ k2 — K2
(g5

la sumatoria se anularé si se verifica la condicion (7.29). Es decir, que

en éste caso el factor |B;|* se anula si y solo si lo hace también la

sumatoria (7.30).

a0 — 0

Consideramos aqui el caso en el que la métrica oscila en el tiempo
con una amplitud que varia lentamente, o mejor dicho, infinitamente

lenta. El limite de 7.23 a segundo orden en « es

1Bk]? = il 5 {ki sin [E — 7} — K cos[y] 4 k2 cos [7—# q }2

4pw; 6 6
e s et 2
g {70710 (o -]

—|—k:§ cos[y] — k2 cos [7 + %] > }2 +0 [o’],

en donde el parametro v tiende a su vez a

T 2wy o?
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Aqui la interpretacion es directa, ya que puede verse que a medida que
aumentamos el orden de aproximacion (o lo que es lo mismo, a medida
que nos es permitido trabajar con valores de « cada vez mayores), el
2

valor de |f|* ird4 disminuyendo. Esto se debe a que con mayor « la

amplitud de oscilacién se “apagara” més rapido en n — Fo00.

0 — 0

En éste caso el limite sera

1ol :4074;,% {kIQ sin <% - 7) - k’y2 cos(7y) + k.2 cos <7 + %) }2 +

2
1
e H
o
(7.31)
. 172
junto con v — 6 + O [ﬂ .
Con lo que puede verse que en el limite de & — oo no habré creacion
de particulas, esto es, una variaciéon de la métrica que tiende a una
delta (recordemos la expresion de h; definida en (7.21)) no excitara
ningtin modo del campo. Por otro lado, y esto es a nuestro juicio lo
més importante es términos de su interpretacion, la diferencia prin-
cipal entre (7.23) y (7.31) es que en la segunda desaparece el factor
exponencial. Esto quiere decir que para valores finitos del parame-
tro a, la amplificacion de modos con alto ntimero de onda no sera
suprimida, es més, sera favorecida para modos altamente energéti-
cos, ya que de la ecuacion (7.31) vemos que con k — oo tendremos
|B]? o< k?/a.

Podemos ensayar una explicacion en el marco de la desigualdad de
Heisemberg AEAt > 1/2. A partir de ella, puede pensarse que par-
ticulas virtuales de energia E viven por un intervalo de tiempo At >
1/(2F) antes de aniquilarse. En éste contexto, la creacion de parti-
culas ocurrida durante un proceso de expansion del espacio-tiempo,
puede interpretarse como consecuencia de que al producirse un par
virtual, esta aparece durante un intervalo de tiempo At, antes de vol-
verse a juntar y aniquilarse. Pero aquellas particulas virtuales que
sobreviven un tiempo suficientemente largo como para que al estirar-

se el espacio-tiempo se alejen lo suficiente de manera de no volver a
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encontrarse, cambiaran entonces su categoria de virtual por real, pa-
sando a engrosar las filas de las particulas ya creadas. De esta manera,
si la dinamica del universo es tal que el mismo se expande durante
un intervalo de tiempo igual a At/2, para luego contraerse en otro
intervalo de igual duracion, las particulas que podréan ser produci-
das (o mejor dicho, que seran producidas con mayor probabilidad)
seran aquellas con energia E tal que F > 1/(2At). Es decir, privi-
legiard la produccion de particulas energéticas por sobre las menos
energéticas, ya que las segundas no tendran tiempo de producirse (la
misma desigualdad de Heisemberg nos indica que durante interac-
ciones de duracion At se privilegiard la creaciéon de particulas con
energia £ > 1/(2At)), y las primeras al hacerlo se “separaran” antes
de poder volver a juntarse, pasando entonces a existir. Es decir, de
ver la ecuacion (7.31) vemos que éste proceso favorece la produccion
de particulas con nimeros de onda que verifiquen £ >> «. Eviden-
temente, en el limite o — oo, esta produccién sera anulada para todo

valor de k.

Visualicemos lo explicado méas arriba en un grafico, por simplicidad
suponemos m = 1, 3 =T7"1 =1, a = 2. Para ello mostramos en las figuras
(7.1) y (7.3) el numero de particulas creadas y la variacién de entropia en
funcién del modo. Recordemos que de la ecuacion (5.12), en nzf interviene
el valor medio del niimero de particulas iniciales, por lo tanto por tratarse
de un campo escalar (spin cero), dicho valor medio debe calcularse a partir
de la estadistica de Bose-Einstein. Para la variacion de entropia en funcion

de k se tomo el argumento de la expresion (6.21).

Como comentario, remarquemos que para distintos valores de m se obtu-
vieron graficos similares, sin observarse en ellos direfencias notorias respecto

al comportamiento de ngy s respecto de k.

Observemos que tanto las particulas creadas como el trabajo y la varia-
cion de entropia heredan la anisotropia de la dindmica. Tenemos en todos
lo casos como direccion privilegiada a k,, que de las relaciones (7.27) es
efectivamente la direcciéon en la que el espacio-tiempo se expande. De he-
cho, es para modos propagandoe tinicamente en esta direcciéon para los que

se maximiza tanto la creacion de particulas como la variacion de entropia.
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Recta: kx* -2 Ivcy2 +kz° =0

«J kx” +kz°

F1GURA 7.1: Namero de particulas creadas en funciéon del vector de onda
para un valor de masam =1, =1, a = 2

1_50.0

Recta: kx? - 2ky? +kz%2 =0

FiGura 7.2: Trabajo total efectuado sobre cada modo en funcién del
vector de onda, para un valor de masam =1, =1, a =2

Por otro lado, observemos de las relaciones (7.1) y (5.3) que por tener

en esta caso wi' = w"', a partir de (6.24) tendremos (W) = Wy,ic) v

(W.a) = 0. Por lo tanto, el grafico mostrado en la figura (7.2) coinicide

con el correspondiente al trabajo de friccion, y por las ecuaciones (6.16) y
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Recta: kx> -2 Incy2 +kzZ =0

FIGURA 7.3: Variacion de entropia para cada modo en funcién del vector
de onda, para un valor demasam =1, =1, a =2

(6.17), podemos ver que los gréficos de las figuras (7.2) y (7.3) coinciden a

menos de un factor igual a 3; (ver ecuaciones (6.16) y (6.17)).

Recordemos por tltimo que para los vectores de onda que satisfacen la
relacion (7.29) no habré creacion de particulas y por lo tanto su variacion
de entropia y el trabajo efectuado sobre ellos seran nulos. Esto se observa
claramente en las figuras (7.1), (7.3) y (7.2), en las cuales se marcan los

modos que verifican dicha propiedad.

7.2. Teoria de perturbaciones para un espacio

isotropo, planoy { = 1/6 y m = 0

Supongamos ahora el caso de un espacio isotropo, plano y pequenas

desviaciones de la simetria conforme dadas por £ ~ 1/6 y m ~ 0.

En un espacio isétropo tendremos a;(t) = a;(t) Vi, j, por lo que el
factor de escala C'(n) tendra la expresion C'(n) = a*(n) (ecuacion (7.5) ), en
donde nuevamente gracias a la definicion del tiempo conforme (3.5) estamos

considerando 1 = n(t).
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La ecuacion diferencial (7.8) resulta que

d*x 1
dnzk + {k‘2 +C(n)(m* + (€ — E)R(n))} Xi =0, (7.32)
en donde el parametro R vale
1. 3
R = =[3D + =-D?*
oD+ 50
C
D=—.
C

Recordemos que aqui la derivada punto significa derivar con respecto al

tiempo conforme 7.

En el caso de un espacio-tiempo plano

R——0,
n—=+oo

por lo que las condiciones descriptas en la pagina 77?7 de la seccion 77

pueden reducirse a las condiciones 1 y 3.

Podemos entonces repetir los mismos pasos que hicimos anteriormente
para obtener un desarrollo en serie de los coeficientes de Bogoliubov, tenien-

do en cuenta que ahora la el potencial V(7)) en (7.17) tendra la expresion

Veln) = 2 [Clioe = )] = (€~ ICORG). (1)

Para estudiar un caso particular supondré un factor conforme de la

forma

A
1+ Bnp?

éste factor da cuenta de una expansion seguida luego de una contraccion,

Cn) =1+ (7.34)

en donde tanto el estado incial como fianl de la métrica son iguales. El
parametro A indica en éste caso la magnitud de la expansion, es decir,
cuanto aumenta de tamano el universo, y el paramtro B el intervalo de
tiempo en que dicha dindmica es apreciable. En esta evolucion 1/ VB sera
un tiempo caracteristico, ya que el mismo indicara el tiempo en que la
perturbacion de la métrica (dada por el segundo término en (7.34)) se

reduce a la mitad de su tamano.
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Reemplazando esta expresion en (7.33) y esta a su vez en (7.20) tendre-

mos

<7rAm2 4 3W(A(¢TH—3)+4(\/TH_1))B(§_%)>2
2 VB A\/(A+1)B
1Bel” = 4 (k2 + m?) (7.35)

Consideremos ahora algunos desarrollos interesantes de dicha expresion:

n Desarrollo alrededor de m ~ (

, 92— [AWVATTI-3)+4(VATI-1)]'B
el =5 A2(A 1 1) *
+7r2m2(£—%) 6 (VA+1A—-3A+4VA+ _4)\/E+
4k2 (A+1)B
9(A(VATT—3)+4(VA+1-1))"B(E-1)
- (A1 k2 *
+ 0 [m']

En particular, observamos que el limite de (7.35) con m — 0 es pro-

1
6

miento conforme, |3y|* sera nulo, lo cual es consistente con resultados

anteriores en el contexto de TCETC [23].

porcional a (£ — )2, es decir, que en caso de tener masa nula y acopla-

» Evolucion adiabdtica (expansion infinitamente lenta): B — 0

w2 A?m? 672 (\/A +1A-3A+4vVA+1 - 4) m? (§ —

1
6

)

Bl “4B (K + m?) - 4VA+1 (k24 m?)
LI (AWVAFT=3) +4 (VAT - 1))° B (¢ - 1)

I (A4 1) (2 - m?) N
+0 [B™?]
Vemos aqui que a primer orden se tendra
242,04
9 T A*m 1 9
~——— V(¢-=) & 0 7.36
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es decir, en la produccion de particulas habra aqui una competencia
entre el pardmetro A que indica en qué porcentaje el espacio aumenta
su tamano, y el parametro B que indica la duraciéon de la dinamica
del espacio-tiempo. En el caso en que A << v/B la produccion sera
practicamente suprimida, privilegiando la producciéon de modos con
pequeno numero de onda. En cualquier otro caso, se tendra que con
B — 0 la produccion de particulas escalaré a infinito, lo cual pue-
de interpretarse de la siguiente manera: si la dinamica se produce
durante tiempos arbitrariamente grandes, la cantidad de particulas
producidas por unidad de tiempo ir4 acumulandose, dando entonces

lugar a una producciéon neta de un gran ntimero de particulas.

s Pequena perturbacion: A — 0

2 A2,4 2 A3, 2(Re
_ T2 A*m +7rAm(6§ 1)—1—0[144}

VE-Z) & mPA0,

|Be[?

Por ultimo, es interesante remarcar que en el caso de una pequena
perturbacion, a primer orden no nulo el sistema no distingue si es una
expansion o contraccion adiabéatica, es decir, si A > 0 o0 A < 0, por
lo que en ambos casos la producciéon de particulas sera idéntico para

ambos casos.

Cabe aclarar que los limites de la forma m — oo y A — oo no son
representaivos en éste esquema, ya que en esta aproximacién nos estamos

restringiendo siempre al caso de |Vz(n)| < 1 Vn.

Siguiendo el esquema trazado en la seccién anterior, mostramos ahora
dos graficos en las figuras (7.5) y (7.6), en los que puede observarse la
dependencia del nimero de particulas creadas y la variaciéon de entropia con
respecto del modulo del vector de onda £ y la masa m del campo. En éste
caso consideramos A = 0.01, £ = 1/6 (acoplamiento conforme), y B = 1.
Nuevamente, no se han hallado diferencias significativas con respecto a la

utilizacion de otros valores para estos parametros.

Notese que los tres graficos casos se maximizan tanto la entropia como
el trabajo y la producciéon de particulas para modos en reposo (lg =0). Es

decir, tras la dinamica el campo creara con mayor preferencia particulas en
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F1GURA 7.4: Numero de particulas creadas en funcion de la masa y del
vector de onda

Ficura 7.5: Trabajo efectuado sobre el campo en funcién de la masa y
del vector de onda

reposo. Por otro lado, y en consonancia con lo dicho anteriormente en la
seccion (7.1), a partir del factor de escala con el que trabajamos tendremos
win = wo (7.34), por lo que el trabajo total serd igual al trabajo de friccion.
Por dltimo, la similitud entre los graficos de trabajo efectuado y variacion

de entropia se debe a que ambos difieren tinicamente en un factor [y.
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F1GURA 7.6: Variacién de entropia para cada modo en funciéon de la
masa y del vector de onda

7.3. Espacio-tiempo plano, acoplamiento con-
forme ¢ = 1/6 y factor conforme C(n) =

A + Btanh(pn)

Consideremos un tltimo caso, en donde un espacio tiempo plano evolu-

ciona con un factor conforme de la forma
(7.38)

C(n) = A+ Btanh(pn)

con A,B y p constantes.
Dado que C(n) no es funcion de la coordenada espacial 7, la invariancia
ante traslaciones espaciales seguiré siendo una simetria del espacio-tiempo,

por lo que proponemos una separacion de variables de la forma
(7.39)

@) = Gy Vi@ K.

En esta expresion la dependencia temporal dada por el factor xj(n) no

serd ya una exponencial segin consideramos maés arriba en (3.19), sino que

sera solucion de la ecuacién
(7.40)

2y
—; + {k2 + C(n)m2} xz = 0.

dn
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La diferencia entre la solucion de la ecuacion (7.40) y la expresion (3.19)
radica en que para la primera estamos considerando un espacio-tiempo
dindmico, mientras que para la segunda nos restringimos tinicamente a las

regiones IN y OUT, en donde el espacio tiempo es asintoticamente estatico.

A pesar de las direfencias mencionadas en las soluciones de (7.40) y
(3.19), dado que estamos considerando un espacio asintoticamente plano la
solucion de (7.40) debe tener como limites asintoticos modos de frecuencia

positiva. Es decir, en n — £o0 la solucion de (7.40) debe tender a (3.19).

Las soluciones que en el pasado y futuro remoto se comportan como

modos de frecuencia positiva son:

in 1 —i{w +%=In[2 cosh(pn)]}
Xk (77) = in € T X
2wy,
— — in 1
2 F1 (1 + iw—; iw—; 1— i ; = (14 tanh (pn)))
PP p 2
1 { " ! (7.41)
out _ —iq wn+— In[2 cosh(pn)]
Xk (77) 2w]ine P X
W W  Wout 1
o Fy <1+2—;z—;1—2 ;—(1+tanh(pn))) ,
PP p 2
con
win? = k* + m2(A — B)?
woth = k’Q + mQ(A + B)2 (742>
1
Wt = 5 (wout =+ win) .

En donde las funciones 5 F} (a, b, ¢, z) corresponden a funciones hipergeo-
métricas. A partir del comportamiento asintético de dichas funciones puede

verse que efectivamente sus limites son

) _ 1 )
in oo, —iwinT
X (2m)2 (7.43)
out 77~>+OO\ 1 —iWoutn .
X (n) (2o ) /2 e )

Para calcular los coeficientes de Bogoliubov oy, y S se pide que verifi-

quen
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out*

u'(n, ) = ogu™ (n, ) + Brud™ (n, ), (7.44)

lo cual se satisface si éstos son de la forma

5T (1 ) T (i)
P P
r (—z“%) r (1 _ z%’)
(7.45)
5T (1) T (i)
P P
r <27‘> r (1 n i7‘>

Q
e
I
VIR
£1&
s |
~—

Sy
o
I
VIR
£&
s s
~—

con I'(z) la funcién gamma.

Finalmente, si tomamos el médulo al cuadrado de las expresiones ante-

riores, estas dan como resultado los siguientes coeficientes de Bogoliubov:
sinh? (W—+)
p
sinh? (—Wi") sinh? (—th)
) p

Bl = sinh? (7“"7*)
' sinh? (WT") sinh2 <%> '

|y =

(7.46)

Cabe remarcar que en el caso en que m = 0, de la ecuacion (7.42) se
tendra w_ = 0 y por lo tanto también |3;|> = 0, lo cual es una muestra
més de que teniendo acoplamiento conforme y masa nula no hay creacion
de particulas [2]. Por otro lado si en lugar de un proceso de expansion se
considera uno de contraccion, en el desarollo anterior habra que efectuar el
cambio p — —p, pero en éste caso de la expresion (7.46) y las definiciones
(7.42) se observa que la expresion de |Sx|? es invariante, por lo que los
estudios y consideraciones que haremos de aqui en adelante valen tanto

para un proceso de expansion como uno de contraccion.

Estudiaremos a continuacién algunos limites caracteristicos del factor
2

| B
Ezxpansion adiabdtica:p — 0

En el caso de una evolucién infinitamente lenta tendremos

B — e 50 (7.47)
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Como era de esperar, en el caso de una evoluciéon adiabatica la creacion
de particulas disminuye exponencialmente, por lo que en el limite de p = 0
no habra produccién de nuevos modos. Cabe aclarar que éste es un resultado

conocido, y de hecho ya lo utilizamos en (5.14).
Ezxpansion violenta:p — oo

En el caso de una evolucién infinitamente rapida se tiene

1 3 0\’

00 Wou Win

Buf? 2 z(( ) - ( ))
Win Wout

A 2 (7.48)
psoo 1 [ (K> +m?(A+ B)\?2 kE*+m?(A— B)\?
4 \ \k? +m?(A— B) k? 4+ m?(A+ B)
En dicho caso podemos distinguir dos nuevas situaciones:
m k—>o00obienm—0&k#0
En ambos casos tenemos que
|Bi[* — 0. (7.49)

Con lo cual puede verse que la probabilidad de creacion de particulas
se anula para modos con vector de onda alto. Por otro lado y como
se dijo anteriormente, para el caso de m — 0 es una verificacion mas
de que con acoplamiento conforme y masa nula no hay creacion de

particulas.

El caso del limite m — 0 y & — 0 lo estudiaremos en detalle en la

ecuacion (7.51).

« A+B>E > A-B

1m?
Bl = 75 (A+B) (7.50)

Con lo que se ve que en éste caso el numero de particulas creados es
proporcional a A + B. Es decir, para vectores con longitud de onda

mucho mayor al parametro A — B pero mucho menores a A + B, el

coeficiente || sera proporcional al valor final del factor de escala.
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s k—0

|Bk|* — sinh® (W (m?(A+ 3)22; m2(A — B)2)>

csch? (M) csch? (M) O[]

(7.51)

Vemos que para modos de vector de onda nulo el coeficiente |3;|? seré
finito siempre que m # 0 y B # A. Pero veamos con mas detalle estos

dos ultimos casos:

e Tomemos de la expresion (7.51) el limite m — 0, esto nos da

G B 8 (A2B2 (A" + 4A%B? + BY)
T rmt (A2 - B2)? 3(A2 — B2)?

+0 (m*) + 0 [F].

(7.52)

Con lo cual vemos que en este limite |(;|? — oo tanto si B — A

como si m — 0.

e Por otro lado, si de (7.51) tomamos el limite B — A (dejando
libre el valor de la masa) tendremos que esta expresion diverge,

es decir:

lfm {h'm yﬁ,ﬁ} = (7.53)

B—A Lk—0

Resumiendo, tendremos que en el limite k — 0 el factor |S;|? diverge

sim— 0o bien B — A.

“Big Bang”: Hacia la singularidad en n — —oo0: B — A

|Bk]? =

. 2 [ 2rA2m?
sinh (T) { dm Am?
) 1 X

sinh? (#) sinh? (—“(4A2T§2+k2> p

+ {2 coth (W <4A2”;2 a k2)) — coth (ﬂ:w)] (A— B)+
+0 [(A-B)’]}
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En éste ultimo caso, un limite simamente interesante es aquel con
p — 00, el cual corresponde a un escenario de gran inflacién: expancion
exponencialmente rapida de un universo infinitesimalmente pequeno. A pri-

mer orden no nulo tenemos

4AYmAp?
(4mA2m? + 7k?

ot 0 HO. (7.54)

2 _
| Br| 1 p

Podemos ver que en éste limite la creacion de particulas crece como p?,
pero para los modos mas energéticos (aquellos con k grande) tendremos
|Be|* o< p?/k®, por lo tanto su produccion seré rapidamente cancelada. Ob-

servemos también, que para valores de m no nulos, |3;|? diverge con k — 0.

Por ultimo, comparemos el niimero de particulas creadas y la variacion
de entropia en funcién del modo £ y la masa m del campo, para dos esce-
narios distintos. En el primero de ellos consideramos A =2, B=1,p=1
m =1y g =1 (figuras (7.7) y (7.11)). Es decir, de los valores de A y B
vemos que el universo triplica su tamano. En el segundo caso consideramos
nuevamente m =1y =1, pero A = B = 1, lo que corresponde a partir
de una singularidad en 7 — —oo (figuras (7.12) y (7.16)). Aqui estamos
considerando la expresion general de |3;|* dada en (7.46). El namero de
particulas creadas estara dado por la ecuacion (6.20), tomando alli <n,;>
como el que se obtiene a partir de la estadistica de Bose-Einstein (recorde-
mos que todo campo escalar cuenta con spin 0), y para la expresion de la
entropia consideraremos el argumento de la integral (6.21). De esta manera,

estaremos considerando el aporte de cada modo a la entropia total.

En las figuras (7.7) y (7.10) mostramos los graficos correspondientes al
numero de particulas creadas y el trabajo de friccion efectuado sobre el
campo para el casode =1, p=1, A =2y B = 1. La similitud entre
ambos graficos es consecuencia de la relacion (6.16), ya que por tratarse de

un espacio isétropo ambos difieren en un factor igual a 4mw{™.

Por otro lado, en la figura (7.9) observamos el trabajo adiabético que
la variacién de la métrica realiza sobre el campo. Recordemos que dicho

trabajo indica la energia necesaria para cambiar el estado de vaci6, o mas
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F1GURA 7.7: Ndimero de particulas creadas en funciéon del vector de onda
ydelamasa, B=1,p=1, A=2 B=1

Ficura 7.8: Trabajo de fricciéon efectuado sobre cada modo en funcién
del vector de onda y lamasa, 5 =1,p=1, A=2, B=1

precisamente, la el trabajo requerido para cambiar la frecuencia del esta-
do de vacio de wi™ a W sin crear ninguna particula extra (ver ecuacion
(5.16)). Recordemos que en todos lo casos asumimos que el valor medio de

la poblacion de modos nj; corresponde a una distribucion de Bose-Einstein.

Para finalizar con nuestras consideraciones sobre el trabajo, en la figura
(7.10) mostramos el trabajo total realizado sobre el campo luego del pro-

ceso de expansion. Observamos (como es de esperar a partir de la ecuacion
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FiGUura 7.9: Trabajo adiabético efectuado sobre cada modo en funcién
del vector de onda y lamasa, 5 =1,p=1, A=2, B=1

Wtot

FiGUrA 7.10: Trabajo total efectuado sobre cada modo en funcién del
vector de onda y lamasa, f=1,p=1, A=2, B=1

(5.13)) que dicha superficio coincide con la suma de las superficies mostra-
das en (7.8) y (7.9), dado que el trabajo total es la suma del adiabatico

mas el de friccion.

Por tultimo, en la figura (7.11) podemos ver la variacién de entropia en

funcién del modo y de la masa de campo. Noétese la similitud con la figura
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0.06 0.00

FicuraA 7.11: Variacién de entropia para cada modo en funcion del
vector de onda y lamasa, S=1,p=1, A=2 B=1

(7.8), lo cual es consecuencia, como ya hemos nombrado, de las ecuaciones
(6.16) y (6.17), a partir de las cuales vemos que el valor medio de la entropia

y del trabajo de friccion difieren, para cada modo, en un factor igual a Sy

Si realizamos los mismos anélisis para el caso de partir de una singula-
ridad en la region IN (A = B), vemos que lo mismo que dijimos anterior-
mente vale también para este caso. Para ello, suponemos f =1, p=11y
A = B =1, y mostramos en las figuras (7.12), (7.13), (7.14), (7.10) y (7.16)
el niimero de particulas creadas; el trabajo de friccion, adiabatico y total;

y la variaciéon de entropia en funcién del modo y de la masa del campo.

Notemos nuevamente la similitud en el comportamiento de los gréficos
mostrados en (7.12) y (7.13), la cual es consecuencia de la ecuacion (6.16).
A partir de alli poemos observar que <w,’:”c> y <n%7"> difieren ambas en
un factor igual a 47w{™. Dicha similitud no es de extranar, ya que como
mencionamos anteriormente, el trabajo de friccion corresponde a aquella
porcion del trabajo total responsable de la creaciéon de particulas: mientras
que (W,d) hace referencia al costo energético de cambiar el estadod de
vacio, (Wyric) indica la energia que se utiliza en crear n¢ particulas. De

ahi la similitud entre ambas figuras.

Nuevamente, observemos que el grafico de la figura (7.15) corresponde
a la suma de los dos anteriores ((7.13)y (7.14)).
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FIGURA 7.12: Numero de particulas creadas en funcién del vector de
ondaylamasa, =1,p=1, A=1 B=1

varic

FIGURA 7.13: Trabajo de friccion efectuado sobre cada modo en funcién
del vector de onda y lamasa, 5 =1, p=1, A=1, B=1

Por tltimo, y tal como sucedi6 en el ejemplo anterior, la similitud entre
los graficos de las figuras (7.13) y (7.16) se debe a las ecuaciones (6.16) y
(6.17).

En todos los casos podemos observar que n§", (Wyric), (W;ot) y s son
mayores para valores de m y k cercanos a cero, y que para el escenario en
el que partimos de una singularidad en n — —oo esta divergencia es méas

acentuada. De la mano con esto tltimo, en la figura (7.12) vemos que la
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F1GURA 7.14: Trabajo adiabético efectuado sobre cada modo en funcion
del vector de onda y lamasa, 5 =1,p=1, A=1, B=1

Wtot

FiGUrA 7.15: Trabajo total efectuado sobre cada modo en funcién del
vector de onda y lamasa, f=1,p=1, A=1, B=1

dinamica del espacio-tiempo privilegiara la creaciéon de modos o bien con
bajo ntiimero de onda k, o bien con masa m cercana a cero, mientras que el

aporte del resto de los modos es rapidamente cancelado.

Con el fin de estudiar el comportamiento de estas funciones cuando
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F1iGURrRA 7.16: Variacién de entropia para cada modo en funciéon del
vector de onda y lamasa, 5=1,p=1, A=1,B=1

m ~ 0y k ~ 0, mostramos en las figuras (7.17) y (7.18) curvas de nivel
para el nimero de particulas creadas y la variaciéon de entropia en el caso
B=1,p=1,A=2 B = 1. Por otro lado, en las figuras (7.19) y (7.20)
haremos el mismo anélisis para valores de pardametros =1, p=1, A =1,
B = 1 (es decir, aqui consideramos A = B). Debido a las escalas que
aqui intervienen, en todos los casos expresamos el eje vertical en escala
logaritmica. De esta manera comprenderemos mejor como se comportan

estas funciones cuando alguno de los parametros m o k es cercano a cero.

A pesar de no hacer dicho analisis para (Wpic) ¥ (Whot), 1os mismos
resultados y comportamientos generales obtenidos para nf" y s seran vali-

dos también para los primeros. Esto es consecuencia, nuevamente, de las
relaciones (6.16) y (6.17).

m=10"* m=10"3 m=10"2 m=10" m=1,m=2, m=3, m=4

15 -20F
5 10} 5
3 g

-40F ]
] \ B A
of —— o \ —
-5 L L L -100 L L L L
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0 1 2 3 4 5
| k| (Médulo del vector de onda) | k| (Médulo del vector de onda)

FIGURA 7.17: Curvas de nivel para el nimero de particulas creadas en
funcién del médulo vector de onda, =1, p=1,A=2 B=1
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Si bien en las figuras mostradas en (7.17) observamos que para masas
de orden 1 el nimero de particulas creadas decrecie a medida que aumenta
el valor de la masa, no pasa lo mismo a medida que m — 0. En este caso
(obsérvese la figura 7.7) tendremos que diverge la produccion de particulas

para masas tendientes a cero. Esto tltimo puede observarse en la ecuacion

(7.52).

m=10"* m=10"3 m=102, m=1,m=2,m=3,

Ln[s]
1 1
3 &

0.00 0.01 0.02 0.03
| k| (Médulo del vector de onda)

0.04 0 1 2 3 4
| k| (Médulo del vector de onda)

F1GUrA 7.18: Curvas de nivel para la variacién de entropia en funciéon
del modulo del vector de onda, 5 =1, p=1, A=2, B=1

En la figura (7.18) podemos observar que a medida que disminuye el
valor de la masa, la variacion de entropia se maximiza en modos con vectores
de onda cada vez menores. Aclaremos que si bien en la figura de la izquierda
de (7.18) la curva correspondiente a m = 107! pareciera ser constante,
la escala utilizada no permite aqui apreciar el verdadero comportamiento
de la misma, el cual es similar al de las otras curvas de nivel: parte de
un valor de In(s) = 0.82 para luego decrecer a medida que aumenta |k|

(comportamiento muy similar al de las figuras de la derecha).

m=10", m=10"2%, m=10"2, m

10 m=1, m=2, m=3,
50 T T T T T T 50 T T T T

40f 1 40} 1

301y

20

10

Ln[n®]

0

-10F

-20

0.000 0.0

02 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014
| k| (Médulo del vector de onda)

Ln[n®]

30
20{
10/

0

-10f

-20 L L L L L L L
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014

| k| (Médulo del vector de onda)

F1iGURA 7.19: Curvas de nivel para el niumero de particulas creadas en
funcién del modulo del vector de onda, B=1,p=1, A=1, B=1

En (7.19) vemos un comportamiento que ya introducidos mas arriba, y
es que en el caso de tenere A = B y m — 0, la producién de particulas

diverge (recordemos que en (7.53) el parametro |3y|* tiende a infinito si
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A — B,k — 0y m — 0). Esto no sucede para m — oo, ya que de la
figura de la derecha en (7.19) observamos que n®" disminuye a medida que

aumenta m.

m=10"*% m=10"% m=102, m=1,m=2,m=3,
50— 0
40 -5
30 —10
w 20 )
= = -15
S5 10 E 5
0 -20
-10 -25
-200— =30
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004
| k| (Médulo del vector de onda) | k| (Médulo del vector de onda)

Ficura 7.20: Curvas de nivel para la variacién de entropia en funciéon
del modulo vector de onda, B=1,p=1,A=1, B=1

Por dltimo, en (7.20) vemos un comportamiento similar al visto en la
figura (7.18), aqui la funcion parte de un valor méximo de entropia en
k = 0, para luego decrecer a medida que aumenta k. Lo mismo sucede para
cualquier valor de m. Notese finalmente que aqui no tendremos ninguna

divergencia.

Teniendo presente los resultados de la seccion 6, en los cuales vinculamos
el aumento de entropia de un campo escalar que debido a la dindmica del
espacio-tiempo es llevado arbitrariamente lejos del equilibrio con el ntimero
de particulas creadas, pudimos estudiar en esta seccion los detalles de tres
procesos cosmologicos distintos. En el primero tratamos el caso en que dos
dimensiones del espacio se contraen mientras la tercera se expande, para
luego expandirse las primeras y contraerse la tltima, volviendo a la misma
configuracion inicial. Alli observamos que tanto el ntimero de particulas
creadas como el aumento de entropia en funciéon del modo k heredan la
asimetria de la dindmica, maximizandose ambos para modos orientados en
la direcion de expansion del espacio. Luego estudiamos el escenario en que
las tres dimensiones del espacio siguen un proceso de expansiéon-contraccion
para finalizar nuevamente en el mismo estado inicial. Alli vimos que tanto
ng’ como s se maximizan para modos con vector de onda nulo, preferen-
ciando entonces la creacion de éste tipo de modos y siendo ellos los que
mas aumentan su entropia. Por dltimo, examinando el caso inflacionario
distinguimos dos casos distintos: un caso inflacionario en donde la regiéon

IN corresponde a un universo de volumen no nulo (A > B), y el caso de



Desarrollo 73

singularidad en 7 — —oo (A = B). En ambos casos la produccion de par-
ticulas diverge si m, k — 0, advertimos entonces que aqui se privilegiara la
producciéon de particulas con nimero de onda y masa nula. La diferencia
principal entre ambos radica para qué valores de masa m y vector de onda
k se maximiza la entropia. En el primer caso la entropia se maximiza para
modos de masa m y vector de onda k finitos y no nulos, mientras que en el

segundo alcanza un maximo con m,k — 0.

El caso de A = B (el cual corresponde a la singularidad en n — 0) caso
es quizés el mas interesante, ya que es la tinica soluciéon exacta con la que
trabajamos en esta seccion, y el que més se acerca a la historia del universo

primigenio.



Capitulo 8
Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado el caso de un campo escalar libre pre-
sente en un universo de FRW de dimension 3 + 1, acoplado a la métrica
la cual evoluciona entre dos estados asintoticos IN en t — —oo y OUT
en t — oo. Cuando nos referimos al campo como libre, queremos indicar
que mientras el espacio-tiempo evoluciona, la interaccion entre este campo
y cualquier otro distinto de la métrica es despreciable, por ejemplo, esto
ocurre cuando el espacio-tiempo sufre una expansion (o contraccion) ex-
tremadamente rapida. Supusimos ademés que el estado incial del campo
es un estado de equilibrio térmico. Mientras que tratamos al campo con el
formalismo de la teorfa cuéntica de campos en espacio-tiempos curvos, al
espacio-tiempo lo tratamos de forma clésica (aproximacion semiclasica), el

cual en su dinamica aleja al campo de su estado de equilibrio.

Teniendo en cuenta las distintas opciones de funciones de base que se
nos plantearon al momento de cuantizar el campo escalar, y sobre todo la
inequivalencia de los estados de vacio en las regiones IN y OUT, vimos que
la dindmica de la métrica induce creacion de particulas. Observamos tam-
bién que dicha creacién se produce como consecuencia de una amplificacion
paramétrica de las particulas ya existentes, y de la amplificacion de las fluc-
tuaciones de vacio. Esta produccion de particulas se manifiesta como una
diferencia entre los hamiltonianos IN y OUT, a partir de los cuales pudimos
definir el nimero de particulas creadas, y hallar una expresion para ellas.
De esta manera, hemos calculado luego el trabajo de friccion, el cual fue

de suma importancia ya que nos permitié conectar la variacion de entropia

74
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del campo con el nimero de particulas creadas. Esto tltimo lo hicimos va-
liéndonos de los teoremas de fluctuacion, recientemente desarrollados para
estudiar procesos que suceden arbitrariamente lejos del estado de equilibrio
termodinédmico. El resultado principal de este trabajo fue mostrar que en
el caso estudiado la entropia resulta mondtona crenciente con el niimero de
particulas creadas, y la improtancia de ésto radica en que es un resultado
totalmente general: vale siempre que estemos tratando con un campo libre
en un universo de FRW de dimension 3 + 1, y en donde su estado inicial
es un estado térmico. Esto mismo es una generalizacion de los resultados

anteriormente obtenidos en [3].

Otro resultado obtenido y consitente también con los desarrollos en [3],
es el hecho de que en espacios isétropos la dinamica del campo puede sepa-
rarse en modos con igual moédulo de vector de onda. Es decir, las particulas
con vector de onda igual a £y no solo no interactiian con aquellas de médulo
ko #£ ki, sind que sus contribuciénes a la variacion de la entropia del campo
son independientes: la entropia no vincula modos con distinto modulo de
vector de onda. Esto se debe a que en la expresion del hamiltoniano OUT,
los modos k interactian tinicamente con los modos —E, pero dado que el
espacio es isoétropo, su dindmica es indistinta de la direccién que estemos
tratando, por lo que modos con igual médulo de vector de onda £ seguiran

la misma dindmica.

Finalmente, proponemos extender estos resultados a tres escenarios: es-
tado inicial distinto del de quilibrio térmico, por ejemplo diferencias de
fase; interacciones no lineales; y por ultimo, vincularlo con escenarios de
agujeros negros, estudiando la variacion de entropia de un campo escalar
cuando el aguejero negro varfa su tamano, o bien en un escenario de colapso

gravitatorio.
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