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Resumen

En este trabajo investigamos las propiedades termodinámicas de un
campo escalar libre presente en un espacio tiempo curvo, cuando este úl-
timo sufre una dinámica entre dos estados asintóticos IN y OUT. Para
ello consideramos al campo como sufriendo una transformación fuera del
equilibrio termodinámco debido a la variación de la métrica. Las caracte-
rísticas de este proceso son estudiadas mediante los llamados teoremas de
fluctuación-disipación, los mismos han sido desarrollados para estudiar pro-
cesos en los que el sistema de estudio se encuentra arbitrariamente lejos del
estado de equilibrio. Aplicamos estas ideas a tres escenarios cosmológicos,
y explicamos las consecuencias que tiene en cada uno de ellos. El resultado
principal de este trabajo es encontrar una expresión general que vincula la
variación de entropia del campo con el número de partículas creadas. En
particular, en el caso en que el estado inicial del campo es un estado térmi-
co, dicha variación es monótona creciente respecto del número de partículas
creadas. Finalmente, la importancia de este trabajo radica en la generali-
zación de trabajos anteriores, ya que aquí trabajamos en el caso general en
que los infinitos modos de un campo escalar masivo y con constante de aco-
plamiento ξ general estan presentes en un universo de FRW de dimensión
3 + 1.
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Capítulo 1

Introducción

La termodinámica es una de las ramas de la física más generalizables al
estudio de cualquier sistema. Este área nacida a mediados del siglo XIX, sur-
gió de la necesidad de comprender la relación existente entre calor, energía
y trabajo efectuado por un dado sistema físico, con el objetivo de optimi-
zar el funcionamiento de las máquinas a vapor recientemente desarrolladas.
En la carrera por obtener máquinas cada vez más potentes y eficientes un
ingeniero, Sadi Carnot, dió los primeros pasos en el área que hoy lleva el
nombre termodinámica.

En esta línea y en un intento de mejorar el funcionamiento de moto-
res a vapor, se comenzó por estudiar las propiedades de sistemas gaseosos.
En aquel entonces la física estaba regida por las leyes de Newton, por lo
que si se quería tener un conocimiento cabal de cualquier sistema, el mis-
mo debería ser descripto en términos de las leyes de movimiento que rigen
sus componentes últimos. Es decir, bastaba con poder describir tiempo a
tiempo la posición y velocidad de cada partícula que lo integra. Siendo que
en ese momento estaba ganando adeptos la teoría atómica, esto implicaba
describir dichas magnitudes para cada uno de los átomos que integran el
sistema en cuestión: en este caso vapor de agua. Pero pese a lo prometedor
que esto puede resultar en la teoría, en la práctica implica trabajar con una
ecuación de movimiento por cada átomo de gas, debiendo a su vez consi-
derar las interacciones y colisiones entre ambos, un trabajo no solamente
engorroso, sino que además imposible.

1



Introducción 2

Había que encontrar otra forma de encarar el problema, y el primero
en dar con una solución viable fue Carnot. Su idea fue buscar el modelo
más simple ignorando la mayor cantidad de variables posible, pero tenien-
do cuidado que aquellas que no se ignoran deben ser lo suficientemente
generales de manera de no perder poder descriptivo, y sobre todo: deben
ser directamente observables. De esta forma sería posible realizar en ciertos
contextos predicciones sobre el proceso en términos de unas pocas variables,
que hoy llamamos adecuadamente variables termodinámicas. Estas depen-
den del sistema en cuestión, y en el caso de un gas las más comunmente
utilizadas suelen ser la presión, temperatura, volumen y la cantidad de par-
tículas. Hay que aclarar que con “ciertos contextos"me refiero a condiciones
muy específicas que sean válidas en el contexto en el que está planteado el
problema. En particular me refiero a los llamados casos de equilibrio termo-
dinámico, el cual indica aquellos estados en los que las variables del sistema
son constantes y no dependen (al menos durante una determinada ventana
temporal) del tiempo.

Los pasos de Carnot fueron continuados por otros, y el rango de apli-
cación de la termodinámica pronto trascendió el área de las aplicaciones
técnicas para aplicarse al estudio de cualquier sistema físico capaz de reali-
zar trabajo. El gran logro de esta nueva rama de la física fué poder expresar
en leyes generales los comportamientos de un sistema del cual algunas de
sus variables son desconocidas. Pero esto no fue todo, sino que a partir de
estas leyes fue posible hacer predicciones acertadas no únicamente sobre
motores a vapor, sino prácticamente de cualquier sistema físico, incluyendo
modelos cosmológicos. Como ejemplo de esto último, podemos decir que
ha contribuido a entender la relación entre materia y energía en modelos
cosmológicos de universos en expansión. Por último, uno de los motivos que
más fascinan de la termodinámica es que la misma es capaz de respaldar y
al mismo tiempo dar cuenta de intuiciones que nos son tan familiares como
el paso del tiempo y la tendencia al desorden y desgaste. Estos últimos con-
ceptos están particularmente vinculados con el llamado Teorema de Crooks
[1], que deduciremos en el capítulo 2.

En lo que respecta a nuestro tema, que es la vinculación entre la crea-
ción de partículas y la generación de entropía en procesos cosmológicos,
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debemos tener en cuenta que la materia contribuye al contenido entrópico
del universo. La creación de materia es en ciertos contextos consecuencia
de la expansión del espacio-tiempo [2, 3]. Por ello siempre se asume, aun-
que sin probarlo, que la producción de entropía debería estar directamente
relacionada con la creación de partículas [4]. De todas formas las leyes de
la física son totalmente reversibles, por lo que se concluye que la entropía
no puede aumentar en un proceso gobernado por leyes físicas tales como
las ecuaciones de Einstein o de Schrödinger. Esta contradicción aparente
permanece aún sin ser resuelta y ha dado lugar a muchos trabajos en el
intento de comprender el rol de la creación de partículas en los procesos
termodinámicos del universo.

En las decadas pasadas se han intentado numerosas aproximaciones que
buscan dar cuenta de forma cuantitativa de la producción de entropía del
universo. En ellas se emplearon tanto modelos abiertos como cerrados, for-
malismos clásicos y cuánticos [4, 5]. Muy comunmente en estos contextos
la entropía de Von Neumann es vista como cuantificando la información
inaccesible o coarse grained (por necesidad o elección). De todas formas, la
entropía de Von Neumann de sistemas cuánticos cerrados no varía durante
una evolución unitaria. Pero en un sistema cuántico abierto, el estado de la
materia puede volverse más mezclado a medida que el sistema interactúa
con el ambiente. De esta manera, se observa una pérdida de información
del sistema y un incremento de su entropía. Se argumentó a menudo que
la producción de entropía está directamente relacionada con el número de
partículas creadas[6]. Otros trabajos sugieren que en un sistema cuántico
cerrado se debería encontrar un parámetro entrópico que aumente de forma
directa como consecuencia de la creación de partículas debido a la expan-
sión. De todas formas, una conexión clara entre una medida establecida
de entropía y el número de partículas creado en escenarios cosmológicos
todavía permanece como una questión abierta.

En este trabajo usaremos herramientas de Teoría Cuántica de Campos
en Espacios Curvos (TQCEC) [2] y conceptos recientemente desarrollados
de termodinámica de sistemas cuánticos [1] con el fin de investigar la rela-
ción entre producción de entropía y creación de partículas en un universo en
expansión. Estos mismos temas han sido estudiados en [3] para el caso de
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un campo escalar libre en un universo de dimensión 1+1 con acoplamiento
conforme, en el que solo dos modos de dicho campo han sido excitados. Aquí
generalizaremos sus resultados para modelos cosmológicos más realistas, es
decir, trabajaremos en un universo en expansión de dimensión 3+1 para
cualquier tipo de acoplamiento (volveremos al caso de acoplamiento con-
forme con el fin de realizar los mismos desarrollos para algunos coeficientes
de expansiónn particular). Como en [3] daremos un significado termodiná-
mico a la creación de partículas a través de una cantidad llamada fricción
interna. De esta manera, veremos que la fricción interna surge de las fluc-
tuaciones cuánticas de los campos [1] y tiene una interpretación entrópica
a través de una relación de fluctuación cuántica. El resultado principal del
trabajo citado será un versión cuántica de la segunda ley en contextos cos-
mológicos, la cuál da cuenta de la creación de partículas. Dichos resultados,
según se dijimos más arriba, se generalizarán aquí a modelos de universos en
expansión más realistas (dimensión 3+1 y cualquier tipo de acoplamiento).

Para una comprensión más clara, esta tesis esta organizada de la si-
guiente forma: en el capítulo 2 presentaremos un resumen de los trabajos
realizados por Jarzynski y Crooks en donde se deducen los teoremas de
fluctuación-disipación que usaremos luego para definir un parámetro entró-
pico. De esta manera, en el capítulo 6 podremos vincular este parámetro con
la variación de entropía del campo escalar producida durante una evolución
de la métrica. Luego en el capítulo 3, para poder aplicar estos conceptos de
termodinámica en modelos cosmológicos, deberemos introducir nociones de
teoría cuántica de campos en espacios tiempos curvos (TCEEC). En par-
ticular, en este capítulo estudiaremos como es la expresión de un campo
escalar presente en un universo de FRW de dimensión 3 + 1 en expansión,
con parámetro de acoplamiento a la curvatura ξ general. Supondremos que
dicho universo parte de un estado asintótico IN en tiempo t → −∞, para
luego finalizar en un estado asintótico OUT en tiempo t → +∞. Entre
ambos límites la expansión tiene la libertad de ser arbitraria. Introducire-
mos los coeficientes de Bogoliubov y mediante ellos deduciremos la crea-
ción de partículas como consecuencia de la dinámica de la métrica, dicha
producción de partículas se da lugar en expansiones no adiabáticas y es
consecuencia de la amplificación paramétrica de fluctuaciones del vacío y
de los modos inicialmente presentes del campo.
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Antes de pasar a los desarrollos propios de este trabajo, en el capítulo
4 haremos un resumen de los desarrollos previos vinculados a este tema, y
daremos un breve repaso del paper que motivó esta tésis, el mismo puede
consultarse en [3]. Aquí definiremos una magnitud que llamaremos trabajo
de fricción, la cual será esencial para vincular la variación de entropía con
el número de partículas creadas.

En los capítulos 5 y 6 generalizaremos los resultados obtenidos en [3]
en el caso de un universo de FRW de dimensión 3 + 1 y constante de aco-
plamiento ξ general. Para ello utilizaremos los conceptos de termodinámica
y TCETC desarrollados en los capítulos anteriores. Primero estudiaremos
cómo varía la expresión del hamiltoniano del campo escalar entre los es-
tados IN y OUT definidos más arriba, para luego generalizar la expresión
del trabajo de fricción y mediante él la variación de entropía. Supondremos
siempre que el campo escalar se acopla únicamente con la métrica y que su
estado inicial es un estado térmico a temperatura T = β−1. En el camino,
veremos que luego de la expansión su estado final no será ya un estado
térmico, sino que modos de igual módulo de vector de onda (casquetes es-
féricos en el espacio de fases) termalizarán a temperatura distinta, la cual
dependerá de dicho módulo. Por otro lado, y este es el resultado más impor-
tante, se observa que para este caso la entropía es monotona creciente con
el número de partículas creadas. Aclaremos que en este caso todo quedará
escrito en términos de los coeficientes de Bogoliubov, en los cuales estará
“encapsulada” la información acerca de la dinámica particular que siguió la
métrica al pasar del estado IN al estado OUT.

Por último, en el capítulo 7 hallaremos las expresiones de los coeficientes
de Bogoliubov para tres casos particulares:

Espacio plano, anisótropo, con m ≈ 0 y ξ ≈ 1/6. Tanto en este
caso como en el siguiente, siguiendo el método de WKB haremos un
desarrollo en serie para los parámtros relevantes, con el fin de estudiar
un universo que sufre pequeñas desviaciones respecto de la simetría
conforme.

Espacio plano, isótropo, con m ≈ 0 y ξ ≈ 1/6.

Espacio plano, isótropo, ξ = 1/6 (acoplamiento conforme), y factor
conforme el valor C(η) = A+B tanh(ρη).
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Finalmente, en el capítulo 8 comentaremos las conclusiones obtenidas
en este trabajo, la posibilidad de extenderlo a otros escenarios, por ejemplo
al caso de campo autointeractuante y las dificultades que implicaría esto
último.



Capítulo 2

Conceptos de termodinámica y

teoremas de fluctuación

En las últimas décadas se han desarrollado numerosos métodos para ma-
nipular a un sistema molécula por molécula, lo que dió lugar a la posibilidad
de construir máquinas moléculares. En las cuales sus distintos componentes
son de escala microscópica: del tamaño de una molécula o incluso de un
átomo. Con el interés de estudiar las propiedades de dichos mecanismos,
cobró gran importancia el estudio de la termodinámica a nivel microscó-
pico. Más en la actualidad, el desarrollo de técnicas de confinamiento de
átomos fríos [7] (cuyas temperaturas pueden reducirse por debajo de 1mK)
nos permiten entre sus muchas aplicaciones el estudio de las propiedades
termodinámicas de sistemas compuestos por un único átomo. Por ejemplo,
pueden estudiarse las características de una máquina térmica compuesta
de un único ión [8].

Estudiando estos sistemas a escalas atómicas, es sumamente interesan-
te preguntarse cuáles son las transformaciones que el sistema es capaz de
realizar a lo largo del tiempo. Aquí entra en juego el llamado Teorema de
Crooks, el cual establece una relación entre la probabilidad de que un siste-
ma pase de un microestado A a otro microestadoestado B, y la probabilidad
de que dicha transformación se haga en sentido inverso, desde B hacia A.
Lo notable de este teorema no es solo que de él se deduce la desigualdad de
Clausius, sinó que además predice que la misma puede ser violada por pro-
cesos espontáneos y la frecuencia con la que se producen estas violaciones.

7



Conceptos de termodinámica y teoremas de fluctuación 8

Por supuesto, dicha frecuencia es infinitesimal para sistemas macroscópi-
cos, pero se vuelve significativa para sistemas atómicos o moleculares. En
opinión de algunos autores, este teorema nos da la mejor perspectiva sobre
la naturaleza de la segunda ley de que disponemos hoy en día [9].

Recientemente se han estudiado las propiedades termodinámicas de
campos cuánticos en un universo en expansión [3, 10]. Por un lado la
materia contribuye al contenido de entropía del universo, y por otro la
creación de partículas puede verse como consecuencia de la expansión del
espacio-tiempo [11]. Si asumimos entonces que la producción de entropía
está estrechamente vinculada a la creación de materia, cobran particular
importancia el estudio de procesos cosmológicos inflacionarios, en donde la
creación de partículas tiene como consecuencia una variación de entropía
del universo.

Puede mostrarse que la producción de partículas en la era de Planck (
∼ 10−43 segundos luego del big bang) ha sido capaz de jugar un rol crucial
en determinar la cantidad de materia del universo, como también en la
evolución posterior del mismo [12] [13]. Por otro lado, y en línea con lo
anterior, esta producción se cree que es una de las fuentes principales de
entropía del universo, y entre otras cosas puede dar cuenta de la edad del
mismo [14].

En el presente capítulo se presenta el tratamiento teórico necesario para
vincular la variación de entropía entre un estado inicial y otro final de un
mismo sistema con las probabilidades de transición entre ambos estados. La
relación matemática que vincula estos parámetros se formula en el contexto
de los llamados “teoremas de fluctuación” y recibe el nombre de Teorema
de Crooks.

Los teoremas de fluctuación relacionan propiedades del equilibrio de un
sistema (como la energía, entropía, etc.) con procesos fuera del equilibrio.
Estas herramientas han resultado ser muy útiles para el estudio de siste-
mas dominados por fluctuaciones (tanto estadísticas como cuánticas) y en
donde la termodinámica del equilibrio no es aplicable. Las mismas en ge-
neral son debidas a la existencia de un agente externo el cual mueve al
sistema fuera del equilibrio. En el caso del presente trabajo corresponde a
la expansión del espacio-tiempo el cual, mediante el acople entre el campo
y la métrica, perturba al campo (inicialmente considerado en un estado de
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equilibrio térmico) llevándolo a un estado fuera del equilibrio. Dicho acopla-
miento se manifiesta en la expresión del Hamiltoniano como una frecuencia
dependiente del tiempo conforme: ωk = ωk(η), mediante la cual se aleja al
sistema del equilibrio durante el proceso de expansión.

A continuación se presenta uno de los teoremas de fluctuación más co-
nocidos, y el que se usará en este trabajo: la identidad de Crooks.

Consideremos un sistema S descripto por el hamiltoniano H(λ(t)). El
hamiltoniano depende del tiempo a través de un parámetro λ(t) que supo-
nemos varía externamente. Llamaremos λ el “parámetro de trabajo”, pues
justamente variándolo es que se realiza trabajo sobre el sistema.

Inicialmente a tiempo t = 0, el sistema S se encuentra en un estado ρ0.
Luego, se realiza trabajo variando el parámetro de control desde un valor
λ(0) hasta alcanzar λ(τ) a un tiempo final t = τ .

Supongamos que inicialmente el sistema S se encuentra en contacto con
un baño térmico a temperatura T = β−1. Por lo tanto, el estado inicial del
sistema S será un estado térmico y la matríz densidad del estado inicial
será:

ρ0 =
e−βH(λ(0))

Z
, (2.1)

donde Z = Tr(e−βH(λ(0))) es la función partición. Luego, el sistema se
separa del baño, pasando a estar térmicamente aislado, y se realiza trabajo
variando el parámetro de control λ como se explicó anteriormente.

Dado que en este caso el estado inicial es térmico, el mismo es diagonal
en la base de autoestados de energía y la probabilidad pn de medir una
energía En a tiempo t = 0 es simplemente la medida de Gibbs

pn =
e−βEn

Z
. (2.2)

Como se dijo antertiormente, en nuestro caso λ(t) será la frecuencia, la
cual varía en un proceso de expansión: ωk|t→−∞ 6= ωk|t→+∞.

Para un proceso de expansión, la probabilidad de medir una variación
de entropía igual a s será:

PE(s) =
∑
m,n

pnpm|nδ[s− (s̃m − sn)], (2.3)



Conceptos de termodinámica y teoremas de fluctuación 10

en donde s̃m hace referencia al valor observado de la entropía al final del
proceso, la energía final es Ẽm, y pm|n es la probabilidad de trancisión al
autoestado de energía final Ẽm dado que inicialmente se encontraba en el
estado de energía En.

Consideremos ahora el proceso inverso al anterior, es decir, un proceso
de contracción del espacio-tiempo. Dicha contracción se obtiene a partir
de una inversión temporal de la evolución del parámetro λ. En este caso se
parte del estado térmico e−βH(λ(τ))/Z̃ del Hamiltoniano H(λ(τ)) a la misma
temperatura β−1 que el caso anterior, con un valor inicial del parámetro
λ(τ)). Luego, variando el parámetro de control según la evolución inversa,
se llega hasta un valor final λ(0). La distribución de probabilidades para la
variación de entropía del sistema S debido al nuevo proceso será entonces

PC(s) =
∑
m,n

p̃mp̃n|mδ[s− (sn − s̃m)], (2.4)

donde p̃n = e−βẼn

Z̃
es la probabilidad de medir una energía inicial Ẽm y

p̃n|m la probabilidad de transición al autoestado de energía final En, dado
que inicialmente se midió Ẽm. Veamos ahora como se vinculan entre sí las
expresiones (2.3) y (2.4).

Multiplicando la distribución de probabilidades P (s) por e−s y usando
la paridad de la delta, δ(x) = δ(−x), se tiene

e−βsPE(s) =
∑
n,m

pnpm|ne
−sδ[s− (s̃m − sn)]

=
∑
n,m

e−βEn

Z
pm|ne

−(s̃m−sn)δ[s− (s̃m − sn)]

=
Z̃

Z

∑
n,m

e−βEn

Z̃
pm|ne

−(s̃m−sn)δ[s− (s̃m − sn)]

= e−β∆F
∑
n,m

e−βEn

Z̃
pm|ne

−(s̃m−sn)δ[s− (s̃m − sn)],

(2.5)

donde introducimos la diferencia de energía libre ∆F = F̃ − F , la cual se
define como

F = β−1 lnZ (2.6)
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y por lo tanto su diferencia resulta

∆F = β−1 ln
Z̃

Z
. (2.7)

Dado que pn y p̃m son las probabilidades de que incialemtnte midamos
energías En y Ẽm para procesos de expansión y contracción respectivamen-
te, asociamos a dichas probabilidades las cantidades entrópicas − ln(pn) y
− ln(p̃m). Definimos su diferencia como:

sn,m = − ln(pn) + ln(p̃m) (2.8)

y usando las definiciones de pn y p̃m tenemos

sn,m = β(Ẽm − En)− β∆F, (2.9)

o lo que es lo mismo

e−sn,m = e−β(Ẽm−En)eβ∆F (2.10)

Resulta entonces

e−βsPE(s) =e−β∆F
∑
m,n

e−βEn

Z̃
pm|ne

−sn,mδ[s− sn,m]

= e−β∆F
∑
n,m

e−βEn

Z̃
pm|ne

−β(Ẽm−En)eβ∆F δ[s− sn,m]

=
∑
n,m

e−βẼn

Z̃
pm|nδ[s− sn,m]

=
∑
n,m

p̃mpm|nδ[s− sn,m],

(2.11)

en donde se usó que p̃n = e−βẼn

Z̃
.

Vemos que la expresión (2.11) es muy similar a la defición de PC en
la ecuación (2.4), salvo por las probabilidades de transición. Sin embargo,
observando la definición de dichas probabilidades y la paridad de la delta
de Dirac
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pm|n = | 〈m|n〉 |2 = | 〈n|m〉 |2 = p̃n|m ; δ[s− sn,m] = δ[−s+ sn,m] (2.12)

Por lo tanto podemos escribir

e−βsPE(s) =
∑
n,m

p̃mp̃n|mδ[−s+ sn,m]. (2.13)

Por otro lado, también puede demostrarse que las probabilidades de
transición son simétricas (pm|n = pn|m) aludiendo al principio de reversibi-
lidad microscópica, es decir, asumiendo que el Hamiltoniano es invariante
ante inversiones teporales [1].

Finalmente, el lado derecho de la ecuación (2.13) es simplemente la
definición de PC (ecuación (2.4)) evaluada en −s. Por lo tanto resulta

PE(s)

PC(−s)
= e−βs (2.14)

que es efectivamente el teorema de Crooks.

Notablemente, la identidad de Crooks relaciona la entropía, que es la
propiedad de un sistema en equilibrio termodinámico, con las probabilida-
des de transición entre estados, en un proceso que puede estar arbitraria-
mente lejos del equilibrio.

En este trabajo usaremos estas resultados aplicados en un contexto cos-
mológico. El sistema estará formado por un campo escalar presente en un
universo de 3 + 1 acoplado de forma arbitraria a la métrica, tomando a
la misma como la métrica clásica del espacio-tiempo de Friedmann Rober-
tson Walker (aproximación semiclásica). El campo inicialmente estará en
un estado de equilibrio térmico para luego ser perturbado y alejado del
equilibrio por la variación de la métrica, la cual evoluciona entre estados
asintóticamente estáticos.

Luego de probar que la creación de partículas debida a este proceso
(capítulo 6) es creciente con el número de partículas creadas, calculare-
mos la densidad de de modos creados para distintos tipos de evoluciones,
estudiando la dependencia de dicha evolución con los parámetros que la
determinan.



Capítulo 3

Conceptos de teoría cuántica de

campos en espacios tiempos

curvos

La teoría cuántica de campos en espacios tiempos curvos es de gran
utilidad como aproximación a una teoría cuántica de la gravedad, de la
que aún carecemos [2]. De esta manera, se consideran a las parículas co-
mo excitaciones de campos cuánticos propagándose en un fondo clásico
(espacio-tiempo).

En este capítulo daremos una breve introducción las teorías cuánticas
de campos definidas en métricas curvas. En la primer sección nos dedi-
caremos a introducir conceptos generales sobre espacios tiempos curvos.
En particular, veremos las métricas de FRW con las cuales en el resto del
trabajo describiremos al universo en evolución. Una vez comprendidas las
mismas, pasaremos a explicar la teoría cuántica de campos referida a un
campo escalar en un espacio-tiempo curvo. Cabe aclarar que hay casos de
espacio-tiempos en los cuales no siempre es posible definir un concepto de
partícula. De todas formas las métricas de FRW no presentan este proble-
ma y nos será sencillo definir un operador número de partícula, y de esta
manera definir a las partículas como sus autoestados.

Un concepto fundamental que surgirá del estudio de las soluciones de
la ecuacion de movimiento del campo definida en espacios tiempos curvos
será la pluralidad de bases en las cuales puede expandirse el mismo. De
esta pluralidad de bases se deducen los coeficientes de Bogoliubov, los cuales

13



Conceptos de teoría cuántica de campos en espacios-tiempos curvos 14

corresponden a los coeficientes de la matriz cambio de base entre ellas. La
importancia de dichos coeficientes radica en que según veremos en la sección
3.2, el número de partículas creadas tras una evolución de la métrica será
función de dichos coeficientes.

Finalmente en el capítulo 7 calcularemos estos coeficientes para tres
evoluciones particulares de la métrica, y estudiaremos su comportamiento
respecto de distintos parametros que caracterizan la evolución.

3.1. Espacio-tiempos curvos y unviersos de FRW

En este trabajo se consideran a las partículas como excitaciones de cam-
pos cuánticos propagandose en un espacio-tiempo clásico. Consideraré dicho
espacio-tiempo como el definido por la métrica de FRW con un factor de
escala a(t). La importancia de dicha métrica radica en que es una solución
exacta de las ecuaciones de Einstein, describiendo un universo homogéneo
e isótropo. Contando además con un factor de escala dependiente del tiem-
po el cual da cuenta de la expansión (o contracción) de la parte espacial
de la métrica, describe un escenario que coincide en buena medida con las
observaciones. [15]

La métrica de FRW definida de esta manera se escribe

gµν =

[
1 0

0 −a2(t)hij

]
. (3.1)

El intervalo estará entonces definido por

ds2 = dt2 − a2(t)hijdx
idxj, (3.2)

en donde la parte espacial de la métrica hij tiene la expresión

hij = (1−Kr)−1dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2)

= dχ2 + f 2(χ)(dθ2 + sen2θdφ2),
(3.3)

con f(x) definida por:
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f(x) = r =


x si K = 0

sinx si K = −1

sinhx si K = 1

(3.4)

Definiendo el tiempo conforme η según

η =

∫ t

a−1(t′)dt′, (3.5)

y sabiendo que C(η) = a2(t), podemos reescribir el intervalo (3.2) de la
forma

ds2 = C(η)(dη2 − hijdxidxj). (3.6)

Por lo tanto, la métrica definida en estas coordenadas resulta

gµν = C(η)

[
1 0

0 −hij

]
. (3.7)

La ventaja de definir un factor de escala conforme es que el intervalo
(3.6) y la métrica (3.7) son manifiestamente conformes a un espacio-tiempo
de FRW estático.

3.2. Teoría cúantica de campos

Como se dijo anteriormente, consideraremos a las partículas como exci-
taciones de campos propagándose en un fondo clásico. El campo en cuestión
será un campo escalar masivo en un espacio-tiempo curvo de FRW de di-
mensión 3 + 1, la dinámica del mismo estará descripta por el lagrangiano

L(x) =
1

2
[−g(x)]

1
2{gµνφ(x),µφ(x),ν − [m2 + ξR(x)]φ2(x)}, (3.8)

siendo su acción respectiva

S =

∫
L(x)d4x. (3.9)
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Si variamos la acción (3.9) se obtiene la ecuación de movimiento

{� +m2 + ξR(x)}φ(x) = 0, (3.10)

en donde � ≡
√
−g∂µ[

√
−ggµν∂ν ], y se considera a la métrica gµν con

signatura (+,−).

Trabajando en las coordenadas definidas a partir del tiempo conforme
(η, ~x) (3.5), el campo solución de la ecuación (3.10) puede ser descompuesto
en una base ortonormal de soluciones u~k(x, η). De esta manera que se tiene

φ(x, η) =

∫
~k

d3~k[a~ku~k(x, η) + a†~ku
∗
~k
(x, η)] (3.11)

en donde a~k y a
†
~k
son respectivamente los operadores de destrucción y crea-

ción del modo ~k. Dichos operadores satisfacen las relaciones de conmutación

[a~k′ ; a
†
~k
] = δ(~k′ − ~k) ; [a~k′ ; a~k] = [a†~k′ ; a

†
~k
] = 0. (3.12)

Por otro lado, el operador de destrucción a~k define el estado de vacío
|0〉, siendo éste el estado que verifica a~k |0〉 = 0 ∀~k. En general, se suele
elegir como base el set de modos que satisface una ecuación de autovalores
de la forma i∂τu~k = ω~ku~k, en donde ∂τ es un vector de Killing y ω~k es un
autovalor real.

Por último, se define el tensor de energía-momento en un espacio curvo
como la variación de la acción (3.9) respecto de la métrica:

Tµν(x) =
2

[−g(x)]
1
2

δS

δgµν(x)
, (3.13)

en donde el factor g(x) corresponde al determinante de la métrica.

El tensor de energía-momento para un campo escalar tiene entonces la
expresión [2]

Tµν =(1− 2ξ)φ,µφ,ν + (2ξ − 1

2
)gµνg

ρσφ,ρφ,σ − 2ξφ,µνφ+
1

2
ξgµνφ�φ+

− ξ[Rµν −
1

2
Rgµν +

3

2
ξRgµν ]φ

2 + [
1

2
− 3

2
ξ]m2gµνφ

2.

(3.14)
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Recordemos que la densidad hamiltoniana puede deducirse del lagran-
giano como la compoennte 0 − 0 del tensor de energía momento. Esto se
debe a que a partir de la definición de dicho tensor en (3.13), esta com-
ponente coincide con la definición del hamiltoniano como transformada de
Legendre del lagrangiano.

De esta forma, podemos hallar a partir de la expresión (3.14) una forma
compacta para la densidad hamiltoniana (componente T00). Si nos valemos
de la ecuación de movimiento (3.10) y de la expresión de la métrica (3.1),
mediante la primera escribimos el D’alambertiano en (3.14) en términos
de m, ξ y R, y mediante la segunda expresamos las contracciones con la
métrica en (3.14) en términos del factor de escala a(t) y la métrica espacial
hij. De esta manera la densidad hamiltoniana puede escribirse de la forma

T00 =
1

2
φ,0φ,0 − 2ξφ,00φ+ (

1

2
− 2ξ)[(m2 + ξR)φ2 +

1

a2(t)
hijφ,iφ,j]. (3.15)

En las expresiones (3.14) y (3.15) utilicé que la derivada covariante es
igual a la derivada parcial: φ;α = φ,α.

Partimos ahora de la expresión de la densidad hamiltoniana T00 (3.15),
la cual la habíamos dejado expresada en las coordenadas (t, ~x). Dado que la
base de soluciones de la ecuación de movimiento del campo escalar (3.19)
se encuentra expresada en coordenadas referidas al tiempo conforme (η, ~x),
reescribimos dicha densidad en términos de estas coordenadas.

De la expresión (3.15) resulta entonces que la densidad hamiltoniana
espresada en términos del tiempo conforme tiene la expresión

Tηη =
1

2C(η)
φ,ηφ,η −

2ξ

C(η)
φ,ηηφ+ (

1

2
− 2ξ)[(m2 + ξR)φ2 +

1

C(η)
hijφ,iφ,j].

(3.16)

En donde para pasar de la expresión (3.15) a (3.16) consideré φ(t, ~x) =

φ(η(t), ~x) y a partir de ello, mediante un cambio de variables tenemos

φ,0 = φ,t =
Dφ

Dt
=
Dφ

Dη

Dη

Dt
=

1

a(η)
φ,η (3.17)

con D/Dt la derivada covariante respecto de t, y a(η) = a(η(t)) = a(t).
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Finalmente, para calcular la expresión del hamiltoniano basta integrar
en el espacio la densidad hamiltoniana

Ĥ =

∫
d3~xT̂ηη. (3.18)

3.2.1. Teoría cuántica de campos en espacios tiempos

curvos

Una base de soluciones de un campo escalar en un universo de FRW de
dimensión 3 + 1 es el set {u~k(~x)} definido por [2]

u~k(~x) =
1

[2C(η)ω~k]
1/2
e−iω~kηy~k(~x) (3.19)

con la relación de dispersión

ω2
~k

= k2 + C(η)

[
m2 +

(
ξ − 1

6

)
R(η)

]
. (3.20)

La dependencia espacial de (3.19) está contenida en el factor y~k(~x), el
cual es solución de la ecuación

∆(3)y~k(~x) = −(k2 −K)y~k(~x), (3.21)

en donde

∆(3)y~k ≡ h−
1
2∂i(h

− 1
2hij∂jy~k), (3.22)

h = det(hij). Por otro lado, normalizamos a las funciones y~k pidiendo

∫
d3~xh

1
2y~k(~x)y~k′(~x) = δ(~k,~k′) (3.23)

para lo cual δ(~k,~k′) es la función delta con respecto a la medida µ̃:

∫
dµ̃(~k′)f(~k′)δ(~k,~k′) = f(~k). (3.24)

Las autofunciones de (3.21) junto con la normalización correspondiente
tienen la expresión
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y~k′(~x) =

(2π)
1
2 ei~x.

~k, ~k = (k1, k2, k3), (K = 0)

Π(±)(χ)Y M
J (θ, φ), k = (k, J,M), (K = ±1)

 (3.25)

en donde

si K=0

−∞ < kj <∞

k = |~k|

si K=+1

J = 0, 1, ...k − 1; k = 1, 2, ...

k = 1, 2, ...

si K=-1

J = 0, 1, ...

0 < k <∞.

Las funciones Y M
J son armónicos esféricos y las funciones Π(±) están

definidas por

Π
(−)
kJ (χ) = [

1

2
πk2(k2 + 1)...(k2 + J)]−

1
2 sinhJ χ(

d

d coshχ
)1+J cos kχ (3.26)

y Π
(+)
kJ (χ) reemplazando en (3.26) k por −ik y χ por −iχ. Por último, la

unidad de medida µ̃(k) se define de la forma

∫
dµ̃(k) =


∫
d3~k, (K = 0)∑
k,J,M , (K = +1)∫∞

0
dk
∑

,J,M , (K = −1)

 (3.27)

3.2.2. Expresión del hamiltoniano de un campo escalar

Integrando la exresión (3.16) mediante (3.18) y teniendo en cuenta el
desarrollo del campo φ en la base {u~k(x)} (3.11), la expresión de dichos
elementos de base (3.19), las propiedades (3.23) y (3.24), y por último las
relaciones de conmutación de los operadores de destrucción y creación a~k y
a†~k (3.12), se tiene que la expresión del hamiltoniano es
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H̃ =

∫
dµ̃ωk

{
n̂~k +

1

2
[ã~k; ã

†
~k
]

}
(3.28)

con la relación de dispersión

ω2
k = k2 + C(η)[m2 + (ξ − 1

6
)R(η)] (3.29)

y n~k el operador número de partículas

n̂~k = â†~kâ~k (3.30)

3.2.3. Coeficientes de Bogoliubov

Para la descomposición en modos del campo φ puede también elegirse
otra base de modos {ũ~k} que satisfagan la misma ecuación de movimiento
(3.10). En términos de esta nueva base podemos expandir el campo según

φ(x, η) =

∫
~k

d3~k[ã~kũ~k(x, η) + ã†~kũ
∗
~k
(x, η)] (3.31)

En la expresión anterior ã~k y ã†~k son respectivamente los operadores de
creación y destrucción de los modos ũ~k y ũ∗~k y verifican las relaciones de
conmutación

[ã~k′ ; ã
†
~k
] = δ(~k′ − ~k), (3.32)

siendo nulo el resto de los conmutadores.

Estos nuevos operadores definen un vacío
∣∣0̃〉 que no necesariamente

coincide con el vacío |0〉. Por lo que en general se tendrá
∣∣0̃〉 6= |0〉. El

hecho de poseer más de un vacío es una propiedad central de la teoría
de campos en espacios tiempos curvos y es responsable de muchas de las
más interesantes predicciones de dicha teoría, tales como la evaporación de
agujeros negros y el efecto Unruh [16, 17].

Ambos sets de operadores de creación y destrucción pueden vincularse
mediante una transformación de Bogoliubov [2]

ã~k =

∫
~k′
d3~k′[α~k~k′a~k′ + β∗~k~k′a

†
~k′

], (3.33)
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en donde α~k~k′ y β~k~k′ son los coeficnientes de Bogoliubov y satisfacen las
identidades

∫
d3~k(α~l~kα

∗
~m~k
− β~l~kβ

∗
~m~k

) = δ[~l − ~m]∫
d3~k(α~l~kβ~m~k − β~l~kα~m~k) = 0.

(3.34)

Además, se tiene que en contextos de teoría cuántica de campos la pro-
ducción de partículas es consecuencia directa de la inequivalencia entre
distintos vacíos [2]. Por ejemplo, puede mostrarse que si partimos de un
estado de vacío |0〉 y tras una evolución de la métrica (evolución dinámi-
ca del espacio-tiempo) el sistema finalizá en el estado

∣∣0̃〉, la densidad de
partículas en el estado final será 〈n~kout〉 = 〈0| ã†~kã~k |0〉 =

∫
d3~l|β~l~k|2 6= 0.

Por último, en el caso en que el espacio-tiempo sea isótropo y homogé-
neo se tiene que los coeficientes de Bogoliubov son diagonales y dependen
únicamente del módulo del vector de onda:

α~l~k = δ~l,~kαk

β~l~k = δ−~l,~kβk.
(3.35)

Por lo que las relaciones de Bogoliubov (3.33) pueden escribirse de la
forma

ã~k = αka~k − β
∗
ka
†
−~k
, (3.36)

y las propiedades (3.34) se resumen en

|αk|2 − |βk|2 = 1. (3.37)

Esto sucede, por ejemplo, en el caso de universos de FRW, ya que una de
sus principales características es la de ser métricas espacialmente isótropas
y homogéneas.



Capítulo 4

Desarrollos previos

En el presente capitulo haremos un repaso de los desarrollos previos que
motivaron este trabajo. Contaremos los resultados a los que en ellos se han
llegado y por qué creemos que es interesante proponer una generalización
de los mismos.

Para este trabajo nos hemos basado en [3], en donde los autores estudian
los efectos que la expansión del espacio-tiempo tiene en un campo escalar
acoplado con la métrica. Como resultado de esta dinámica de la métrica,
dicho campo es visto como sufriendo una tranformación fuera del equilibrio.
Su principal resultado es encontrar una relación entre la producción de
partículas debidas a la expansión y el aumento de entropía durante dicho
proceso.

4.1. Modelo cosmológico

En este trabajo los autores consideran un universo plano de dimensión
1+1, en el que se encuentra presente un campo escalar acoplado de manera
conforme con la métrica. Recordemos que en este caso acoplamiento con-
forme y mínimo son identicos, ya que con ambos se tiene ξ = 0 [2, 18, 19].

De esta forma, el intervalo y la ecuación de movimiento del campo
escritos en tiempo conforme resutan

ds2 = C(η)
(
−dη2 + dx2

)
(4.1)

22



Desarrollos previos: Motivación 23

{
− ∂2

∂η2
+

∂2

∂x2
+m2C(η)

}
φ(η, x) = 0, (4.2)

en donde C(η) es el factor conforme definido en (3.5).

Las soluciónes a (4.2) que en el pasado y futuro remoto se comportan
como soluciones de frecuencia positiva son

uink =
1√

4πωink
ei(kx−ω

in
k η)

uoutk =
1√

4πωoutk

ei(kx−ω
out
k η),

(4.3)

en donde sus frecuencias respectivas estan definidas por

ωink =
√
k2 +m2C|η→−∞

ωoutk =
√
k2 +m2C|η→+∞.

(4.4)

De esta manera podemos escribir a un campo escalar presente en el
universo como combianción lineal de dichas soluciones:

φ =

∫
dk
[
akuk + a†ku

∗
k

]
. (4.5)

Si recordamos la expresión (3.28), observamos que el hamiltoniano ini-
cial y final definidos en η → −∞ y η → ∞ respectivamente (pasado y
futuro asintóticos), resultan ser

H̃in =

∫
dk ωink

{
n̂in~k +

1

2
[ãin~k ; ãin~k

†]

}
H̃out =

∫
dk ωoutk

{
n̂out~k

+
1

2
[ãout~k

; ãout~k
†]

}
.

(4.6)

Dadas las relaciones de Bogoliubov definidas en un espacio isótropo y
homogéneo (3.36), veremos que implican una interacción únicamente en-
tre los modos k y −k. De manera que cada par de modos evoluciona de
manera independiente durante la evolución del espacio-tiempo. Podemos
entonces, por simplicidad, concentrarnos en un único par de modos (k,−k).
Los hamiltonianos iniciales y finales resultan
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H̃in
k = ωink

{
n̂ink +

1

2
[ãink ; ãink

†]

}
H̃out
k = ωoutk

{
n̂outk +

1

2
[ãoutk ; ãoutk

†]

}
.

(4.7)

Notemos que en (4.7) reemplacé la notación vectorial ~k por k, ya que
por estar trabajando dimensión 1 + 1 ambas expresiones son equivalentes.

Además de confinar nuestra atención al par de modos (k,−k), supone-
mos también que cualquier otra interacción distinta de la interacción con el
espacio-tiempo que sea capaz de sufrir el campo es despreciable durante el
tiempo en que ambos modos estan correlacionados debido a la expansión.
Por último, suponemos también que el estado inicial de dicho par es un
estado térmico ρ. Esto último lo consideramos como una consecuencia de
la interacción entre el campo escalar φ y el resto de los campos presentes
antes de que el espacio-tiempo comience a expandirse.

4.1.1. Trabajo hecho por el espacio-tiempo

Dado que estamos considerando al espacio-tiempo clásico como llevando
al campo fuera del equilibrio, habrá entonces un cambio en la energía del
campo inducido por la evolución de la métrica. Este cambio en la energía
media del campo lo llamaremos trabajo medio, y puede entenderse como el
trabajo efectuado por el espacio-tiempo sobre el campo. Definimos entonces
el trabajo medio como

〈Wk〉 ≡
〈
Ĥout
k

〉
−
〈
Ĥin
k

〉
= Tr

{
Ĥout
k ρ̂
}
− Tr

{
Ĥin
k ρ̂
}

= ωoutk

{〈
n̂outk

〉
+

1

2
[ãoutk ; ãoutk

†]

}
− ωink

{〈
n̂ink
〉

+
1

2
[ãink ; ãink

†]

}
.
(4.8)

Si definimos ahora 〈n̂crk 〉 como el número de partículas creadas e identi-
ficamos

〈
n̂outk

〉
+

1

2
[ãoutk ; ãoutk

†] = 〈n̂crk 〉+
〈
n̂ink
〉

+
1

2
[ãink ; ãink

†], (4.9)

tendremos entonces que podremos reescribir a (4.9) de la forma
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〈Wk〉 = ωoutk 〈ncrk 〉+
(
ωoutk − ωink

){〈
n̂ink
〉

+
1

2
[ãink ; ãink

†]

}
. (4.10)

De esta manera podemos identificar tres contribuciones al trabajo. La
primera ωoutk 〈ncrk 〉, que corresponde al costo energético de crear 〈ncrk 〉 par-
tículas con energía ωoutk . La segunda contribución viene del término
(ωoutk − ωink ) 〈n̂ink 〉, que es el costo energético de cambiar la frecuencia de las
párticulas inicialmente presentes en el estado térmico inicial. Por último el
término (ωoutk − ωink ) 1

2
[ãink ; ãink

†], que corresponde con la energía empleada
en cambiar el estado inicial del estado de vacío del campo. El principal re-
sultado aquí es que las partículas creadas no son debidas a a interacciones
entre partículas, sino al acople de una métrica dinámica con el campo.

Supongamos ahora el caso en que la expansión se dé de forma adiabática,
con lo cual queremos indicar una evolución en la que no hay transición
entre los distintos niveles de energía durante la misma. En dicho caso los
coeficientes de Bogoliubov βk se anulan y el hamiltoniano final resulta ser
(ver ecuación (3.36))

Ĥad
k = ωoutk

{
n̂ink +

1

2
[ãink ; ãink

†]

}
=
ωoutk

ωink
Ĥin
k . (4.11)

En este escenario definimos el trabajo que el espacio-tiempo efectúa
sobre el campo como el trabajo adiabático. Si ahora tenemos en cuenta que
por la ecuación (3.36) y la propiedad (3.37) los operadores de creación y
destrucción del estado IN y OUT serán iguales (a menos de una fase), no
resultará deificil ver de la expresión (4.10) que este trabajo puede escribirse

〈
W ad
k

〉
=
(
ωoutk − ωink

){〈
n̂ink
〉

+
1

2
[ãink ; ãink

†]

}
. (4.12)

Notemos que en una evolución adiabática no habrá creación de partícu-
las. Esto ocurre siempre que la evolución del espacio-tiempo sea cuasiestá-
tica, o bien cuando el acoplamiento entre el campo y la métrica desaparece,
lo que sucede siempre que la masa sea nula y el acoplamiento conforme.

Por último, definimos el trabajo de fricción interna como la diferencia
entre el trabajo medio 〈Wk〉 y el trabajo adiabático

〈
W ad
k

〉
:
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〈
W fric
k

〉
≡ 〈Wk〉 −

〈
W ad
k

〉
= ωoutk 〈ncrk 〉 . (4.13)

Observemos que en este contexto el trabajo de fricción resulta propor-
cional al número de partículas creadas. De la mano de esto, la ecuación
(4.13) puede entenderse como midiendo cuánto se aleja la evolución res-
pecto de una cuasiestática, lo cual coincide con nuestra intuición de que
cuanto más lejos estamos de una evolución adiabática mayor es el número
de partículas creadas. Por último, observemos que aún en el caso en que
no se creen partículas, sigue existiendo un costo energético en expandir el
espacio-tiempo, que está en este caso cuantificado por

〈
W ad
k

〉
(4.12).

Veamos ahora como utilizar
〈
W fric
k

〉
para vincular la variación de en-

tropía con el número de partículas creadas.

4.1.2. Producción de entropía

Dado que en nuestro caso estamos considerando un estado inicial tér-
mico, tendremos que la función densidad ρ̂ tiene la expresión:

ρ̂ =
∑
n

e−βEn

Z
|n〉 〈n| . (4.14)

Teniendo presentes las ecuaciones (2.8) y (2.14) podremos hacer el si-
guiente desarrollo. Calculamos primero el valor medio de la entropia para
un proceso de expansión

〈s〉 = β

∫
sPE(s) = β

∫
s
∑
n,m

p̃mp̃n|mδ[s− (s̃m − sn)]

= β
∑
n,m

sn,mp̃mp̃n|m = β
∑
n,m

[
(Ẽm − En)−∆F

]
p̃mp̃n|m.

(4.15)

Tengamos en cuenta ahora que de (2.8) se deduce que
−β∆F = ln (Zm/Zn), en donde recordemos que estamos notando a los esta-
dos con subíndice m como los estados iniciales del proceso de contracción, y
aquellos con subíndice n a los respectivos del caso de expansión. Pero aquí
entra una de las observaciones principales, y es que la temperatura inicial
tanto para el proceso de expansión como de contracción la consideramos
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en ambos casos igual. Por lo tanto ambas funciones de partición Z serán
iguales y ∆F = 0. De esta manera la expresión (4.15) resulta

〈s〉 = β
∑
n,m

(Ẽm − En)p̃mp̃n|m

= β

{∑
m

Em 〈m|
∑
n

pn |n〉 〈n|m〉 −
∑
n

Enpn

} (4.16)

Si recordamos la ecuación (4.7) veremos que vale la igualdad

En = ωink

{
n̂ink +

1

2
[ãink ; ãink

†]

}
=

ωink
ωoutk

ωoutk

{
n̂ink +

1

2
[ãink ; ãink

†]

}
=

ωink
ωoutk

Em.

(4.17)

Por lo que finalmente (4.16), si tenemos en cuenta la ecuación (4.13),
da lugar a

〈s〉 = β

{
Tr[Ĥout

k ρ̂]− ωink
ωoutk

Tr[Ĥin
k ρ̂]

}
= β

〈
W fric
k

〉
= βωoutk 〈ncrk 〉 .

(4.18)

Respecto de esta ecuación, recordemos que se ha demostrado que la
fricción interna es no negativa para cualquier hamiltoniano dependiente del
tiempo cuya dinámica parte de un estado térmico [20, 21].

Como consecuencia de la observación anterior, tendremos entonces que
〈s〉 ≥ 0. Esto último apoya fuertemente la afirmación de que 〈s〉 puede ser
interpretado como una definición adecuada de entropía. Según los autores,
este es el resultado principal de su trabajo, y el que nosotros pretendemos
generalizar.

Por último, la íntima relación entre esta medida de entropía y el número
de partículas creadas implica que si el campo en cuestión parte de un estado
térmico (o más general, de un estado diagonal en la base |n〉), luego de este
proceso tendremos 〈ncrk 〉 ≥ 0. Por lo que de la ecuación (4.18) podremos
reinterpretar esta magnitud en térmicnos de la segunda ley.



Capítulo 5

Cálculo del trabajo de fricción

para un universo de dimensión

3 + 1 y acoplamiento ξ general

En esta sección buscaremos una expresión general del trabajo de fricción〈
W fric

〉
(expresión (4.13)) para un universo de FRW de dimensión 3 + 1,

valores arbitrarios para el acoplamiento ξ y la masa m del campo, en donde
además pueden estan presentes los infinitos modos del campo escalar φ. La
motivación principal será luego tener una relación general para el valor
medio de la variación de entropía 〈s〉 en función del número de partículas
creadas 〈ncr〉 al estilo (4.18). Para ello generalizaremos el procedimiento
explicado más arriba en el capítulo 4, y explicados detalladamente en [3].

Buscaremos primero la expresión del hamiltoniano referido a la métrica
mencionada y con un factor conforme C(η) arbitrario. Suponiendo además
que dicho factor conforme es tal que la métrica evoluciona desde un estado
asintótico IN a un estado asintótico OUT.

Una vez calculados los hamiltonianos del estado inicial (estado asin-
tótico IN, referido a η → −∞) y del estado final (estado asintótico OUT,
referido a η → +∞), se podrá observar que la diferencia entre ambos radica
principalemte en la relación de dispersión (dependencia de la frecuancia ωk
respecto del módulo k del vector de onda) y una amplificación paramétrica
de la densidad de fluctuaciones de vacío y de las partículas originalmente

28
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presentes en el modo ~k dada por el factor (1 + 2|βk|2).

Luego de calcular ambos hamiltonianos, calcularemos nuevamente la
magnitud que en el capítulo 4 llamamos trabajo de fricción. El mismo pue-
de entenderse como el trabajo efectuado por la métrica sobre el campo
durante la evolución del espacio-tiempo. Veremos entonces que dicha mag-
nitud depende tanto de la relación de dispersión del campo en el estado
final como del número de partículas creadas. Su importancia radicará en el
hecho de que cuando calculemos en el capítulo 6 la variación de entropía del
campo durante la evolución, observaremos nuevamente que esta variación
está íntimamente ligada con el trabajo de fricción anteriormente definido,
y mediante él, dependerá también del número de partícualas creadas. De
ahí su enorme importancia.

5.1. Hamiltonianos IN y OUT

Suponemos, como dijimos anteriormente, que la métrica evoluciona des-
de un estado asintótico IN con factor de escala C|−∞ a un estado OUT con
factor de escala C|+∞, podemos entonces definir dos hamiltonianos, uno
para cada región:

Ĥin =

∫
dµ̃ ωink

{
n̂~k +

1

2

[
â~k; â

†
~k

]}
(5.1)

Ĥout =

∫
dµ̃ ωoutk

{
ˆ̃n~k +

1

2

[
ˆ̃a~k;

ˆ̃a†~k

]}
. (5.2)

En donde

ωin~k
2

= k2 + C|−∞[m2 + (χ− 1

6
)R|−∞]

ωout~k

2
= k2 + C|+∞[m2 + (χ− 1

6
)R|+∞],

(5.3)

y ˆ̃a†~k y
ˆ̃a~k son los operadores de creación y destrucción definidos en el espacio

OUT. De la misma forma, n̂~k y ˆ̃n~k son los operadores número de partículas
definidos en el estado IN y OUT a partir de los operadores de creación y
destrucción respectivos.
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Dado que estaremos trabajando en la representación de Heisemberg,
nos será conveniente escribir a los operadores ˆ̃a†~k,

ˆ̃a~k y ˆ̃n~k en términos de
los mismos operadores â†~k y â~k definidos en la base IN. Para ello utilizando
la relación (3.36) escribimos:

ˆ̃n~k = ˆ̃a†~k
ˆ̃a~k = (α∗ka

†
~k
− βka−~k)(αka~k − β

∗
ka
†
−~k

)

= |α~k|
2n̂~k + |β|2n̂−~k + |β~k|

2[â~k; â
†
~k
]− α∗~kβ

∗
~k
a†~ka

†
−~k
− α~kβ~ka~ka−~k,

(5.4)

en donde para pasar a la úlima línea utilizamos la paridad de la delta y la
definición del operador n̂~k en (3.30).

Por otro lado, recordando que en la expresión del hamiltoniano (5.2) el
operador ˆ̃n~k estará siendo integrado en dµ̃ (ver ecuación (3.27)), si hacemos
un cambio de variables de ~k a −~k, y nos valemos del hecho de que estamos
integrando sobre todo el dominio podemos reescribir:

∫
dµ̃ ωoutk |βk|2 n̂−~k =

∫
dµ̃ ωoutk |βk|2 n̂~k. (5.5)

En donde en la expresión anterior utilizamos que tanto ωk como βk

dependen ambos del módulo de ~k, por lo que ω−~k = ω~k y β−~k = β~k. Por
otro lado, en el cambio de variables en la medida de integración, se tiene
que dµ−~k = −dµ~k, pero dado que deberemos también invertir los límites de
la integral se tiene finalmente que

∫
dµ−~k =

∫
dµ~k. (5.6)

Por último, utilizando la relacion (3.37):

ˆ̃n~k = (1 + 2|βk|2)n̂~k + |β~k|
2[â~k; â

†
~k
]− α∗~kβ

∗
~k
a†~ka

†
−~k
− α~kβ~ka~ka−~k, (5.7)

que reemplazandolo en (5.2) da lugar a

Ĥout =

∫
dµ̃ ωoutk (1 + 2|βk|2)

{
n̂~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
+

−
∫
dµ̃ ωoutk

{
α∗~kβ

∗
~k
a†~ka

†
−~k

+ α~kβ~ka~ka−~k

}
.

(5.8)
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Podemos ver que la última integral de (5.8) es un término no diagonal en
la base |nk1 , nk2 , ...〉, siendo ésta la base de autoestados del hamiltoniano IN
y |nki〉 autoestado del operador número de partículas n̂~ki . Dado que luego
en el capítulo 5.2 tomaremos la traza sobre esta base, podemos descartar
este último término ya que no contribuirá a la misma. Queda entonces
finalmente

Ĥout =

∫
dµ̃ ωoutk (1 + 2|βk|2)

{
n̂~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
. (5.9)

Es importante notar que el factor (1 + 2|βk|2) da cuenta de la ampli-
ficación paramétrica de la densidad de energía del vacío 1

2
[ˆ̃a~k;

ˆ̃a†~k] más la
amplificación por el mismo factor del número de partículas originalmente
presentes.

5.2. Cálculo del trabajo de fricción

Hasta ahora hemos calculado los operadores hamiltonianos para los es-
tados IN y OUT ((5.1) y (5.9) respectivamente) escribiéndolos en términos
de los operadores número de partículas de la base IN.
Sea el estado inicial de nuestro campo escalar φ̂(x) el descripto por la fun-
ción densidad ρ, tomamos el valor medio de ambos hamiltonianos sobre
dicho estado inicial: 〈Ĥ〉 = Tr{ρ̂Ĥ}, dando lugar a

〈Ĥin〉 =

∫
dµ̃ ωink

{
n~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
〈Ĥout〉 =

∫
dµ̃ ωoutk (1 + 2|βk|2)

{
n~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
.

(5.10)

En la expresión (5.10) definimos la notación n~k = 〈n̂~k〉, la cual la segui-
remos usando en este trabajo salvo que se mencione lo contrario.

Al cambio en la energía media del campo lo llamamos el trabajo medio,
el cual podemos calcular de la forma 〈W 〉 = 〈Ĥout〉 − 〈Ĥin〉. De esta forma
se tiene

〈W〉 =

∫
dµ̃
{
ω̃k(1 + 2|βk|2)− ωk

}{
n~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
. (5.11)
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Nótese que el mismo puede entenderse como un trabajo efectuado sobre
el campo por la métrica en evolución.

Si definimos ahora el número de partículas creadas como

ncr~k = 2|βk|2
{
n~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
, (5.12)

la expresión (5.11) resulta

〈W〉 =

∫
dµ̃[ω̃kn

cr
~k

+ (ω̃k − ωk)
{
n~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
]. (5.13)

Así como anteriormente generalizamos la definición del trabajo medio
del espacio-tiempo sobre el campo, generalizamos ahora el trabajo adiabá-
tico, que es el que se realiza sobre el campo para el caso de una evolución
adiabática. Recordemos que por adiabática queremos indicar una evolución
en la que no hay transición entre los distintos niveles de energía, es decir,
no cambia la población nk de cada nivel de energía, o lo que es lo mismo, el
único cambio sufrido por el campo no será un cambio de las poblaciones de
sus niveles de energía, sinó un cambio de frecuéncia de cada uno de dichos
niveles: ωink → ωoutk .

Teniendo en cuenta que en dicho caso los coeficientes de Bogoliubov βk
se anulan. No será difícil observar que por tener βk = 0, de la propiedad
(3.36) se deduce que ˜̂a~k = â~k.

Para calcular dicho trabajo, primero debemos obtener el hamiltoniano
que se obtiene en el estado final de dicha evolución: Ĥout

ad .

No es dificil notar que por ser nulos los coeficientes βk, de la propiedad
(3.36) se deduce también que ˆ̃a~k = â~k, por lo que dicho hamiltoniano se
escribirá de la forma

Ĥout
ad =

∫
dµ̃ω̃k

{
n̂~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
. (5.14)

En este caso ncr~k ≡ 0 y el trabajo adiabático definido como

〈Wad〉 = 〈Ĥout
ad 〉 − 〈Ĥin〉 (5.15)

tiene la siguiente expresión
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〈Wad〉 =

∫
dµ̃
(
ω̃~k − ω~k

){
n~k −

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
. (5.16)

Finalmente, la generalización del valor medio de la fricción interna,
definida como la diferencia entre el valor medio del trabajo 〈W〉 y el valor
medio del trabajo adiabático 〈Wad〉 es:

〈Wfric〉 = 〈W〉 − 〈Wad〉

〈Wfric〉 =

∫
dµ̃ ω̃k n

cr
~k
.

(5.17)

Nótese que como se mencionó anteriormente, dicho trabajo depende
mediante ncr~k del factor |βk|2, por lo que la escritura en términos de dicho
factor será:

〈Wfric〉 =

∫
dµ̃ ω̃k 2|βk|2

{
n~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
. (5.18)

Como dijimos más arriba, la importancia de esta magnitud radica que
en el capítulo 6 veremos que la variación de entropía es proporcional al
trabajo de fricción, y mediante él, será monótono creciente con el número
de partículas.



Capítulo 6

Producción de entropía, trabajo

efectuado por la variación de la

métrica y creación de partículas

En este capítulo deduciremos una expresión para la variación de en-
tropía del campo debido al proceso de expansión, buscando generalizar la
expresión (4.18) para el caso de estudio (campo masivo en un universo de
FRW de dimensión 3+1 y acoplamiento ξ arbitrario). Por otro lado, estu-
diaremos las expresiones para el trabajo que la dinámica del espacio-tiempo
efectúa sobre el campo, buscando interpretar cada una de las expresiones
citadas anteriormente.

6.1. Producción de entropía

En esta sección vincularemos la variación de entropía del campo escalar
debida a la evolución de la métrica con el trabajo de fricción (5.18). Como
dijimos anteriormente, la métrica evolucionará entre un estado asintótico IN
y un estado asintótico OUT. Para ello caclularemos la diferencia de entropía
del campo en ambos estados, y para luego reescribir dicha diferencia en
términos del trabajo de fricción.

Suponemos nuevamente que el estado inicial del campo es un estado
térmico:
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ρ̂ =
1

Z
e−βĤ

in

, (6.1)

con T = β−1 su temperatura.

Definimos las siguientes magnitudes:

Sea pn~k1 ,n~k2 ,...
la probabilidad de que en un proceso de expansión se

encuentren inicialmente n~k1 partículas en el modo ~k1, n~k2 partículas en el
modo ~k2, y así sucesivamente, y lo mismo para qm~k1 ,m~k2 ,... en un proceso de
contracción. Es decir, que en este último proceso se encuentren antes de la
contracción m~k1

partículas en el modo ~k1, y así sucesivamente.

Con el fin de simplificar la notación, defino los estados |~n〉 =
∣∣n~k1 , n~k2 , ...〉

y |~m〉 =
∣∣m~k1

,m~k2
, ...
〉
. De esta manera, las siguientes magnitudes podrán

escribirse de la forma:

E~n = 〈~n| Ĥ in |~n〉

p~n = 〈~n| ρ̂ |~n〉 =
1

Z
e−βE~n

q~m = 〈~m| ρ̂ |~m〉 =
1

Z
e−βE~m .

(6.2)

Suponiendo que el campo evoluciona desde una población inicial de
modos |~n〉 a una población final |~m〉, mostraremos nuevamente que el valor
medio de la variación de entropía en un proceso de expansión 〈s〉 es pro-
porcional al valor medio del trabajo de fricción 〈Wfric〉 definido en (5.17).

Para ello calculamos primero el valor medio de la entropía

〈s〉 =

∫
s PE(s), (6.3)

que a partir de la definición de PE(s) (2.3) resulta

〈s〉 =
∑
~n,~m

s~n,~m p~m|~n p~n. (6.4)

Según la relación (2.9) podemos reemplazar s~n,~m por sn,m = β(E~m −
E~n) − β∆F , con ∆F = ln(Zf/Zi), en donde Zf y Zi hacen refencia a
las funciones de partición de la matriz densidad del estado final e inicial.
Pero dado que nos mantenemos en la representación de Heisemberg, la
expresión de dicha matriz densidad será constante y por lo tanto Zf = Zi,
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por lo que finalmente se tendrá ∆F = 0. Es decir, estamos considerando
que en el estado final las partículas a lo sumo se reordenarán entre los
distintos niveles, pero no cambiará la energía de dichos niveles. O visto de
otra forma, de cada nivel cambia su población y no su energía. Podemos
entonces reemplazar s~n,~m por β(E~m − E~n), y escribir el valor medio de la
entropía como:

〈s〉 = β
∑
~n,~m

(E~m − E~n)| 〈~m|~n〉 |2p~n = β
∑
~n,~m

(E~m − E~n) 〈~m|~n〉 〈~n|~m〉 p~n

= β
∑
~n,~m

{
E~m 〈~m| (p~n |~n〉 〈|) |~m〉 − E~np~n| 〈~m|~n〉 |2

}
= β

{∑
~m

E~m 〈~m| ρ̂ |~m〉 −
∑
~n

E~np~n

}

= β

{∑
~m

〈~m| Ĥ inρ̂ |~m〉 −
∑
~n

〈~n| Ĥ inρ̂ |~n〉

}
(6.5)

Busquemos ahora una relación entre el valor medio de la densidad de
energía en el estado final

∑
~mE~mq~m =

∑
~m 〈m|E~mρ̂ |m〉 y el hamiltoniano

del estado OUT Ĥout
~k

. Para ello cabe recordar que las bases {|~m〉} y {|~n〉},
son efectivametne la misma, ya que mediante |~m〉 quiero ver cuantas par-
tículas se crearán en el modo ki:

|nk1 , nk2 , ...〉 → |mk1 ,mk2 , ...〉 , (6.6)

es decir, se crearán mki − nki partículas en el modo ki. Solo por con-
veniencia, y para tener en claro si se trata de la población de modos en el
estado inicial o final hemos decidido utilizar dos nombres distintos.

Definimos los operadores Ĥin
k y Ĥout

k como aquellos restingidos a los
modos con números de onda de módulo igual a k, es decir:

Ĥin
k =

∫
dµ̃k ω

in
k {n̂~k +

1

2
[ã~k′ ; ã

†
~k
]}

Ĥout
k =

∫
dµ̃kω

out
k {m̂~k +

1

2
[ã~k′ ; ã

†
~k
]},

(6.7)

los mismos serán de gran utilidad en el siguiente paso y los subsiguientes
desarrollos.
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Podemos escribir entonces

∑
~m

〈~m| Ĥinρ̂ |~m〉 =
∑
~m

〈~m|
∫
dµ̃ωink

{
n̂~k +

1

2
[ã~k′ ; ã

†
~k
]

}
ρ̂ |~m〉

=
∑
~m

〈~m|
∫
dµ̃

ωink
ωoutk

ωoutk

{
n̂~k +

1

2
[ã~k′ ; ã

†
~k
]

}
ρ̂ |~m〉

=
∑
~m

〈~m|
∫
dk̃

ωink
ωoutk

∫
dΩ̃ωoutk

{
n̂~k +

1

2
[ã~k′ ; ã

†
~k
]

}
ρ̂ |~m〉

(6.8)

Por lo tanto resulta:

∑
~m

〈~m|E~mρ̂ |~m〉 =

∫
dk̃

ωink
ωoutk

∑
~m

〈~m| Ĥout
~k
ρ̂ |~m〉

=

∫
dk̃

ωink
ωoutk

〈
Ĥout
~k

〉
.

(6.9)

Para el segundo término del lado derecho de la expresión (6.5) tenemos
asimismo que

∑
~m

〈m| Ĥin
~k
ρ̂ |m〉 =

∫
dk̃
〈
Ĥin
k

〉
(6.10)

Reemplazando entonces las ecuaciones (6.9) y (6.10) en (6.5) tenemos:

〈s〉 = β

{∫
dk̃

ωink
ωoutk

〈
Ĥout
~k

〉
−
∫
dk̃
〈
Ĥin
~k

〉}
= β

∫
dk̃

ωink
ωoutk

{〈
Ĥout
~k

〉
− ωoutk

ωink

〈
Ĥin
~k

〉}
=

∫
dk̃β

ωink
ωoutk

{〈
Ĥout
~k

〉
−
〈
Ĥad
~k

〉}
=

∫
dk̃β̃k

{〈
Ĥout
~k

〉
−
〈
Ĥad
~k

〉}
.

(6.11)

En la expresión anterior utilizamos que

Ĥad
~k

=

∫
dµ̃k ω

ad
k

{
n̂k +

1

2
[ã~k′ ; ã

†
~k
]

}
(6.12)
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es el hamiltoniano que se obtiene luego de una evolución adiabática, y
definimos además la parámetro β̃k como la inversa de la temperatura de los
modos con vector de onda de módulo igual a k:

β̃k = β
ωink
ωoutk

. (6.13)

Recordemos las expresiones (4.8), (4.13) y (5.17):

〈Wfric〉 = 〈W〉 − 〈Wad〉

〈W〉 =
〈
Ĥout

〉
−
〈
Ĥin
〉

〈Wad〉 =
〈
Ĥad

〉
−
〈
Ĥin
〉
.

(6.14)

Por lo tanto tendremos entonces

〈Wfric〉 =
〈
Ĥout

〉
−
〈
Ĥad

〉
. (6.15)

De la definición de 〈Wfric〉 en (5.17), tomemos la misma definición que
en (6.7) restringida a los modos con vector de onda de módulo k, con lo
cual resulta:

〈
ωfrick

〉
=

∫
dΩ̃ωoutk

〈
ncr~k
〉
, (6.16)

en donde
∫
dΩ̃ es la integral con respecto al ángulo sólido.

Resulta entonces:

〈s〉 =

∫
dk̃β̃k

∫
dΩ̃ωoutk

〈
ncr~k
〉

=

∫
dk̃

∫
dΩ̃ β̃k ω

out
k

〈
ncr~k
〉

=

∫
dµ̃ β̃k ω

out
k

〈
ncr~k
〉
,

(6.17)

Con lo que finalmente llegamos a:

〈s〉 =

∫
dµ̃ β̃k ω

out
k

〈
ncr~k
〉
. (6.18)

Esta expresión es efectivamente el resultado principal del trabajo, ya
que siendo βk y ωoutk definidos positivos (ver las ecuaciones (6.13) y (5.3)),
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tenemos que 〈s〉 es creciente con
〈
ncr~k

〉
. Efectivamente, si separamos la

integral (6.18) en contribuciones de modos con vectores de onda de módulo
k (llamamos a estos modos “modos-k”) según:

〈s〉 =

∫
dµ̃ β̃k sk

sk = β̃k ω
out
k

〈
ncr~k
〉
,

(6.19)

vemos que sk es monótona creciente con
〈
ncr~k

〉
. Es decir, que la entropía

asociada a modos-k es directamente proporcional al número de partículas
creadas en dichos modos. En particular, el factor de proporcionalidad es
β̃k ω

out
k , o lo que es lo mismo, de la definición de β̃k (6.13), el mismo puede

reescribirse según β ωink . Este es el resultado al que nos propusimos llegar.

Si recordamos las definiciones de β̃k y 〈ncr~k 〉 ((6.13) y (5.12) respectiva-
mente), y recordando las relaciones de dispersión definidas en las regiones
IN y OUT (5.3) tendremos

β̃k = β

{
k2 + C|−∞

[
m2 + (ξ − 1

6
)R|−∞

]
k2 + C|+∞

[
m2 + (ξ − 1

6
)R|+∞

]} 1
2

〈
ncr~k
〉

= 2|βk|2
{〈
n~k
〉

+
1

2
[ã~k′ ; ã

†
~k
]

}
.

(6.20)

O lo que es lo mismo, podemos reescribir la expresión (6.18) de la forma

〈s〉 =

∫
dµ̃β

[
k2 + C|−∞

(
m2 + (ξ − 1

6
)R|−∞

)] 1
2

×

2|βk|2
{〈
n~k
〉

+
1

2
[ã~k′ ; ã

†
~k
]

}
.

(6.21)

Algunas observaciones que podemos hacer respecto de la ecuación (6.21)
son:

Supongamos el caso de un universo de FRW, en los que vale

R|±∞ =
6K

C|±∞
. (6.22)

A partir de la definición (6.20) podemos ver que en este caso valdrá
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β̃k = β

{
k2 + C|−∞m2 + (ξ − 1

6
)6K

k2 + C|+∞m2 + (ξ − 1
6
)6K

} 1
2

. (6.23)

De la ecuación anterior puede verse que si el espacio-tiempo se ex-
pande, es decir, si C|+∞ > C|−∞ se tendrá que β̃k < β: los modos
se calientan (β̃−1

k > β−1, recordemos que la temperatura se calcula
como la inversa de β) mientras que si el espacio-tiempo se contrae los
modos se enfrían. También cabe remarcar que la temperatura final
de cada modo es función del módulo de su vector de onda k, por lo
que modos con igual k tendrán igual temperatura en el estado final.

Veamos además que si el acoplamiento es conforme, la temperatura
final no depende del tipo de curvatura.

A continuación mostramos dos gráficos (figuras (6.1) y (6.2)), de ma-
nera de poder visualizar lo que explicamos más arriba. Sobre un mis-
mo gráfico, se muestra la curva de temperatura para los distintos
modos en cada universo posible de FRW. En todos los casos toma-
mos β = 1, m = 1, C|−∞ = 0.1 y C|+∞ = 1, es decir, la elección de
los dos últimos parámetros indican que consideramos el caso en que
el universo se expande diez veces su tamaño original.

0 1 2 3 4 5
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

k (Módulo del vector de onda)

β

ξ=0, K=1, K=0, K=-1

Figura 6.1: Acoplamiento mínimo: ξ = 0
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0 1 2 3 4 5
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

k (Módulo del vector de onda)

β

ξ=1/6, K=1, K=0, K=-1

Figura 6.2: Acoplamiento conforme: ξ = 1/6

Cabe aclarar que cualquier otra elección de parámetros reproducirá
en líneas generales el mismo comportamiento de las tres curvas. Por
último, en el caso de acoplamiento mínimo observamos que hay un
rango de valores de k a los que no le corresponde ninguna tempera-
tura. Como se observa claramente de la ecuación (6.23), esto sucede
para valores de k en los que el denominador es menor o igual a cero,
o lo que es lo mismo, para aquellos k que verifican k2 < 1−C|+∞m2.
Tengamos en cuenta que si el lado derecho de la desigualdad es cero
o negativo, todos los valores de k estarán admitidos en el gráfico.

Cuanto menor sea el valor de k en relación a C|±∞m, mayor será la
variación de temperatura.

Por último, si k → ∞ entonces β̃k = β, es decir, la temperatura se
mantiene constante para dichos modos.

6.2. Trabajo efectuado sobre el campo

En esta sección nos proponemos estudiar las expresiones del trabajo
que la métrica efectúa sobre el campo escalar (expresión (5.13)), el trabajo
adiabático (expresión (5.16)), y el trabajo de fricción (expresión (5.18)).
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Recordemos para ello las tres expresiones citadas, escritas ahora en términos
de |βk|2 (ver expresión (5.12)):

〈W〉 =

∫
dµ̃
[
ωoutk 2 |βk|2 + (ω̃in~k − ωk)

]{
n~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
〈Wad〉 =

∫
dµ̃
(
ω̃~k − ω

in
~k

){
n~k −

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
〈Wfric〉 =

∫
dµ̃ ωoutk 2|βk|2

{
n~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
.

(6.24)

Notemos, como dijimos anteriormente, que el término

ωoutk ncr~k = ωoutk 2 |βk|2
{
n~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
(6.25)

hace referencia al trabajo encesario para crear ncr~k en el modo ~k, mientras
que el término

(ωoutk − ωk)
{
n~k +

1

2
[â~k; â

†
~k
]

}
(6.26)

inidica la energía requerida para cambiar el estado de vacío.

Notemos, por último, que en las expresiones dadas en (6.24) no inter-
viene el parámetro β. Esto es consecuencia de que ellas son generales para
cualquier estado ρ̂ del campo, no únicamente para un estado inicial térmico.
La información de dicho estado inicial estará contenida en el valor medio
n~k.

Ya tenemos una expresión general para la variación de entropía durante
una evolución arbitraria de la métrica entre dos estados asintóticos IN y
OUT. Por otro lado, en (6.24) contamos con expresiones generales para
el trabajo que la métrica al variar efectúa sobre el campo. Vemos que en
(6.21) y (6.24) la entropía y el trabajo aparecen dependiendo de |βk|2,
factor en el cual se encuentra “encapsulada” la información acerca de la
dinámica mediante la cual el espacio-tiempo paso del estado IN al OUT.
En el próximo capítulo calcularemos este factor para tres casos partículares,
estudiando detalladamente cada uno de ellos.



Capítulo 7

Cálculo de coeficientes de

Bogoliubov para tres casos

particulares

Hasta ahora tenemos como resultado del capítulo anterior que el valor
medio de la variación de entropía 〈s〉 es función del número de partículas
creadas, y éste a su vez del factor |βk|2 (ecuación 6.21). Veamos entonces
como depende dicho factor en tres casos particulares. En cada uno de ellos
estudiaremos distintos límites mostrando su comportamiento para algunos
casos característicos.

En el primero de los casos consideraremos pequeños apartamientos
de la simetría conforme a un espacio-tiempo plano de Minkowsi, los
cuales darán lugar a un espacio-tiempo anisótropo, m ≈ 0 y ξ ≈ 1/6.
Esto será finalmente estudiado para el caso concreto de un factor de
escala de la forma

C(η) = C1(η)C2(η)C3(η)

Ci(η) = 1 + e−αη
2

cos(βη2 − δi).
(7.1)

El segundo es similar al anterior pero el apartamiento de la simetría
conforme se dará en un espacio-tiempo plano e isótropo, es decir,
consideraremos únicamente m ≈ 0 y ξ ≈ 1/6, y factor de escala

C(η) = 1 +
A

1 + η2
. (7.2)

43
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En éste caso estudiaremos en partícular el límite de una evolución
adiabática (A → 0) y qué suscedería si en vez de una expansión
(A > 0) se tuviese una contracción (A < 0).

Cabe aclarar que para los dos primeros casos mencionados no se ten-
drá una solución exacta sino un desarrollo a partir de la simetría
conforme.

Por último, consideraremos el caso de acoplamiento conforme y un
factor de escala de la forma

C(η) = A+B tanh(ρη). (7.3)

éste será el único que se podrá resolver en forma exacta, y en par-
ticular estudiaremos los límites de evolución adiabática (ρ → 0) y
evolución violenta (ρ → ∞). Por otro lado, estudiaré el caso en que
A−B → 0, es decir, en el que el espacio-tiempo evoluciona desde un
tamaño infinitesilmalmente pequeño.

7.1. Teoría de perturbaciones para pequeños

apartamientos de la simetría conforme:

espacio anisótropo, m ≈ 0 y ξ ≈ 1/6

Consideremos un espacio-tiempo plano y anisótropo de intervalo

ds2 = dt2 −
3∑
i=1

a2
i (t)dx

2
i , (7.4)

en donde definimos
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Ci ≡ a2
i (t)

C(t) ≡ a2(t) = (a1a2a3)2/3 = (C1C2C3)1/3

di ≡
Ċi
Ci

D ≡ 1

3

3∑
i=1

di =
Ċ

C

Q ≡ 1

72

∑
i<j

(di − dj)2.

(7.5)

Nuevamente hicimos un cambio de variable t→ η definiendo el tiempo
conforme según (3.5). Por otro lado, el punto hace referencia a la derivada
con respecto a η.
De las definiciones anteriores se tiene entonces que el escalar de Ricci resulta

R =
1

C
[3Ḋ +

3

2
D2 + 6Q]. (7.6)

Dado que en éste caso el espacio-tiempo no es conformente plano, no
podrán definirse estados de vacío conforme para teorías de campos con
lagrangianos conformemente invariantes, como se hizo más arriba para el
caso de un universo de FRW.

La descomposición del campo escalar φ(x) seguirá siendo la expresada
en (3.11). Teniendo en cuenta que la invariancia ante traslaciones espaciales
segue siendo una simetría del espacio, los modos u~k(x) pueden escribirse de
la forma

u~k(x) =
1√
2πC

ei
~k~xχ~k(η), (7.7)

en donde las funciones χ~k son solución de la ecuación

d2χ~k
dη2

+

{
C(η)

[
3∑
i=1

k2
i

Ci(η)
+m2 + (ξ − 1

6
)R(η)

]
+Q(η)

}
χ~k = 0, (7.8)

y verifican la condición de normalización

χ∂ηχ
∗ − χ∗∂ηχ = i. (7.9)
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Podemos obtener una solución general de frecuencia positiva de la ecua-
ción (7.8) mediante el método de WKB [2, 22], siendo esta esta solución de
la forma:

χ~k =
1

(2W~k(η))
1
2

e−i
∫ ηW~k

(η′)dη′ (7.10)

con

W
(0)
~k

= ω~k =

{
C(η)

(
3∑
i=1

k2
i

Ci(η)
+m2

)}1/2

. (7.11)

Podemos ahora definir estados de vacío adiabático como aquel que em-
palma a la solución exacta de frecuencia positiva de (7.8) a la solución
aproximada en algún instante de tiempo η.

Explicaremos a continuación un método para obtener dichas soluciones
aproximadas. Consideremos

ds2 = C(η)

{
dη2 −

3∑
i=1

[1 + hi(η)](dxi)2)

}
(7.12)

con |hi(η)| � 1∀i y pidiendo también que

3∑
i=1

hi(η) = 0. (7.13)

En éste caso, el desarrollo de la ecuación diferencial (7.8) a primer orden
en WKB resulta

d2χ~k
dη2

+

{
k2 + C(η)

[
m2 + (ξ − 1

6
)RI(η)

]
−

3∑
i=1

hi(η)k2
i

}
χ~k = 0, (7.14)

en donde definimos el escalar de Ricci para un espacio-tiempo isótropo
(hi = 0) como

RI =
1

C

[
3Ḋ +

3

2
D2

]
. (7.15)

Impongamos ahora las siguentes condiciones [2]:
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1. hi(η)→ 0 con η → ±∞

2. C(η)R(η)→ 0 con η → ±∞, si ξ 6= 1/6

3. C(η)→ C|+∞ = C|−∞ <∞ con η → ±∞, si m 6= 0.

Físicamente, de observar la expresión (7.12) vemos que la primer con-
dición implica que para η → ±∞ se tiene un espacio plano e isótropo. La
segunda condición, de la expresión (7.14) vemos que es requerida para tener
soluciones de espacio plano en η → ±∞. Para ello requerimos que en éste
límite R(η)→ 0, es decir, que el espacio sea efectivamente plano. Por últi-
mo, la tercer condición (en caso de tratarse de un campo masivo) indica que
la métrica luego de la dinámica recobra las mismas condiciones iniciales.
Es decir, coinciden los estados asintóticos IN y OUT del espacio-tiempo.

De esta manera, la solución de 7.8 para η → −∞ será de la forma

χin~k (η) =
1

(2ωk)
1
2

e−iωkη (7.16)

con ω2
k = k2 + C|−∞m2. Puede verse entonces que coincide asintóticamen-

te con modos de frecuencia positiva en η → 0. Juntando la condiciones
enunciadas más arriba y la expresión (7.16) nos dan la ecuación integral

χ~k(η) = χin~k (η) +
1

ωk

∫ η

−∞
V~k(η

′) sin[ωk(η − η′)]χ~k(η
′)dη′

V~k(η) =
∑
i

hi(η)k2
i +m2 [C|+∞ − C(η)]−

(
ξ − 1

6

)
C(η)RI(η).

(7.17)

Para tiempos largos, (7.17) puede escribirse de la forma

χout~k
(η) = α~kχ

in
~k

(η) + β~kχ
in∗
~k

(η) (7.18)

con

α~k = 1 + i

∫ +∞

−∞
χin∗~k (η′)V~k(η

′)χ~k(η
′)dη′

β~k = −i
∫ +∞

−∞
χin~k (η′)V~k(η

′)χ~k(η
′)dη′.

(7.19)
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Si se supone |V~k(η)| � 1 ∀η, podrá resolverse 7.17 por iteración. Al me-
nor orden en V~k, y tomando χ~k(η) = χ~k(η)in los coeficientes de Bogoliubov
resultan

α~k = 1 +
i

2ωk

∫ +∞

−∞
V~k(η

′)dη′

β~k = − i

2ωk

∫ +∞

−∞
e−2iωkηV~k(η

′)dη′.

(7.20)

Esta técnica consiste en una expansión en serie tomando como orden
cero un espacio-tiempo conforme a Minkowski. Esta trivialidad conforme
puede romperse como consecuencia de la anisotropía, de una masa no nula
(m 6= 0) o de un acoplamiento no conforme (ξ 6= 1/6). Estos dos últimos
casos lo cual serán estudiados en la sección 7.2.

Como ejemplo, consideremos un espacio-tiempo con intervalo 7.12 y

hi(η) = e−αη
2

cos(βη2 − δi), (7.21)

en donde α,β y δi son constantes, y la condición (7.13) se satisface pidiendo
que los δi difieran entre sí en 2π/3. De (7.17) y (7.20) se tendrá

β~k = −iπ
1/2

2ωk

∑
i

k2
iRe

{
e−2ωk/(α+iβ)

(α + iβ)1/2
e−iδi

}
, (7.22)

y calculando el cuadrado de su módulo |β~k|2 resulta

|βk|2 =
πe
− 4αωk
α2+β2

4ω2
k

√
α2 + β2

{
kx2 sin

(π
6
− γ
)
− ky2 cos(γ) + kz2 cos

(
γ +

π

6

)}2

(7.23)

con

γ = δ +
θ

2
− 2βωk
α2 + β2

θ = arctg

(
β

α

)
~k = (kx, ky, kz)

ω2
k = k2 +m2.

(7.24)
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En la expresión anterior consideramos las fases δi definidas como (δ1, δ2, δ3) =

(δ − 2π
3
, δ, δ + 2π

3
).

A continuación estudiaremos algunas consideraciones sobre la expresión
(7.23) para |βk|2. Primero veremos para qué vectores de onda ~k se anula,
y luego cómo es el comportamiento asintótico de la misma con respecto al
parámetro α.

En particular, se tiene que |βk|2 se anula para números de onda que
verifiquen

∑
i

hiki
2 = 0. (7.25)

Lo cual puede verse de despejar alguna de las variables ki en función
de las otras dos, y reemplazarlo en (7.23). Esto último es súmamente
importante, ya que indica que no habrá creación de partículas para
dichos modos.

Veamos qué implica esto último. Si observamos la ecuación (7.14)
veremos que en éste caso la expresión se reduce a

d2χ~k
dη2

+

{
k2 + C(η)

[
m2 +

(
ξ − 1

6

)
RI(η)

]}
χ~k = 0. (7.26)

Para estos modos la anisotropía no existe: ellos “ven” un espacio isó-
tropo. Notemos además que el escalar de Ricci que interviene en (7.26)
es el definido en (7.15) a partir de un espacio-tiempo con dicha sime-
tría.

Como ejemplo consideremos un caso particular. Supongamos β = 0

y δ = 0, es decir, la ruptura de la simetría conforme estará dada por
términos hi(η) de la forma

h1(η) = e−αη
2

cos(−2π/3) = e−αη
2

cos(2π/3) = −e
−αη2

2

h2(η) = e−αη
2

h3(η) = e−αη
2

cos(2π/3) = −e
−αη2

2
,

(7.27)

entonces, el valor de |βk|2 en éste caso estará dado por
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|βk|2 =
πe−

4ωoutk
α

16αωoutk
2

(
k2
x − 2k2

y + k2
z

)2
. (7.28)

Puede verse fácilmente que la expresión (7.28) se anulará en éste caso
para los vectores de onda que verifiquen

k2
y =

k2
x

2
+
k2
z

2
. (7.29)

Lo cual coincide con lo dicho anteriormente, ya que si calculamos

∑
i

hik
2
i = e−αη

2

cos(2π/3)k2
x + e−αη

2

k2
y + e−αη

2

cos(2π/3)k2
z

= e−αη
2 (
cos(2π/3)k2

x + k2
y + cos(2π/3)k2

z

)
= e−αη

2

(
−1

2
k2
x + k2

y −
1

2
k2
z

)
,

(7.30)

la sumatoria se anulará si se verifica la condición (7.29). Es decir, que
en éste caso el factor |βk|2 se anula si y solo si lo hace también la
sumatoria (7.30).

α→ 0

Consideramos aquí el caso en el que la métrica oscila en el tiempo
con una amplitud que varía lentamente, o mejor dicho, infinitamente
lenta. El límite de 7.23 a segundo orden en α es

|βk|2 =
π

4βω2
k

{
k2
x sin

[π
6
− γ
]
− k2

y cos[γ] + k2
z cos

[
γ +

π

6

]}2

− πα

β3ωk

{
k2
x sin

[π
6
− γ
]
− k2

y cos[γ] + k2
z cos

[
γ +

π

6

]}2

− α2

8β5ω2
k

{
π
(
β2 − 16ω2

) (
−k2

x sin
[π

6
− γ
]
,

+k2
y cos[γ]− k2

z cos
[
γ +

π

6

])}2

+O
[
α3
]
,

en donde el parámetro γ tiende a su vez a

γ → δ +
π

4
− 2ωk

β

(
1− α2

β2

)
.
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Aquí la interpretación es directa, ya que puede verse que a medida que
aumentamos el orden de aproximación (o lo que es lo mismo, a medida
que nos es permitido trabajar con valores de α cada vez mayores), el
valor de |βk|2 irá disminuyendo. Esto se debe a que con mayor α la
amplitud de oscilación se “apagará” más rápido en η → ±∞.

α→∞

En éste caso el límite será

|βk|2 =
π

4αω2
k

{
kx

2 sin
(π

6
− γ
)
− ky2 cos(γ) + kz

2 cos
(
γ +

π

6

)}2

+

+O

[
1

α

]2

(7.31)
junto con γ → δ +O

[
1
α

]2.
Con lo que puede verse que en el límite de α→∞ no habrá creación
de partículas, esto es, una variación de la métrica que tiende a una
delta (recordemos la expresión de hi definida en (7.21)) no excitará
ningún modo del campo. Por otro lado, y esto es a nuestro juicio lo
más importante es términos de su interpretación, la diferencia prin-
cipal entre (7.23) y (7.31) es que en la segunda desaparece el factor
exponencial. Esto quiere decir que para valores finitos del paráme-
tro α, la amplificación de modos con alto número de onda no será
suprimida, es más, será favorecida para modos altamente energéti-
cos, ya que de la ecuación (7.31) vemos que con k → ∞ tendremos
|βk|2 ∝ k2/α.

Podemos ensayar una explicación en el marco de la desigualdad de
Heisemberg ∆E∆t ≥ 1/2. A partir de ella, puede pensarse que par-
tículas virtuales de energía E viven por un intervalo de tiempo ∆t ≥
1/(2E) antes de aniquilarse. En éste contexto, la creación de partí-
culas ocurrida durante un proceso de expansión del espacio-tiempo,
puede interpretarse como consecuencia de que al producirse un par
virtual, esta aparece durante un intervalo de tiempo ∆t, antes de vol-
verse a juntar y aniquilarse. Pero aquellas partículas virtuales que
sobreviven un tiempo suficientemente largo como para que al estirar-
se el espacio-tiempo se alejen lo suficiente de manera de no volver a
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encontrarse, cambiarán entonces su categoría de virtual por real, pa-
sando a engrosar las filas de las partículas ya creadas. De esta manera,
si la dinámica del universo es tal que el mismo se expande durante
un intervalo de tiempo igual a ∆t/2, para luego contraerse en otro
intervalo de igual duración, las partículas que podrán ser produci-
das (o mejor dicho, que serán producidas con mayor probabilidad)
serán aquellas con energía E tal que E ≥ 1/(2∆t). Es decir, privi-
legiará la producción de partículas energéticas por sobre las menos
energéticas, ya que las segundas no tendrán tiempo de producirse (la
misma desigualdad de Heisemberg nos indica que durante interac-
ciones de duración ∆t se privilegiará la creación de partículas con
energía E ≥ 1/(2∆t)), y las primeras al hacerlo se “separarán” antes
de poder volver a juntarse, pasando entonces a existir. Es decir, de
ver la ecuación (7.31) vemos que éste proceso favorece la producción
de partículas con números de onda que verifiquen k2 >> α. Eviden-
temente, en el límite α→∞, esta producción será anulada para todo
valor de k.

Visualicemos lo explicado más arriba en un gráfico, por simplicidad
suponemos m = 1, β = T−1 = 1, α = 2. Para ello mostramos en las figuras
(7.1) y (7.3) el número de partículas creadas y la variación de entropía en
función del modo. Recordemos que de la ecuación (5.12), en ncr~k interviene
el valor medio del número de partículas iniciales, por lo tanto por tratarse
de un campo escalar (spin cero), dicho valor medio debe calcularse a partir
de la estadística de Bose-Einstein. Para la variación de entropía en función
de ~k se tomó el argumento de la expresión (6.21).

Como comentario, remarquemos que para distintos valores dem se obtu-
vieron gráficos similares, sin observarse en ellos direfencias notorias respecto
al comportamiento de ncr~k y s respecto de ~k.

Observemos que tanto las partículas creadas como el trabajo y la varia-
ción de entropía heredan la anisotropía de la dinámica. Tenemos en todos
lo casos como dirección privilegiada a ky, que de las relaciones (7.27) es
efectivamente la dirección en la que el espacio-tiempo se expande. De he-
cho, es para modos propagándoe únicamente en esta dirección para los que
se maximiza tanto la creación de partículas como la variación de entropía.
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n
cr

Figura 7.1: Número de partículas creadas en función del vector de onda
para un valor de masa m = 1, β = 1, α = 2

Figura 7.2: Trabajo total efectuado sobre cada modo en función del
vector de onda, para un valor de masa m = 1, β = 1, α = 2

Por otro lado, observemos de las relaciones (7.1) y (5.3) que por tener
en esta caso win~k = wout~k

, a partir de (6.24) tendremos 〈W 〉 = 〈Wfric〉 y
〈Wad〉 = 0. Por lo tanto, el gráfico mostrado en la figura (7.2) coinicide
con el correspondiente al trabajo de fricción, y por las ecuaciónes (6.16) y
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S

Figura 7.3: Variación de entropía para cada modo en función del vector
de onda, para un valor de masa m = 1, β = 1, α = 2

(6.17), podemos ver que los gráficos de las figuras (7.2) y (7.3) coinciden a
menos de un factor igual a β̃~k (ver ecuaciones (6.16) y (6.17)).

Recordemos por último que para los vectores de onda que satisfacen la
relación (7.29) no habrá creación de partículas y por lo tanto su variación
de entropía y el trabajo efectuado sobre ellos seran nulos. Esto se observa
claramente en las figuras (7.1), (7.3) y (7.2), en las cuales se marcan los
modos que verifican dicha propiedad.

7.2. Teoría de perturbaciones para un espacio

isótropo, plano y ξ ≈ 1/6 y m ≈ 0

Supongamos ahora el caso de un espacio isótropo, plano y pequeñas
desviaciones de la simetría conforme dadas por ξ ≈ 1/6 y m ≈ 0.

En un espacio isótropo tendremos ai(t) = aj(t) ∀i, j, por lo que el
factor de escala C(η) tendrá la expresión C(η) = a2(η) (ecuación (7.5) ), en
donde nuevamente gracias a la definición del tiempo conforme (3.5) estamos
considerando η = η(t).
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La ecuación diferencial (7.8) resulta que

d2χ~k
dη2

+

{
k2 + C(η)(m2 + (ξ − 1

6
)R(η))

}
χ~k = 0, (7.32)

en donde el parámetro R vale

R =
1

C
[3Ḋ +

3

2
D2]

D =
Ċ

C
.

Recordemos que aquí la derivada punto significa derivar con respecto al
tiempo conforme η.

En el caso de un espacio-tiempo plano

R −−−−→
η→±∞

0,

por lo que las condiciones descriptas en la página ?? de la sección ??

pueden reducirse a las condiciones 1 y 3.

Podemos entonces repetir los mismos pasos que hicimos anteriormente
para obtener un desarrollo en serie de los coeficientes de Bogoliubov, tenien-
do en cuenta que ahora la el potencial V~k(η) en (7.17) tendrá la expresión

V~k(η) = m2 [C|+∞ − C(η)]− (ξ − 1

6
)C(η)R(η). (7.33)

Para estudiar un caso particular supondré un factor conforme de la
forma

C(η) = 1 +
A

1 +Bη2
. (7.34)

éste factor da cuenta de una expansión seguida luego de una contracción,
en donde tanto el estado incial como fianl de la métrica son iguales. El
parámetro A indica en éste caso la magnitud de la expansión, es decir,
cuánto aumenta de tamaño el universo, y el parámtro B el intervalo de
tiempo en que dicha dinámica es apreciable. En esta evolución 1/

√
B será

un tiempo característico, ya que el mismo indicará el tiempo en que la
perturbación de la métrica (dada por el segundo término en (7.34)) se
reduce a la mitad de su tamaño.
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Reemplazando esta expresión en (7.33) y esta a su vez en (7.20) tendre-
mos

|βk|2 =

(
πAm2
√
B

+
3π(A(

√
A+1−3)+4(

√
A+1−1))B(ξ− 1

6)
A
√

(A+1)B

)2

4 (k2 +m2)
. (7.35)

Consideremos ahora algunos desarrollos interesantes de dicha expresión:

Desarrollo alrededor de m ≈ 0

|βk|2 =
9π2

(
ξ − 1

6

)2

4k2

[
A
(√

A+ 1− 3
)

+ 4
(√

A+ 1− 1
)]2

B

A2(A+ 1)
+

+
π2m2

(
ξ − 1

6

)
4k2

{
6
(√

A+ 1A− 3A+ 4
√
A+ 1− 4

)√
B√

(A+ 1)B
+

−
9
(
A
(√

A+ 1− 3
)

+ 4
(√

A+ 1− 1
))2

B
(
ξ − 1

6

)
A2(A+ 1)k2

}
+

+O
[
m4
]

En particular, observamos que el límite de (7.35) con m→ 0 es pro-
porcional a (ξ− 1

6
)2, es decir, que en caso de tener masa nula y acopla-

miento conforme, |βk|2 será nulo, lo cual es consistente con resultados
anteriores en el contexto de TCETC [23].

Evolución adiabática (expansión infinitamente lenta): B → 0

|βk|2 =
π2A2m4

4B (k2 +m2)
+

6π2
(√

A+ 1A− 3A+ 4
√
A+ 1− 4

)
m2
(
ξ − 1

6

)
4
√
A+ 1 (k2 +m2)

+

+
9π2

(
A
(√

A+ 1− 3
)

+ 4
(√

A+ 1− 1
))2

B
(
ξ − 1

6

)2

4A2(A+ 1) (k2 +m2)
+

+O
[
B7/2

]
Vemos aquí que a primer orden se tendrá

|βk|2 ∼
π2A2m4

4B (k2 +m2)
, ∀ (ξ − 1

6
) & m2 6= 0, (7.36)
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es decir, en la producción de partículas habrá aquí una competencia
entre el parámetro A que indica en qué porcentaje el espacio aumenta
su tamaño, y el parámetro B que indica la duración de la dinámica
del espacio-tiempo. En el caso en que A <<

√
B la producción será

prácticamente suprimida, privilegiando la producción de modos con
pequeño número de onda. En cualquier otro caso, se tendrá que con
B → 0 la producción de partículas escalará a infinito, lo cual pue-
de interpretarse de la siguiente manera: si la dinámica se produce
durante tiempos arbitrariamente grandes, la cantidad de partículas
producidas por unidad de tiempo irá acumulandose, dando entonces
lugar a una producción neta de un gran número de partículas.

Pequeña perturbación: A→ 0

|βk|2 =
π2A2m4

4B (k2 +m2)
+
π2A3m2(6ξ − 1)

32 (k2 +m2)
+O

[
A4
]

∀ (ξ − 1

6
) & m2 6= 0,

(7.37)

Por último, es interesante remarcar que en el caso de una pequeña
perturbación, a primer orden no nulo el sistema no distingue si es una
expansión o contracción adiabática, es decir, si A > 0 o A < 0, por
lo que en ambos casos la producción de partículas será idéntico para
ambos casos.

Cabe aclarar que los límites de la forma m → ∞ y A → ∞ no son
representaivos en éste esquema, ya que en esta aproximación nos estamos
restringiendo siempre al caso de |V~k(η)| � 1 ∀η.

Siguiendo el esquema trazado en la sección anterior, mostramos ahora
dos gráficos en las figuras (7.5) y (7.6), en los que puede observarse la
dependencia del número de partículas creadas y la variación de entropía con
respecto del módulo del vector de onda k y la masa m del campo. En éste
caso consideramos A = 0.01, ξ = 1/6 (acoplamiento conforme), y B = 1.
Nuevamente, no se han hallado diferencias significativas con respecto a la
utilización de otros valores para estos parámetros.

Nótese que los tres gráficos casos se maximizan tanto la entropía como
el trabajo y la producción de partículas para modos en reposo (~k = 0). Es
decir, tras la dinámica el campo creará con mayor preferencia partículas en
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Figura 7.4: Número de partículas creadas en función de la masa y del
vector de onda

Figura 7.5: Trabajo efectuado sobre el campo en función de la masa y
del vector de onda

reposo. Por otro lado, y en consonancia con lo dicho anteriormente en la
sección (7.1), a partir del factor de escala con el que trabajamos tendremos
ωink = ωoutk (7.34), por lo que el trabajo total será igual al trabajo de fricción.
Por último, la similitud entre los gráficos de trabajo efectuado y variación
de entropía se debe a que ambos difieren únicamente en un factor β̃k.
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Figura 7.6: Variación de entropía para cada modo en función de la
masa y del vector de onda

7.3. Espacio-tiempo plano, acoplamiento con-

forme ξ = 1/6 y factor conforme C(η) =

A +B tanh(ρη)

Consideremos un último caso, en donde un espacio tiempo plano evolu-
ciona con un factor conforme de la forma

C(η) = A+B tanh(ρη) (7.38)

con A,B y ρ constantes.

Dado que C(η) no es función de la coordenada espacial ~x, la invariancia
ante traslaciones espaciales seguirá siendo una simetría del espacio-tiempo,
por lo que proponemos una separación de variables de la forma

u~k(x) =
1

C1/2(η)
Y~k(~x)χ~k(η). (7.39)

En esta expresión la dependencia temporal dada por el factor χ~k(η) no
será ya una exponencial según consideramos más arriba en (3.19), sino que
será solución de la ecuación

d2χ~k
dη2

+
{
k2 + C(η)m2

}
χ~k = 0. (7.40)
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La diferencia entre la solución de la ecuación (7.40) y la expresión (3.19)
radica en que para la primera estamos considerando un espacio-tiempo
dinámico, mientras que para la segunda nos restringimos únicamente a las
regiones IN y OUT, en donde el espacio tiempo es asintóticamente estático.

A pesar de las direfencias mencionadas en las soluciones de (7.40) y
(3.19), dado que estamos considerando un espacio asintóticamente plano la
solución de (7.40) debe tener como límites asíntóticos modos de frecuencia
positiva. Es decir, en η → ±∞ la solución de (7.40) debe tender a (3.19).

Las soluciones que en el pasado y futuro remoto se comportan como
modos de frecuencia positiva son:

χink (η) =
1

2ωink
e−i{ω+η+

ω−
ρ

ln[2 cosh(ρη)]}×

2F1

(
1 + i

ω−
ρ

; i
ω−
ρ

; 1− iωin
ρ

;
1

2
(1 + tanh (ρη))

)
χoutk (η) =

1

2ωink
e−i{ω+η+

ω−
ρ

ln[2 cosh(ρη)]}×

2F1

(
1 + i

ω−
ρ

; i
ω−
ρ

; 1− iωout
ρ

;
1

2
(1 + tanh (ρη))

)
,

(7.41)

con

ωin
2 = k2 +m2(A−B)2

ωout
2 = k2 +m2(A+B)2

ω± =
1

2
(ωout ± ωin) .

(7.42)

En donde las funciones 2F1(a, b, c, z) corresponden a funciones hipergeo-
métricas. A partir del comportamiento asintótico de dichas funciones puede
verse que efectivamente sus límites son

χink (η)
η→−∞−−−−→ 1

(2ωin)1/2
e−iωinη

χoutk (η)
η→+∞−−−−→ 1

(2ωout)1/2
e−iωoutη.

(7.43)

Para calcular los coeficientes de Bogoliubov αk y βk se pide que verifi-
quen
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uin~k (η, x) = αku
out
~k

(η, x) + βku
out
~k
∗(η, x), (7.44)

lo cual se satisface si éstos son de la forma

αk =

(
ωout
ωin

) 1
2 Γ
(

1− iωin
ρ

)
Γ
(
−iωout

ρ

)
Γ
(
−iω+

ρ

)
Γ
(

1− iω+

ρ

)
βk =

(
ωout
ωin

) 1
2 Γ
(

1− iωin
ρ

)
Γ
(
−iωout

ρ

)
Γ
(
iω−
ρ

)
Γ
(

1 + iω−
ρ

) ,

(7.45)

con Γ(z) la función gamma.

Finalmente, si tomamos el módulo al cuadrado de las expresiones ante-
riores, estas dan como resultado los siguientes coeficientes de Bogoliubov:

|αk|2 =
sinh2

(
πω+

ρ

)
sinh2

(
πωin
ρ

)
sinh2

(
πωout
ρ

)
|βk|2 =

sinh2
(
πω−
ρ

)
sinh2

(
πωin
ρ

)
sinh2

(
πωout
ρ

) .
(7.46)

Cabe remarcar que en el caso en que m = 0, de la ecuación (7.42) se
tendrá ω− = 0 y por lo tanto también |βk|2 = 0, lo cual es una muestra
más de que teniendo acoplamiento conforme y masa nula no hay creación
de partículas [2]. Por otro lado si en lugar de un proceso de expansión se
considera uno de contracción, en el desarollo anterior habrá que efectuar el
cambio ρ→ −ρ, pero en éste caso de la expresión (7.46) y las definiciones
(7.42) se observa que la expresión de |βk|2 es invariante, por lo que los
estudios y consideraciones que haremos de aquí en adelante valen tanto
para un proceso de expansión como uno de contracción.

Estudiaremos a continuación algunos límites característicos del factor
|βk|2.

Expansión adiabática:ρ→ 0

En el caso de una evolución infinitamente lenta tendremos

|βk|2 −−→
ρ→0

e−2π
ωin
ρ → 0 (7.47)
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Como era de esperar, en el caso de una evolución adiabática la creación
de partículas disminuye exponencialmente, por lo que en el límite de ρ = 0

no habrá producción de nuevos modos. Cabe aclarar que éste es un resultado
conocido, y de hecho ya lo utilizamos en (5.14).

Expansión violenta:ρ→∞

En el caso de una evolución infinitamente rápida se tiene

|βk|2
ρ→∞−−−→ 1

4

((
ωout
ωin

) 1
2

−
(
ωin
ωout

) 1
2

)2

ρ→∞−−−→ 1

4

((
k2 +m2(A+B)

k2 +m2(A−B)

) 1
2

−
(
k2 +m2(A−B)

k2 +m2(A+B)

) 1
2

)2
(7.48)

En dicho caso podemos distinguir dos nuevas situaciones:

k →∞ o bien m→ 0 & k 6= 0

En ambos casos tenemos que

|βk|2 → 0. (7.49)

Con lo cual puede verse que la probabilidad de creación de partículas
se anula para modos con vector de onda alto. Por otro lado y como
se dijo anteriormente, para el caso de m→ 0 es una verificación más
de que con acoplamiento conforme y masa nula no hay creación de
partículas.

El caso del límite m → 0 y k → 0 lo estudiaremos en detalle en la
ecuación (7.51).

A+B � k2

m2 � A−B

|βk|2 →
1

4

m2

k2
(A+B) (7.50)

Con lo que se ve que en éste caso el número de partículas creados es
proporcional a A + B. Es decir, para vectores con longitud de onda
mucho mayor al parámetro A − B pero mucho menores a A + B, el
coeficiente |βk|2 será proporcional al valor final del factor de escala.
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k → 0

|βk|2 → sinh2

(
π (m2(A+B)2 −m2(A−B)2)

2ρ

)
csch2

(
πm2(A−B)2

ρ

)
csch2

(
πm2(A+B)2

ρ

)
+O

[
k2
] (7.51)

Vemos que para modos de vector de onda nulo el coeficiente |βk|2 será
finito siempre que m 6= 0 y B 6= A. Pero veamos con más detalle estos
dos últimos casos:

• Tomemos de la expresión (7.51) el límite m→ 0, esto nos da

|βk|2 →
4A2B2ρ2

π2m4 (A2 −B2)4 −
8 (A2B2 (A4 + 4A2B2 +B4))

3 (A2 −B2)4 +

+O
(
m2
)

+O
[
k2
]
.

(7.52)

Con lo cual vemos que en este límite |βk|2 →∞ tanto si B → A

como si m→ 0.

• Por otro lado, si de (7.51) tomamos el límite B → A (dejando
libre el valor de la masa) tendremos que esta expresión diverge,
es decir:

ĺım
B→A

{
ĺım
k→0
|βk|2

}
=∞ (7.53)

Resumiendo, tendremos que en el límite k → 0 el factor |βk|2 diverge
si m→ 0 o bien B → A.

“Big Bang”: Hacia la singularidad en η → −∞: B → A

|βk|2 =
sinh2

(
2πA2m2

ρ

)
sinh2

(
πk2

ρ

)
sinh2

(
π(4A2m2+k2)

ρ

) {1 +
4πAm2

ρ
×

+

[
2 coth

(
π (4A2m2 + k2)

ρ

)
− coth

(
2πA2m2

ρ

)]
(A−B)+

+O
[
(A−B)2

]}
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En éste último caso, un límite súmamente interesante es aquel con
ρ → ∞, el cual corresponde a un escenario de gran inflación: expanción
exponencialmente rápida de un universo infinitesimalmente pequeño. A pri-
mer orden no nulo tenemos

|βk|2 =
4A4m4ρ2

k4 (4πA2m2 + πk2)2 +O

[
1

ρ

]0

. (7.54)

Podemos ver que en éste límite la creación de partículas crece como ρ2,
pero para los modos más energéticos (aquellos con k grande) tendremos
|βk|2 ∝ ρ2/k8, por lo tanto su producción será rápidamente cancelada. Ob-
servemos también, que para valores de m no nulos, |βk|2 diverge con k → 0.

Por último, comparemos el número de partículas creadas y la variación
de entropía en función del modo k y la masa m del campo, para dos esce-
narios distintos. En el primero de ellos consideramos A = 2, B = 1, ρ = 1

m = 1 y β = 1 (figuras (7.7) y (7.11)). Es decir, de los valores de A y B
vemos que el universo triplica su tamaño. En el segundo caso consideramos
nuevamente m = 1 y β = 1, pero A = B = 1, lo que corresponde a partir
de una singularidad en η → −∞ (figuras (7.12) y (7.16)). Aquí estamos
considerando la expresión general de |βk|2 dada en (7.46). El número de
partículas creadas estará dado por la ecuación (6.20), tomando allí

〈
n~k
〉

como el que se obtiene a partir de la estadística de Bose-Einstein (recorde-
mos que todo campo escalar cuenta con spin 0), y para la expresión de la
entropía consideraremos el argumento de la integral (6.21). De esta manera,
estaremos considerando el aporte de cada modo a la entropía total.

En las figuras (7.7) y (7.10) mostramos los gráficos correspondientes al
número de partículas creadas y el trabajo de fricción efectuado sobre el
campo para el caso de β = 1, ρ = 1, A = 2 y B = 1. La similitud entre
ambos gráficos es consecuencia de la relación (6.16), ya que por tratarse de
un espacio isótropo ambos difieren en un factor igual a 4πωoutk .

Por otro lado, en la figura (7.9) observamos el trabajo adiabático que
la variación de la métrica realiza sobre el campo. Recordemos que dicho
trabajo indica la energía necesaria para cambiar el estado de vació, o más
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Figura 7.7: Número de partículas creadas en función del vector de onda
y de la masa, β = 1, ρ = 1, A = 2, B = 1

Figura 7.8: Trabajo de fricción efectuado sobre cada modo en función
del vector de onda y la masa, β = 1, ρ = 1, A = 2, B = 1

precisamente, la el trabajo requerido para cambiar la frecuencia del esta-
do de vacío de ωink a ωoutk sin crear ninguna partícula extra (ver ecuación
(5.16)). Recordemos que en todos lo casos asumimos que el valor medio de
la población de modos n~k corresponde a una distribución de Bose-Einstein.

Para finalizar con nuestras consideraciones sobre el trabajo, en la figura
(7.10) mostramos el trabajo total realizado sobre el campo luego del pro-
ceso de expansión. Observamos (como es de esperar a partir de la ecuación
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Figura 7.9: Trabajo adiabático efectuado sobre cada modo en función
del vector de onda y la masa, β = 1, ρ = 1, A = 2, B = 1

Figura 7.10: Trabajo total efectuado sobre cada modo en función del
vector de onda y la masa, β = 1, ρ = 1, A = 2, B = 1

(5.13)) que dicha superficio coincide con la suma de las superficies mostra-
das en (7.8) y (7.9), dado que el trabajo total es la suma del adiabático
más el de fricción.

Por último, en la figura (7.11) podemos ver la variación de entropía en
función del modo y de la masa de campo. Nótese la similitud con la figura
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Figura 7.11: Variación de entropía para cada modo en función del
vector de onda y la masa, β = 1, ρ = 1, A = 2, B = 1

(7.8), lo cuál es consecuencia, como ya hemos nombrado, de las ecuaciónes
(6.16) y (6.17), a partir de las cuales vemos que el valor medio de la entropía
y del trabajo de fricción difieren, para cada modo, en un factor igual a β̃k.

Si realizamos los mismos análisis para el caso de partir de una singula-
ridad en la región IN (A = B), vemos que lo mismo que dijimos anterior-
mente vale también para este caso. Para ello, suponemos β = 1, ρ = 1 y
A = B = 1, y mostramos en las figuras (7.12), (7.13), (7.14), (7.10) y (7.16)
el número de partículas creadas; el trabajo de fricción, adiabático y total;
y la variación de entropía en función del modo y de la masa del campo.

Notemos nuevamente la similitud en el comportamiento de los gráficos
mostrados en (7.12) y (7.13), la cual es consecuencia de la ecuación (6.16).
A partir de allí poemos observar que

〈
ωfrick

〉
y
〈
ncr~k

〉
difieren ambas en

un factor igual a 4πωoutk . Dicha similitud no es de extrañar, ya que como
mencionamos anteriormente, el trabajo de fricción corresponde a aquella
porción del trabajo total responsable de la creación de partículas: mientras
que 〈Wad〉 hace referencia al costo energético de cambiar el estadod de
vacío, 〈Wfric〉 indica la energía que se utiliza en crear ncr~k partículas. De
ahí la similitud entre ambas figuras.

Nuevamente, observemos que el gráfico de la figura (7.15) corresponde
a la suma de los dos anteriores ((7.13)y (7.14)).
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Figura 7.12: Número de partículas creadas en función del vector de
onda y la masa, β = 1, ρ = 1, A = 1, B = 1

Figura 7.13: Trabajo de fricción efectuado sobre cada modo en función
del vector de onda y la masa, β = 1, ρ = 1, A = 1, B = 1

Por último, y tal como sucedió en el ejemplo anterior, la similitud entre
los gráficos de las figuras (7.13) y (7.16) se debe a las ecuaciónes (6.16) y
(6.17).

En todos los casos podemos observar que ncrk , 〈Wfric〉, 〈Wtot〉 y s son
mayores para valores de m y k cercanos a cero, y que para el escenario en
el que partimos de una singularidad en η → −∞ esta divergencia es más
acentuada. De la mano con esto último, en la figura (7.12) vemos que la
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Figura 7.14: Trabajo adiabático efectuado sobre cada modo en función
del vector de onda y la masa, β = 1, ρ = 1, A = 1, B = 1

Figura 7.15: Trabajo total efectuado sobre cada modo en función del
vector de onda y la masa, β = 1, ρ = 1, A = 1, B = 1

dinámica del espacio-tiempo privilegiará la creación de modos o bien con
bajo número de onda k, o bien con masa m cercana a cero, mientras que el
aporte del resto de los modos es rápidamente cancelado.

Con el fin de estudiar el comportamiento de estas funciones cuando
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Figura 7.16: Variación de entropía para cada modo en función del
vector de onda y la masa, β = 1, ρ = 1, A = 1, B = 1

m ≈ 0 y k ≈ 0, mostramos en las figuras (7.17) y (7.18) curvas de nivel
para el número de partículas creadas y la variación de entropía en el caso
β = 1, ρ = 1, A = 2, B = 1. Por otro lado, en las figuras (7.19) y (7.20)
haremos el mismo análisis para valores de parámetros β = 1, ρ = 1, A = 1,
B = 1 (es decir, aquí consideramos A = B). Debido a las escalas que
aquí intervienen, en todos los casos expresamos el eje vertical en escala
logarítmica. De esta manera comprenderemos mejor como se comportan
estas funciones cuando alguno de los parámetros m o k es cercano a cero.

A pesar de no hacer dicho análisis para 〈Wfric〉 y 〈Wtot〉, los mismos
resultados y comportamientos generales obtenidos para ncrk y s serán váli-
dos también para los primeros. Esto es consecuencia, nuevamente, de las
relaciones (6.16) y (6.17).

Figura 7.17: Curvas de nivel para el número de partículas creadas en
función del módulo vector de onda, β = 1, ρ = 1, A = 2, B = 1
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Si bien en las figuras mostradas en (7.17) observamos que para masas
de orden 1 el número de partículas creadas decrecie a medida que aumenta
el valor de la masa, no pasa lo mismo a medida que m → 0. En este caso
(obsérvese la figura 7.7) tendremos que diverge la producción de partículas
para masas tendientes a cero. Esto último puede observarse en la ecuación
(7.52).
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Figura 7.18: Curvas de nivel para la variación de entropía en función
del módulo del vector de onda, β = 1, ρ = 1, A = 2, B = 1

En la figura (7.18) podemos observar que a medida que disminuye el
valor de la masa, la variación de entropía se maximiza en modos con vectores
de onda cada vez menores. Aclaremos que si bien en la figura de la izquierda
de (7.18) la curva correspondiente a m = 10−1 pareciera ser constante,
la escala utilizada no permite aquí apreciar el verdadero comportamiento
de la misma, el cual es similar al de las otras curvas de nivel: parte de
un valor de ln(s) = 0.82 para luego decrecer a medida que aumenta |k|
(comportamiento muy similar al de las figuras de la derecha).

Figura 7.19: Curvas de nivel para el número de partículas creadas en
función del módulo del vector de onda, β = 1, ρ = 1, A = 1, B = 1

En (7.19) vemos un comportamiento que ya introducidos más arriba, y
es que en el caso de tenere A = B y m → 0, la produción de partículas
diverge (recordemos que en (7.53) el parámetro |βk|2 tiende a infinito si
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A → B, k → 0 y m → 0). Esto no sucede para m → ∞, ya que de la
figura de la derecha en (7.19) observamos que ncr disminuye a medida que
aumenta m.
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Figura 7.20: Curvas de nivel para la variación de entropía en función
del módulo vector de onda, β = 1, ρ = 1, A = 1, B = 1

Por último, en (7.20) vemos un comportamiento similar al visto en la
figura (7.18), aquí la función parte de un valor máximo de entropía en
k = 0, para luego decrecer a medida que aumenta k. Lo mismo sucede para
cualquier valor de m. Nótese finalmente que aquí no tendremos ninguna
divergencia.

Teniendo presente los resultados de la sección 6, en los cuales vinculamos
el aumento de entropía de un campo escalar que debido a la dinámica del
espacio-tiempo es llevado arbitrariamente lejos del equilibrio con el número
de partículas creadas, pudimos estudiar en esta sección los detalles de tres
procesos cosmológicos distintos. En el primero tratamos el caso en que dos
dimensiones del espacio se contraen mientras la tercera se expande, para
luego expandirse las primeras y contraerse la última, volviendo a la misma
configuración inicial. Allí observamos que tanto el número de partículas
creadas como el aumento de entropía en función del modo ~k heredan la
asimetría de la dinámica, maximizándose ambos para modos orientados en
la direción de expansión del espacio. Luego estudiamos el escenario en que
las tres dimensiones del espacio siguen un proceso de expansión-contracción
para finalizar nuevamente en el mismo estado inicial. Allí vimos que tanto
ncr~k como s se maximizan para modos con vector de onda nulo, preferen-
ciando entonces la creación de éste tipo de modos y siendo ellos los que
más aumentan su entropía. Por último, examinando el caso inflacionario
distinguimos dos casos distintos: un caso inflacionario en donde la región
IN corresponde a un universo de volumen no nulo (A ≥ B), y el caso de
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singularidad en η → −∞ (A = B). En ambos casos la producción de par-
tículas diverge si m, k → 0, advertimos entonces que aquí se privilegiará la
producción de partículas con número de onda y masa nula. La diferencia
principal entre ambos radica para qué valores de masa m y vector de onda
k se maximiza la entropía. En el primer caso la entropía se maximiza para
modos de masa m y vector de onda k finitos y no nulos, mientras que en el
segundo alcanza un máximo con m, k → 0.

El caso de A = B (el cual corresponde a la singularidad en η → 0) caso
es quizás el más interesante, ya que es la única solución exacta con la que
trabajamos en esta sección, y el que más se acerca a la historia del universo
primigenio.



Capítulo 8

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado el caso de un campo escalar libre pre-
sente en un universo de FRW de dimensión 3 + 1, acoplado a la métrica
la cual evoluciona entre dos estados asintóticos IN en t → −∞ y OUT
en t → ∞. Cuando nos referimos al campo como libre, queremos indicar
que mientras el espacio-tiempo evoluciona, la interacción entre este campo
y cualquier otro distinto de la métrica es despreciable, por ejemplo, esto
ocurre cuando el espacio-tiempo sufre una expansión (o contracción) ex-
tremadamente rápida. Supusimos además que el estado incial del campo
es un estado de equilibrio térmico. Mientras que tratamos al campo con el
formalismo de la teoría cuántica de campos en espacio-tiempos curvos, al
espacio-tiempo lo tratamos de forma clásica (aproximación semiclásica), el
cual en su dinámica aleja al campo de su estado de equilibrio.

Teniendo en cuenta las distintas opciones de funciones de base que se
nos plantearon al momento de cuantizar el campo escalar, y sobre todo la
inequivalencia de los estados de vacío en las regiones IN y OUT, vimos que
la dinámica de la métrica induce creación de partículas. Observamos tam-
bién que dicha creación se produce como consecuencia de una amplificación
paramétrica de las partículas ya existentes, y de la amplificación de las fluc-
tuaciones de vacío. Esta producción de partículas se manifiesta como una
diferencia entre los hamiltonianos IN y OUT, a partir de los cuales pudimos
definir el número de partículas creadas, y hallar una expresión para ellas.
De esta manera, hemos calculado luego el trabajo de fricción, el cual fue
de suma importancia ya que nos permitió conectar la variación de entropía

74
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del campo con el número de partículas creadas. Esto último lo hicimos va-
liéndonos de los teoremas de fluctuación, recientemente desarrollados para
estudiar procesos que suceden arbitrariamente lejos del estado de equilibrio
termodinámico. El resultado principal de este trabajo fue mostrar que en
el caso estudiado la entropía resulta monótona crenciente con el número de
partículas creadas, y la improtancia de ésto radica en que es un resultado
totalmente general: vale siempre que estemos tratando con un campo libre
en un universo de FRW de dimensión 3 + 1, y en donde su estado inicial
es un estado térmico. Esto mismo es una generalización de los resultados
anteriormente obtenidos en [3].

Otro resultado obtenido y consitente también con los desarrollos en [3],
es el hecho de que en espacios isótropos la dinámica del campo puede sepa-
rarse en modos con igual módulo de vector de onda. Es decir, las partículas
con vector de onda igual a k1 no solo no interactúan con aquellas de módulo
k2 6= k1, sinó que sus contribuciónes a la variación de la entropía del campo
son independientes: la entropía no vincula modos con distinto modulo de
vector de onda. Esto se debe a que en la expresión del hamiltoniano OUT,
los modos ~k interactúan únicamente con los modos −~k, pero dado que el
espacio es isótropo, su dinámica es indistinta de la dirección que estemos
tratando, por lo que modos con igual módulo de vector de onda k seguirán
la misma dinámica.

Finalmente, proponemos extender estos resultados a tres escenarios: es-
tado inicial distinto del de quilibrio térmico, por ejemplo diferencias de
fase; interacciones no lineales; y por ultimo, vincularlo con escenarios de
agujeros negros, estudiando la variacion de entropía de un campo escalar
cuando el aguejero negro varía su tamaño, o bien en un escenario de colapso
gravitatorio.
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