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Resumen

El estudio de flujos rotantes y estratificados en un régimen turbulento resul-
ta fundamental para el entendimiento de flujos atmosféricos y ocednicos, donde la
gravedad y la fuerza inercial de Coriols permiten la existencia de, respectivamen-
te, ondas de gravedad e inerciales. Estas ondas, producidas por las interacciones
resonantes entre tres modos (conocidas como “triadas resonantes”), juegan un rol
importante en la ruptura de la isotropia estadistica de flujos turbulentos. Los flujos
fuertemente estratificados tienden a formar estructuras contenidas en el plano hori-
zontal, mientras que los predominantemente rotantes tienden a formar estructuras
estiradas a lo largo del eje vertical. Cuando la rotacién se equipara a la estratifica-
cién, domina el régimen cuasi-geostréfico (CG) que consiste en modos “lentos” de
frecuencia nula.

En esta tesis, llevamos a cabo simulaciones numéricas directas de flujos hidro-
dindmicos tridimensionales integrando las ecuaciones de Boussinesq en un sistema
de referencia rotante, con eje de rotacion alineado a la fuerza de gravedad. Aplica-
mos un forzado mecanico de Taylor-Green (TG) en dominios ctbicos y periddicos,
con resoluciones espaciales lineales de 2562 y 5122 puntos. Fijando el pardmetro de
Coriolis, f, que cuantifica la intensidad de la rotacién, y variando la frecuencia de
Brunt-Viaisala, Ny,, que mide la intensidad de estratificacién, estudiamos como la
distribucién anisétropa de energia depende de la razén N,/ f.

Observamos que el cociente entre la escala caracteristica horizontal y vertical es
compatible con una relacién lineal con N,/ f en un rango del espacio de pardmetros
donde se anulan las triadas resonantes, 1/2 < N,/ f < 2. Esto es consistente con el
analisis espectral realizado, donde observamos que en grandes escalas la energia se
acumula en el plano horizontal para flujos fuertemente estratificados, y a lo largo del
eje vertical para flujos predominantemente rotantes. A su vez, en el rango inercial,
donde el flujo de energia entre escalas es constante, observamos que los espectros
de energia son compatibles con leyes de potencias observadas en flujos geofisicos:
E(k) ~ k=3 para flujos fuertemente estratificados [10], y F(k) ~ k=% para los
predominantemente rotantes [73].

A partir de los espectros espacio-temporales, cuantificamos sistematicamente la
contribucion de las ondas a la energia total, observando que en el rango no-resonante
la concentracién de energia alrededor de la relacion de dispersion lineal es minima
comparada con el resto del espacio de pardametros explorado. En este rango también
observamos una mayor proporcion de energia CG, estimada como la energia de los
modos con frecuencia nula. Esto refleja la inhibicién de modos ondulatorios en este

rango, como predice la teorfa de ondas resonantes [90].
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Capitulo 1
Introduccion

El estudio de la turbulencia rotante y estratificada resulta fundamental para
el entendimiento de flujos geofisicos, tanto atmosféricos como oceanicos. En estos
casos, la fuerza de empuje generada por los gradientes de densidad, y la fuerza
inercial de Coriolis producida por la rotacion de la Tierra, proveen las fuerzas resti-
tutivas necesarias para dar lugar a la excitacion de ondas dispersivas [19]. Los flujos
geofisicos suelen estar un régimen altamente turbulento, y estan conformados por
estructuras complejas de remolinos que interactian de forma fuertemente no-lineal,
por lo que se vuelven impredecibles salvo en sentido estadistico, y dificiles de mo-
delar. La estratificacion y rotacion lleva a dos tipos de movimientos: por un lado,
modos tridimensionales (3D) “rdpidos” en pequenas escalas que consisten en ondas
de gravedad-inerciales, y por otro lado, modos “lentos” de gran escala que consisten
en flujos denominados cuasi-geostréficos (CG), en los cuales la fuerza de Coriolis
esta aproximadamente balanceada con los gradientes de presion horizontales. Estos

ultimos también se conocen como modos de vorticidad potencial (VP).

La influencia de la estratificacion y rotacion sobre la dindmica de la atmodsfera
y del océano varia segin la escala estudiada. En las escalas geofisicas mas grandes
tanto la rotacion como la estratificacion son importantes, y el régimen dominante
es el cuasi-geostréfico. En particular, en el rango O(800 — 2500) km, se ha obser-
vado que el espectro de energfa atmosférico escala como E(k) ~ k=3 [74]. Esta
ley de potencias se explica en la teoria cuasi-geostrofica clasica de Charney [22].
A medida que se consideran escalas cada vez mas pequenas se reduce la influencia
de estos efectos sobre la dinamica del sistema. Segun la visién cléasica, a medida
que se reduce la escala de observacién, la rotacién se debilita antes que la estra-
tificacién. La mesoescala atmosférica (escalas horizontales de O(1 — 100) km) y la
submesoescala ocednica (O(10)m — O(10) km) se caracterizan por una fuerte es-
tratificacién con rotaciéon moderada (con nimero de Rossby, Ro 2 1, que mide la

importancia de la rotacién; ver [30]), donde el espectro escala aproximadamente co-
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mo E(k) ~ k=°/3 [74]. Este exponente podria ser explicado por una cascada inversa
bidimensional alimentada por inestabilidades convectivas [100]. En [56] Lilly predijo
que una cascada directa de enstrofia (el valor cuadrético medio de la vorticidad en el
fluido) con espectro E(k) ~ k3, alimentada por inestabilidades de grandes escalas
podria coexistir, sin distorsién significante, con una cascada inversa de energia con
E(k) ~ k~°/3 alimentada por inestabilidades en pequefias escalas. Esta prediccién
fue luego verificada numéricamente [62], aunque en el caso atmosférico la validez de

esta teoria es todavia discutida.

Analisis recientes de datos oceanicos y desarrollos de turbulencia débil indican
la existencia de una variedad de regimenes dependiendo de si dominan los remolinos
del régimen cuasi-geostrofico o los modos ondulatorios, enfatizando la importancia
de las no-linealidades una vez roto el balance geostréfico [80]. Las interacciones entre
vientos y ondas tienen también un rol importante en las capas limites atmosférica
y oceanica, con consecuencias dindmicas para el transporte y mezclado de impulso,
COy y de calor [44]. Un modelado incorrecto de estas interacciones resulta en una
capa de mezclado demasiado fina en modelos climaticos del océano del hemisferio
sur [32], afectando la evolucién climdtica general [21]. Consecuentemente, resulta
de suma importancia comprender las interacciones entre remolinos y ondas en este

tipo de flujos.

La interaccion y dindmica de los modos ondulatorios que surgen en estos flujos
encuentran su explicacién en la teorfa de ondas resonantes [19, 103, 104]. Con su-
ficiente rotacion y estratificacién, estos modos dominan por encima de los modos
cuasi-geostroficos, y las interacciones no-lineales entre triadas de modos ondulatorios
se convierten en el mecanismo predominante de transferencia de energia. La teoria
de ondas resonantes predice que dados tres modos k, p y q, estos pueden interactuar
y transferir energia entre si, si los vectores de onda forman un triangulo k+p+q =0
y ademds cumplen con la condicién de resonancia o(k) + o(p) + o(q) = 0 (siendo
o la frecuencia asociada a cada modo). Sin embargo, en el caso rotante y estrati-
ficado existe un rango de parametros 1/2 < Ny, /f < 2 (siendo N, la frecuencia
de Brunt-Vaisala que da una medida del grado de estratificacién, y f el parametro
de Coriolis, igual a dos veces la frecuencia angular del sistema rotante) en el que
dichas resonancias se anulan. Fuera de esta regién, las primeras triadas resonan-
tes que surgen para N,,/f < 1/2 tienden a bidimensionalizar el flujo, formando
estructuras verticales con forma de columna; mientras que las primeras triadas re-
sonantes que surgen para N,/ f > 2 tienden a unidimensionalizar el flujo, formando
estructuras con forma de panqueque o de capas [90]. En contraste, en el caso cuasi-
geostréfico Charney argumenta que la turbulencia es isétropa en la coordenada
re-escalada (Ny,/f)z, implicando que el cociente entre las escalas caracteristicas

horizontal y vertical cumplen con L /Ly ~ Ny,/f [22]. Esta relacién fue verificada

7



en simulaciones numéricas de turbulencia cuasi-geostréfica [82], y en simulaciones
de turbulencia fuertemente estratificada y rotante donde, aumentando la frecuen-
cia de rotacion desde 0, se examind la transicion desde turbulencia estratificada
(donde E(ky) ~ kl5/3 y L ~ U/Nyy,, con U la velocidad r.m.s.) a turbulencia
cuasi-geostréfica (donde E(k) ~ k™ y L, /Ly ~ Ny, /[f) [102].

Con estos resultados presentes, en esta tesis nos proponemos estudiar las transi-
ciones que ocurren en el flujo a medida que el pardmetro Ny, /f se varia, con especial
interés en el rango préximo a 1/2 < Ny, /f < 2 donde las interacciones resonantes
desaparecen. En particular, estudiamos cémo cambia la direccion e intensidad de
anisotropizacion del flujo a medida que se varia N,,, fijando la frecuencia de rota-
cion f. En el rango de anulacion de triadas resonantes, donde dominan los modos
cuasi-geostréficos, se halla un rango lineal para L, /L) consistente con la relacion
observada en [58, 102]. Este andlisis se complementa con el estudio del espectro
espacio-temporal, con el fin de detectar la existencia o no de modos ondulatorios,
y determinar si dominan o no frente a los modos cuasi-geostroficos. Estimando la
energia en modos cuasi-geostroficos a partir de la cuantificacion de los modos con
frecuencia nula, dentro del rango de anulacién de triadas resonantes se observa un
mayor apartamiento del espectro respecto de la relacion de dispersién de ondas de
gravedad-inerciales, en comparacién con la regiéon de parametros complementaria
({Npo/f < 1/2} N {Npp/f > 2}). Se observa también una mayor concentracién de
energia en modos “lentos” dentro de la regién de anulacién de triadas resonantes,
pero tan sélo un ~ 10 % mayor a la regién complementaria, lo que confirma la de-
pendencia débil de la energia de modos cuasi-geostréficos con el pardmetro N,/ f
para flujos con Ro < O(107!) observada en [102].

A continuacién se detalla la estructura de la tesis. En el capitulo 2 se presentan
las ecuaciones de Navier-Stokes, junto con los fundamentos necesarios para com-
prender la turbulencia hidrodindmica isétropa y homogénea. Se introduce la teoria
de Kolmogorov (K41) que describe a estos flujos, y mediante una descripcion fe-
nomenologica, se detallan las escalas caracteristicas del régimen turbulento, y sus
principales resultados, como por ejemplo la ley de potencias para la cascada de
energia directa de Richardson. A continuacién se deduce la apariciéon de ondas de
gravedad internas a partir de la linealizacion de las ecuaciones dindmicas, introdu-
ciendo las ecuaciones de Boussinesq. Se describen las principales caracteristicas de
los flujos rotantes en los que aparecen ondas inerciales. Finalmente, se explica el
caso rotante y estratificado y se introduce la teoria de ondas resonantes en la que
los modos lineales del sistema se clasifican entre modos “rapidos” y ondulatorios, y
“lentos” y cuasi-geostréficos. Se definen las escalas temporales relevantes del flujo,
que permiten determinar los efectos dominantes. Ademads, se deduce la existencia

de la regién de anulacién de triadas resonantes y se introduce la ecuaciéon cuasi-



geostrofica para esta regién del espacio de parametros. En el capitulo 3 se descri-
ben las herramientas y métodos numéricos utilizados para realizar las simulaciones
numéricas directas de flujos turbulentos, con un forzado mecanico de Taylor-Green.
También se describe un mecanismo para aumentar la resolucién espacial que permi-
te ahorrar valioso tiempo de cémputo. En el capitulo 4 se presentan los resultados
de las simulaciones, se analizan los exponentes de escala, se estudia la dependencia
de las escalas caracteristicas horizontales y verticales en funcion del grado de estra-
tificacion y rotacion, y se emplean los espectros espacio-temporales para intentar
comprender la interaccién entre régimenes ondulatorios y modos cuasi-geostroficos.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2
Turbulencia hidrodinamica

En este capitulo se introducen las ecuaciones de Navier-Stokes que describen
la dindmica de un fluido, se distingue entre el régimen laminar y turbulento, y
se presentan las magnitudes fisicas conservadas en un flujo inviscido. En §2.1.2 se
definen las funciones y cantidades fisicas relevantes para el estudio de la turbulencia,
para luego presentar en §2.2 la teoria formulada por Kolmogorov en 1941 para
turbulencia isétropa y homogénea, antes definiendo las escalas relevantes. En §2.4
se introduce el efecto de la estratificacién en la turbulencia, que conlleva la aparicién
de ondas de gravedad internas. En §2.5 se describe el efecto de la rotacién, junto
con el surgimiento de ondas inerciales. Finalmente, en §2.6 se considera el sistema
rotante y estratificado, introduciendo la teoria de ondas resonantes, que distingue

entre los modos ondulatorios y el régimen cuasi-geostrofico de los modos “lentos”.

2.1. Ecuaciones de Navier-Stokes

Los flujos turbulentos, ubicuos en la naturaleza, deben su complejidad a las
interacciones no-lineales generadas por el acoplamiento entre modos en diferentes
escalas. Estas interacciones son descriptas por la ecuacion de Navier-Stokes, que
rige la dinamica de fluidos clédsicos. A pesar de que los fluidos estdn conformados
por moléculas, la ecuacién de Navier-Stokes (2.1), conocida desde 1823 por Navier
[75] describe al fluido como un continuo de materia. Esta aproximacién consiste
en tomar valores medios de los observables y propiedades del fluido, definiendo los
promedios sobre regiones macroscopicas respecto de las escalas que caracterizan a
los movimientos moleculares, y microscépicas respecto de las escalas caracteristicas
del flujo.

En esta tesis nos restringimos a fluidos incompresibles y newtonianos. Incompre-
sibles porque la densidad material en una parcela de fluido es constante, o lo que es

equivalente: su campo de velocidades satisface la ecuacién (2.2). Son newtonianos
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porque la razén de deformacién es lineal respecto del esfuerzo viscoso ejercido sobre
el fluido. Esta tltima restriccion corresponde a la ley constitutiva denominada ley
de viscosidad de Newton [29]. De la segunda ley de Newton, y su ley de viscosidad,
se deriva la ecuacién de Navier-Stokes (2.1) para el campo de velocidades euleriano
v de un fluido incompresible, newtoniano y homogéneo, mientras que a partir de la

conservacion de masa, se deduce la ecuacion de continuidad (2.2),

O+ (v-V)v =vViv — % + f, (2.1)

V.v=0. (2.2)

Aqui v = pu/p es la viscosidad cinemética con p la viscosidad dindmica y p la densi-
dad del fluido, p es la presion (un campo escalar), y f el campo de fuerzas externas.
La ecuacion (2.1) describe la dindmica del campo de velocidades, determinada por el
término convectivo (v - V)v responsable de las interacciones no-lineales, el término
de esfuerzos viscosos ¥V?v encargado de la difusién del campo de velocidades, méas
los términos de presion y fuerzas externas.

La ecuacién de Navier-Stokes tiene la particularidad de que puede ser adimensio-
nalizada dividiendo por escalas caracteristicas del sistema de longitud (L), velocidad
(U) y tiempo (T'), quedando expresada solamente en funcién de un parametro adi-

mensional, el nimero de Reynolds, definido como

Re = —. (2.3)

v

El niimero de Reynolds es la razon entre las fuerzas viscosas e inerciales, siendo estas
ultimas las fuerzas que surgen del movimiento interno relativo debido a las diferentes
velocidades de elementos de fluido. Pero el movimiento relativo entre capas del fluido
también genera rozamiento, factor importante en el desarrollo de la turbulencia. Asi,
los efectos inerciales son inhibidos por los efectos viscosos, que progresivamente
absorben méds energia cinética a medida que se aumenta la viscosidad del fluido
(o se disminuye la escala de excitacién), suavizan los gradientes de velocidades y
evitan la mezcla rapida entre capas de fluido. De esta forma, el nimero de Reynolds

permite diferenciar entre los dos principales regimenes dinamicos de un fluido:

» Régimen laminar: ocurre a bajos nimeros de Reynolds (Re < O(1)), cuan-

do dominan los esfuerzos viscosos y se caracteriza por un flujo suave.

= Régimen turbulento: ocurre en presencia de una inestabilidad a nimeros de
Reynolds altos (Re > O(1)), cuando dominan las fuerzas inerciales que tien-
den a producir vortices, remolinos cadticos y otras inestabilidades secundarias

en el flujo.
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En este ultimo régimen domina el término no-lineal de la ecuacién de Navier-
Stokes, encargado de redistribuir la energia entre las distintas escalas de movimiento,
como podrian ser remolinos de distintos tamanos, sin afectar el balance de energia
total del sistema [36]. En turbulencia isétropa y homogénea la transferencia de
energia se realiza desde escalas grandes hacia escalas cada vez mas pequenas, en un

proceso que se denomina cascada de energia.

2.1.1. Condiciones de contorno periodicas

Para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes es necesario explicitar las condicio-
nes de contorno (cdc). Con el fin de facilitar el estudio tedrico resulta 1til eliminar
las cde considerando que el fluido llena todo el volumen en R?. Esto conlleva a difi-
cultades en la resolucion numérica del problema, y por esto se consideran entonces

cdc periodicas sobre el campo de velocidades,
v(x+nL,y+mL,z+qL) =v(z,y,2), Vr,y,z€R, VYn,m,q€Z, (2.4)

donde L es el periodo del dominio espacial. Tomando el limite L — oo se recupera
el caso del fluido en el espacio R? sin contornos [36]. Considerando cde periddicas,
y tomando el rotor de (2.1), con V- v = 0 (ec. (2.2)), es posible eliminar la presién
de las ecuaciones de Navier-Stokes y obtener la ecuacién para la vorticidad w del
fluido,

Ow =V x (v x w) + V3w, (2.5)

donde la vorticidad w, que también serd periddica en el dominio, se define como el

rotor del campo de velocidades,

w=V xw. (2.6)

2.1.2. Leyes de conservacion

En los sistemas mecanicos conservativos descriptos por una funcién Lagrangiana,
las simetrias se relacionan con cantidades conservadas. El teorema de Noether (1918)
enuncia que por cada simetria del sistema, existira una ley de conservacién asociada.
La ecuacién de Navier-Stokes es disipativa, sin embargo permite la existencia de
leyes de conservacion. Para estudiar las ecuaciones de balance de donde se deduciran
las conservaciones, es necesario primero definir los valores medios de cantidades

fisicas que seran utilizados a lo largo del trabajo.
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Valores medios y teoremas ergdodicos

Asumiendo cdc periédicas se define el valor medio espacial de una funcién pe-

riédica arbitraria f(r) como

Nx=75 ) fwan (27)

donde L es el periodo de la caja. En esta tesis, cuando se obvie escribir explicita-
mente el subindice X, se debe asumir que se esta haciendo referencia al valor medio
espacial, calculado sobre el dominio que corresponda segun el caso. Para funciones

del tiempo f(t), a lo largo de la tesis también se considerard el valor medio temporal

o= [ s 29

definido en una ventana temporal ¢t € [to,ts]|, con T = t; — t; el ancho de la misma.

Considerando a la velocidad como una variable aleatoria, el teorema ergddico
de Birkhoff nos permitira utilizar los valores medios temporales o espaciales de
cantidades fisicas para comparar con los valores medios estadisticos con los que

trata la teoria de turbulencia [36].

Conservaciones

A continuacion se presentan las principales ecuaciones de balance para un fluido
barotrépico incompresible [36]. Es evidente que las ecuaciones de balance de energia
y helicidad se transformaran en ecuaciones de conservacion en caso de que se anule
la viscocidad.

Estas ecuaciones en ausencia de fuerzas externas son, la conservacién del impulso

d
= () =0, (2.9)

la ecuacién de balance de la energia cinética
d /v? 1
" <5> =5V < %;@,»uj + 0jv;)? > = —v{|w]?), (2.10)

y la ecuacion de balance de la helicidad

%<%v,w>:_y<w.v><w>_ (2.11)

Se definen los valores medios de la energia cinética E., la enstrofia €., la helicidad

H y la helicidad vortical H,, como
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L= <%2> : (2.12a) 0, = <%2> : (2.12b)

H = <%v - w> , (2.12¢)  H,= <%w LV x w.> (2.12d)

Reescribiendo las ecuaciones de balance de energia media (2.10) y helicidad me-

dia (2.11) en funcién de las cantidades definidas anteriormente, se vuelve eviden-

te que Q. y H, determinan la tasa de decaimiento de E. y H respectivamente
dE, dH

= —2vQ) 2.1 — = —2vH,. 2.1
P 2978 (2.13a) P vH, (2.13b)

La disipacion media de energia por unidad de masa

dE
= %9, 2.14
trar (2.14)

serd frecuentemente utilizada en el resto del trabajo. En adelante, se obviara espe-

cificar que F,, Q., H y H, son valores medios.

2.1.3. Escalas caracteristicas de energia

Las ecuaciones de balance de la secciéon anterior no contienen contribuciones
del término no-lineal de la ecuacion de Navier-Stokes. Es entonces que naturalmen-
te surge la pregunta de ;cudl es el rol de ese término en relacion a la energia?
Estudiando el espectro de energia se ve que el término no-lineal es el encargado
de redistribuir la energia entre multiples escalas de movimiento, sin modificar la
energia total del sistema.

Para analizar como es el proceso de redistribuciéon de energia escala por escala,
resulta util estudiar la dinamica del sistema en el espacio de Fourier. Con ese fin, se
definen los filtros pasa-altos y pasa-bajos de una funcién [36], que respectivamente
atenuan las componentes espectrales de una funciéon por debajo y por encima de un
dado nimero de onda K > 0 asociado a una escala espacial | = 27/K. Dada una

funcién L-periddica, f(r), y su descomposicién de Fourier discreta

2T

f(r) = kae"’”, k € IZ3, (2.15)
k

se definen la funcién pasa-bajos-filtrada como

fRE) =3 fue®, (2.16)

k<K
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y la funcién pasa-altos-filtrada

=" fre®r. (2.17)

k>K
la escala espacial [ = 27/K se denominard la escala del filtrado. Sumando las
dos funciones filtradas, se recupera la funcién original: f(r) = fe(r) + fz(r).

Esta descomposicién puede ser aplicada al campo de velocidades en la ecuacion
de Navier-Stokes obteniendo dos funciones vy (r) y v (r). Estas se interpretan
como los campos de velocidades de remolinos en escalas respectivamente mayores y

menores a [.

Empleando la identidad de Parseval,
o) = frir (2.18)
k

se deduce la ecuacién de balance de energia escala por escala [36]
donde se introdujo la energia acumulada entre los niimeros de onda 0 y K

&k = = (Jvgl*) Z k2 B, (2.20)

k<K

l\DI»—

la enstrofia acumulada

K= % (Wil = Z K Dnl?, (2.21)

k<K

la inyeccion de energia acumulada inyectada por la fuerza externa f

= (fi-vi) =D Fu- 104l (2.22)

k<K

y el flujo de energia a través del nimero de onda K

I = (v - [(vi +vg) - V (v + o))

(2.23)
= (v - g - Vug]) + (vk - vk - Vvg]).,

donde la segunda igualdad proviene de expandir el producto en la primer linea, y
ver que (vy - (vy - Vo)) = (v - (vi - Voy)) = 0. La ecuacién de balance (2.19)
puede ser interpretada como que la tasa de variacién de la energia acumulada entre

-1

las escalas espaciales [ ~ K~! e 0o (es decir, respectivamente entre los nimeros de
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onda K y 0) es igual a la energfa inyectada en esas escalas por la fuerza externa
(ZK), menos la energia disipada en esas escalas (20§ ) y menos el flujo de energia
(IIx) disipada en escalas méas pequenas (o lo que es lo mismo, en nimeros de onda
mayores que K) debido a interacciones no-lineales. En otras palabras, la energia
inyectada en las escalas grandes y que no es disipada en esas escalas (un efecto
despreciable para numeros de Reynolds muy grandes), debe ser transferida hacia

escalas mas pequenas por el término no-lineal.

2.1.4. Espectro espacio-temporal

A partir de la energia acumulada en la ecuacién (2.20) en su versién continua,
se define el espectro de energia en el domino espacial
d& (k)
E(k) = ———. 2.24
(k)= (221)
De la misma forma que en el dominio espacial, es posible estudiar los espectros
y flujos de energia en el dominio temporal. Conociendo la energia media en cada
instante, E(t) = (E(r,t)) se puede obtener el espectro de energia en el dominio

temporal
1T

E(o)=— [ E(t)e " dt 2.25
0) =55 [ Ewe 2.9
donde o es la frecuencia angular. Considerando los dos dominios, es posible construir

el espectro de energia espacio-temporal [27]

+oo
1 ,
E(k?, 0') = W / / E(T, t) e—z(k-'r‘—l-at) dt dgT’, (226)

R3 —oo0

que sera estudiado con profundidad en §4.3.3 para los flujos simulados.

2.1.5. Espectros reducidos

La estratificacién y rotacion de los sistemas considerados en esta tesis introdu-
cird una anisotropia en la distribuciéon de la energia, y de otras cantidades fisicas
en general. Es por eso que se considerara un eje privilegiado en €., paralelo al eje
de rotacién y a la direccion del gradiente de densidad. Al introducir este eje privi-
legiado, el sistema pasa de tener una simetria esférica en el espacio de Fourier, a
una simetria cilindrica. Esta nueva simetria motiva un cambio de variables esféri-
cas por variables axisimétricas a la hora de construir los espectros. A partir de la

funcién de autocorrelacién de la velocidad U;;(k) escrita en el espacio de Fourier,
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y con la suposicién de homogeneidad (pero no isotropia), es posible definir varios
sub-espectros para contemplar las variaciones angulares del mismo. Considerando
la traza del tensor U(k) = Uy (k) se define el espectro de energia axisimétrico en

coordenadas Cartesianas

™
Eky k) = > U(k) —/ U(k)|k|sin 6 do, (2.27)
ki <|kxeé.|<ki+1, 0
ky<kz<ky+1

donde 6 es el angulo zenital en el espacio de Fourier respecto al eje vertical con
vector unitario €., ¢ el dngulo azimutal respecto al eje x, k;, = k,é, + k,é, y
k| = k.é. [71]. El espectro axisimétrico también puede ser expresado en términos
de coordenadas polares E(|k|,8), con k = k,é, + kyé, + k.é,. La primera defini-
cién en la ecuacién (2.27), que involucra una suma doble, es la expresién discreta
utilizada en simulaciones y que corresponde a contar energia en todos los modos
con igual k| y ki (en cédscaras de ancho unitario), pero con distintos valores de
¢. Los factores geométricos en la integral provenientes del Jacobiano quedan au-
tomaticamente considerados en las sumas por la misma definicién de &k, y por el
hecho de que el nimero de modos por cascara varia con la distancia al origen. Los
espectros para distintas variaciones angulares se obtienen de graficar FE(k, ) sobre
una linea con 6 fijo. Por ejemplo, # = 0 corresponde a E(k, = 0, k), mientras que
¢ = m/2 corresponde a E(ky,k; = 0). Al graficar las curvas de nivel del espectro
axisimétrico en los préximos capitulos, se incluye un factor 1/sin @ para recuperar

curvas de nivel circulares en el caso completamente isétropo.
A partir del espectro axisimétrico, es posible definir los espectros de energia

reducidos como funcién de &k, &k y k:

400 +00
E(k,) = /_ Bk, k) dky,  (2.282) E(ky) = /0 Eko k) dky,  (2.28b)

E(k) = /0 " Bk, 0) k do. (2.29)

Por 1ltimo, notar que es posible considerar por separado las distintas contribu-
ciones de las componentes del campo de velocidad a la energia cinética. Con este
fin, se utilizaran las siguientes notaciones para referirse respectivamente a la energia
perpendicular y paralela:

B (k) = 5 [P0 + P R)], (2300) B(k) = [P (k) (2.300)

N | —

donde k; puede referirse a k, k; o k). En la misma linea, se definen los flujos de

energia reducidos
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I(K.) = (v, -[v-Vv]), (23la) U(K||):<v§<”~[v-vv]>. (2.31Db)

Estas magnitudes corresponden respectivamente al flujo de energia cinética hacia
afuera de los cilindros k; = K| (ec. (2.31a)) y hacia afuera de los planos horizontales
k, =+K, (ec. (2.31Db)).

2.2. Teoria de Kolmogorov (K41)

Los flujos turbulentos son sistemas cadticos, descriptos por un sistema de ecua-
ciones diferenciales no-lineal (Navier-Stokes), altamente sensibles a las condiciones
iniciales. La observacion de estos flujos pone en evidencia la impredictibilidad de los
detalles en su dinamica. Sin embargo, es afortunado que muchas de sus propiedades
estadisticas si son reproducibles. Este tipo de observaciones motivo la bisqueda de
una descripcién probabilistica de la turbulencia a principios del siglo XX (Taylor
95, 97]).

2.2.1. Observaciones experimentales

Las siguientes son leyes empiricas que se observaron en experimentos de tur-
bulencia completamente desarrollada. Cualquier teoria de la turbulencia debiera

incluir estas leyes ya sea dentro de sus hipotesis, o de sus resultados.

1. Ley de los 2/3. En un fluido turbulento con nimero de Reynolds muy
alto, el valor medio del cuadrado del incremento de velocidad ([0v(1)]?) =
([v(z+1) — v(a:)]2> x (donde v es la proyeccién de la velocidad en la direc-
cién del incremento 1), entre dos puntos separados por una distancia [, sigue

aproximadamente una ley de potencias: ([§v()]2) ~ 1?/3.

2. Ley de la disipacién finita de energia. Si en un flujo turbulento todos
los parametros de control se mantienen iguales, excepto por la viscosidad que
se reduce al minimo posible, la tasa de energia disipada por unidad de masa

—dFE/dt se comporta de un modo consistente con un limite positivo y finito.

Actualmente no existe una teoria completa que parta de la ecuacién de Navier-
Stokes y lleve a las dos leyes experimentales anteriores. Sin embargo, es posible
formular hipdtesis compatibles con estas leyes, que lleven a la ley de los 2/3 y a
predicciones adicionales. Con este fin, en 1941 Kolmogorov presenté la teorfa (K41)
que describe las leyes de escala de la turbulencia isétropa, homogénea y comple-
tamente desarrollada [46, 47, 48]. Esta servird como base para luego introducir la

teoria de turbulencia rotante y estratificada.
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2.2.2. Hipétesis de la teoria K41

El modelo de Kolmogorov para turbulencia isétropa, homogénea y completa-
mente desarrollada requiere de tres hipétesis, reformuladas por Frisch [36] de una

forma mas clara que en la formulacién original de Kolmogorov:

1. Hipétesis de universalidad: En el limite de Re — 0o, a pequenas escalas
(I < lp, donde [ es la escala integral) y lejos de los contornos del sistema,
todas las simetrias posibles de la ecuacién de Navier-Stokes, usualmente rotas
por los mecanismos forzantes que producen la turbulencia, son restauradas en

un sentido estadistico.

2. Auto-similaridad del flujo: Bajo las mismas hipétesis que en (1), el flujo
turbulento es auto-similar a pequenas escalas. Esto quiere decir que dentro
del rango inercial, las propiedades del flujo serdn invariantes ante cambios
de escala, a menos de un factor de escala con un tnico exponente de escala
h € R. La auto-similaridad se puede escribir mateméticamente en funcién de

los incrementos de velocidad como
Su(Al) = Now(l), (2.32)
con incrementos [ y A\l pequenos en comparacion con la escala integral [

3. Disipacién de energia finita: Bajo las mismas hipdtesis que en (1), el flujo

turbulento tiene una tasa media de disipacion de energia ¢ finita y no-nula.

Notar que en las tres hipdtesis se considera que Re — oo, lo que implica que
la viscosidad ¥ — 0. De la ecuacién (2.10) se sigue entonces que para que € se
mantenga finito en este limite, algunas de las derivadas del campo de velocidad v
deben ser no acotadas.

En un flujo turbulento, isétropo y homogéneo, la viscosidad es despreciable en
escalas grandes e intermedias. La energia se inyecta en el sistema por un forzan-
te en una determinada escala de movimiento, como podria ser [z, el tamano de
unas paletas que agitan el fluido. Este forzado generara vortices de este tamano
caracteristico. Es posible que el flujo sea anisétropo a estas escalas, debido a una
anisotropia en el forzado o los contornos del sistema. Mediante interacciones no-
lineales, estos vortices transferirdn su energia a remolinos méas pequenos, que a su
vez transferiran su energia a otros todavia mas pequenos. A medida que se reduce
la escala de los remolinos hay una pérdida en la informacién geométrica y direccio-
nal, estableciéndose una estadistica isétropa y universal para las pequenas escalas.

El proceso se repite iterativamente, hasta llegar a una escala tan pequena que los
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esfuerzos viscosos se vuelven dominantes, y terminan de disipar la energia cinética

en forma de calor.

2.2.3. Escalas caracteristicas de la turbulencia

En el breve resumen de la dindmica de un flujo turbulento descripto en el ultimo

parrafo se vuelve evidente la necesidad de definir tres escalas caracteristicas:

1. Escala integral (lp): En esta tesis se define como el promedio pesado por el

espectro de energia de la inversa del nimero de onda k

; I B(k) dk

[k E(k) dk

lo = 2 (2.33)

2. Escala de inyeccién de energia (/r): Es la escala de movimiento en la cual

el forzante introduce energia al sistema.

3. Rango inercial (n < | < ly): Es el rango de escalas en el que tanto la
inyeccion directa de energia por el forzante, como la disipacién viscosa, son
despreciables. Por eso, en el estado estacionario de un flujo, dentro de este
rango la energia entrante se iguala a la energia saliente. En la ecuacién de
balance (2.19), esto se traduce como que el flujo de energia I}, debe ser igual
a la disipacién de energia media € definida en la ecuacién (2.14), y debe ser

independiente de k, siempre que k se encuentre en el rango inercial.

4. Escala de disipacién de energia (n): Es la escala en la que la viscosidad
se vuelve dominante. Aqui es donde la energia cinética se disipara en forma

de calor mediante la accion de los esfuerzos viscosos.

La transferencia de energia de vortices grandes a pequenos en un flujo turbulen-
to fue modelada por primera vez en 1922 por Richardson [83]. Este modelo brinda
también una forma rapida, basada en el analisis dimensional, de construir la teoria
K41 [29]. Antes de presentarlo definamos algunas cantidades relevantes. La velo-
cidad caracteristica v; es la velocidad tipica asociada a la escala ~ [. Se puede

considerar una definicién pragmatica como

u ~ /(602(1)). (2.34)

El tiempo no-lineal Tnr(l) es el tiempo de giro de un remolino de tamano /.
Ademas, es el tiempo tipico en el que una estructura de tamano ~ [ sufre una

distorsion significativa debido al movimiento relativo de sus componentes. En base
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a las hipotesis de K41, en el rango inercial solo puede depender de [ y v;, y entonces
se define como

neL(l) ~ i (2.35)

Uy

Es razonable entonces que 7y (l) también sea el tiempo tipico de transferencia de
energia de escalas ~ [ a escalas menores. De aqui se estima que el flujo de energia
II; (con k ~ I71) puede ser estimado como el cociente entre la energfa cinética en
esas escalas ~ v? y el tiempo caracteristico de transferencia de energfa a escalas

menores Ty (1),
2 3
Yl Y
~ . 2.36
TNL(Z) l ( )

Por las hipotesis de K41, en el rango inercial el flujo de energia es independiente de

I, ~

[ e igual a la disipacién de energia media ¢

U3

I, ~ 7l ~ €. (2.37)
Luego, el campo de velocidades sigue una ley de escalas con exponente 1/3
v ~ Y33, (2.38)
Por otro lado, el tiempo no-lineal también es un invariante de escala 7y (1) ~
g1 /3 12/3.
Reemplazando [ y v; por las cantidades caracteristicas de la escala integral [y y vy,
se encuentra que la tasa de disipacién escala como € ~ v /ly. Ahora, considerando

el otro extremo del rango inercial, donde la viscosidad se vuelve relevante, el tiempo

caracteristico para que la difusién viscosa atente excitaciones en escalas ~ [ es

l2
Tdif(l) ~ ;, (239)

que tiende a cero con [ de forma mucho més rapida que 7y (7). Igualando 7 (1) con

Taif({) se obtiene la escala disipativa de Kolmogorov n debajo de la cual la difusién

)~ <V_3)1/47 (2.40)

viscosa se vuelve dominante

€

notar que esta escala crece con la viscosidad como %%, Esta escala serd muy im-

portante para elegir correctamente la viscosidad en las simulaciones numéricas.

21



(‘ [%ye ccion de
i L energia £

OO0

rzjo DO(ODOQDQQQQQ Flujo de

energia £
ly 50000000000 OVDOVDOIODOO0

Vv

: Disipacién
B e ﬁnerg[a £

Figura 2.1: Esquema de la cascada de energfa del modelo de Richardson [35].

2.2.4. La cascada de Richardson

El modelo presentado en la seccién anterior considera el flujo turbulento como
una superposicién de vortices de variados tamanos, que se transfieren energia entre
si mediante interacciones no-lineales. Se encuentran representados pictoricamente
en la figura 2.1, en la realidad los vortices mas pequenos se encuentran contenidos
dentro de los mayores. Los vértices de mayor tamano son de la escala integral ~ .
Los vértices sucesivamente mas pequenos son de escala [, ~ lpg", conn =0,1,2, ...
y 0 < ¢ < 1. Los vértices mas pequenos en la cascada estan en la escala de disipacion
de Kolmogorov ~ 7. La energfa inyectada en las escalas mayores a una tasa ¢ (por
unidad de masa) se transfiere hacia vortices cada vez més pequenios, siempre a la
misma tasa ¢ (de aqui el nombre de “cascada” de energia), hasta ser finalmente
removida por disipacion en el fondo de la cascada, nuevamente a una tasa €.

Ademas de la hipétesis de invariancia de escalas, esta teoria requiere localidad
de interacciones. Esto quiere decir que en el rango inercial, el flujo en escalas ~ [
involucra predominantemente a escalas de tamano comparable, por ejemplo desde
gl hasta ¢ 'l. Por “localidad” entonces nos referimos a la localidad en el espacio de
Fourier, pero no en el espacio fisico.

Esta suposicion puede ser justificada de dos formas. La primera es que la es-
tructura fina de los vértices pequenos no se ve afectada por el barrido uniforme
producido por los vértices de escalas mucho mayores. En otras palabras, los vorti-
ces de escala [ en el rango inercial contenidos dentro de los vortices de mayor escala
~ [y son barridos uniformemente por estos tltimos. El barrido de los vortices puede

ser pensado como una transformacién Galileana aleatoria, transformacion que man-
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tiene invariante a la ecuacién de Navier-Stokes [36]. Es por esto que la estructura
fina de los vortices de escala ~ [ no se ve afectada por el barrido uniforme. Veremos

que esto no es necesariamente cierto en el caso rotante y estratificado.

El segundo argumento para justificar la localidad de interacciones es que la
distorsién en vortices producida por esfuerzos de cizalla, se debe predominantemente
a esfuerzos de cizalla entre vortices de escalas similares. Por analisis dimensional,

la cizalla tipica s; asociada a una escala [ dentro del rango inercial es
v
S1 ~ 7’ ~ g3, (2.41)

donde la ultima relacion se obtiene reemplazando la ley de escalas que sigue el campo
de velocidades en la ecuacién (2.38). Es decir que la cizalla més débil ocurre en la
escala integral [ ~ [y, mientras que la mas intensa en la escala de disipaciéon [ ~ n. El
efecto neto es que los tnicos vértices que producen una distorsion apreciable sobre
los vortices de escala [ mediante esfuerzos de cizalla son los de escala " ~ [. Este
argumento fenomenoldgico solo vale en el limite de Reynolds tendiendo a infinito,
mientras que para Reynolds finito las interacciones no-locales dan correcciones que

deben ser tenidas en cuenta [70].

2.2.5. Principales resultados de la teoria K41

A continuacion se presentan algunos de los principales resultados de la teoria de

Kolmogorov para turbulencia isétropa y homogénea (K41).

Ley de los 2/3 e invariancia de escala

En la seccion anterior vimos que en el rango inercial de un flujo turbulento, el

incremento de la velocidad cumple
(6v(l)) ~ 113, (2.42)

Es interesante notar que esta ley vale para los incrementos de las componentes
de la velocidad, independientemente de la isotropia del flujo [64]. De la hipdtesis de
auto-similaridad se deduce que el incremento de la velocidad elevado a la potencia

p, (llamada también la funcién de estructura de orden p) debe satisfacer
([u(D)]P) o IP3. (2.43)
Luego, como por las hipdtesis de Komogorov ([dv(1)]”) debe depender inicamen-
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te de € y [ en el rango inercial, por anélisis dimensional
([Su(D)]P) = Ce?P1P/3, (2.44)

donde C), representa una constante universal. Reemplazando p = 2 en la relacién
anterior, se obtiene la ley de los 2/3, con Cy la denominada constante universal de
Kolmogorov. La “universalidad” de esta constante esta soportada por abundante
evidencia experimental en nimeros de Reynolds de microescala suficientemente al-
tos, arrojando un valor aproximado de Cy ~ 0,5 [93]. Andlogamente con p = 3y
C3 = —4/5 se obtiene la llamada “ley de los 4/5” de Kolmogorov.

Estrictamente hablando, la hipdtesis de auto-similaridad de Kolmogorov es de-
masiado fuerte, y hoy existe evidencia experimental [63] que muestra que la ecuacién
(2.44) da una buena aproximacién a los datos para p < 3, pero se desvia de los ex-

perimentos para valores mayores de p.

Espectro de Kolmogorov

La ley de potencias para el espectro de energia E(k) con exponente —5/3 para
flujos turbulentos isétropos y homogéneos es uno de los resultados mas conocidos
de la teoria de Kolmogorov. A continuacién se deriva esta ley. Asumiendo que el

espectro de energia, definido en la ecuacién (2.24), sigue una ley de potencias
Ek)xk™, 1<n<3, (2.45)

y empleando el teorema de Wiener-Khinchin, que relaciona el espectro con la fun-
cién de correlacién [36], se deduce que el campo de velocidades tiene incrementos
cuadraticos homogéneos, y la funcién de estructura de segundo orden también sigue

una ley de potencias,
{Bu(D)]?) oc I, (2.46)

La restriccion matematica de que 1 < n < 3 se impone para evitar divergencias al
integrar E'(k) entre k = 0 y +oo. Esto es, una divergencia para nimeros de onda
altos (divergencia ultravioleta) en el caso de que n < 1, o para nimeros de onda
bajos (divergencia infrarroja) si n > 3.

Usando la ley de los 2/3 que se obtiene de la ecuacién (2.44) para p = 2, n queda
determinado en n = 5/3. Reemplazando en la ecuacién (2.45) se deduce el famoso
espectro de Kolmogorov

E(k) o e23k=5/3, (2.47)
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2.3. Turbulencia en flujos geofisicos

La dindmica de la atmésfera y del océano esta influenciada por la estratifica-
cién estable de densidad y por la rotacién de la Tierra, con una importancia que
varia segun la escala estudiada. En las escalas geofisicas mas grandes, en las que los
nimeros de Rossby (Ro) y Froude (F'r) son pequenos (estos son, respectivamente,
medidas inversas de la importancia de la rotacién y estratificacién del sistema),
tanto la rotacién como la estratificacion son importantes. A medida que se consi-
deran escalas mas pequenas se reduce la influencia de la rotacion y estratificacion.
Segun la vision clésica, la rotacién se debilita de forma maés rapida que la estra-
tificacién, pues Ny, /f ~ O(100) en la mayor parte de la atmdsfera y los océanos
(donde Ny, la frecuencia de Brunt-Viisdld, es una medida de la estratificacién, y
f =2, el parametro de Coriolis, el doble de la frecuencia angular de rotacion de la
Tierra. La mesoescala atmosférica (escalas horizontales de O(1) km — O(100) km)
y la submesoescala ocednica (O(10) m — O(10) km) se caracterizan por una fuerte
estratificaciéon con rotaciéon moderada (Ro 2 1; ver [30]). Es por esto que la turbu-
lencia estratificada (Ro = oc0) suele considerarse como una primer aproximacién a
este régimen. Sin embargo, esto no es cierto en escalas grandes en la atmoésfera, y
en regiones de los océanos donde Ny, /f puede variar entre 1 y 10.

Lindborg [57] realizé simulaciones numéricas para intentar comprender el efec-
to de la rotacion sobre flujos estratificados y el espectro ~ /{5/ % observado en la
cascada directa en la mesoescala atmosférica. Waite y Bartello [102] también si-
mularon sistemas fuertemente estratificados con rotacién variable, dominados por
movimientos vorticales, en un amplio rango de nimeros de Rossby, limitdndose a
sistemas dominados por vorticidad potencial. En esta tesis también se trabaja con
sistemas dominados por la vorticidad potencial, pero en contraste, se fija la rotacién
del sistema para unos pocos valores de f, y barriendo el parametro Ny, se varia el
grado de estratificacién, para estudiar como los pardmetros Ny, y Ny, /f influencian

a los espectros y estructuras caracteristicas del sistema.
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2.4. Turbulencia estratificada

A continuacién se describira brevemente la dindmica y algunos resultados princi-
pales de un flujo con densidad uniformemente estratificada. El gradiente de densidad
introducido proveera la fuerza restitutiva que dara lugar a un tipo de ondas que

surge en flujos estratificados: las ondas de gravedad internas.

2.4.1. Ecuaciones de Boussinesq

Se considera un fluido uniformemente estratificado e incompresible sujeto a pe-
quenas perturbaciones en densidad. En el estado de equilibrio, la densidad y la
presion varian segin

= _dpo
po=p+ Apo(z) =p+ et (2.48)
Vipo=pog=—pogeé:, (2.49)

donde g es la aceleracién gravitacional, y dpy/dz < 0 para asegurar estabilidad. La
densidad media, p, y el gradiente de densidad, dpy/dz, son ambas constantes. Bajo

una perturbacion del fluido, la densidad se describe como

p(r) = po(2) +p'(7), (2.50)

con p’' la fluctuacién en densidad producida. Se adopta la aproximaciéon de Bous-
sinesq [14] en la que se asumen pequenas perturbaciones y gradientes de densidad
respecto a la media: Apg, p' < p, v donde las tnicas contribuciones de Ap y p’
apreciables son las que aparecen en la fuerza de empuje pg = —pogé,. A partir
de la ecuacion de incompresibilidad, de continuidad y del impulso, y empleando la
aproximacién de Boussinesq junto con las expresiones para la densidad (2.48) y el

gradiente de la presion (2.49), se deducen las ecuaciones que gobiernan la dindmica
del fluido [29]

Dy dpo
,— =0, 2.51
Dt (2.51)
V.-v=0, (2.52)
_D'U * / — 2
pE:—Vp +p g+pyv v, (253)

donde D/Dt = 9/0t+v-V es la derivada material y p* = p—p, representa el desvio
de la presion hidrostatica; en adelante, cuando se trate de sistemas estratificados

se hard referencia a esta simplemente como p. La ecuacion de vorticidad asociada
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a (2.53) es
Dw /] = 2
E:(w-V)U—i-V(p/p) x g+ rViw. (2.54)
Notar que en la ecuacién (2.54) no aparece la presién. La estratificacién introduce
una direccion privilegiada en €, y rompe la isotropia del sistema. Se introduce la

frecuencia de Brunt-Vidaisdld, Ny,, que da una medida de la fuerza restitutiva,
= —=—. (2.55)

La frecuencia de las ondas de gravedad que ocurren en fluidos estratificados sera de
orden Ny,. De hecho, en la aproximacién lineal de las ecuaciones dindmicas (2.51-
2.53), Ny, es exactamente la frecuencia de las ondas de gravedad.

El nimero adimensional de Froude, F'r, que da una medida de la razon entre

las fuerzas inerciales y las fuerzas de empuje en el fluido, se define como

U
Fr= N L (2.56)
donde U es la velocidad caracteristica del flujo, y L es la longitud caracteristica
del flujo que se considerara como la escala integral definida en la ecuacion (2.33).
Existe una ambigiiedad en la eleccion de estas dos cantidades, pues el fluido es
anisétropo en el caso de estratificacién fuerte (Fr < 1), distinguiendo entre la
direccion paralela a é, y las direcciones perpendiculares a é,. Esta ambigiiedad

motiva definir los niimeros de Froude direccionales perpendicular y paralelo,

U U
Fry=
(2.57a) | Noo Ly’

(2.57b)

donde L, y L) son las escalas integrales perpendicular y paralela, respectivamente

definidas como

kmax 7 —
L —on [ T B (k) dky
[Fe= Bk, ) dk,

1

kmax 7 —
Sk E (k) dky
kmax :
[ E(ky) dk;

, (258) Lj=2r (2.58b)

La cantidad L, definida en la ecuacién (2.58a) es un promedio de k' ~ [}
pesado por el espectro reducido perpendicular E(k;). De esta forma, L, da una
nocion de la escala en la que en promedio se encuentra la energia en el plano
perpendicular. La misma interpretaciéon vale para L a lo largo del eje vertical en
la ecuacién (2.58b).

En el régimen de F'r < 1, no es dificil ver intuitivamente que como consecuencia
de la mayor fuerza restitutiva en z, se tiene que Uy < U, donde U y U son las ve-

locidades caracteristicas en direccion paralela y perpendicular a é, respectivamente.
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Figura 2.2: Superficies de enstrofia constante en turbulencia rotante y estratificada
en decaimiento, con estratificacion dominante: Ny, /f = 10. Notar la estructura de
capas o estratos, con regiones de alta vorticidad en forma de panqueques. La figura
es una adaptacién de Liechtenstein y otros, 2005 [54].

La ecuacién de continuidad V - v = 0 sugiere que Uy/L; ~ Uy /L, lo que implica
que Ly < L. En el caso de un flujo poco viscoso y estacionario, con F'r < 1, el
flujo tomara la forma de una pila de movimientos cuasi-bidimensionales apilados
uno encima del otro, en una estructura de capas como se observa en la figura 2.2.

Ademas se define el nimero de Reynolds de flotacién [16],

Rey = %1,2@7 (2.59)
que distingue entre dos regimenes en turbulencia estratificada. Para Re, > 1, los
esfuerzos viscosos se vuelven despreciables, y L escala como L ~ U/Ny,, de tal for-
ma que la dinamica es inherentemente tridimensional, pero fuertemente anisétropa.
Cuando Rej, < 1, la cizalla vertical se vuelve relevante, por lo que L) ~ L||/R€1/2.
En esta tesis se utilizard la definicién (2.59) para el nimero de Reynolds de flota-
cién, pero también se suele definir como /(v Ny,) [91], 0 en funcién de las escalas

integrales vertical y perpendicular como Re (L, /L)) [6].

2.4.2. Ondas de gravedad internas

La estratificacion de un fluido aporta la fuerza restitutiva necesaria para que
se produzcan las ondas de gravedad internas. Estas se describen en mas detalle
a continuacion. Por simplicidad, el andlisis se restringe a flujos inviscidos, en un
dominio infinito, con estratificacién uniforme. Linealizando las ecuaciones (2.51) y

(2.54), se obtienen ecuaciones para la densidad y vorticidad. En estas se observa
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que las ondas de gravedad no permiten el transporte de la componente vertical
de la vorticidad, aunque si de la energia e impulso. Derivando respecto al tiempo,

tomando el rotor y quedandose con la componente z de la ecuaciéon, se obtiene
O} (V) + NE V3iu, =0, (2.60)

donde V3 = 9; 4 9;. La ecuacién (2.60) permite la existencia de ondas anisétropas
y dispersivas denominadas ondas de gravedad internas. Proponiendo una solucion
de onda plana v, = |v,| exp[i(k - r — ogt)] se obtiene la relacién de dispersién para

la frecuencia angular o,

ki

L (2.61)

og = Ny

con k| y k| definidas en §2.1.5. La velocidades de fase y grupo son respectivamente

@ kik
Cf = Nva’ (262)
(k2k, — k2 k)
(@ = N, Shily 2.63

En las expresiones anteriores se evidencia que la frecuencia og es nula cuando k
es vertical, mientras que es maxima e igual a IV, cuando k es horizontal. Ademas,
la velocidad de grupo es perpendicular a la velocidad de fase, es decir que la energia
viaja en direccién perpendicular a la direccion de propagaciéon aparente de los frentes
de onda. Las ondas de baja frecuencia (og & 0) tienen vector de onda vertical
(k ~ k), y son las que mejor dispersan energia ya que tienen maxima velocidad de
grupo. Por otro lado, las ondas de alta frecuencia (og &~ Ny,) tienen vector de onda
horizontal (k =~ k), y no dispersan energia pues tienen velocidad de grupo nula.
La mayor eficacia en la dispersion de energia por medio de ondas de gravedad en el
plano horizontal respecto al vertical, explica en parte la formacion de estructuras

de capas horizontales en un flujo estratificado.

2.4.3. Algunos resultados previos

En la mesoescala atmosférica, donde domina la estratificacién por encima de la
rotacién, pero el régimen dominante es cuasi-geostroéfico y no dominado por ondas, se
ha observado un espectro de energia compatible con la ley de potencias E(k) ~ k™3
[74]. La teorfa cuasi-geostrofica clasica fue formulada por Charney en 1971 [22].
Charney da un argumento fenomenoldgico que soporta la ley de potencias ~ k3,
también observada en simulaciones numéricas [65, 10].

A medida que se aumenta el grado de estratificacién, y se elimina del todo a

la rotacion, deja de valer la teoria cuasi-geostrofica. En este iltimo régimen se ha
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observado un espectro de energia perpendicular compatible con E(k,) ~ kf/ 3 (74,
24], y simulaciones numéricas han generado resultados consistentes con esta ley de
potencias cuando existen inestabilidades intensas en pequenas escalas (la conveccién
local) [85, 101, 57, 58]. Cuando la conveccién local se suprime por disipacién, el
espectro pareceria volverse mas empinado, hacia kf’ [52, 101]. Como ya se menciond,
la dindmica asintética en el limite del movimiento vortical fuertemente estratificado
consiste en capas de flujo cuasi-horizontal, desacopladas entre si [84, 55]. Billiant y
Chomaz [10] argumentan que en turbulencia estratificada, L escala como U/Ny,,
lo que sugiere que F'ry = 1 a medida que Fr; — 0, y explica la relaciéon de
autosimilaridad observada para el espectro de energfa cinética vertical E.(kj) ~
Nb?vk”’ ®. Este comportamiento fue verificado en simulaciones numéricas [101, 58],
donde también se observé que el espectro paralelo E(kj) es aproximadamente plano
hasta k| ~ Ny, /U. Ademds, varios estudios de turbulencia estratificada forzada
han encontrado una transferencia lenta y sistemética de energia hacia modos con
velocidad horizontal uniforme y con cizalla vertical (k; = 0) [90, 52, 101, 102].

En flujos estratificados dentro del rango inercial domina el espectro de energia
paralelo E.(ky), frente al perpendicular E.(k, ). Es por eso que la ley de escalas de
Billiant y Chomaz puede ser aproximada por una ley de potencias para el espectro
isétropo en el rango inercial: E,.(k) ~ k3. Esta ley de potencias serd utilizada en
esta tesis como referencia para comparar con los espectros de las simulaciones en

las que la estratificacién domine sobre la rotacion.

2.5. Turbulencia rotante

A continuacion se describe la fisica de los fluidos que se encuentran predominan-
temente en un estado de rotacién de cuerpo rigido, con pequenos apartamientos de
ese estado. Al considerar un sistema de referencia (sdr) no-inercial que rota junto
con el fluido, aparece una fuerza ficticia relevante en la ecuacién de Navier-Stokes,
la fuerza de Coriolis. Esta tltima tomara el rol de fuerza restitutiva para dar lugar

a un nuevo tipo de ondas que ocurren en los fluidos rotantes: las ondas inerciales.

2.5.1. Ecuaciones dinamicas

Se considera un sdr que rota respecto del sistema de laboratorio, con una veloci-
dad angular constante 2. Luego, aparecen dos fuerzas en las ecuaciones de Newton:
—2mQ x vy —m& x (2 x r), conocidas respectivamente como la fuerza de Coriolis
y la fuerza centrifuga; donde v y 7 son, respectivamente, la velocidad y posicion
medidas en el sdr rotante. Sumando las fuerzas ficticias a la ecuacion (2.1), y apro-

vechando que la fuerza centrifuga es irrotacional, la ecuacién de Navier-Stokes en
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el sdr rotante se convierte en
O+ (v-V)v=-V (p/p) +2v x Q + vV, (2.64)

donde se define la presién reducida como p = p — $p(€ x 7). En adelante, cuando
se trate con sdr rotantes, se entiende que p representa a la presion reducida en vez
de p.

Si [ es una escala del movimiento tipica, entonces el nimero de Rossby, Ro, da

una medida de la razén entre las fuerzas inerciales |(v- V)v| y la fuerza de Coriolis

|2v x Q],

U
_ 9.
Ro oL’ (2.65)

con U y L respectivamente la velocidad y longitud caracteristicas del flujo.

2.5.2. Teorema de Taylor-Proudman

A continuacion se considera el caso fuertemente rotante, Ro < 1, con nimero de
Reynolds alto Re > 1, para mostrar una caracteristica importante de la turbulencia
rotante. Si Re > 1 se puede despreciar el término viscoso en la ecuacion (2.64).
Si ademds Ro < 1, se puede despreciar el término convectivo (v - V)v, luego la

ecuacion (2.64) se simplifica en la forma lineal
O =—V (p/p) +2v x Q, (2.66)
Tomando el rotor, se tiene que
Ow =2(2-V)v. (2.67)

Si el movimiento es estacionario, o cuasi-estacionario, se puede despreciar la der-
viada Jyw, v se llega a que
(Q2-V)v=0. (2.68)

Es decir que en un flujo turbulento (Re > 1), fuertemente rotante (Ro < 1) y cuasi-
estacionario, v se vuelve bidimensional en el sentido de que se vuelve independiente
de la coordenada paralela a €2. Esto se denomina el teorema de Taylor-Proudman.
Esta bidimensionalidad es diferente a la del caso estratificado, donde las capas con
flujo horizontal estaban separadas por fuertes gradientes verticales. Aqui el flujo no
depende de la coordenada a lo largo de €2, y como veremos mas adelante, el flujo
tiende a generar estructuras con forma de columna.

La bidimensionalidad del campo de velocidades es una caracteristica fundamen-

tal de los flujos rotantes. Esta es una de las motivaciones para el estudio de flujos
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estrictamente bidimensionales, que son una buena aproximacién a muchos flujos
que ocurren en la naturaleza y el laboratorio. Ademas, la bidimensionalidad de los
sistemas reduce los requerimientos computacionales, facilitando la simulacién de
dichos flujos. En su famoso trabajo de turbulencia bidimensional [51], Kraichnan y

Montgomery presentan una exhaustiva descripcion de dichos flujos.

2.5.3. Ondas inerciales

La fuerza de Coriolis permite que un fluido rotante e incompresible soporte ondas
internas, denominadas ondas inerciales [39]. Aplicando el operador V x (9/0t) a la

ecuacién (2.67) se obtiene una ecuacién de ondas
0} (V) +4(2-V)*v =0, (2.69)
que soporta soluciones de onda plana
v(r,t)=vexpljk-r—ojt)], (2.70)
con relacion de dispersion

2k - Q)
k|

Se adopta la convencién o; > 0, luego el signo positivo (negativo) en la ecuacion

o=+ . (2.71)

(2.71) corresponde a k, > 0 (k, < 0). La velocidad de grupo de las mismas estd dada

por
20 — .

ot |K[? L ’

de donde se observa la sorprendente propiedad de que su velocidad de grupo es

(2.72)

perpendicular a la velocidad de fase,

(1) _ 2(k-Q)k 573
c; —‘ kP (2.73)

Es decir que, asi como en las ondas de gravedad, también en las ondas inerciales
la energia se propaga en direcciéon perpendicular a la direccién de propagacién de
los frentes de onda. Las dos velocidades se relacionan segiin ¢’ = + (2Q2/|k|— C}I)),

luego la velocidad de grupo es coplanar con € y k. Ademas,
el Q=277 [k — (k- Q)7], (2.74)

de donde se observa que el signo positivo (negativo) en las ecuaciones (2.71, 2.72
y 2.74) corresponde también a que la energia se propague hacia arriba (abajo) en

forma de onda. La direcciéon de propagacién de la energia esta asociada a que las
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Figura 2.3: Superficies de enstrofia constante en turbulencia rotante y estratificada
estadisticamente homogénea en decaimiento, con rotaciéon dominante: Ny, /f = 0,1
(adaptacién de Liechtenstein y otros, 2005 [54].)

ondas inerciales son intrinsecamente helicoidales. Combinando la ecuacién (2.67)
con la relacién de dispersién (2.71), se deduce que w = =+|k|d, donde w es la
amplitud de la vorticidad. Es decir que la velocidad es paralela a vorticidad y ambos
campos estan en fase, con lo que las ondas inerciales poseen maxima helicidad. El
signo positivo (negativo) en la ecuacién (2.74) corresponde a una helicidad negativa
(positiva). Luego un paquete con helicidad negativa (positiva) se propaga hacia
arriba (abajo), pues vale que ¢’ - £ > 0 (< 0).

La frecuencia de las ondas inerciales es independiente de |k|, pero depende de
la orientacién relativa entre  y k. Varia desde o; ~ 0 (frecuencias bajas) para
k-Q ~ 0, con velocidad de grupo ¢, = £29Q/|k|, hasta o; = 2|€2| (frecuencias altas),
con velocidad de grupo despreciable. En adelante, se hard referencia al pardmetro

de Coriolis, definido como

F=20Q. (2.75)

Este parametro es igual a la maxima frecuencia de oscilacién posible de las ondas

inerciales.

Una consecuencia observable del teorema de Taylor-Proudman y de las ondas
inerciales en flujos rotantes es la formaciéon de columnas rigidas de fluido, denomina-
das columnas de Taylor, formadas encima de un cuerpo rigido u obstaculo colocado
en el flujo. Estas columnas se mueven solidarias al cuerpo rigido que produce la
perturbacion. Las ondas inerciales que propagan energia e informacién en el sentido
vertical (paralelo al eje de rotacién), son las encargadas de construir y reconstruir

continuamente estas columnas, transmitiendo la informacién necesaria como para
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que la columna se mantenga solidaria al cuerpo rigido. Al suprimir la derivada tem-
poral en la ecuacién (2.67), se filtran las ondas. Sin embargo, el efecto a largo plazo
de las ondas inerciales, la formaciéon de columnas de Taylor, sigue estando con-
templado en la solucién cuasi-estacionaria del teorema de Taylor-Proudman. Este
mecanismo de propagacién de informacion, harda que en el estado estacionario, o
cuasi-estacionario, los flujos rotantes tiendan a formar estructuras estiradas en la

direccién paralela al eje de rotacion (ver fig. 2.3).

2.5.4. Algunos resultados previos

La presencia de rotacion en un flujo turbulento introduce un eje privilegiado que
genera la ruptura de isotropia del sistema [17, 18, 9]. Para rotacién intensa (bajo Ro
con Re fijo), es bien conocido que los flujos tridimensionales tienden a bidimensiona-
lizarse y permanecer suaves (o regulares) en el limite inviscido [3]. Como resultado
de la seleccion de interacciones triddicas por ondas resonantes (descriptas en §2.6.1),
la energia se transfiere preferentemente hacia modos en el plano perpendicular al
eje de rotacién [18, 104]. Los flujos con rotacién intensa son entonces muchas veces
modelados como flujos bidimensionales, porque a pesar de ser una idealizacién de
los flujos reales, facilitan y proveen un punto de partida para la modelizacion de
flujos geofisicos, ademas de presentar una estadistica rara y a la misma vez ins-
tructiva. Ademas de volverse anisétropa al tender hacia la bidimensionalizacién del
flujo, la transferencia de energia se enlentece, resultando en un espectro de energia
méas empinado que en el caso is6tropo y homogéneo [104].

Recientemente ha resurgido el interés en la turbulencia bidimensional. La mayor
capacidad de computo hace que sea posible modelar flujos con nimeros de Reynolds
mas altos, por lo tanto permite una determinacién mas precisa de la estadistica y
de las caracteristicas de dichos flujos. Por otro lado, la atmésfera es vista a grandes
escalas como cuasi-bidimensional. En la capa limite atmosférica se ha observado un
espectro de energia ~ k=3 en escalas grandes, seguido por una ley ~ k~5/3 en escalas
pequenas [74]. Esto ha generado controversia respecto de lo que se esperaba a partir
de las predicciones de Kraichnan y Montgomery para turbulencia bidimensional [51].

La cascada inversa en turbulencia bidimensional fue postulada por Onsager
[31, 77] cuando estudiaba las interacciones en un ensamble de vértices puntua-
les. También fue postulada por Kraichnan [50] usando equilibrios estadisticos para
un numero de grados de libertad finito en el caso de un fluido ideal. Esta cascada se
caracteriza por un flujo constante de energia hasta la escala més grande que sea ac-
cesible para el sistema. Se la atribuye a la restricciéon dual de conservacién de energia
y enstrofia totales en flujos bidimensionales inviscidos. El articulo de Kraichnan y

Montgomery [51] enuncia que la cascada inversa para fluidos bidimensionales de-
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berfa seguir un espectro E(k) ~ k~%/3, junto con una cascada ~ k™3 en la cascada
directa de enstrofia hacia pequenas escalas [7, 53]. Se han observado espectros més
empinados [12, 13, 99|, en particular en las simulaciones numéricas mas tempranas
con baja resolucién; en algunos casos esto se relaciona con la dominancia de fuertes
vortices coherentes de dichas simulaciones.

La cascada inversa en turbulencia bidimensional fue observada en simulaciones
numéricas por primera vez en [42], para luego ser confirmada experimentalmente en
(92, 11, 94]. La cascada inversa hacia grandes escalas en flujos rotantes fue observada
en [89], mientras que la coexistencia de una cascada inversa hacia grandes escalas con
una cascada directa de energia (y helicidad) hacia pequenas escalas fue estudiada
en [67, 68|, con una recuperacién de la isotropia y ley de escalas de Kolmogorov en
escalas pequenas [71]. Mediante simples argumentos fenomenolégicos, se sugiere que
en el rango inercial el espectro perpendicular escala como E(k;) ~ k7% [73, 68, 105].
Sin embargo, dentro del rango inercial, E(k;) domina sobre E(ky), por lo que es
posible aproximar la ley de potencias para el espectro perpendicular por una para el
espectro isétropo, E(k) ~ k~2. Esta ley de potencias sera utilizada como referencia
para comparar con los espectros de las simulaciones en las que la rotaciéon domine

sobre la estratificacion.

2.6. Turbulencia rotante y estratificada

A continuacion de presenta la dinamica de flujos rotantes y estratificados bajo
la aproximacién de Boussinesq. Ademas se introduce la teoria de ondas resonantes,
en la que se descompone el sistema en modos de onda (con frecuencia no-nula) y

cuasi-geostroficos (con frecuencia nula).

2.6.1. Ecuaciones dinamicas

En caso de tener flujos rotantes y estratificados, como es el caso de los sistemas
tratados en esta tesis, con 2 = &, paralelo a la direcciéon de los gradientes de

densidad —g, las ecuaciones de Boussinesq son [87]

D

F:: 4206, x v+ N§é, + VP = vV + f, (2.76a)
Do

D7 " N(v-é.,) =rV?0, (2.76b)

V.v=0, (2.76¢)

donde P =p —py — %p(ﬂ x 1)% es la presion efectiva, y 0 las fluctuaciones de tem-

peratura potencial, proporcionales a las fluctuaciones de densidad. Por simplicidad,
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en lo que queda del trabajo, se referirda al campo escalar 6§ como “fluctuaciones de
densidad”, y a la presion efectiva directamente como p. La densidad de masa total
estd dada por la ecuacién (2.50). El término f en la ecuacién (2.76a) representa
el forzado externo de la velocidad. En esta tesis no se aplican forzados sobre las

fluctuaciones de densidad 6.

2.6.2. Modos lineales, cuasigeostroéficos y de ondas de gravedad-

inerciales

En el limite inviscido sin forzado (v = k = f = 0), las ecuaciones de Boussinesq

(2.76) conservan la vorticidad potencial (VP) definida como w, - Vp [90],

D
E(wa .Vp) =0, (2.77)

donde w, = w + fé, es la vorticidad absoluta (w estd definida en el sdr rotante).
En la aproximacién de Boussinesq, la conservacién de la vorticidad potencial en
elementos de fluido es equivalente a la conservacién del volumen de un elemento
de fluido, pues w, evoluciona como un elemento de linea, mientras que Vp como
un elemento de superficie. La vorticidad potencial puede ser expresada en términos
de w y 0. Usando la expresiéon para la densidad (2.50) y la frecuencia de Brunt-

Vaisala (2.55), se tiene que

d 1/2
wa-Vp:(—%f) (—Nyof + f&, - VO — Npé, w+w-V0), (2.78)

y la conservacién de VP (2.77), puede reescribirse como,
(O +v-V)(fé, - VO — Nyé, w+w- V) =0. (2.79)

Dado que en esta tesis Ny, f es constante en todo el volumen, en el resto del trabajo,
cuando se habla de vorticidad potencial se estara haciendo referencia a la cantidad
VP=fé,-VO— Npé. w+w- V.

La conservacién de la vorticidad potencial implica una restriccion importante
sobre la dinamica del flujo. Como consecuencia, da lugar a dos clases de modos
lineales: ondas de gravedad-inerciales con frecuencia no nula y vorticidad potencial
nula, y por el otro lado modos cuasi-geostroéficos (CG), también conocidos como
modos de vorticiad potencial, con frecuencia nula y vorticidad potencial no nula.

Para un dominio no acotado, o con cdc periddicas, los modos lineales de la ecuacion
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(2.76) son
<v> (r,t) = d(k)e =] (2.80)

donde ¢ = (v,0). Como consecuencia de la condicién de continuidad (2.76¢), sola-
mente hay tres modos por vector de onda. En general, dos de estos modos ¢* tienen
frecuencia no-nula o y el tercero ¢° tiene frecuencia nula ¢° = 0. Los primeros dos
modos corresponden a ondas de gravedad-inerciales sin VP, mientras que el dltimo
corresponde a un modo CG. Los modos CG son también llamados en la literatura
como “modos lentos” (ya que tienen frecuencia de las ondas nula), mientras que los
modos de las ondas son también llamados “modos rapidos”. En el limite lineal, la

conservacion de VP (2.79) se reduce a

0

o7 (&2 V0 = Npé. - w) =0, (2.81)

que en el espacio de Fourier se escribe como o (if k.0 — Ny,w.) = 0. Esto requiere
que o = 0 para los modos CG o que (szzé — Nyp,w,) = 0 para los modos de ondas.
Los detalles pueden verse en [5].

Reemplazando los modos de Fourier (2.80) en las ecuaciones de Boussinesq

(2.76), se llega a la relaciéon de dispersién para las ondas de gravedad-inerciales

VERTNLR

(2.82)

con velocidad de grupo

el = £ =N [k x (ky x k)], (2.83)

ok

de donde se vuelve evidente que las ecuaciones (2.62) y (2.72) son casos particulares
de la ecuacién (2.72), y lo mismo para las relaciones de dispersién. Notar que o;¢
se encuentra entre Ny, v f, y que la velocidad de grupo se anula cuando Ny, = f.
Luego, se espera que los flujos con Ny, = f exhiban poco comportamiento de onda.
Las simulaciones con las que se tratard en esta tesis se encuentran en el rango
0,1 < N/ f < 10.

Ademas, se deben considerar dos casos especiales: (i) k; = 0,y (ii) k. = Ny, = 0.
En el caso (i) k. = 0, cuando el vector de onda k || €., se obtienen los modos con
velocidad horizontal uniforme y con cizalla vertical, también conocidos como vien-
tos horizontales con cizalla vertical. Estos modos no tienen ni vorticidad vertical,
ni vorticidad potencial. Ademads, por la condicién de continuidad (2.76¢), tampo-
co presentan velocidad en z. En este caso especial las frecuencias correspondientes

asociadas a los modos ¢ son ot = +f respectivamente, mientras que las fluctua-
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ciones de densidad de los modos ¢° tienen frecuencia nula ¢ = 0. El caso especial
(ii) k. = Ny, = 0 corresponde a rotacién pura con el vector de onda k L é,. En

este caso, los modos son lentos (geostrdficos) con frecuencia nula o* = ¢% = 0.

Es posible, en el espacio de Fourier, descomponer la velocidad y las fluctuaciones

de densidad en términos de los modos solenoidales ortonormales

v

(;) (k,t) =a"(k,t)o" (k) +a (k,t)¢ (k) + a’(k, t)¢°(k), (2.84)

a(a)(k7 t) = W ’ (g) ) (285)

o . L o (@)
donde @ = —,0,+. En el caso inviscido sin forzado, la evolucién de a(®e ™t es

regida Unicamente por las interacciones no-lineales,

d /(@) io® o (v Vo
T (a( e t) = —e'7 ) (m) ; (2.86)

—

donde v - Vv y v - V4 son las transformadas de Fourier de los términos no-lineales

de las ecuaciones de Boussinesq (2.76a) y (2.76b) respectivamente.

2.6.3. Triadas resonantes

Es posible escribir explicitamente la transformada de Fourier de la ecuacién de
Boussinesq completa (2.76a) en funcién de sus modos lineales haciendo un cambio

de variables [102], para llegar a la ecuacion que describe la dindmica de los modos,

dB™

) 45 _ ey
dt

(V) Ji(op q —Oy
q (&

+ioBY = S T BY) B +F® 4D (2.87)

k+p+q=0

donde O'I(ca) es la relacién de dispersion de las ondas de gravedad-inerciales con

polarizacién «, ﬁ,ia) es el término de disipacién, B,(f) = agca) Jki, con a = —,0,+,
son las amplitudes normalizadas de los modos normales con vector de onda k, y I’

son los coeficientes de interaccién entre modos [102].

La sumatoria de la ecuacién de Boussinesq transformada (2.87) corresponde
a las interacciones no-lineales entre los modos con vector de onda k, p y q. Del
subindice de la sumatoria se evidencia que para que haya interacciones entre modos

serd necesario que se cumpla la condicién de triada entre los modos involucrados,

k+p+q=0. (2.88)
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Al integrar el término no-lineal en la ecuacién (2.87) en el tiempo sobre un periodo
de las ondas, surge una nueva restriccién a las triadas interactuantes [104]. Las
frecuencias asociadas a los modos involucrados deben cumplir la condicién de reso-

nancia,

(k) + o@D (p) + W (q) = 0, (2.89)

ya que cualquier otra combinacién de las ondas interfiere en forma destructiva. Esta
restriccion a triadas resonantes vale también para los flujos rotantes y estratificados.
Como se demostrard a continuacion, la ecuacién (2.89) también implica la existencia

de un rango del pardmetro N,,/f en el que las triadas resonantes se anulan [90].

Waleffe describe estas interacciones exhaustivamente para turbulencia homogénea
en [103], y para flujos rédpidamente rotantes en [104], donde demuestra el acuerdo con
clausuras Markovianas y da un argumento para la bidimensionalizacion de los flujos
rotantes. En [103] Waleffe descompone el campo de velocidades en modos helicoida-
les, permitiendo identificar 8 interacciones tridadicas fundamentales. Su “suposicién
de inestabilidad” establece que la direccién estadistica de transferencia de energia
en una triada es aquella en la que la frecuencia o de las ondas se reduce. Es decir,
hacia los modos bidimensionales en el caso puramente rotante, y hacia modos con

cizalla vertical en el caso puramente estratificado.

2.6.4. Tiempos caracteristicos

En la teoria de ondas en turbulencia, resulta 1til conocer las distintas esca-
las temporales relevantes a los fenomenos estudiados. Estas escalas temporales de-
penderan del vector de onda k. Asumiendo que el tiempo més corto dominara la
dindmica del flujo, es posible definir distintas regiones en el plano k|, k| segin cual

sea el efecto dominante. La primer escala temporal sera el periédo de ondas

1 k
Tw(k) = C. = C, ,
NEAL R\ it

v or1G (k)
donde C, serd una constante adimensional de O(1). Este tiempo debe ser compara-

(2.90)

do con el tiempo no-lineal definido en la ecuacién (2.35), que se puede re-expresar en
funcion del espectro de energia: 7y, (k) ~ k~*2E(k)~'/2. Es posible entonces utili-
zar una ley de potencias estimada para F/(k) para expresar a Ty (k) explicitamente
en funcién de k. Se suele considerar E(k) ~ N2k=3 [10, 22] en el caso de turbulen-
cia estratificada, y E(k) ~ €'/2QY/2k=2 [25, 73, 71, 105] en el caso de turbulencia
rotante. En el caso rotante y estraficado, considerado en esta tesis, se utilizara la

estimacion F(k) ~ k=% para obtener una expresién aproximada explicita para
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Ty (k) en funcién de k,

1

TNL(IC) = CNLW, (291)

donde Cyy, es otra constante adimensional de O(1). Notar que tanto para el caso
rotante, como para el estratificado, el espectro de energia es anisétropo, dependien-
te de ki y K, y no simplemente de k. Sin embargo, aqui solamente conciernen
las estimaciones de orden de magnitud para las escalas temporales, por lo que se
consideran las expresiones mas simples de los espectros isétropos.

El barrido (de “sweeping” en inglés) de remolinos de tamaiio [ ~ k=%, llevado a
cabo por el flujo en las escalas mas grandes, puede ser el proceso dominante en la
decorrelacion de modos de Fourier cuando el tiempo de barrido 74, es mas corto que
el tiempo de ondas 7, [98, 23, 76, 88]. El barrido estd asociado a las interacciones no-
locales en el espacio de Fourier que resultan en la adveccién de pequenos remolinos
causada por los remolinos que concentran la energia del sistema. El tiempo de
barrido es

Tow = Csw%, (2.92)
donde Cy,, es otra constante adimensional de O(1).

Finalmente, el tiempo no-lineal 7y (k), definido en (2.91), deberd distinguirse
del tiempo no-lineal de grandes escalas, T, independiente de k, que se usara para
estimar a grandes rasgos la escala temporal de transferencia de energia entre escalas,
en cada sistema particular. Este tiempo se define como

l
TNLG = UF, (2.93)

donde [r es la escala de inyeccion de energia del forzado, y U la velocidad r.m.s.

2.6.5. Barrido de vortices

Para describir correctamente la relacién de dispersion esperada para los flujos
turbulentos con nimeros de Rossby y Froude moderados considerados en esta tesis,
es necesario tomar en cuenta el fendmeno de barrido de vortices introducido en la

seccién anterior §2.6.4, que introduce una frecuencia o, asociada,
osw = U - k. (2.94)

En el espectro espacio-temporal E(k,o) se encontrardn excitaciones tanto su-
perpuestas, como debajo de la curva dada por la relacién (2.94), lo que evidencia
el efecto de barrido [26]. Las estructuras de tamano [ ~ k! son advectadas por la
velocidad en escalas grandes, que a grandes rasgos fluctia entre 0 y U. Es decir,

que a un dado numero de onda k, se excitan todas las frecuencias entre o ~ —Uk
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y +UE.

2.6.6. Anulacion de triadas resonantes en 1/2 < Ny, /f < 2

No es dificil demostrar que en el rango 1/2 < N,,/f < 2 se anulan las in-
teracciones de triadas resonantes entre ondas de gravedad-inerciales [90]. Las in-
teracciones de triadas resonantes requieren que los modos interactuantes k, p y
q formen un tridngulo k + p + g = 0, y que ademas la suma de sus frecuencias
verifique la condicién de resonancia —o(k) + o(p) + o(q) = 0 [104]. Si N, = f,
entonces 0 = £ N, Vk, y la suma de frecuencias nunca se puede anular. En ese caso
—o(k) + o(p) + o(q) = £Ny,, £2Ny, 0 £3Ny,. De forma maés general, la ecuacién
(2.82) implica que min |o| = min{ Ny, f}, y que max |o| = max{ Ny, f}, donde los
extremos se dan en k) = 0 o k; = 0. La condicién de resonancia k +p+q = 0
implica que dos de esas frecuencias deben tener el mismo signo, mientras que la otra
tendra el signo opuesto. Se puede elegir o1, 05, 03 > 0 sin pérdida de generalidad,
y escribir la condiciéon de resonancia como oy + 05 = o3. Esta ultima relacién sélo
puede satisfacerse si 2min{ N, f} < méax{N,, f}, donde se puede tomar la de-
sigualdad estricta pues los vectores de onda forman un tridngulo (k+p+q =0), y
no es posible construirlo con dos vectores horizontales y uno vertical, o viceversa. Si
max{ Ny, f} = Ny, esta condicién se convierte en Ny, /f > 2; si max{Ny,, f} = f,
entonces Ny, /f < 1/2. Luego, a partir de la regién complementaria a estas dos, se

deduce que no existe ninguna triada resonante cuando

Nbv
/

Se espera que afuera, pero cerca de este rango, existan pocas triadas resonantes, y

<

<2. (2.95)

N | —

que recién jueguen un rol significativo para Ny, /f < 1/2 0 Ny, /f > 2.

Para N,,/f < 1/2 las primeras triadas resonantes que surgen consisten en un
modo vertical (0,0, k,) (que corresponde al modo més alto o3 = f), y dos mo-
dos cuasi-horizontales p, g con p; = q. > |py|, lql, |ky|, pues k. +p. +¢. = 0.
La “suposicién de inestabilidad” de Waleffe [104] sugiere que, estadisticamente, la
energia en dicha triada sera transferida desde modos verticales y rapidos de grandes
escalas a los modos cuasi-horizontales y lentos de escalas pequenas. Analogamente,
para Ny, /f > 2, las primeras triadas resonantes consisten de un modo horizontal
y rapido de gran escala, y dos modos cuasi-verticales y lentos de pequena escala.
En este caso, se esperaria que la transferencia ocurra desde el modo horizontal y
rapido de gran escala hacia los modos cuasi-verticales y lentos de pequenas escalas.
Estos argumentos sugieren que las primeras triadas resonantes que surgen cuando

Ny, /f < 1/2 tienden a bidimensionalizar el flujo (estructuras con forma de columna,
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ver fig. 2.3), mientras que las primeras triadas resonantes que surgen con Ny, /f > 2

tienden a unidimensionalizar el flujo (estructuras con forma de panqueque, ver fig.
2.2).

2.6.7. Ecuacién cuasi-geostroéfica

Simulaciones en el rango 1/2 < N, /f < 2 muestran que los modos CG [90]
dominan la dindmica en escalas mayores a las del forzado. Luego, se puede considerar
que la dindmica de grandes escalas resulta inicamente de interacciones de modos
CG. En ausencia de forzado y disipacién, de la expresién explicita de ¢" y de la

ecuacion (2.86) se tiene que los modos CG aislados, con autofuncién ¢° satisfacen

d o
aag = Z Crpqal al, (2.96)
k+p+q=0
donde
Ny, (p X q - €,
Crpq = bo(p X 4 )<U§q2 - ‘712;272>> (2.97)

con opk = (N2K2 + f2k2)"/?. Esta ecuacién es un caso particular de la ecuacién
(2.87). La restriccién de triada k+p+q = 0 implica que (px q-€é,) = (gxk-€,) =
(k X p-é&,), es decir que Cipq consiste de un coeficiente ciclicamente simétrico

multiplicado por (07¢*> — 02p?). Luego,

Ckpq + Cpgke + Cqrp = 0, (2.98)
ouk*Chpg + 0o0* Cpae + 024" Cqrp = 0, (2.99)

y las interacciones de triadas preservan dos invariantes cuadraticos, la energia total
la(k,t)[* + |a(p,t)|* + |a(g, t)|%, (2.100)

y la parte cuadratica de la enstrofia potencial
otk?|a(k, )| + aipzla(p, H)]? + 0§q2|a(q, t)]?. (2.101)

Considerando 1y, = —N al /(oxk), la transformada de Fourier inversa de las
ecuaciones (2.96) y (2.97) es

8 2 62

donde V% = 9% + 85, v =26 xVi,yl = —(f/N)0,xb. Esta es la ecuacién
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cuasi-geostrdfica [22], que conserva la energia total

dE _1d [ o\ [\ | f* (ow\*\ _
7=5a<(%) (5) 3z (5) >—0’ (2:105)

f2 PN\
<(v§{¢ + NT%@) > =0. (2.104)

Si bien la ecuacién (2.102) suele derivarse en el limite Ny, > f, la derivacién
presentada aqui y derivada originalmente en [90] muestra que en el caso 1/2 <
Ny, /f < 2 (relevante en escalas grandes de la atmdésfera y en regiones abisales de

los océanos) la aproximacién cuasi-geostréfica también es valida.

2.6.8. Algunos resultados previos

Liechtentstein y otros [54] realizaron simulaciones numéricas de turbulencia es-
tadisticamente homogénea, rotante y estratificada; de alli se obtuvieron las figuras
2.2 y 2.3 donde se ve que cuando la estratificaciéon es fuerte y la rotacién débil, los
remolinos de gran-escala que concentran la energia del flujo son aplanados y hori-
zontales, con forma de panqueque. Esto es lo que se esperaba de las predicciones
en §2.4: Cuando Fr; < 1, el numero de Froude vertical F'r| ~ 1. Esto requiere
que L < L, lo que implica que los remolinos son planos y anchos. En contraste,
cuando la rotacién es fuerte y la estratificacion débil, los remolinos de gran-escala
que concentran la energia estaran dominados por estructuras alargadas en la di-
reccion vertical con forma de cigarro. Estas estructuras podrian estar relacionadas
al crecimiento espontaneo de estructuras de columnas mediante la propagacion de
ondas inerciales para Ro < O(1), o al efecto de las interacciones resonantes.

Finalmente, cuando la rotacién y estratificacion son de igual intensidad, y Ny, =
f, como se observa en la figura 2.4, no hay una anisotropia obvia en los remolinos de
gran-escala. Esto es consistente con el hecho de que para N, = f no hay dispersion
de energia por medio de ondas.

Waite y Bartello [102] estudiaron la transicién entre la turbulencia puramente
estratificada sin rotacién, y la turbulencia cuasi-geostréfica con estratificacion y
rotacién. Fijando el grado de estratificacion, disminuyeron gradualmente el niimero
de Rossby en un rango amplio, para analizar como dependen el espectro de energia
y las escalas integrales direccionales de este parametro. Encontraron que dentro
del rango de Ny, considerado (4 a 8), el pardmetro Ny, /f es de segundo orden.
Tanto Waite y Bartello [102], como Reinaud, Dritschel y Koudella [82], verificaron
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Figura 2.4: Superficies de enstrofia constante en turbulencia rotante y estratificada
estadisticamente homogénea en decaimiento con Ny,/f = 1 (adaptacion de Liech-
tenstein y otros, 2005 [54].)

en simulaciones numéricas cuasi-geostréficas que para Ro pequernios (S O(1071)),
Ly recupera la forma cuasi-geostrofica L, /L ~ N,/ f que predice Charney en 1971
[22]. Babin, Mahalov y Nicolaenko [4] argumentan que una rotacién débil genera un
acoplamiento entre las capas de turbulencia estratificada, de tal forma que también
se tiene la ley de escala cuasi-geostréfica L, /Ly ~ N,/f cuando Ro > 1. Sin
embargo U/N > (f/Ny,)L, cuando Ro > 1, con lo que el acoplamiento se podria
ver opacado por la conveccion local y la turbulencia de pequena escala. Billant y
Chomaz [10] verificaron esta complicacién y argumentan que alrededor de Ro ~ 1,
Ly transiciona de un régimen ~ (f/Ny,)L1 (con Ro < 1) a ~ U/Ny, (con Ro > 1).

Como se describié en §2.5.4 y §2.4.3, con rotacién y estratificacion se espera que
dentro del rango inercial el espectro de energia se vuelva mas empinado que en el
caso no rotante y no estratificado, y que sea compatible con una ley de potencias
cercana a ~ k2 cuando domine la rotaciéon (Ny,/f < 1), y cercana a ~ k=3 cuando
domine la estratificacién (N,,/f > 1). Asumiendo que existe una transicién suave
entre estos dos ultimos regimenes, se puede estimar que en el caso en el que la
rotacion esté balanceada con la estratificacion (Ny, = f), el exponente de escala del
espectro se encontrard en el punto medio entre —2 y —3, es decir que el espectro
seguird una ley de potencias compatible con E(k) ~ k=25, Esta ley de potencias
serd utilizada como referencia para comparar con los espectros de las simulaciones

en las que la rotacién esté balanceada con la estratificacion.

Dado el amplio bagaje de estudios realizados para comprender la dependencia
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de la dinamica de los flujos turbulentos rotantes y estratificados en funcién de la
intensidad de rotacién, esta tesis se centra en estudiar la dependencia de los flujos
con el grado de estratificacion (Ny,), manteniendo la frecuencia de rotacién fija,

para unos pocos valores del pardametro de Coriolis.
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Capitulo 3
Herramientas y métodos

En este capitulo presentamos las herramientas numéricas y los métodos usados
para estudiar turbulencia y la presencia de ondas en flujos rotantes y estratificados.
En §3.1 describimos las simulaciones numéricas directas, mientras que en §3.2 pre-
sentamos un método para cambiar la resolucion de las simulaciones a medida que

se aumenta el nimero de Reynolds.

3.1. Simulaciones numéricas directas

En esta tesis se utilizaron simulaciones numéricas directas (DNS por sus siglas en
inglés) para integrar las ecuaciones de Boussinesq de un flujo rotante y estratificado
(2.76a-2.76¢). Como indica su nombre, una simulaciéon numérica directa resuelve
directamente el sistema de ecuaciones dindmicas, y no un modelo promediado. Se
busca utilizar suficiente resolucién espacial y cadencia temporal como para resolver
numéricamente todos los procesos fisicos relevantes. Estas simulaciones se realizaron
utilizando el software GHOST [69, 37, 38] que emplea un método pseudo-espectral
[20, 79] (descripto en §3.1.1) para la resolucién espacial de las ecuaciones, y un
esquema de Runge-Kutta de segundo orden (descripto en §3.1.2) para la evolucién
temporal del sistema. Como se mencioné en §2.1.1, se consideraron cdc periddicas
en un dominio cubico de lado L = 27.

Resulta fundamental que tanto la resolucién espacial como temporal de la si-
mulaciones sean adecuadas para abordar los procesos fisicos de interés. Respecto a
la resolucion espacial, en esta tesis se buscan estudiar procesos ubicados en escalas
mayores a las disipativas. Es decir, las escalas integrales y el rango inercial, sin dejar
de resolver la escala disipativa n ~ 1/k, ~ (g/v*)~1/4. Luego, el niimero de onda
asociado a la escala de disipacién k, deberd ser menor al maximo nimero de onda
resuelto en la simulacién kyax = N/3 (esto se explica en detalle en §3.1.1).

Resolviendo todas las escalas entre la escala integral y la disipativa, el minimo
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nimero necesario de puntos en la grilla tridimensional N? es
N* < (Re), (3.1)

con un factor de proporcionalidad frente al nimero de Reynolds que se ajusta

realizando simulaciones en baja resolucion.

El criterio utilizado para elegir el paso de integracién temporal dt, es que este
sea menor al tiempo que le toma al elemento de fluido mas veloz moverse una
distancia dz (o, en presencia de ondas, al tiempo de propagacién del frente en la

misma distancia). Sigiendo la condicién de Courant-Friederichs-Lewy (CFL) [28]

dzx 1
Umax Umax N ’

dt < (3.2)
donde U,., es la méaxima velocidad en el flujo y dx la distancia minima entre
dos puntos. En este caso, los movimientos mas veloces corresponderan a modos de
ondas de gravedad-inerciales (2.82). La velocidad de fase de las ondas de gravedad
puede ser aproximada (en orden de magnitud) como C;G) = Ny(ki/k) ~ Ny,
y andlogamente para las ondas inerciales cy) = f(ky/k) ~ f. Luego, la mayor
velocidad del flujo serd Upax = max{ Ny, f} segiin domine un tipo de onda o el

otro. Bajo estas aproximaciones, la condicién CFL se convierte en

1

dt < ) )
~ max{ Ny, [} N (3.3)

3.1.1. Resolucién espacial: método pseudo-espectral

Cuando la geometria del dominio de integracién y las cdc permiten que exista
una base completa de funciones en dicho dominio, resulta computacionalmente mas
eficiente para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales no-lineales em-
plear métodos espectrales o pseudo-espectrales, que resuelven un sistema de forma
global en el espacio de Fourier, en vez de métodos de elementos finitos que resuel-
ven el problema en el espacio fisico de forma local. Los métodos espectrales del tipo
Galkerin-Fourier son los adecuados para resolver sistemas de ecuaciones diferencia-
les tanto parciales como ordinarias que tengan cdc periédicas. El cédigo empleado
en esta tesis para integrar espacialmente a las ecuaciones de Boussinesq utiliza un

método Galkerin-Fourier [37].

El método pseudo-espectral consiste en calcular las derivadas espaciales del cam-
po de velocidades en el espacio de Fourier, mientras que los productos entre los

campos se calculan en el espacio real [20, 43]. En una dimensién, el campo de
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velocidades en el espacio de Fourier es

[e.9]

vz t) = Y vlt) e (3.4)

k=—00
Este desarrollo de Fourier se aproximara por la serie truncada

N/2

v(z, )= Y u(t) e (3.5)

k=—N/2

El error introducido en este truncado es aceptable siempre que no afecte sig-
nificativamente al subespacio generado por los nimeros de onda de interés en la
expansion. El método espectral tiene la ventaja de que trabaja directamente con
los modos de Fourier que corresponden a las escalas naturales del proceso turbulen-
to (I ~ k='). Ademds, la convergencia numérica del proceso es exponencialmente
rapida. Para ver esto alcanza con considerar la transformada de Fourier del campo

de velocidades

B(k) = / e~y (2) da. (3.6)

Integrando por partes, se deduce que para valores de k grandes v(k) ~ k™1, pues
|0,v| esta acotado. Repitiendo el proceso m veces, se obtiene que v(k) ~ k=™, de
modo que para cualquier v(z) periddica y diferenciable, se tiene que limy, o, [v(k)|/E™ =
0 para todo m > 0. Es decir que la contribucién de los modos mas altos tiende a
cero mas rapido que cualquier potencia de k. En otras palabras, la convergencia del

método es exponencial.

La ecuacién de interés en esta tesis, es decir la ecuacién de Navier-Stokes, con-
tiene términos lineales y no-lineales que se deben calcular en el espacio espectral.
Estos son el término de adveccién (no-lineal), los términos viscoso y de gradiente
de presion. La evaluacion y transformacion del término no-lineal en una grilla de
N ntimeros de onda involucra O(N?) operaciones de punto flotante, pues se debe
convolucionar v con d,v en el espacio de Fourier. Sin embargo, en el espacio real
este término solamente involucra O(N) operaciones ya que es un producto interno.
Para aprovechar esta ventaja, se anti-transforman los términos v y 0,v del espacio
espectral al real utilizando una transformada répida de Fourier (FFT por sus siglas
en inglés); el calculo de la derivada espacial en el espacio de Fourier involucra sola-
mente multiplicar a la expansion por ik. Luego, se realiza el producto directo entre
ambos términos, y se vuelve a transformar el resultado al espacio de Fourier. Este
proceso disminuye el niimero de operaciones de O(N?) a O(N log N), debido a que
la FFT requiere O(N log N) operaciones para transformar el campo del dominio

real al espectral, y viceversa.
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Al discretizar el espacio real en N intervalos dz, surge un efecto espurio por
el hecho de que no es posible distinguir entre las funciones e y e¢** cuando
|K'| > N/2y |k| < N/2, donde N/2 es el numero de onda de Nyquist en este espacio
de N puntos. Mientras que en los términos lineales solo aparecen los nimeros de
onda truncados k = —N/2+1,—N/2+4 2, ..., N/2, al evaluar el término no-lineal se
acoplan distintos modos de Fourier, y se pueden excitar nimeros de onda k' més
altos: |k’| > N/2. La proyeccion de estos modos arménicos en el espacio truncado
produciran el efecto espurio conocido como aliasing. Para evitar este efecto, se
utiliza la regla de dealiasing de los 2/3 [78], que consiste en forzar todos los modos
con k > N/3 a que tengan amplitud nula, lo que garantiza que el acoplamiento
espurio con estos modos sea nulo. El resultado es que el método se vuelve estable,
no dispersivo, y conservativo en el caso ideal para todos los invariantes cuadraticos

de las ecuaciones.

3.1.2. Evolucion temporal: esquema de Runge-Kutta

Para la evolucion de los campos en el tiempo se utilizé el método de Runge-
Kutta de segundo orden descripto a continuacién [2]. Sea G(t) un campo genérico
cuya dinamica esta descripta por la ecuacién diferencial

dG(t)

== = F(G.), (3.7)

y Gy el valor de G(t) a tiempo t, conocido. Luego se integra la ecuacién diferencial
a partir de ese valor, discretizando el tiempo con un paso dt. Se avanza inicialmente

medio paso, de modo tal que

dt
F(Gtm tO)a

Gior1/2 = Gy + DY

que permite conocer Gy, 11/2 para volver a utilizarlo en la ecuacién (3.7), obteniendo

Gt0+1 - Gto -+ dt F(Gt0+1/2, to + 1/2)

Iterando este proceso, se logra evolucionar el sistema en el tiempo. Es posible
obtener resultados con menor error considerando esquemas de Runge-Kutta de or-
den mayor, pero esto implicaria un mayor costo computacional. Teniendo en cuenta
cuales son los procesos de interés, el método de segundo orden resulta en un buen

equilibrio entre precisién y tiempo de computo.
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3.1.3. Paralelizacion del método numérico

Para evitar problemas con alta resolucion espacial y utilizar clusters de compu-
tadoras para acelerar el calculo, el método descripto arriba se paraleliza utilizando
OpenMP y la biblioteca MPI. Detalles del método de paralelizaciéon pueden encon-

trarse en [69].

3.1.4. Forzado del sistema

En esta tesis se emplearon condiciones iniciales de reposo para el campo de
velocidades v(r,t = 0) = 0, V7, y fluctuaciones de densidad nulas en todo el
espacio f(r,t = 0) = 0, Vr. Es por eso que la energia cinética es inicialmente nula
en todas las simulaciones. Se utiliz6 un forzado de Taylor-Green con nimero de
onda definido en k% = (krg, kra, kra), con krg = 2 [96], luego el ntimero de onda
efectivo del forzado es k. = 2v/3. Notar que en simulaciones numéricas se deben
consideran nimeros de onda discretos, con lo cual aqui el niimero de onda maés

cercano a 2v/3 serd kp = 3. Las componentes cartesianas del forzado son

sin(krgz) cos(krgr)
f=fo| —cos(krgx)sin(krgr) | cos(kraz). (3.8)
0

La amplitud del forzado fue elegida en cada resolucion de tal forma que la energia
converja a valores de orden ~ 1 en el estado turbulento estacionario. El niimero de
onda del forzado, kg, sera utilizado para calcular el niimero de Reynolds de forma

numérica,

Re = —, (3.9)

donde lr = 27 /kp es la escala de inyeccién de energia y como se definié anterior-
mente, U es la velocidad r.m.s.

Alexakis [1] presenta una descripcién exhaustiva del mecanismo de forzado
Taylor-Green en un flujo rotante para varios nimeros de Reynolds altos y ntimeros
de Rossby bajos. En ninguna simulacién de esta tesis se inyectd energia potencial

al sistema. El forzado utilizado siempre es puramente mecanico.

3.2. Re-grillado

Para poder simular con mayor exactitud los fenémenos fisicos de interés en
esta tesis, se trabaj6 finalmente con una grilla cibica de N® = 5123 puntos. Es-
ta resolucion es lo suficientemente alta como para preservar la exactitud de las

derivadas espaciales involucradas y capturar los fenémenos fisicos de interés. Sin
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embargo, aumentar la resolucion implica un crecimiento exponencial en el niimero
de operaciones, asi incrementando los tiempos de computo. Ademas, el tiempo de
convergencia hacia un estado estacionario en el que se llegan a excitar las escalas
de movimiento mas pequenas también crece exponencialmente. Es por esto que las
pruebas iniciales fueron realizadas en resoluciones méas bajas (N® = 1283 y 2562).

Considerando que en el presente trabajo se realiz6 un barrido en el espacio
de parametros Ny,/f y Ny, resulté de suma relevancia optimizar los tiempos de
cémputo. Con este fin se utilizd una técnica de re-grillado, que consiste en inicial-
mente simular el flujo en una resolucién mas baja, Ny, desde el tiempo inicial ¢
hasta trg, momento en el cual se considera que el sistema de baja resolucion ya
se encuentra en un régimen estadisticamente estacionario. En ese instante se frena
la simulacién, se aumenta la resolucién a Ng (por ejemplo Np = 2Ny, aunque no
necesariamente en un factor 2), se aumenta el nimero de Reynolds disminuyendo
la viscosidad, y se reanuda la evolucién del sistema en la nueva resolucion. El au-
mento de resolucion puede reiterarse m veces hasta llegar a la resolucion deseada:
N }(cm) = 2™ Ny. De esta forma, sélo una fraccién de la simulaciéon se lleva a cabo en
la grilla mas fina, reduciendo importantemente el costo computacional (en términos
de tanto memoria como CPU). Notar que este procedimiento de re-grillado también
puede ser empleado a la inversa, es decir para reducir la resolucién espacial. Esto
ultimo puede resultar 1til por ejemplo cuando se realizan comparaciones con Simu-
laciones de Grandes Escalas (mejor conocidas como LES por sus siglas en inglés
para “Large Eddy Simulations”).

La implementaciéon de este procedimiento requiere de algunos cuidados en el
cddigo al momento de reanudar la simulacion. Es necesario verificar que la parale-
lizaciéon de los calculos de FFTs en grillas de distintos tamanos se haga de forma
correcta. A su vez, se deben realizar los chequeos de precision para todas las normas,
como por ejemplo Lo, pero también L., necesaria para la evaluacién de singulari-
dades.

En la practica, el método de re-grillado consiste de tomar un conjunto de datos
en el espacio real, transformarlo al espacio de Fourier, y luego completar con ceros
los nuevos nimeros de onda para aumentar la resolucién (o truncar el sistema para
reducirla). Finalmente, se realiza una transformada inversa multidimensional en la
nueva resolucién espectral, para transformar el sistema de nuevo al espacio real
con la nueva resoluciéon. Los datos resultantes pueden ser utilizados para reanudar
la simulacién en la nueva resolucién. Brachet y otros [15] presentan un estudio
detallado de implementacion del esquema de re-grillado utilizado en esta tesis, y
confirman la confiabilidad del método en cuanto a la preservacién de la exactitud

espectral del cédigo.
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Capitulo 4

Resultados

Una primer etapa de esta tesis consistio en realizar simulaciones en baja resolu-
cién con N3 = 1283 y N3 = 256 (paralelizadas usando entre 8 y 16 procesadores
en un cluster con 200 procesadores, 256 GB de memoria RAM, y 16 TB de alma-
cenamiento en disco, con tiempos de computo de aproximadamente 12h) con los
siguientes objetivos en vista: En primer lugar, comenzar a comprender la dinamica
del sistema rotante y estratificado en el rango de parametros de parametros estu-
diado (0,1 < N,,/f < 10), y la influencia de Ny, y Ny, /f sobre las estructuras
anisotropas generadas en el flujo. En segundo lugar, hallar los parametros idéneos
para que el método numérico pseudo-espectral converja correctamente en los suce-
sivos pasos y resuelva todas las escalas fisicamente relevantes. Los parametros y las
configuraciones de control son: el paso temporal dt, la viscosidad v, el coeficiente
de difusioén k, la intensidad del forzado fy (de tal forma que la energia se mantenga
de orden O(1)), el tipo de forzado y los nimeros de onda en los que se inyecta la
energia. En tercer lugar, las simulaciones de baja resolucién fueron utilizadas para
generar las condiciones iniciales que luego se emplearon en simulaciones de mayor
resolucién (N? = 5123) mediante la re-dimensionalizacién de la grilla espacial. Es-
te procedimiento permitié ahorrar tiempo de computo en las simulaciones de alta
resolucion, solamente teniendo que esperar a que el sistema se relaje a la nueva

resolucion y viscosidad.

En este capitulo se presentan entonces los resultados de estas simulaciones, re-
sumiendo primero el conjunto de todas las simulaciones realizadas para explorar el
espacio de parametros, y discutiendo después los resultados para las simulaciones a

medida que se incrementa la resolucion.
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4.1. Resumen de las simulaciones

En el cuadro 4.1 se detallan los parametros empleados para las simulaciones
realizadas con resoluciones lineales N = 256 y 512, en el subespacio de parametros
0,1 < Ny/f < 10, més una simulacién con N = 256 y con Ny, = f = 0. Los
sistemas tratados tienen ntmeros de Reynolds en el rango 310 — 920 en el caso de
N = 256, y en el rango 800 — 2300 para las simulaciones con N = 512. Los rangos
de ntimeros de Froude son 0,026 — 1,8 para N = 256 y 0,051 — 0,82 para N = 512,
mientras que los rangos de nimeros de Rossby son 0,018 — 0,33 para N = 256 y
0,040 — 0,26 para N = 512. Los bajos numeros de Froude y Rossby dan lugar a
que aparezcan ondas de gravedad e inerciales respectivamente. El hecho de que los
nimeros de Reynolds sean moderados (Re ~ O(10%)) permite que la turbulencia
no inhiba las ondas. Con ntmeros de Reynolds mas chicos, el sistema no desarrolla
turbulencia. Por otro lado, con niimeros de Reynolds més altos (Re = 109) el sistema
tenderia en las escalas mas pequenas hacia la isotropia estadistica.

En todas las simulaciones rotantes y estratificadas de esta tesis se observa una
ruptura de la isotropia estadistica. Esto es consecuencia de la imposicién de una
direccion privilegiada, en este caso el eje vertical €, paralelo al eje de rotacién Qvy
de estratificacion g. La anisotropia de las estructuras caracteristicas del flujo se evi-
denciard més adelante donde mostraremos los cocientes entre las escalas integrales

perpendiculares y las paralelas a €, para el conjunto de las simulaciones realizadas.

4.2. Simulaciones con 256% puntos

En la presente seccién se presentan los resultados de las simulaciones con reso-
lucién N3 = 2563 de fluidos con 0,1 < N, /f < 10, mds una simulacién de control

sin rotaciéon ni estratificacion con Ny, =0y f = 0.

4.2.1. Parametros y forzado del sistema

Como se describio en §3.1.4, se emplearon condiciones iniciales de reposo para el
campo de velocidades, y nulas para las fluctuaciones de densidad en todo el espacio.
Se utilizé un forzado de Taylor-Green, y la amplitud del forzado f; = 0,095 en la
ecuacién (3.8) fue elegida de tal forma que la energia converja en valores ~ O(1).
La viscosidad v = 2 - 1073 fue seleccionada de tal forma que sea posible resolver
la escala de disipacién con la presente resolucién. La difusividad es k = 5 - 1073,
El método numérico empleado utiliza la regla de los 2/3 para evitar aliasing en la
regién de interés en el espacio de Fourier (ver §3.1). Luego, el mdximo nimero de
onda resuelto es kp.x = N/3 =~ 85.
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Simulacién = Ny, /f Ny, f Re Fr Ro Re, 7nLG Q € ky ki ATng
Al - 0 0 490 - - - 45 1.8+04 0.023 41 12 13
A2 0.1 0.1 1 390 1.80 0.18 1300 56 22+£04 0.012 35 11 11
A3 0.25 0.25 1 420  0.77  0.19 250 52 22+03 0.015 37 10 11
A4 0.25 2 8 310 0.071 0.018 1.6 7.0 -+ - 0.0077 31 5 9
A5 0.5 0.5 1 440  0.40 0.20 70 50 23+£03 0018 39 10 12
A6 0.5 4 8 720 0.082 0.041 4.8 3.1 -+ - 0.0024 23 4 20
AT 1 1 1 470 0.21  0.21 22 4.7 24 +£0.2 0.022 41 10 13
A8 1 4 4 800 0.091 0.091 6.6 2.7 -+ - 0.0032 25 5 22
A9 1.54 1 0.65 460 0.21 0.33 21 4.7 23+£02 0.020 40 10 13
A10 2 2 1 520 0.12 0.24 7.3 42 27+£02 0013 36 8 14
All 2 8 4 920 0.053 0.11 2.6 2.4 -+ - 0.0068 30 5 25
Al12 2.5 10 4 880 0.040 0.10 14 2.5 -+ - 0.0060 29 5 24
Al3 3.5 3.5 1 540 0.070 0.25 2.7 41 27+£02 0016 37 8 15
Al4 5 5 1 550 0.050 025 1.4 40 27+05 0014 37 8 15
Al5 10 10 1 560 0.026 026 037 39 23+£03 0016 37 8 15

B1 (A3) 0.25 0.25 1 1100 0.82  0.20 740 49 19£0.1 0.015 74 18 3
B2 (A5) 0.25 0.5 2 800 0.29 0.073 68 6.9 25+04 00061 59 11 3
B3 (Ab) 0.5 0.5 1 1200 0.43 0.22 220 46 204+£01 0.020 79 17 4
B4 (A6) 0.5 4 8 1800 0.08 0.040 11 3.1 -+ - 0.007 61 4 1
B5 (A7) 1 1 1 1200 0.22 0.22 58 45 21+£01 0020 79 14 4

B6 (A10) 2 2 1 1400 0.12 0.25 21 40 23£02 0014 72 11 4

B7 (A11) 2 8 4 2300 0.053 0.11 6.4 2.4 -+ - 0.0029 49 4 2

B8 (A14) 5) 5 1 1400 0.0561 0.26 3.7 39 25+£03 0015 74 10 5)

Cuadro 4.1: Datos de simulaciones con N = 256 (Al a Al5) y N = 512 (B1 a B8). Se detalla (entre paréntesis) el estado final
utilizado como condicién inicial para el re-grillado. « es el exponente del ajuste de potencias sobre el espectro de energia isétropo,
y ATxnp = T/7nre el numero de tiempos no-lineales considerados en la ventana temporal de promediado. Ver la definicién de las

magnitudes en el texto.



2.5¢

—A3-N_ /(0,25 A9 - N, /11,54
—AT =N, =f=0 —A4-N, /f=0,25 A10 - N, /=2
Bl [ A2-N /01 1T s N /-0 A11 - N, /=2
A6 - N, /1=0.5 A12 N, /=25
1.5¢ A7 - N, /i=1 —A13-N, /=35
w® A8 - N, /f=1 —A14-N, /=5
A : —A15-N, /1=10 |
05+ .
| s "f:v\’\ 3 Y‘: T ——
0 ,Z;‘___’Yi/é/‘\& =S ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120

Figura 4.1: Energia cinética en funcion del tiempo para las simulaciones con N = 256
(simulaciones Al a A15 en la tabla 4.1).

4.2.2. Estado estadisticamente estacionario

La figura 4.1 muestra la evoluciéon de energia cinética para todas las simulacio-
nes con N = 256, definida por simplicidad como FE.(t) =< |v|*(t) >x. La escala
temporal, en unidades adimensionales, corresponde al tiempo de giro de un vértice
en las escalas grandes con L = 1 y velocidad U = 1. Las curvas presentan un fuerte
crecimiento inicial pues comienza a actuar el forzado de Taylor-Green sobre el fluido
que se encuentra inicialmente en reposo, hasta llegar a un méaximo a los ~ 5 7y.q
(los tiempos no-lineales, Tyrq, de cada simulacién se detallan en el cuadro 4.1).
Aqui es cuando la cascada directa de energia finalmente llega a excitar las escalas
de disipacién y el sistema comienza a disipar energia en forma significativa. Esto
hace que la energia decrezca hasta estabilizarse en valores entre ~ 0,2 y ~ 0,8.

Para asegurar la estacionareidad del sistema, se dejé evolucionar la simulacion

Figura 4.2: Enstrofia en funcion del tiempo para N = 256. El codigo de colores es
el mismo que en la figura 4.1
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Figura 4.3: Tasa de inyeccién de energia cinética en funcion el tiempo, para la
simulaciéon Al sin rotacién ni estratificacion. El promedio de la tasa de inyeccion,
(e(t))y = 0,023, calculado sobre la regién gris, se utiliza para estimar la escala de
disipacion.

hasta lograr la estabilizacién de la enstrofia 2(¢) alrededor de un valor asintético.
En todas las simulaciones, como se observa en la figura 4.2, esta convergencia se
logré antes de ty = 60. Es por eso que para todos los cédlculos de valores medios y
transformadas de Fourier realizados en esta seccion, se empled la ventana temporal
I = [to,ts] = [60,120]. El largo de las ventanas T' = t; — t; = 60 corresponde a

entre 5 y 25 tiempos no-lineales, dependiendo de la simulacion.

4.2.3. Estimacion de la escala disipativa (N, = f =0)

Como experimento de control, se realizé una simulacién (Al en la tabla 4.1) con
N = 256 sin rotacién (f = 0) ni estratificaciéon (Np, = 0). Para estimar la escala
de disipacién n ~ 1/k, de todas las simulaciones con N = 256, se empled esta
simulacién de control, y se aplicé la estimacién en la ecuacién (2.40) que surge
del andlisis dimensional en la teorfa de Kolmogorov: n ~ (v3/e)/4. La tasa de
inyeccién media, (¢(t)), = 0,023, se obtiene de promediar la curva de la figura 4.3
en la ventana temporal I;. Esto resulta en una escala de disipacién n ~ 2,4-1072, lo
que equivale a decir que el rango disipativo comienza en el nimero de onda &, ~ 41.
Asi, esta simulacion, y las demas simulaciones con N = 256, estan bien resueltas

espacialmente.

4.2.4. Analisis espectral

A diferencia de la escala disipativa, los rangos inerciales fueron determinados
para cada simulacion en particular. En cada caso, el mismo se determind como el

rango de numeros de onda entre kr = 3 y kgy, para los cuales el flujo de energia
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Figura 4.4: Flujo de energia total I1 (k) para la simulacién A1 sin rotacién ni estra-
tificacion, en escala logaritmica para el eje horizontal y lineal para el eje vertical.
La linea punteada indica el inicio estimado del rango inercial, es decir el nimero de
onda donde el forzado inyecta la energia, kr = 3, mientras que el circulo indica el
final estimado del rango inercial, kg, = 12, definido como el punto en el que el flujo
de energia decae a un 50 % de su valor méaximo.

se mantenia considerablemente constante; es decir que en este rango la energia se
conserva en forma aproximada mientras se transfiere entre escalas. Es necesario en-
tonces establecer un valor arbitrario para la maxima caida aceptable del flujo. El
criterio utilizado para determinar el fin del rango inercial kg,, es que este sea el
ntimero de onda en el cual el flujo de energia I1(k) decae a un 50 % de su valor
maximo en la escala de inyeccion de energia. A modo de ejemplo, en la figura 4.4
se muestra la curva de flujo de energia para el caso de la simulacion sin rotacion ni
estratificacion, para la cual se obtiene como una aproximacién del rango inercial el
intervalo [kp, kan] = [3,12]. Mas adelante serd evidente que aumentando la resolu-
cién y disminuyendo la viscosidad, crecera el nimero de Reynolds, y por lo tanto
se extenderan los rangos inerciales de las simulaciones.

En la figura 4.5 se observa el espectro de energia isétropo E(k) compensado por
k~5/3 1a ley de escalas predicha por la teorfa de Kolmogorov para el espectro en un
flujo turbulento isétropo y homogéneo. Se espera que en el rango inercial E(k)/k=/3
se mantenga horizontal, luego la figura 4.5 indicaria que dentro del rango inercial
estimado a partir de los flujos de energfa vale la ley de escalas k~°/3 de Kolmogorov
de forma aproximada.

Una vez determinados los rangos inerciales de cada simulacién, es posible realizar
un ajuste de potencias en k sobre el espectro F(k) en esta regiéon para determinar
cual es la ley de potencias aproximada que se cumple en cada caso. Para hallar el
exponente caracteristico, se aplica un ajuste lineal de cuadrados minimos sobre los
datos en escala logaritmica {log,,[k;], log,o[E(k;)]}, restringido a los nimeros de

onda pertenecientes al rango inercial. En el caso de la simulacién sin rotacién ni
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E(k)/k™>3

k

Figura 4.5: En linea so6lida se grafica, en escala logaritmica, el espectro isétropo de
la simulacién sin rotacién ni estratificacion, compensado por k=°/3, la ley de escala
que predice la teoria K41 para el espectro en el rango inercial. La linea horizontal
punteada se muestra a modo de referencia para comparar con el espectro compen-
sado dentro del rango inercial, identificado como el rango en el cual el espectro
compensado se mantiene aproximadamente plano.

1 2 3 12 40
k

Figura 4.6: Espectro isétropo de la energia para la simulacién Al sin rotacion ni
estratificacion. La recta de referencia punteada (---) indica el exponente de escala
—5/3 ~ 1,7 que predice la teoria K41, mientras que la recta sélida (—) muestra el
exponente a = 1,8 +0,4 que resultd del ajuste lineal aplicado sobre el logaritmo del
espectro de energia en el rango inercial.

estratificacion (ver fig. 4.6), se obtiene un exponente @ = —1,8 + 0,4 para la ley de
potencias E(k) ~ k~®. Los errores presentados, asi como en todos los parametros de
ajuste que se presenten a continuacién, corresponden a los intervalos de confianza
de 95% de los ajustes de cuadrados minimos. Este exponente es compatible con
el exponente —5/3 ~ 1,7 que predice la teoria de Kolmogorov para turbulencia
isotropa y homogénea.

Los rangos inerciales para cada una de las simulaciones con rotacion y estratifi-
cacion fueron determinados de forma andloga a como se hizo para la simulacion de
control Al. En la figura 4.7 se presentan los flujos de energia isétropos utilizados pa-
ra hallar dichos rangos inerciales en las simulaciones con f = 1; ademas se grafican
los flujos perpendiculares y paralelos (definidos en las ecs. (2.31a) y (2.31b) respec-

tivamente). Todos los rangos inerciales comienzan aproximadamente en kr = 3. Los
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(d) Sim. A7, Ny, /f = 1. (e) Sim. A9, Ny, /f = 1,54. (f) Sim. A10, Ny, /f = 2.

0.015 — 0.015 — 0.015
0.01 0.01 N 0.01
0.005 0.005 % 0.005
X X ! X
= = N =
0 Or—ed- ; 0
~0.0051. } ~0.005/, | -0.005/ !
1 3 8 50 1 3 8 50 1 3 8 50
K K K

(g) Sim. A13, No/f =3,5.  (h) Sim. Al4, Ny, /f =5. (i) Sim. A15, Ny, /f = 10.

Figura 4.7: Flujos de energia isétropo (—), perpendicular (— - —) y paralelo (- )
de la energia total (definidos en las ecs. (2.23) y (2.31)), para las simulaciones con
N = 256 y con f = 1. El circulo indica el fin del rango inercial, definido como el
numero de onda en el que el flujo decae a un 50 % de su mdximo.

finales estimados de los respectivos rangos inerciales, kg,, determinados a partir de

los flujos de energia (fig. 4.7), estdn detallados en la tabla 4.1.

Dentro de los rangos inerciales se identificaron las leyes de potencias que siguen
los espectros is6tropos de cada una de las configuraciones. Como se describié en
§2.5.4 y §2.4.3, se espera que el espectro de energia isétropo en turbulencia rotante,
dentro del rango inercial, siga una ley de escalas E(k) ~ k=2, mientras que en los
flujos estratificados se espera que siga la ley E(k) ~ k=3. Ambas leyes de potencia
corresponden al limite de Reynolds infinito. Para nimeros de Reynolds mas bajos,
como es el caso de las simulaciones de esta tesis, puede esperarse un espectro mas

empinado en el rango inercial ya que hay disipacién de energia no despreciable en
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nimeros de onda bajos.

Notar que los espectros de turbulencia rotante y estratificada son anisétropos
(ver §2.4.3 y §2.5.4), por simplicidad aqui se consideran las leyes para los espectros
isotropos, tomando a estas como aproximaciones de las leyes originales. Esta apro-
ximacién estd fundamentada por el hecho de que en el rango inercial domina E(k, )
sobre (k) en el caso rotante, y viceversa en el caso estratificado (ver fig. 4.9). En
la figura 4.8 se observan los espectros de energia cinética, potencial y total (suma
de las ultimas dos), para cada una de las simulaciones con N = 256 y con f = 1.
Superpuestas a estos espectros, a modo de referencia se muestran las pendientes
correspondientes a las leyes de escala aproximadas que se esperan en cada caso:
~ k™% para Ny, /f < 1, ~ k73 para Ny, /f > 1y ~ k=25 para Ny, = f. También
se presentan las pendientes que salen de ajustar linealmente al espectro en esca-
la logaritimica dentro del rango inercial estimado. Con excepcién de la simulacién
A15 (para la cual N,,/f = 10), en los casos presentados con f = 1 los espectros
se vuelven mas empinados a medida que se incrementa el valor de Ny, con expo-
nentes de escala tendiendo hacia @ = 2 cuando domina la rotacién (N, /f < 1),
y hacia a = 3 cuando domina la estratificacién (Ny,/f > 1). En la simulacion A7
donde la rotacién estd balanceada con la estratificacién (Ny, = f), el exponente
del ajuste es @ = 2,4 + 0,2, valor compatible con la ley de potencias esperada para
este caso, @ = 2,5. Ademads, a partir de los datos de la tabla 4.1, es evidente que la
rotacién y estratificacién hacen que el espectro se vuelva més empinado que en el
caso no rotante y no estratificado, donde el ajuste da un exponente o = 1,8 + 0,4,
valor compatible con el espectro E(k) ~ k~%?3 de Kolmogorov. En casos en los
que el rango inercial es muy angosto, en la tabla 4.1 no se presentan los exponentes
caracteristicos a debido a la falta de datos como para tener significancia estadistica.

En las escalas integrales (nimeros de onda tales que k < kg ~ 1/lr) de los es-
pectros de las simulaciones predominantemente estratificadas A9-A15 (correspon-
dientes a las figs. 4.8(e)-4.8(i), con 1,54 < N,,/f < 10) se observa una cierta
acumulaciéon de energia en escalas mayores a la de inyeccién (Ir), lo que aplana
el espectro en ese rango, en comparacion con las simulaciones predominantemen-
te rotantes (A1-A6). En la figura 4.7 también se observa un flujo de energia total
negativo en el mismo rango para estas simulaciones, especialmente en los casos en
el entorno de Ny, /f ~ 2 donde el flujo negativo es el mas grande. Esto indicaria
la posible presencia de una cascada de energia inversa como mecanismo de transfe-
rencia de energia a las escalas mas grandes. Por otro lado, la energia potencial no
presenta acumulacion de energia en las escalas integrales.

Para comprender la estructura anisétropa del sistema a medida que se barre el
pardametro N,/ f, resulta ttil mirar los espectros perpendicular E(k;) y paralelo

E(ky), definidos en las ecuaciones (2.28a) y (2.28b) respectivamente. En la figura 4.9
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(g) Simulacién A13, Ny, /f = 3,5y Re =540 (h) Simulacién Al4, Ny, /f =5y Re = 550
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(i) Simulacién A15, Ny, /f =10 y Re = 560

Figura 4.8: Espectros isétropos de la energia cinética (— - —), potencial (---) y
total (—) promediados en la ventana temporal I;, para las simulaciones con N =
256. La energia total casi no se aparta de la cinética, ya que en cada ntmero
de onda, la contribucién de la energia potencial es aproximadamente un orden
de magnitud menor a la energia cinética. Arriba de los espectros se grafican las
pendientes correspondientes a la ley de escalas esperada segiin domine la rotacion
o estratificaciéon (—), y a la pendiente del ajuste lineal del espectro de energia total
en escala logaritmica, dentro del rango inercial estimado (---).
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Figura 4.9: Espectros paralelo E(kj) y perpendicular E(k,) de la energfa total,
promediados a lo largo de la ventana temporal entre ¢y = 60 y ty = 120, y divididos
por el espectro is6tropo promedio E(k), para las simulaciones con N = 256 y con

F=1.

se observa que en las mayores escalas (k < kr), para Ny, /f < 1 domina la contribu-
cién del espectro paralelo de energia total £(k)) por encima de la del perpendicular
E(ky). Esta relacién se invierte para N,/ f > 1, donde domina E(k,) por encima
de E(k)). En contraste, para escalas en el rango inercial (kp < k < kg, ), domina el
espectro perpendicular respecto al paralelo para Ny, /f < 1, y el paralelo respecto
al perpendicular para Ny, /f > 1. En las simulaciones con N,/ f < 1, el dominio de
E(k,) sobre E(kj) se mantiene hasta las escalas disipativas. Sin embargo, para las
simulaciones con estratificacion dominante A9 (N, /f = 1,54) v A10 (Nw/f = 2),
en las figuras 4.9(e) y 4.9(f) respectivamente, se observa que la relacion entre E(k, )
y E(k)), se vuelve a invertir, con E(k,) > E(k) en las escalas mds pequenas. En

el caso de la simulacion A9, este cruce se da alrededor del fin del rango inercial
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(k ~ kgn) mientras que para Al10, se da en nidmeros de onda mayores. Es decir,
que en ambas simulaciones se presentan tres regiones marcadas por el inicio y fin
del rango inercial. Finalmente, para el caso en el que la rotacion y la estratificacion
estan en balance Ny, = f = 1 (fig. 4.9(d)), se tiene que E(k|) ~ E(k.) desde las
escalas mas grandes hasta aproximadamente el fin del rango inercial, dominando el
espectro perpendicular en las escalas mas pequenas. Para las simulaciones estricta-
mente contenidas en el rango no-resonante (1/2 < Ny,/f < 2), pareciera que el
fin del rango inercial marca un lugar relevante en la relacién entre los espectros
reducidos direccionales. Seria necesario realizar un mayor nimero de simulaciones
dentro de este rango para confirmar la importancia de esta escala en la relacion
entre los espectros direccionales, y para confirmar la existencia de tres regiones de
dominio, analogas a las observadas en las simulaciones A9 y A10. Sin embargo, con
los datos aqui mostrados se da evidencia clara de tres regimienes del rango inercial
en el espacio de pardmetros. Para N,,/f < 1, E(k,) ~ E(k) y domina la dindmica
de todo el rango inercial (compatible con estructuras con forma de columna). Para
Niw/f > 1, E(k)) = E(k) (compatible con un flujo en estratos o capas verticales).
Y para Ny, /f = 1, E(ky) = E(k)) = E(k).

Para conocer las escalas en el espacio real de las estructuras formadas como
consecuencia de la rotacion o estratificacion del sistema, resulta util estudiar el
cociente entre la escala integral perpendicular L, y la paralela L, definidas en las
ecuaciones (2.58). Para calcular los resultados presentados aqui, se hace un paso
del continuo al caso discreto, transformando las integrales de la ecuacién (2.58) a

sumas sobre nimeros de onda hasta kya, = N/3,

Sk (k)

S ke E (k)
Sove B(ky) '

LL =27 %
> E(ky)

(4.1b)

s (41&) LH =2

En la figura 4.10 se muestra la evolucién de la razén L, /Lj(t) para la simulacién
A5. En la figura 4.11 se muestra para cada simulacién, el promedio de L, /L(t)
calculado en las ventanas temporales I;. Ademéds de mostrar las simulaciones con
N = 256, en esta figura mostramos también resultados para las simulaciones con
N = 512 que seran discutidas en detalle en la proxima seccion. Para N = 256,
I, = [60,120]; las ventanas de integracién para N = 512 se presentan en la tabla
4.1. La figura 4.11 también muestra una posible relacién lineal directa <LL/L||>T =
a Ny, /f+b (con a > 0) en la regién no-resonante (1/2 < N,/ f < 2), lo cual indica
que la energia pasa de estar concentrada en grandes estructuras verticales a estar
en grandes estructuras horizontales a medida que se aumenta el parametro N,/ f.
Esta linealidad se pierde fuera del rango no-resonante. En la region de anulacion

de triadas resonantes se espera que dominen los modos CG, con lo cual la relacién
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Figura 4.10: Evolucién temporal del cociente entre la escala perpendicular y la
paralela L, /L(t) para la simulacion A5 (Ny,/f = 0,5). Se observa que el cociente
converge a un valor menor que 1, lo cual es esperable ya que la rotacién es dominante
en este caso
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- ¢
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Figura 4.11: Cociente entre la escala integral perpendicular y la paralela, promedia-
do en el tiempo durante el estado estacionario <L /Ly > > bara distintas resoluciones
(N = 256 en azul, N = 512 en rojo), y distintos valores de Ny, y f. La zona pinta-
da de gris indica la regiéon no-resonante, y la recta negra representa el ajuste lineal
aplicado a los datos que pertenecen a este rango.

de linealidad observada en la figura 4.11 es compatible con la teoria de turbulencia
cuasi-geostréfica (CG) de Charney [22]. Charney propone que el flujo turbulento
CG es isétropo en la coordenada re-escalada (IVy,/f)z, lo que implica una escala
vertical Ly ~ (f/N)L., o lo que es lo mismo, L, /L ~ Ny,/f [102]. Esta ley de
escalas fue verificada en simulaciones numéricas de las ecuaciones CG [82] en las que

se encontré que L /L ~ 1,3(Ny,/f). En la figura 4.11 se presenta un ajuste lineal
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restringido a los datos contenidos en la region no-resonante, de donde se obtuvo
una pendiente a = 0,24 + 0,02. Sin embargo, dado que aqui se utilizaron distintas
definiciones para las escalas integrales direccionales (2.58a,2.58b), este valor no es

directamente comparable con el publicado en [82].

Fuera de la regién no-resonante se pierde la relacién de linealidad: para Ny, /f >
2 se evidencia una saturacion en el efecto de concentracién de energia en escalas
perpendiculares. No hay suficientes datos en la region Ny, /f < 1/2 para evaluar la

validez de la relacion de linealidad en esa regién del espacio de parametros.

4.2.5. Espectro axisimétrico

Continuando con el andlisis de la distribuciéon espectral de energia en funcién de
Ny, / f, en la figura 4.12 se presentan las curvas de nivel de los espectros axisimétricos
de energfa cinética en funcién de k| y k|, definidos en la ecuacién (2.27). La escala
logaritmica de grises indica la intensidad de E.(ky, k) en cada punto del espacio
Fourier. En el caso de perfecta isotropia se esperaria que las curvas de nivel formen
arcos de un circulo. A medida que N,/ f se aparta de la unidad, en el caso N,/ f >
1, se evidencia una tendencia de la energia a acumularse sobre k; = 0, mientras
que en el caso Ny,/f < 1, sobre kj = 0. Las curvas de nivel se acomodan a esta

distribucion de energia anisétropa.

La isotropia para el caso Ny, = f = 1 es compatible con lo observado en la
simulacién A7 (fig. 4.12(d)). En las simulaciones A9-A15, con N, /f > 1 (figs.
4.12(e)-4.12(i)) es evidente que la energia se tiende a acumular hacia modos con
k; = 0 a medida que aumenta el grado de estratificacion tal como se menciond. En
las simulaciones A2-A5, con Ny, /f < 1 (figs. 4.12(a)-4.12(c)), la acumulacién de
energia sobre k| = 0 esperada se observa de forma sutil si se compara el valor de
k1 en el que cada curva de nivel cruza el eje horizontal, con el valor de k| en el que

la misma curva de nivel cruza el eje vertical.

4.3. Simulaciones con 5123 puntos

En esta seccion se presentan los resultados de las simulaciones llevadas a cabo
con resolucién N = 512. A los andlisis realizados en la seccién anterior, se le agrega
un estudio del espectro espacio-temporal F(k, o) (donde F' puede ser el espectro
de potencia de v,, vy, v;, 6 o la energia total E) que permite capturar en mayor
detalle la presencia o ausencia de ondas respectivamente fuera o dentro de la region
no-resonante, 1/2 < N,/ f < 2, definida en §2.6.6.

65



X~

0
0 20 40 60 80

K,

(a) Sim. A2, Ny, /f =0,1.  (b) Sim. A3, Nj,/f =0,25.  (c) Sim. A5, Ny, /f = 0,5.

80 =
o w2
60 o 4
g
x 40 -6
-8
20
J 10
0 0 0
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
ki ki ki
(d) Sim. A7, Ny,,/f = 1. (e) Sim. A9, Ny, /f = 1,54. (f) Sim. A10, Ny, /f = 2.
80/, jo 2 80 u—éf ) 80— | fo 2
60 \ © 4 60 o 4 60 \ o
<) =) 2
= L2 5 = L2 -6 = 2
= 40 = 40 8 = 40 -8
8 -10
20 20 -10 20
-10 12
0 -12
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
ki ki kl
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Figura 4.12: Espectro axisimétrico E.(ki, k) de la energia cinética promediado
sobre la ventana temporal entre to = 60 y t; = 120 para las simulaciones con
N = 256. La escala logaritimica de grises indica la amplitud espectral en cada
punto del plano &y, k.

4.3.1. Elecciéon de parametros de las simulaciones

Se utilizé una cadencia temporal lo suficientemente alta como para poder efec-
tivamente calcular el espectro espacio-temporal F'(k, o) para cada campo F. Para
capturar los efectos de ondas, el paso temporal debe ser por lo menos el doble de la
frecuencia de las ondas més répidas del sistema (de gravedad si Ny, /f > 1, o iner-
ciales si Vy,,/f < 1). Para el método de Runge-Kutta de segundo orden se utiliz6 un
paso temporal de dt = 1073, adquiriendo la transformada Fourier espacial de los
campos cada 10 pasos (dt, = 1072), y adquiriendo las cantidades fisicas globales

(energfa, enstroffa y tasa de inyeccién de energfa) cada 20 pasos (dt, = 2-1072).
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Para mantener ¢ ~ O(1) con la resolucién aumentada, se redefine la viscosidad de
tal forma que siga valiendo k, ~ kyay, donde kmax = N/3 v k, ~ (¢/v°)Y4. Luego,

comparando con los valores de la simulaciéon con N = 256

ket 256 [5(256) (V(512))3] 1/4 k7(7256)
512) — r10 | 1) \ S@se) ~
L8512 512 £(512) \ 1,(256) kzqg )

4 _(512) 1/3
- 0612) 256 ¢ (256)
512 ) £(256) ’

) por hipétesis de la teorfa K41,

256143
— 0612) [E] 1/(256)

p(256) — 2. 1073 = 012 ~ 8. 1074,

y pidiendo £(512) o, (256

Y

Luego, la viscosidad se configuré en v = 8-10~%. Se utilizé un forzado de Taylor-
Green (3.8) con amplitud f; = 9,5 - 1072 y nuevamente kp = 3, barriendo N,/ f
entre 0,25 y 5. Los valores de Ny, v f fueron elegidos, igual que en la seccion §4.2,
de tal forma que no se viole la condicién CFL con la resolucién ampliada (N = 512)
y el nuevo paso temporal (dt = 1073). Con el objetivo de ganar tiempo de cémputo,
para cada una de las simulaciones con N = 512 se utilizé el dltimo estado de la
simulacién asociada con N = 256 (de igual N, y f) como condicién inicial, y el
método de re-grillado descripto en la seccién §3.2 para duplicar la resolucion de
la misma. De este modo se logra llegar a un estado turbulento estacionario en un
menor tiempo de cémputo (~ 17x7), ya que el sistema sélo debe relajar a la nueva

viscosidad y resolucién.

Al igual que en la seccién §4.2, para realizar los calculos espectrales y de va-
lores medios, se determiné un tiempo inicial ¢3 considerado como el instante en el
cual la enstrofia se estabiliza (fig. 4.13). En esta seccidn, los valores de ty no seran
necesariamente iguales para cada una de las simulaciones, pues los tiempos de esta-
bilizacién difieren. Para las simulaciones B1-BS8 los tiempos iniciales de las ventanas

temporales son to = 10, 10, 10, 5, 10, 10, 8 y 6 respectivamente.

La estabilizacion hacia un nuevo estado estadisticamente estacionario se verifica
en la evolucién del espectro isétropo E(k), que se observa a modo de ejemplo en la
figura 4.14 correspondiente a la simulacion B1. En la condicion inicial el espectro
decae rapidamente para k > k250 (kr(fif) = 85), ya que a t = 0 esos modos no
tienen energia. A medida que el sistema se relaja a la nueva resoluciéon y viscosidad,

la cascada directa de energia excita las amplitudes espectrales correspondientes a
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Figura 4.13: Enstrofia en funcién del tiempo para las simulaciones con N = 512,
normalizada por el maximo valor de €2, en la serie temporal para observar mejor el
detalle de las curvas.

10°%L_—
107
107°
€ 107 0.01
o __10/|—1t=0.
w- 107 "°H
0_127 t=6.61
10 7 t=13.2
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Figura 4.14: Espectro isétropo de energia cinética en multiples instantes, para la
simulaciéon Bl con N =512, f =1y con N,/ f = 0,25.

nimeros de onda kiny < k < kind (kﬁ?;? = 170), que eran inaccesibles para
N = 256 pero que si lo son para la resoluciéon ampliada.

En cada simulacién, de la misma forma que en §4.2, a partir del flujo de energia
(ver la fig. 4.15) se estim6 el fin del rango inercial del sistema. Los rangos inerciales
resultantes para las simulaciones B1-BS8 se detallan en la tabla 4.1. Todos comienzan
aproximadamente en kr = 3, y finalizan en el nimero de onda kg,. Notar que al
aumentar la resolucién espacial, los rangos inerciales se ensanchan.

En las figuras 4.15, correspondientes a los flujos de energia de las simulaciones
con f =1y Ny, entre 0,25 y 5, se evidencia que en las escalas mas grandes el
flujo negativo de energia es mas intenso (mayor en médulo) para I que para II;, |
en el caso de rotacién dominante (Vy,/f < 1), y viceversa para cuando domina
la estratificacion (Ny,/f > 1). También, que para las simulaciones en el entorno

de Ny, /f =~ 2 el flujo negativo toma su valor absoluto maximo. Es decir que la
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(e) Simulacién B8, Ny, /f = 5.
Figura 4.15: Flujo de energfa cinética is6tropo (—), perpendicular (—-—) y paralelo

(--+), para las simulaciones con N =512y con f = 1.

transferencia inversa de energia es nuevamente maxima en el entorno de este valor.

Como consecuencia de la diferencia en la intensidad del flujo negativo en las
direcciones k; y kj al variar Ny, /f, tenderd a haber una mayor acumulacién de
energia en las escalas grandes hacia kj = 0 para el caso Ny, /f < 1, y hacia k; =0

para Ny, /f > 1. En contraste, en el rango inercial (escalas chicas con k > k), el
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flujo de energia positivo (hacia escalas mas pequenas) es dominado por I, para
Ny/f < 1,y por Il para Ny,/f > 1. Esto indica que en el caso de rotacién
dominante la transferencia de energia hacia escalas mas pequenas se lleva a cabo
en el espacio de Fourier predominantemente de forma radial hacia afuera de los
cilindros concéntricos con ejes principales paralelos a k., mientras que en el caso de
estratificacion dominante esta transferencia se realiza predominantemente a través

de planos normales a k..

En resumen, en el caso de flujos predominantemente rotantes, la cascada inversa
es dominada por la transferencia de energia en k| (hacia modos con k; # 0y
kj = 0), mientras que la cascada directa es dominada por flujo de energia en k;
(hacia k; > kp). Esto es compatible con estructuras con forma de columna y con
gradientes verticales despreciables. En contraste, en los flujos predominantemente
estratificados, la cascada inversa es dominada por la transferencia de energia en k|
(hacia modos con kj # 0y ki = 0), mientras que la cascada directa es dominada por
flujo de energia en k| (hacia kj > kp). Esto es compatible con estructuras con forma
de capas con fuertes gradientes verticales y gradientes horizontales despreciables, y
con la formacién de vientos horizontales con cizalla vertical. Todos estos resultados

también son consistentes con lo observado en la resolucién mas baja (ver fig. 4.7).

Una vez determinados los rangos inerciales, es posible buscar los exponentes que
caracterizan las leyes de escala de los espectros de energia en este rango. Los expo-
nentes observados en los rangos inerciales (ver tabla 4.1 y fig. 4.16) se encuentran
entre los exponentes esperados para la turbulencia rotante (E(k) ~ k™2, ver §2.5.4)
y la estratificada (~ k73, ver §2.4.3). En la figura 4.16 que muestra los espectros
de las simulaciones con N = 512 y con f = 1, se observa que asi como ocurria con
N = 256, con N = 512 el espectro de energia se vuelve mas empinado a medida
que se incrementa el pardmetro V,,. Para la simulaciéon Bl con Ny, /f = 0,25, la
pendiente del ajuste lineal del espectro en escala logaritmica es 1,9 4+ 0,1, es de-
cir, compatible con la ley de potencias esperada para flujos predominantemente
rotantes. En el otro extremo, para la simulaciéon B8 con Ny, /f = 5, la pendiente
segun el ajuste es 2,5 £ 0,3, que se aproxima a la pendiente esperada para flujos

predominantemente estratificados.

La mayor intensidad del flujo negativo para II(kj) (/I(k,)) mencionada mas
arriba, en comparacién con I1(k1) (I1(kj)) en el caso de Ny, /f = 0,25 (Ny,/f = 5)
observada entre las figuras 4.15(a) y 4.15(e), es consistente con la acumulacién de
energia en grandes escalas que se observa en el espectro paralelo E.(kj) (perpendicu-
lar E.(k1)) en la figura 4.17(a) (4.17(b)). Estas observaciones indican una cascada
de energia inversa hacia grandes escalas en k| en el caso de rotacién dominante,
y una transferencia hacia escalas grandes en &k, en el caso de estratificacién domi-

nante. Los mecanismos de cascadas inversas de energia son los responsables de la
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(a) Simulacién B1, Ny, /f = 0,25. (b) Simulacién B3, Ny, /f = 0,5.
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(e) Simulacién B8, Ny, /f = 5.
Figura 4.16: Espectros isétropos de la energia cinética (—-—), potencial (- --) y total

(—) promediados sobre las ventanas temporales I;, definidas independientemente
para cada una de las simulaciones con N = 512 y con f = 1. Diferentes leyes de
potencia se muestran como referencia.

10° 10° S,
L EW BB R BB
10 1 2 3 18 70 10 1 2 3 10 70
kkp. k, ko ko Ky
(a) Simulacién B1, Ny, /f = 0,25. (b) Simulacién B8, Ny, /f = 5.

Figura 4.17: Espectros isétropo, paralelo y perpendicular de la energia cinética,
promediados sobre las ventanas temporales I; correspondientes a cada una de las
simulaciones B1 y B8, con N,/ f = 0,25y Ny, /f = b respectivamente, y ambas con

F=1

relacién directa entre <LL/LH>T y Ny, /f observada en la figura 4.11.

Por otro lado, para k > kg, al igual que en los flujos direccionales de la figura
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(a) Sim. B1, Ny, /f = 0,25. (b) Sim. B3, Ny, /f =0,5. (c) Sim. B5, Ny, /f = 1.
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(d) Sim. B6, Ny, /f = 2. (e) Sim. B8, Ny, /f =5.

Figura 4.18: Espectro axisimétrico de la energia cinética en funcién de las compo-
nentes paralela y perpendicular del niimero de onda, promediado temporalmente,
para las simulaciones con N =512 y con f = 1.

4.15, en los espectros reducidos de la figura 4.17 se observa que en la simulacién con
Ny, /f = 0,25 domina el espectro perpendicular de la energia cinética E.(k,) (fig.
4.17(a)), mientras que en el caso con Ny, /f =5 domina el espectro paralelo E.(k)

(fig. 4.17(b)).

4.3.2. Espectro axisimétrico

Al igual que para N = 256 (§4.2.5), se calcularon los espectros axisimétricos de
la energfa cinética E.(ky, k) cada 200 pasos temporales, es decir con una cadencia
dt, = 0,2. Estos espectros axisimétricos fueron luego promediados a lo largo de
las ventanas temporales I; correspondientes a cada simulacion, para producir las
figuras 4.18 en donde se presentan las curvas de nivel de los espectros en el plano
ko, k.

En las simulaciones con N, /f = 0,25 y 0,5 se esperaria una transferencia pre-
dominante de energia hacia modos con kj = 0. Estos modos que surgen en la
turbulencia puramente rotante son denominados en la literatura como modos bidi-
mensionales o 2D [25, 19, 51], y como ya se mencioné tienden a formar estructuras
vorticales estiradas en el eje €, con “forma de filamentos” o columnas (ver fig. 2.3).

La propagaciéon de energia para formar estas estructuras se hace mediante ondas

72



inerciales cuya velocidad de grupo es maxima en direccién €,. En las figuras 4.18(a)
y 4.18(b), correspondientes a las simulaciones B1 y B3, esto se observa como un sutil
aplastamiento de las curvas de nivel del espectro axisimétrico hacia el eje kj = 0.
Por otro lado, en la figura 4.18(e), que corresponde a la simulacién B8, con
Ny, /f = 5, se evidencia claramente un aplastamiento de las curvas de nivel hacia
el eje k; = 0. Esta observacion verifica que el flujo de energia ocurre predomi-
nantemente hacia modos con k; = 0, conocidos como modos unidimensionales o
1D, caracteristicos de la turbulencia puramente estratificada [26, 90, 19, 60]. En los
modos 1D hay una propagacion de energia en el plano z — y mediante ondas de gra-
vedad, lo que termina formando estructuras aplanadas con “forma de panqueque”

en este plano, y con espesor despreciable en el eje é, (ver fig. 2.2).

4.3.3. Espectro espacio-temporal

En esta seccién se presentan los espectros espacio-temporales de los campos v,
y v,, con el fin de detectar la presencia o ausencia de ondas de gravedad-inerciales
en los sistemas estudiados. Como se mencioné anteriormente, para realizar este
andlisis se debieron almacenar los campos con muy alta cadencia, con dt, = 1072,
para poder resolver las ondas en el tiempo y el espacio.

En los sistemas con rotacién dominante (Ny,/f < 1) se considera el campo
v, pues se espera que esta componente del campo de velocidades sea mas intensa
cuando haya ondas inerciales ya que la perturbacion ocurre en el plano z—vy segin la
ecuacion (2.73). En contraste, para los sistemas fuertemente estratificados (N, / f >
1) se considera v, pues es la componente que se espera sea més intensa en las ondas
de gravedad segin la ecuacién (2.63). Para los sistemas més balanceados (Ny, =~ f),
se presentan los espectros de ambas componentes. Dado que los espectros dependen
de k = (k;, ky, k) y de la frecuencia o, para visualizar estos espectros de forma mads
clara se fijan algunas componentes de k. En el caso de v, se fijan k, =0y k, en 3
valores (k, = 0, 3, 6), y se toman k, y ¢ como variables. Por otro lado, para v, se
fijan k, =0y k., =0, 3, 6, y se toman k, y o como variables.

Una vez fijado el vector de onda, se toma la DFT (transformada de Fourier
discreta por sus siglas en inglés) de la componente cartesiana v;(k) en el tiempo,
para pasar del dominio temporal ¢ al dominio espectral o, con lo que se obtiene
Vi(ks, ky, k-, 0). El algoritmo utilizado para la FFT se encuentra en [33, 34]. La
DFT se define como

M
v(k,0,) = Z“(k” t,)e(~2m/M)p=1)a=1), (4.2)

p=1

donde M es el nimero de puntos utilizados en la DFT, igual al nimero de puntos
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Figura 4.19: Espectro de potencia espacio-temporal de la velocidad en x para la
simulacién B2 con Ny,/f = 0,25y f = 1: [0.*(ky = ko, ky = 0, k., 0), donde en (a)
ko =0, (b) kg =3,y (c) kg = 6. La curva roja muestra la relacién de dispersién de
ondas de gravedad-inerciales (2.82) que predice la teoria de ondas resonantes, fuera
de la region 1/2 < Ny, /f < 2. En azul, la “relacién de dispersion” del barrido dada
por la ecuacién (2.94).

de discretizacion en el tiempo ¢, y al nimero de frecuencias discretas o,,.

En la figura 4.19 se consideran los espectros de potencia [0,|*(k, ky, = 0, k., 0)
con k, = 0, 3, 6 para la simulacién B2, con Ny,/f = 0,25y f = 1. En las figuras
4.19(a) y 4.19(b) (correspondientes a k, = 0 y k, = 3 respectivamente) se observa
que las mayores amplitudes espectrales se superponen con la relacién de dispersion
de ondas de gravedad-inerciales o;¢(k,), siempre que o;¢(k.) sea mayor a o4(k,)
(la “relacién de dispersiéon” del barrido). Este fenémeno también se observa, con
menor claridad, en la figura 4.19(c) correspondiente a k, = 6. Una vez que oy(k.)
supera a 075 (k.), se pone en evidencia el efecto de barrido: en vez de que la energia se
concentre sobre una curva bien definida, para cada k se excitan todas las frecuencias
entre 0 y o5(k) = Uk. En otras palabras, el tiempo caracteristico més corto (o la
frecuencia méas alta) domina la dindmica de cada escala espacial. Se define entonces
aqui a ks como el nimero de onda en el que o;¢(ks) = os(ks), es decir en el que
se cruzan la relacién de dispersion ondulatoria y la “relacién de dispersion” del

barrido.
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A continuaciéon se presentan las figuras del espectro espacio-temporal de las
simulaciones en el rango de anulacién de triadas resonantes 1/2 < N,/ f < 2 (figs.
4.20 a 4.22). En este rango de parametros, no hay una clara anisotropia definida,
por lo que se grafican tanto el espectro espacio-temporal [0,|?, como [0, |2.

En el caso de la simulacién B4, con N,,/f = 0,5y f = 8 (fig. 4.20), se observa
un mejor acuerdo entre la relacion de dispersion de ondas de gravedad-inerciales y
el espectro de potencias de v, que para el de v,. En general, se esperaria que haya
un mejor acuerdo para v, que para v, para la rotacién dominante, que es el caso de
la simulacién B4 (aunque sin demasiada intensidad). Nuevamente, para nimeros de
onda k > kg, se evidencia el barrido de frecuencias por el flujo en escalas grandes
entre 0y U k. Este sistema esta justo sobre el borde de la regién no-resonante, lo que
podria explicar que todavia se detecten ondas en los espectros espacio-temporales.

A medida que N,,/f se adentra en el rango de anulacién de triadas resonantes,
se espera que se pierda el acuerdo entre los espectros del campo de velocidades y
la relacion de dispersién de las ondas. En la figura 4.21 se presentan los espectros
espacio-temporales correspondiente a la simulacién B5, con Ny, /f = 1y f = 1.
Allf se observa un inesperado acuerdo entre el espectro |0, |*(k, = 0,k, = 0, k., 0)
y la relacion de dispersién ondulatoria (fig. 4.21(a)) para k < ks. En el resto de las
figuras, como consecuencia de que las curvas o;(k) y 05(k) se cruzan en niumeros de
onda muy bajos, no se logra determinar de forma clara si es que hay superposicion
o no entre el espectro y la relacion de dispersion para k < k;. De todas formas, el
resultado final es que en esta simulacién el rol de las ondas es poco importante ya
que se observa muy poca acumulacion de la energia en el entorno de la relacion de
dispersién cuando se la compara con el caso N,/ f = 0,5 mostrado en la figura 4.20.

Nuevamente en el borde de la regién no-resonante, en la figura 4.22 se presentan
los espectros correspondientes a la simulacién B6, con Ny, /f = 2y f = 1. Se observa
algiin acuerdo entre el espectro y la relaciéon de dispersion ondulatoria para k < k;.
En particular, en las figuras 4.22(d), 4.22(f) correspondientes a los espectros de v,
con k, = 0y 6 respectivamente, y en la figura 4.22(a) correspondiente al espectro
de v, con k, = 0, se observan algunos indicios de superposicion entre el espectro
y la relacién de dispersion ondulatoria. Pero de nuevo, el hecho de que el barrido
comience a actuar en nimeros de onda bajos no permite una clara distincién visual
de la concentracién de amplitud espectral sobre o;4(k). Més adelante veremos una
forma de cuantificar la importancia de las ondas que va mas alla de esta inspeccion
visual, y que resolvera este problema.

Finalmente, en la figura 4.23 se presentan los espectros |0, |*(ky, k, = 0,k, =
ko, o) para la simulacion B8, con Ny, /f = 5y f = 1, y para kp = 0,3 y 6.
En la figura 4.23(c), con k, = 6, se observa una superposicién no muy marcada

de la excitacion de algunos modos con la relacion de dispersién de ondas para
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Figura 4.20: Espectro de potencia espacio-temporal de la velocidad en z (a-c) y en
z (d-f) para la simulaciéon B4 con Ny, /f = 0,5y f = 8: |0.[* (ks = ko, ky = 0, k., 0)
v [0.*(ks, ky = 0, k., = ko, o) respectivamente, donde en (a) y (d) ko = 0; en (b) y
(e) ko =3;yen (c)y (f) kg = 6. La curva roja muestra la relacién de dispersién de
ondas de gravedad-inerciales (2.82) que predice la teoria de ondas lineales. En azul,
la “relacién de dispersién” del barrido dada por la ecuacién (2.94).
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Figura 4.21: Espectro de potencia espacio-temporal de la velocidad en z (a-c) y en
z (d-f) para la simulacién B5 con Ny, /f =1y f = 1: |02 (ks = ko, ky = 0, k=, 0)
v [0.*(ks, ky = 0, k., = ko, o) respectivamente, donde en (a) y (d) ko = 0; en (b) y
(e) ko =3;yen (c)y (f) kg = 6. La curva roja muestra la relacién de dispersién de
ondas de gravedad-inerciales (2.82) que predice la teoria de ondas lineales. En azul,
la “relacién de dispersién” del barrido dada por la ecuacién (2.94).
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Figura 4.22: Espectro de potencia espacio-temporal de la velocidad en z (a-c) y en
z (d-f) para la simulacién B6 con Ny, /f =2y f = 1: |0.[* (ks = ko, ky = 0, k., 0)
v [0.*(ks, ky, = 0, k., = ko, o) respectivamente, donde en (a) y (d) ko = 0; en (b) y
(e) ko =3;yen (c)y (f) kg = 6. La curva roja muestra la relacién de dispersién de
ondas de gravedad-inerciales (2.82) que predice la teoria de ondas lineales. En azul,
la “relacién de dispersién” del barrido dada por la ecuacién (2.94).
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Figura 4.23: Espectro de potencia espacio-temporal de la velocidad en x para la
simulacién B8 con Ny, /f =5y f = 1: |0,)*(ks, ky = 0,k, = ko, o), donde en (a)
ko =0, (b) kg =3,y (c) ko = 6. La curva roja muestra la relacién de dispersién de
ondas de gravedad-inerciales (2.82) que predice la teoria de ondas lineales. En azul,
la “relacién de dispersién” del barrido dada por la ecuacién (2.94).

k < ks. En el resto del espectro espacio-temporal, en las figuras 4.23(a)-4.23(c)
se vuelve a observar preferentemente el efecto de barrido de frecuencias para k >
ks. Sin embargo, a diferencia de los espectros dentro de la regiéon no-resonante
(figs. 4.20-4.22), se vuelve evidente que para k < kg, las excitaciones se ubican

predominantemente debajo de la curva o7 (k;) y no se extienden hasta og(k,).

Con el fin de cuantificar el acuerdo o desacuerdo entre los espectros presentados
en esta seccién y las relaciones de dispersion de las ondas resonantes, en la figura
4.24 se grafican las diferencias cuadraticas medias entre la curva or¢(k;) v los datos

or,, pesadas por la amplitud espectral al cuadrado. Es decir

. 2752 k(i)
Agij _ Z@(OIG 0/8) U]( B8 )7 (43)

X))

donde la sumatoria sobre [ es sobre todos los puntos en el plano k;(i),aﬁ, para

1=ux, 2y J = z, x respectivamente, restringiendo los nimeros de onda k al intervalo
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Figura 4.24: Diferencias cuadriticas medias pesadas por la amplitud espectral (en
unidades arbitrarias), definidas en la ecuacion (4.3). La regién grisdcea indica los
valores de Ny, /f para los que las interacciones resonantes estan prohibidas.

[0, kmax), v las frecuencias o al intervalo [0,100]. En la figura 4.24 se observa una
mayor diferencia cuadratica en la regién de anulacion de triadas resonantes (pintada
de gris), lo que indicaria un menor comportamiento ondulatorio en comparacién con

la region de parametros complementaria.

4.3.4. Modos cuasi-geostroéficos

En el rango no-resonante, a partir de la teorfa de ondas resonantes [90] y de
resultados de simulaciones numéricas previas [90, 57, 58, 102], se espera que dominen
los modos CG de frecuencia nula (ver §2.6.2). Para estimar la energia en estos modos
lentos, se estudié como, al variar N,/ f, varia la proporcién entre la energia total
en modos con frecuencia nula F(c = 0) y la energia total en todas las frecuencias
promediada a lo largo del tiempo, F (ver fig. 4.25).

En la figura 4.25, se observa un crecimiento local en la proporcién de energia en
modos con frecuencia nula dentro de la regién de anulaciéon de triadas resonantes.
La serie de datos con N = 256 y con f = 1 fijo presenta un maximo de esta razén
en Ny, /f =1, decreciendo a medida que se reduce Ny, /f; a medida que incrementa
Ny, / [ hacia la derecha se observa una recuperacién en la proporcién de energia en
modos con o = 0 para N,,/f > 2, sin llegar a sobrepasar el maximo valor de la
serie de datos (88 % para Ny,/f = 1). Cambiando el valor fijo de f por f = 2,
pareceria haber un corrimiento de la curva hacia la derecha (el valor maximo pasa a
darse en Ny, /f = 2 en lugar de N,/ f = 1), lo que podria llegar a indicar un cambio
de régimen, a medida que se aumenta f. Sin embargo, seria necesario realizar mas

simulaciones con f = 2 para poder confirmar esta observacion. No se observan
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Figura 4.25: Proporcién de energia en modos CG con o = 0 sobre la energia total
para distintos valores de N,,/f, Ny, y f, a partir de simulaciones con N = 256
(azul) y N = 512 (rojo). Se observa una mayor proporcién de energia en modos
cuasi-geostroficos dentro del rango no-resonante (1/2 < N,/ f < 2).

variaciones importantes en la proporcién E(oc = 0)/E excepto por la simulacién
con Ny, /f = 0,1 que presenta tan solo 36 % de su energia en modos con o = 0.

En [102] Waite & Bartello observan, para Ro < O(1071), un crecimiento en la
energia vortical a medida que se reduce Ro, manteniendo Ny, fijo en Ny, =4, 8 y
16. Con estos tres valores de Ny, para Ro 2 O(1) notan una independencia entre
la energia vortical y el ntimero de Rossby. Sin embargo, para Ro < O(1071), la
energia vortical pasa a ser dependiente de Ro, debilitindose la dependencia de esta
energia con Ny,. Aqui se consideré Ro < 0,1, luego la poca variaciéon de E(o = 0)/E
observada en las simulaciones con N = 256 es consistente con el comportamiento
observado por Waite & Bartello para Ro < O(107!). En este tltimo trabajo citado
no consideran Ny, méas bajos que 4, con lo cual el comportamiento de N,/ f = 0,1
con Ny, = 0,1 observado en esta tesis no estaria contemplado. Por lo tanto, para
la serie con N = 512 y f = 1 si se observa un claro crecimiento de la energia
cuasi-geostrofica dentro del rango no-resonante; confirmando la preponderancia de
modos CG en este rango, pero contradiciendo la independencia con N, publicada
por Waite & Bartello para Ro < O(1071).

Los resultados presentados en este capitulo muestran a partir de mediciones rea-
lizadas en forma directa, que efectivamente el rol de las interacciones resonantes y
de las ondas en el rango 1/2 < N,/ f < 2 es menor, resultando en una preponderan-
cia de los modos CG y de dindmica de tipo cuasi-geostrofica. Asi, la relaciéon lineal
entre L, /Ly y el pardmetro N,/ f en este rango puede efectivamente atribuirse a

este efecto.
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Capitulo 5
Conclusiones

En esta tesis se ha estudiado la distribucién anisétropa de energia en flujos ro-
tantes y estratificados, en un régimen de turbulencia con ondas. Se observé una
unidimensionalizacion de los flujos en los que domina la estratificacion, y una bidi-
mensionalizacién en el caso de rotacién dominante. Para realizar la caracterizacion,
se realiz6 un barrido de la frecuencia de Brunt-Vaisala (Ny,), pardmetro que cuan-
tifica la intensidad de la estratificacién, fijando el parametro de Coriols (f), que

corresponde a la frecuencia de rotacién de cuerpo rigido del flujo.

Se llevaron a cabo simulaciones numéricas de flujos hidrodindmicos tridimensio-
nales integrando las ecuaciones de Boussinesq en un sistema de referencia rotante,
con eje de rotacién alineado a la fuerza de gravedad. A todos los sistemas se les
aplicé un forzado mecanico de Taylor-Green en escalas grandes. Las resoluciones
espaciales utilizadas fueron de 256% y 5122 puntos, usando los estados finales de
las simulaciones con 256 puntos como condicién inicial para las simulaciones con
5123 puntos con el fin de ahorrar tiempo de cémputo y permitir la exploracién del

espacio de parametros.

A medida que se incrementa el grado de estratificacién frente a la rotacion, se
observé que las escalas integrales en el plano horizontal crecen frente a las escalas
verticales. El cociente entre estas escalas es compatible con una relacién lineal en
el rango de pardmetros donde se anulan las triadas resonantes (1/2 < Ny, /f <
2), verificando una prediccién de la teorfa cuasi-gesotréfica de Charney [22]. La

linealidad se ve saturada afuera de este rango.

La anisotropia en el espacio real descripta anteriormente es consistente con los
resultados del analisis espectral: En flujos fuertemente estratificados, para escalas
mayores a las del forzado la energia tiende a acumularse en el plano horizontal
en el espacio de Fourier, mientras que para escalas mas pequenas la energia se
acumula a lo largo del eje vertical. La distribucién anisétropa de energia se invierte

cuando domina la rotacion frente a la estratificacién. Los flujos de energia reducidos
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perpendiculares y paralelos confirman estos fenémenos.

Consistentemente con estos resultados, el espectro de energia axisimétrico mues-
tra diferentes comportamientos segin el caso. El espectro de energia axisimétrico
E(k., k) en un flujo isétropo y homogéneo consiste de curvas de nivel circulares en
el plano k, , k. Esta distribucién de energia fue observada para flujos con estratifi-
cacién equilibrada por la rotacién (N, = f). Al aumentar el grado de estratificacién
del sistema, se evidencié una acumulacién de energia sobre el eje con k; = 0. El
fenémeno opuesto, la acumulacién de energia sobre los modos con k| = 0 para flujos
predominantemente rotantes es relativamente mas débil, lo cual es esperable ya que
la mayor parte del analisis se centré en simulaciones con f = 1 y por lo tanto la
rotacién no es muy intensa.

Se analizo la posible existencia de leyes de escalas para el espectro isétropo de
energia total en el rango inercial. En ese rango los espectros son compatibles con
las relaciones de auto-similaridad E(k) ~ k=, con exponentes 2 < o < 3, siendo
la cota inferior, a = 2, el exponente caracteristico esperado para flujos rotantes, y
a = 3 el esperado para flujos estratificados.

Se calcularon también los espectros espacio-temporales de determinadas com-
ponentes del campo de velocidades, fijando dos de las tres componentes del niimero
de onda para registrar o descartar la concentracion de amplitud espectral sobre la
relacion de dispersién ondulatoria. Se registré un acuerdo con algunas de las re-
laciones de dispersion, atin dentro del rango de anulacién de triadas resonantes,
en el que a priori no se esperaba encontrar la presencia de ondas. Sin embargo, al
cuantificar sistematicamente la contribucion de las ondas a la energia total, se pudo
confirmar que en el rango 1/2 < N,,/f < 2 la concentracién de energia alrededor
de la relacién de dispersién lineal es minima comparada con el resto del espacio
de parametros explorado. Se observé también que el efecto de barrido de vortices
produce la dispersion de todas las frecuencias menores a la relacién de dispersion
caracteristica del barrido cada vez que su tiempo caracteristico se vuelve méas rapido
que el periodo de las ondas.

Finalmente, se estimo la energia en los modos lentos, o cuasi-geostréficos, como
la energia de los modos con frecuencia nula (¢ = 0). Para las simulaciones con
parametro de Coriolis fijo en f = 1 se observé una mayor proporcion de energia
cuasi-geostrofica para Ny, /f dentro del rango no-resonante. Esta mayor proporcién
de energia cuasi-geostréfica se observé en las simulaciones con 256% y 5122 puntos.
La mayor concentraciéon de energia en modos lentos refleja la inhibicién de modos
ondulatorios en el rango no-resonante, como predice la teoria de ondas resonantes

[90).
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