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Resumen

El estudio de flujos rotantes y estratificados en un régimen turbulento resul-

ta fundamental para el entendimiento de flujos atmosféricos y oceánicos, donde la

gravedad y la fuerza inercial de Coriols permiten la existencia de, respectivamen-

te, ondas de gravedad e inerciales. Estas ondas, producidas por las interacciones

resonantes entre tres modos (conocidas como “tŕıadas resonantes”), juegan un rol

importante en la ruptura de la isotroṕıa estad́ıstica de flujos turbulentos. Los flujos

fuertemente estratificados tienden a formar estructuras contenidas en el plano hori-

zontal, mientras que los predominantemente rotantes tienden a formar estructuras

estiradas a lo largo del eje vertical. Cuando la rotación se equipara a la estratifica-

ción, domina el régimen cuasi-geostrófico (CG) que consiste en modos “lentos” de

frecuencia nula.

En esta tesis, llevamos a cabo simulaciones numéricas directas de flujos hidro-

dinámicos tridimensionales integrando las ecuaciones de Boussinesq en un sistema

de referencia rotante, con eje de rotación alineado a la fuerza de gravedad. Aplica-

mos un forzado mecánico de Taylor-Green (TG) en dominios cúbicos y periódicos,

con resoluciones espaciales lineales de 2563 y 5123 puntos. Fijando el parámetro de

Coriolis, f , que cuantifica la intensidad de la rotación, y variando la frecuencia de

Brunt-Väisälä, Nbv, que mide la intensidad de estratificación, estudiamos como la

distribución anisótropa de enerǵıa depende de la razón Nbv/f .

Observamos que el cociente entre la escala caracteŕıstica horizontal y vertical es

compatible con una relación lineal con Nbv/f en un rango del espacio de parámetros

donde se anulan las tŕıadas resonantes, 1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2. Esto es consistente con el

análisis espectral realizado, donde observamos que en grandes escalas la enerǵıa se

acumula en el plano horizontal para flujos fuertemente estratificados, y a lo largo del

eje vertical para flujos predominantemente rotantes. A su vez, en el rango inercial,

donde el flujo de enerǵıa entre escalas es constante, observamos que los espectros

de enerǵıa son compatibles con leyes de potencias observadas en flujos geof́ısicos:

E(k) ∼ k−3 para flujos fuertemente estratificados [10], y E(k) ∼ k−2 para los

predominantemente rotantes [73].

A partir de los espectros espacio-temporales, cuantificamos sistemáticamente la

contribución de las ondas a la enerǵıa total, observando que en el rango no-resonante

la concentración de enerǵıa alrededor de la relación de dispersión lineal es mı́nima

comparada con el resto del espacio de parámetros explorado. En este rango también

observamos una mayor proporción de enerǵıa CG, estimada como la enerǵıa de los

modos con frecuencia nula. Esto refleja la inhibición de modos ondulatorios en este

rango, como predice la teoŕıa de ondas resonantes [90].
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4.2.1. Parámetros y forzado del sistema . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.2.2. Estado estad́ısticamente estacionario . . . . . . . . . . . . . 55

4.2.3. Estimación de la escala disipativa (Nbv = f = 0) . . . . . . . 56

4.2.4. Análisis espectral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.2.5. Espectro axisimétrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.3. Simulaciones con 5123 puntos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio de la turbulencia rotante y estratificada resulta fundamental para

el entendimiento de flujos geof́ısicos, tanto atmosféricos como oceánicos. En estos

casos, la fuerza de empuje generada por los gradientes de densidad, y la fuerza

inercial de Coriolis producida por la rotación de la Tierra, proveen las fuerzas resti-

tutivas necesarias para dar lugar a la excitación de ondas dispersivas [19]. Los flujos

geof́ısicos suelen estar un régimen altamente turbulento, y están conformados por

estructuras complejas de remolinos que interactúan de forma fuertemente no-lineal,

por lo que se vuelven impredecibles salvo en sentido estad́ıstico, y dif́ıciles de mo-

delar. La estratificación y rotación lleva a dos tipos de movimientos: por un lado,

modos tridimensionales (3D) “rápidos” en pequeñas escalas que consisten en ondas

de gravedad-inerciales, y por otro lado, modos “lentos” de gran escala que consisten

en flujos denominados cuasi-geostróficos (CG), en los cuales la fuerza de Coriolis

está aproximadamente balanceada con los gradientes de presión horizontales. Estos

últimos también se conocen como modos de vorticidad potencial (VP).

La influencia de la estratificación y rotación sobre la dinámica de la atmósfera

y del océano vaŕıa según la escala estudiada. En las escalas geof́ısicas más grandes

tanto la rotación como la estratificación son importantes, y el régimen dominante

es el cuasi-geostrófico. En particular, en el rango O(800 − 2500) km, se ha obser-

vado que el espectro de enerǵıa atmosférico escala como E(k) ∼ k−3 [74]. Esta

ley de potencias se explica en la teoŕıa cuasi-geostrófica clásica de Charney [22].

A medida que se consideran escalas cada vez más pequeñas se reduce la influencia

de estos efectos sobre la dinámica del sistema. Según la visión clásica, a medida

que se reduce la escala de observación, la rotación se debilita antes que la estra-

tificación. La mesoescala atmosférica (escalas horizontales de O(1 − 100) km) y la

submesoescala oceánica (O(10) m − O(10) km) se caracterizan por una fuerte es-

tratificación con rotación moderada (con número de Rossby, Ro & 1, que mide la

importancia de la rotación; ver [30]), donde el espectro escala aproximadamente co-
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mo E(k) ∼ k−5/3 [74]. Este exponente podŕıa ser explicado por una cascada inversa

bidimensional alimentada por inestabilidades convectivas [100]. En [56] Lilly predijo

que una cascada directa de enstrof́ıa (el valor cuadrático medio de la vorticidad en el

fluido) con espectro E(k) ∼ k−3, alimentada por inestabilidades de grandes escalas

podŕıa coexistir, sin distorsión significante, con una cascada inversa de enerǵıa con

E(k) ∼ k−5/3 alimentada por inestabilidades en pequeñas escalas. Esta predicción

fue luego verificada numéricamente [62], aunque en el caso atmosférico la validez de

esta teoŕıa es todav́ıa discutida.

Análisis recientes de datos oceánicos y desarrollos de turbulencia débil indican

la existencia de una variedad de reǵımenes dependiendo de si dominan los remolinos

del régimen cuasi-geostrófico o los modos ondulatorios, enfatizando la importancia

de las no-linealidades una vez roto el balance geostrófico [80]. Las interacciones entre

vientos y ondas tienen también un rol importante en las capas ĺımites atmosférica

y oceánica, con consecuencias dinámicas para el transporte y mezclado de impulso,

CO2 y de calor [44]. Un modelado incorrecto de estas interacciones resulta en una

capa de mezclado demasiado fina en modelos climáticos del océano del hemisferio

sur [32], afectando la evolución climática general [21]. Consecuentemente, resulta

de suma importancia comprender las interacciones entre remolinos y ondas en este

tipo de flujos.

La interacción y dinámica de los modos ondulatorios que surgen en estos flujos

encuentran su explicación en la teoŕıa de ondas resonantes [19, 103, 104]. Con su-

ficiente rotación y estratificación, estos modos dominan por encima de los modos

cuasi-geostróficos, y las interacciones no-lineales entre tŕıadas de modos ondulatorios

se convierten en el mecanismo predominante de transferencia de enerǵıa. La teoŕıa

de ondas resonantes predice que dados tres modos k, p y q, estos pueden interactuar

y transferir enerǵıa entre śı, si los vectores de onda forman un triángulo k+p+q = 0

y además cumplen con la condición de resonancia σ(k) + σ(p) + σ(q) = 0 (siendo

σ la frecuencia asociada a cada modo). Sin embargo, en el caso rotante y estrati-

ficado existe un rango de parámetros 1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2 (siendo Nbv la frecuencia

de Brunt-Väisäla que da una medida del grado de estratificación, y f el parámetro

de Coriolis, igual a dos veces la frecuencia angular del sistema rotante) en el que

dichas resonancias se anulan. Fuera de esta región, las primeras tŕıadas resonan-

tes que surgen para Nbv/f < 1/2 tienden a bidimensionalizar el flujo, formando

estructuras verticales con forma de columna; mientras que las primeras tŕıadas re-

sonantes que surgen para Nbv/f > 2 tienden a unidimensionalizar el flujo, formando

estructuras con forma de panqueque o de capas [90]. En contraste, en el caso cuasi-

geostrófico Charney argumenta que la turbulencia es isótropa en la coordenada

re-escalada (Nbv/f)z, implicando que el cociente entre las escalas caracteŕısticas

horizontal y vertical cumplen con L⊥/L‖ ∼ Nbv/f [22]. Esta relación fue verificada
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en simulaciones numéricas de turbulencia cuasi-geostrófica [82], y en simulaciones

de turbulencia fuertemente estratificada y rotante donde, aumentando la frecuen-

cia de rotación desde 0, se examinó la transición desde turbulencia estratificada

(donde E(k⊥) ∼ k
−5/3
⊥ y L‖ ∼ U/Nbv, con U la velocidad r.m.s.) a turbulencia

cuasi-geostrófica (donde E(k) ∼ k−3 y L⊥/L‖ ∼ Nbv/f) [102].

Con estos resultados presentes, en esta tesis nos proponemos estudiar las transi-

ciones que ocurren en el flujo a medida que el parámetro Nbv/f se vaŕıa, con especial

interés en el rango próximo a 1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2 donde las interacciones resonantes

desaparecen. En particular, estudiamos cómo cambia la dirección e intensidad de

anisotropización del flujo a medida que se vaŕıa Nbv, fijando la frecuencia de rota-

ción f . En el rango de anulación de tŕıadas resonantes, donde dominan los modos

cuasi-geostróficos, se halla un rango lineal para L⊥/L‖ consistente con la relación

observada en [58, 102]. Este análisis se complementa con el estudio del espectro

espacio-temporal, con el fin de detectar la existencia o no de modos ondulatorios,

y determinar si dominan o no frente a los modos cuasi-geostróficos. Estimando la

enerǵıa en modos cuasi-geostróficos a partir de la cuantificación de los modos con

frecuencia nula, dentro del rango de anulación de tŕıadas resonantes se observa un

mayor apartamiento del espectro respecto de la relación de dispersión de ondas de

gravedad-inerciales, en comparación con la región de parámetros complementaria

({Nbv/f < 1/2} ∩ {Nbv/f > 2}). Se observa también una mayor concentración de

enerǵıa en modos “lentos” dentro de la región de anulación de tŕıadas resonantes,

pero tan sólo un ∼ 10 % mayor a la región complementaria, lo que confirma la de-

pendencia débil de la enerǵıa de modos cuasi-geostróficos con el parámetro Nbv/f

para flujos con Ro . O(10−1) observada en [102].

A continuación se detalla la estructura de la tesis. En el caṕıtulo 2 se presentan

las ecuaciones de Navier-Stokes, junto con los fundamentos necesarios para com-

prender la turbulencia hidrodinámica isótropa y homogénea. Se introduce la teoŕıa

de Kolmogorov (K41) que describe a estos flujos, y mediante una descripción fe-

nomenológica, se detallan las escalas caracteŕısticas del régimen turbulento, y sus

principales resultados, como por ejemplo la ley de potencias para la cascada de

enerǵıa directa de Richardson. A continuación se deduce la aparición de ondas de

gravedad internas a partir de la linealización de las ecuaciones dinámicas, introdu-

ciendo las ecuaciones de Boussinesq. Se describen las principales caracteŕısticas de

los flujos rotantes en los que aparecen ondas inerciales. Finalmente, se explica el

caso rotante y estratificado y se introduce la teoŕıa de ondas resonantes en la que

los modos lineales del sistema se clasifican entre modos “rápidos” y ondulatorios, y

“lentos” y cuasi-geostróficos. Se definen las escalas temporales relevantes del flujo,

que permiten determinar los efectos dominantes. Además, se deduce la existencia

de la región de anulación de tŕıadas resonantes y se introduce la ecuación cuasi-
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geostrófica para esta región del espacio de parámetros. En el caṕıtulo 3 se descri-

ben las herramientas y métodos numéricos utilizados para realizar las simulaciones

numéricas directas de flujos turbulentos, con un forzado mecánico de Taylor-Green.

También se describe un mecanismo para aumentar la resolución espacial que permi-

te ahorrar valioso tiempo de cómputo. En el caṕıtulo 4 se presentan los resultados

de las simulaciones, se analizan los exponentes de escala, se estudia la dependencia

de las escalas caracteŕısticas horizontales y verticales en función del grado de estra-

tificación y rotación, y se emplean los espectros espacio-temporales para intentar

comprender la interacción entre régimenes ondulatorios y modos cuasi-geostróficos.

Finalmente, en el caṕıtulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo.
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Caṕıtulo 2

Turbulencia hidrodinámica

En este caṕıtulo se introducen las ecuaciones de Navier-Stokes que describen

la dinámica de un fluido, se distingue entre el régimen laminar y turbulento, y

se presentan las magnitudes f́ısicas conservadas en un flujo inviscido. En §2.1.2 se

definen las funciones y cantidades f́ısicas relevantes para el estudio de la turbulencia,

para luego presentar en §2.2 la teoŕıa formulada por Kolmogorov en 1941 para

turbulencia isótropa y homogénea, antes definiendo las escalas relevantes. En §2.4

se introduce el efecto de la estratificación en la turbulencia, que conlleva la aparición

de ondas de gravedad internas. En §2.5 se describe el efecto de la rotación, junto

con el surgimiento de ondas inerciales. Finalmente, en §2.6 se considera el sistema

rotante y estratificado, introduciendo la teoŕıa de ondas resonantes, que distingue

entre los modos ondulatorios y el régimen cuasi-geostrófico de los modos “lentos”.

2.1. Ecuaciones de Navier-Stokes

Los flujos turbulentos, ubicuos en la naturaleza, deben su complejidad a las

interacciones no-lineales generadas por el acoplamiento entre modos en diferentes

escalas. Estas interacciones son descriptas por la ecuación de Navier-Stokes, que

rige la dinámica de fluidos clásicos. A pesar de que los fluidos están conformados

por moléculas, la ecuación de Navier-Stokes (2.1), conocida desde 1823 por Navier

[75] describe al fluido como un continuo de materia. Esta aproximación consiste

en tomar valores medios de los observables y propiedades del fluido, definiendo los

promedios sobre regiones macroscópicas respecto de las escalas que caracterizan a

los movimientos moleculares, y microscópicas respecto de las escalas caracteŕısticas

del flujo.

En esta tesis nos restringimos a fluidos incompresibles y newtonianos. Incompre-

sibles porque la densidad material en una parcela de fluido es constante, o lo que es

equivalente: su campo de velocidades satisface la ecuación (2.2). Son newtonianos
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porque la razón de deformación es lineal respecto del esfuerzo viscoso ejercido sobre

el fluido. Esta última restricción corresponde a la ley constitutiva denominada ley

de viscosidad de Newton [29]. De la segunda ley de Newton, y su ley de viscosidad,

se deriva la ecuación de Navier-Stokes (2.1) para el campo de velocidades euleriano

v de un fluido incompresible, newtoniano y homogéneo, mientras que a partir de la

conservación de masa, se deduce la ecuación de continuidad (2.2),

∂tv + (v ·∇)v = ν∇2v − ∇p
ρ

+ f , (2.1)

∇ · v = 0. (2.2)

Aqúı ν = µ/ρ es la viscosidad cinemática con µ la viscosidad dinámica y ρ la densi-

dad del fluido, p es la presión (un campo escalar), y f el campo de fuerzas externas.

La ecuación (2.1) describe la dinámica del campo de velocidades, determinada por el

término convectivo (v ·∇)v responsable de las interacciones no-lineales, el término

de esfuerzos viscosos ν∇2v encargado de la difusión del campo de velocidades, más

los términos de presión y fuerzas externas.

La ecuación de Navier-Stokes tiene la particularidad de que puede ser adimensio-

nalizada dividiendo por escalas caracteŕısticas del sistema de longitud (L), velocidad

(U ) y tiempo (T ), quedando expresada solamente en función de un parámetro adi-

mensional, el número de Reynolds, definido como

Re ≡ UL

ν
. (2.3)

El número de Reynolds es la razón entre las fuerzas viscosas e inerciales, siendo estas

últimas las fuerzas que surgen del movimiento interno relativo debido a las diferentes

velocidades de elementos de fluido. Pero el movimiento relativo entre capas del fluido

también genera rozamiento, factor importante en el desarrollo de la turbulencia. Aśı,

los efectos inerciales son inhibidos por los efectos viscosos, que progresivamente

absorben más enerǵıa cinética a medida que se aumenta la viscosidad del fluido

(o se disminuye la escala de excitación), suavizan los gradientes de velocidades y

evitan la mezcla rápida entre capas de fluido. De esta forma, el número de Reynolds

permite diferenciar entre los dos principales reǵımenes dinámicos de un fluido:

Régimen laminar: ocurre a bajos números de Reynolds (Re . O(1)), cuan-

do dominan los esfuerzos viscosos y se caracteriza por un flujo suave.

Régimen turbulento: ocurre en presencia de una inestabilidad a números de

Reynolds altos (Re� O(1)), cuando dominan las fuerzas inerciales que tien-

den a producir vórtices, remolinos caóticos y otras inestabilidades secundarias

en el flujo.
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En este último régimen domina el término no-lineal de la ecuación de Navier-

Stokes, encargado de redistribuir la enerǵıa entre las distintas escalas de movimiento,

como podŕıan ser remolinos de distintos tamaños, sin afectar el balance de enerǵıa

total del sistema [36]. En turbulencia isótropa y homogénea la transferencia de

enerǵıa se realiza desde escalas grandes hacia escalas cada vez más pequeñas, en un

proceso que se denomina cascada de enerǵıa.

2.1.1. Condiciones de contorno periódicas

Para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes es necesario explicitar las condicio-

nes de contorno (cdc). Con el fin de facilitar el estudio teórico resulta útil eliminar

las cdc considerando que el fluido llena todo el volumen en R3. Esto conlleva a difi-

cultades en la resolución numérica del problema, y por esto se consideran entonces

cdc periódicas sobre el campo de velocidades,

v(x+ nL, y +mL, z + qL) = v(x, y, z), ∀x, y, z ∈ R, ∀n,m, q ∈ Z, (2.4)

donde L es el peŕıodo del dominio espacial. Tomando el ĺımite L→∞ se recupera

el caso del fluido en el espacio R3 sin contornos [36]. Considerando cdc periódicas,

y tomando el rotor de (2.1), con ∇ · v = 0 (ec. (2.2)), es posible eliminar la presión

de las ecuaciones de Navier-Stokes y obtener la ecuación para la vorticidad ω del

fluido,

∂tω =∇× (v × ω) + ν∇2ω, (2.5)

donde la vorticidad ω, que también será periódica en el dominio, se define como el

rotor del campo de velocidades,

ω ≡∇× v. (2.6)

2.1.2. Leyes de conservación

En los sistemas mecánicos conservativos descriptos por una función Lagrangiana,

las simetŕıas se relacionan con cantidades conservadas. El teorema de Noether (1918)

enuncia que por cada simetŕıa del sistema, existirá una ley de conservación asociada.

La ecuación de Navier-Stokes es disipativa, sin embargo permite la existencia de

leyes de conservación. Para estudiar las ecuaciones de balance de donde se deducirán

las conservaciones, es necesario primero definir los valores medios de cantidades

f́ısicas que serán utilizados a lo largo del trabajo.
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Valores medios y teoremas ergódicos

Asumiendo cdc periódicas se define el valor medio espacial de una función pe-

riódica arbitraria f(r) como

〈f〉X ≡
1

L3

∫
BL

f(r) d3r, (2.7)

donde L es el peŕıodo de la caja. En esta tesis, cuando se obvie escribir expĺıcita-

mente el sub́ındice X, se debe asumir que se está haciendo referencia al valor medio

espacial, calculado sobre el dominio que corresponda según el caso. Para funciones

del tiempo f(t), a lo largo de la tesis también se considerará el valor medio temporal

〈f〉T ≡
1

T

∫ tf

t0

f(t) dt, (2.8)

definido en una ventana temporal t ∈ [t0, tf ], con T = tf − t0 el ancho de la misma.

Considerando a la velocidad como una variable aleatoria, el teorema ergódico

de Birkhoff nos permitirá utilizar los valores medios temporales o espaciales de

cantidades f́ısicas para comparar con los valores medios estad́ısticos con los que

trata la teoŕıa de turbulencia [36].

Conservaciones

A continuación se presentan las principales ecuaciones de balance para un fluido

barotrópico incompresible [36]. Es evidente que las ecuaciones de balance de enerǵıa

y helicidad se transformarán en ecuaciones de conservación en caso de que se anule

la viscocidad.

Estas ecuaciones en ausencia de fuerzas externas son, la conservación del impulso

d

dt
〈v〉 = 0, (2.9)

la ecuación de balance de la enerǵıa cinética

d

dt

〈
v2

2

〉
= −1

2
ν

〈∑
ij

(∂ivj + ∂jvi)
2

〉
= −ν

〈
|ω|2

〉
, (2.10)

y la ecuación de balance de la helicidad

d

dt

〈
1

2
v · ω

〉
= −ν 〈ω ·∇× ω〉 . (2.11)

Se definen los valores medios de la enerǵıa cinética Ec, la enstrof́ıa Ωc, la helicidad

H y la helicidad vortical Hω como
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Ec ≡
〈
v2

2

〉
, (2.12a) Ωc ≡

〈
ω2

2

〉
, (2.12b)

H ≡
〈

1

2
v · ω

〉
, (2.12c) Hω ≡

〈
1

2
ω ·∇× ω.

〉
(2.12d)

Reescribiendo las ecuaciones de balance de enerǵıa media (2.10) y helicidad me-

dia (2.11) en función de las cantidades definidas anteriormente, se vuelve eviden-

te que Ωc y Hω determinan la tasa de decaimiento de Ec y H respectivamente

dEc
dt

= −2νΩc, (2.13a)
dH

dt
= −2νHω. (2.13b)

La disipación media de enerǵıa por unidad de masa

ε ≡ −dEc
dt

= 2νΩc (2.14)

será frecuentemente utilizada en el resto del trabajo. En adelante, se obviará espe-

cificar que Ec, Ωc, H y Hω son valores medios.

2.1.3. Escalas caracteŕısticas de enerǵıa

Las ecuaciones de balance de la sección anterior no contienen contribuciones

del término no-lineal de la ecuación de Navier-Stokes. Es entonces que naturalmen-

te surge la pregunta de ¿cuál es el rol de ese término en relación a la enerǵıa?

Estudiando el espectro de enerǵıa se ve que el término no-lineal es el encargado

de redistribuir la enerǵıa entre múltiples escalas de movimiento, sin modificar la

enerǵıa total del sistema.

Para analizar cómo es el proceso de redistribución de enerǵıa escala por escala,

resulta útil estudiar la dinámica del sistema en el espacio de Fourier. Con ese fin, se

definen los filtros pasa-altos y pasa-bajos de una función [36], que respectivamente

atenúan las componentes espectrales de una función por debajo y por encima de un

dado número de onda K > 0 asociado a una escala espacial l = 2π/K. Dada una

función L-periódica, f(r), y su descomposición de Fourier discreta

f(r) =
∑
k

f̂k e
ik·r, k ∈ 2π

L
Z3, (2.15)

se definen la función pasa-bajos-filtrada como

f<K(r) ≡
∑
k≤K

f̂k e
ik·r, (2.16)
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y la función pasa-altos-filtrada

f>K(r) ≡
∑
k≥K

f̂k e
ik·r. (2.17)

la escala espacial l = 2π/K se denominará la escala del filtrado. Sumando las

dos funciones filtradas, se recupera la función original: f(r) = f<K(r) + f>K(r).

Esta descomposición puede ser aplicada al campo de velocidades en la ecuación

de Navier-Stokes obteniendo dos funciones v<K(r) y v>K(r). Estas se interpretan

como los campos de velocidades de remolinos en escalas respectivamente mayores y

menores a l.

Empleando la identidad de Parseval,

〈f g〉 =
∑
k

f̂k ĝ−k, (2.18)

se deduce la ecuación de balance de enerǵıa escala por escala [36]

∂tEK + ΠK = −2νΩK + FK , (2.19)

donde se introdujo la enerǵıa acumulada entre los números de onda 0 y K

EK ≡
1

2

〈
|v<K |2

〉
=

1

2

∑
k≤K

k2 |v̂k|2, (2.20)

la enstrof́ıa acumulada

ΩK ≡
1

2

〈
|ω<

K |2
〉

=
1

2

∑
k≤K

k2 |ω̂k|2, (2.21)

la inyección de enerǵıa acumulada inyectada por la fuerza externa f

FK ≡
〈
f<K · v<K

〉
=
∑
k≤K

f̂k · |v̂−k|2, (2.22)

y el flujo de enerǵıa a través del número de onda K

ΠK ≡ 〈v<K · [(v<K + v>K) ·∇ (v<K + v>K)]〉

= 〈v<K · [v<K ·∇v>K ]〉+ 〈v<K · [v>K ·∇v>K ]〉 ,
(2.23)

donde la segunda igualdad proviene de expandir el producto en la primer ĺınea, y

ver que 〈v<K · (v<K ·∇v<K)〉 = 〈v<K · (v>K ·∇v<K)〉 = 0. La ecuación de balance (2.19)

puede ser interpretada como que la tasa de variación de la enerǵıa acumulada entre

las escalas espaciales l ∼ K−1 e ∞ (es decir, respectivamente entre los números de
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onda K y 0) es igual a la enerǵıa inyectada en esas escalas por la fuerza externa

(FK), menos la enerǵıa disipada en esas escalas (2νΩK) y menos el flujo de enerǵıa

(ΠK) disipada en escalas más pequeñas (o lo que es lo mismo, en números de onda

mayores que K) debido a interacciones no-lineales. En otras palabras, la enerǵıa

inyectada en las escalas grandes y que no es disipada en esas escalas (un efecto

despreciable para números de Reynolds muy grandes), debe ser transferida hacia

escalas más pequeñas por el término no-lineal.

2.1.4. Espectro espacio-temporal

A partir de la enerǵıa acumulada en la ecuación (2.20) en su versión continua,

se define el espectro de enerǵıa en el domino espacial

E(k) ≡ dE (k)

dk
. (2.24)

De la misma forma que en el dominio espacial, es posible estudiar los espectros

y flujos de enerǵıa en el dominio temporal. Conociendo la enerǵıa media en cada

instante, E(t) = 〈E(r, t)〉 se puede obtener el espectro de enerǵıa en el dominio

temporal

E(σ) =
1

2π

+∞∫
−∞

E(t) e−iσt dt, (2.25)

donde σ es la frecuencia angular. Considerando los dos dominios, es posible construir

el espectro de enerǵıa espacio-temporal [27]

E(k, σ) =
1

(2π)4

∫
R3

+∞∫
−∞

E(r, t) e−i(k·r+σt) dt d3r, (2.26)

que será estudiado con profundidad en §4.3.3 para los flujos simulados.

2.1.5. Espectros reducidos

La estratificación y rotación de los sistemas considerados en esta tesis introdu-

cirá una anisotroṕıa en la distribución de la enerǵıa, y de otras cantidades f́ısicas

en general. Es por eso que se considerará un eje privilegiado en êz, paralelo al eje

de rotación y a la dirección del gradiente de densidad. Al introducir este eje privi-

legiado, el sistema pasa de tener una simetŕıa esférica en el espacio de Fourier, a

una simetŕıa ciĺındrica. Esta nueva simetŕıa motiva un cambio de variables esféri-

cas por variables axisimétricas a la hora de construir los espectros. A partir de la

función de autocorrelación de la velocidad Uij(k) escrita en el espacio de Fourier,
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y con la suposición de homogeneidad (pero no isotroṕıa), es posible definir varios

sub-espectros para contemplar las variaciones angulares del mismo. Considerando

la traza del tensor U(k) = Uii(k) se define el espectro de enerǵıa axisimétrico en

coordenadas Cartesianas

E(k⊥, k‖) ≡
∑

k⊥≤|k×êz |<k⊥+1,
k‖≤kz≤k‖+1

U(k) =

∫ π

0

U(k)|k| sin θ dφ, (2.27)

donde θ es el ángulo zenital en el espacio de Fourier respecto al eje vertical con

vector unitario êz, φ el ángulo azimutal respecto al eje x, k⊥ = kxêx + kyêy y

k‖ = kzêz [71]. El espectro axisimétrico también puede ser expresado en términos

de coordenadas polares E(|k|, θ), con k = kxêx + kyêy + kzêz. La primera defini-

ción en la ecuación (2.27), que involucra una suma doble, es la expresión discreta

utilizada en simulaciones y que corresponde a contar enerǵıa en todos los modos

con igual k‖ y k⊥ (en cáscaras de ancho unitario), pero con distintos valores de

φ. Los factores geométricos en la integral provenientes del Jacobiano quedan au-

tomáticamente considerados en las sumas por la misma definición de k⊥, y por el

hecho de que el número de modos por cáscara vaŕıa con la distancia al origen. Los

espectros para distintas variaciones angulares se obtienen de graficar E(k, θ) sobre

una ĺınea con θ fijo. Por ejemplo, θ = 0 corresponde a E(k⊥ = 0, k‖), mientras que

θ = π/2 corresponde a E(k⊥, k‖ = 0). Al graficar las curvas de nivel del espectro

axisimétrico en los próximos caṕıtulos, se incluye un factor 1/ sin θ para recuperar

curvas de nivel circulares en el caso completamente isótropo.

A partir del espectro axisimétrico, es posible definir los espectros de enerǵıa

reducidos como función de k⊥, k‖ y k:

E(k⊥) =

∫ +∞

−∞
E(k⊥, k‖) dk‖, (2.28a) E(k‖) =

∫ +∞

0

E(k⊥, k‖) dk⊥, (2.28b)

E(k) =

∫ π

0

E(k, θ) k dθ. (2.29)

Por último, notar que es posible considerar por separado las distintas contribu-

ciones de las componentes del campo de velocidad a la enerǵıa cinética. Con este

fin, se utilizarán las siguientes notaciones para referirse respectivamente a la enerǵıa

perpendicular y paralela:

Ek⊥(ki) =
1

2

[
|v̂x|2(ki) + |v̂y|2(ki)

]
, (2.30a) Ek‖(ki) =

1

2
|v̂z|2(ki), (2.30b)

donde ki puede referirse a k, k⊥ o k‖. En la misma ĺınea, se definen los flujos de

enerǵıa reducidos
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Π (K⊥) =
〈
v<K⊥
· [v ·∇v]

〉
, (2.31a) Π (K‖) =

〈
v<K‖
· [v ·∇v]

〉
. (2.31b)

Estas magnitudes corresponden respectivamente al flujo de enerǵıa cinética hacia

afuera de los cilindros k⊥ = K⊥ (ec. (2.31a)) y hacia afuera de los planos horizontales

kz = ±Kz (ec. (2.31b)).

2.2. Teoŕıa de Kolmogorov (K41)

Los flujos turbulentos son sistemas caóticos, descriptos por un sistema de ecua-

ciones diferenciales no-lineal (Navier-Stokes), altamente sensibles a las condiciones

iniciales. La observación de estos flujos pone en evidencia la impredictibilidad de los

detalles en su dinámica. Sin embargo, es afortunado que muchas de sus propiedades

estad́ısticas śı son reproducibles. Este tipo de observaciones motivó la búsqueda de

una descripción probabiĺıstica de la turbulencia a principios del siglo XX (Taylor

[95, 97]).

2.2.1. Observaciones experimentales

Las siguientes son leyes emṕıricas que se observaron en experimentos de tur-

bulencia completamente desarrollada. Cualquier teoŕıa de la turbulencia debiera

incluir estas leyes ya sea dentro de sus hipótesis, o de sus resultados.

1. Ley de los 2/3. En un fluido turbulento con número de Reynolds muy

alto, el valor medio del cuadrado del incremento de velocidad 〈[δv(l)]2〉 ≡〈
[v(x + l)− v(x)]2

〉
X

(donde v es la proyección de la velocidad en la direc-

ción del incremento l), entre dos puntos separados por una distancia l, sigue

aproximadamente una ley de potencias: 〈[δv(l)]2〉 ∼ l2/3.

2. Ley de la disipación finita de enerǵıa. Si en un flujo turbulento todos

los parámetros de control se mantienen iguales, excepto por la viscosidad que

se reduce al mı́nimo posible, la tasa de enerǵıa disipada por unidad de masa

−dE/dt se comporta de un modo consistente con un ĺımite positivo y finito.

Actualmente no existe una teoŕıa completa que parta de la ecuación de Navier-

Stokes y lleve a las dos leyes experimentales anteriores. Sin embargo, es posible

formular hipótesis compatibles con estas leyes, que lleven a la ley de los 2/3 y a

predicciones adicionales. Con este fin, en 1941 Kolmogorov presentó la teoŕıa (K41)

que describe las leyes de escala de la turbulencia isótropa, homogénea y comple-

tamente desarrollada [46, 47, 48]. Esta servirá como base para luego introducir la

teoŕıa de turbulencia rotante y estratificada.
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2.2.2. Hipótesis de la teoŕıa K41

El modelo de Kolmogorov para turbulencia isótropa, homogénea y completa-

mente desarrollada requiere de tres hipótesis, reformuladas por Frisch [36] de una

forma más clara que en la formulación original de Kolmogorov:

1. Hipótesis de universalidad: En el ĺımite de Re → ∞, a pequeñas escalas

(l � l0, donde l0 es la escala integral) y lejos de los contornos del sistema,

todas las simetŕıas posibles de la ecuación de Navier-Stokes, usualmente rotas

por los mecanismos forzantes que producen la turbulencia, son restauradas en

un sentido estad́ıstico.

2. Auto-similaridad del flujo: Bajo las mismas hipótesis que en (1), el flujo

turbulento es auto-similar a pequeñas escalas. Esto quiere decir que dentro

del rango inercial, las propiedades del flujo serán invariantes ante cambios

de escala, a menos de un factor de escala con un único exponente de escala

h ∈ R. La auto-similaridad se puede escribir matemáticamente en función de

los incrementos de velocidad como

δv(λl) = λhδv(l), (2.32)

con incrementos l y λl pequeños en comparación con la escala integral l0

3. Disipación de enerǵıa finita: Bajo las mismas hipótesis que en (1), el flujo

turbulento tiene una tasa media de disipación de enerǵıa ε finita y no-nula.

Notar que en las tres hipótesis se considera que Re → ∞, lo que implica que

la viscosidad ν → 0. De la ecuación (2.10) se sigue entonces que para que ε se

mantenga finito en este ĺımite, algunas de las derivadas del campo de velocidad v

deben ser no acotadas.

En un flujo turbulento, isótropo y homogéneo, la viscosidad es despreciable en

escalas grandes e intermedias. La enerǵıa se inyecta en el sistema por un forzan-

te en una determinada escala de movimiento, como podŕıa ser lF , el tamaño de

unas paletas que agitan el fluido. Este forzado generará vórtices de este tamaño

caracteŕıstico. Es posible que el flujo sea anisótropo a estas escalas, debido a una

anisotroṕıa en el forzado o los contornos del sistema. Mediante interacciones no-

lineales, estos vórtices transferirán su enerǵıa a remolinos más pequeños, que a su

vez transferirán su enerǵıa a otros todav́ıa más pequeños. A medida que se reduce

la escala de los remolinos hay una pérdida en la información geométrica y direccio-

nal, estableciéndose una estad́ıstica isótropa y universal para las pequeñas escalas.

El proceso se repite iterativamente, hasta llegar a una escala tan pequeña que los
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esfuerzos viscosos se vuelven dominantes, y terminan de disipar la enerǵıa cinética

en forma de calor.

2.2.3. Escalas caracteŕısticas de la turbulencia

En el breve resumen de la dinámica de un flujo turbulento descripto en el último

párrafo se vuelve evidente la necesidad de definir tres escalas caracteŕısticas:

1. Escala integral (l0): En esta tesis se define como el promedio pesado por el

espectro de enerǵıa de la inversa del número de onda k

l0 = 2π

∫∞
0
k−1E(k) dk∫∞

0
E(k) dk

. (2.33)

2. Escala de inyección de enerǵıa (lF ): Es la escala de movimiento en la cual

el forzante introduce enerǵıa al sistema.

3. Rango inercial (η � l � l0): Es el rango de escalas en el que tanto la

inyección directa de enerǵıa por el forzante, como la disipación viscosa, son

despreciables. Por eso, en el estado estacionario de un flujo, dentro de este

rango la enerǵıa entrante se iguala a la enerǵıa saliente. En la ecuación de

balance (2.19), esto se traduce como que el flujo de enerǵıa Πk debe ser igual

a la disipación de enerǵıa media ε definida en la ecuación (2.14), y debe ser

independiente de k, siempre que k se encuentre en el rango inercial.

4. Escala de disipación de enerǵıa (η): Es la escala en la que la viscosidad

se vuelve dominante. Aqúı es donde la enerǵıa cinética se disipará en forma

de calor mediante la acción de los esfuerzos viscosos.

La transferencia de enerǵıa de vórtices grandes a pequeños en un flujo turbulen-

to fue modelada por primera vez en 1922 por Richardson [83]. Este modelo brinda

también una forma rápida, basada en el análisis dimensional, de construir la teoŕıa

K41 [29]. Antes de presentarlo definamos algunas cantidades relevantes. La velo-

cidad caracteŕıstica vl es la velocidad t́ıpica asociada a la escala ∼ l. Se puede

considerar una definición pragmática como

vl ∼
√
〈δv2(l)〉. (2.34)

El tiempo no-lineal τNL(l) es el tiempo de giro de un remolino de tamaño l.

Además, es el tiempo t́ıpico en el que una estructura de tamaño ∼ l sufre una

distorsión significativa debido al movimiento relativo de sus componentes. En base
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a las hipótesis de K41, en el rango inercial solo puede depender de l y vl, y entonces

se define como

τNL(l) ∼ l

vl
. (2.35)

Es razonable entonces que τNL(l) también sea el tiempo t́ıpico de transferencia de

enerǵıa de escalas ∼ l a escalas menores. De aqúı se estima que el flujo de enerǵıa

Πk (con k ∼ l−1) puede ser estimado como el cociente entre la enerǵıa cinética en

esas escalas ∼ v2
l y el tiempo caracteŕıstico de transferencia de enerǵıa a escalas

menores τNL(l),

Πl ∼
v2
l

τNL(l)
∼ v3

l

l
. (2.36)

Por las hipótesis de K41, en el rango inercial el flujo de enerǵıa es independiente de

l e igual a la disipación de enerǵıa media ε

Πl ∼
v3
l

l
∼ ε. (2.37)

Luego, el campo de velocidades sigue una ley de escalas con exponente 1/3

vl ∼ ε1/3l1/3. (2.38)

Por otro lado, el tiempo no-lineal también es un invariante de escala τNL(l) ∼
ε−1/3l2/3.

Reemplazando l y vl por las cantidades caracteŕısticas de la escala integral l0 y v0,

se encuentra que la tasa de disipación escala como ε ∼ v3
0/l0. Ahora, considerando

el otro extremo del rango inercial, donde la viscosidad se vuelve relevante, el tiempo

caracteŕıstico para que la difusión viscosa atenúe excitaciones en escalas ∼ l es

τdif(l) ∼
l2

ν
, (2.39)

que tiende a cero con l de forma mucho más rápida que τNL(l). Igualando τNL(l) con

τdif(l) se obtiene la escala disipativa de Kolmogorov η debajo de la cual la difusión

viscosa se vuelve dominante

η ∼
(
ν3

ε

)1/4

, (2.40)

notar que esta escala crece con la viscosidad como ν3/4. Esta escala será muy im-

portante para elegir correctamente la viscosidad en las simulaciones numéricas.

21



Figura 2.1: Esquema de la cascada de enerǵıa del modelo de Richardson [35].

2.2.4. La cascada de Richardson

El modelo presentado en la sección anterior considera el flujo turbulento como

una superposición de vórtices de variados tamaños, que se transfieren enerǵıa entre

śı mediante interacciones no-lineales. Se encuentran representados pictóricamente

en la figura 2.1, en la realidad los vórtices más pequeños se encuentran contenidos

dentro de los mayores. Los vórtices de mayor tamaño son de la escala integral ∼ l0.

Los vórtices sucesivamente más pequeños son de escala ln ∼ l0q
n, con n = 0, 1, 2, ...

y 0 < q < 1. Los vórtices más pequeños en la cascada están en la escala de disipación

de Kolmogorov ∼ η. La enerǵıa inyectada en las escalas mayores a una tasa ε (por

unidad de masa) se transfiere hacia vórtices cada vez más pequeños, siempre a la

misma tasa ε (de aqúı el nombre de “cascada” de enerǵıa), hasta ser finalmente

removida por disipación en el fondo de la cascada, nuevamente a una tasa ε.

Además de la hipótesis de invariancia de escalas, esta teoŕıa requiere localidad

de interacciones. Esto quiere decir que en el rango inercial, el flujo en escalas ∼ l

involucra predominantemente a escalas de tamaño comparable, por ejemplo desde

q l hasta q−1l. Por “localidad” entonces nos referimos a la localidad en el espacio de

Fourier, pero no en el espacio f́ısico.

Esta suposición puede ser justificada de dos formas. La primera es que la es-

tructura fina de los vórtices pequeños no se ve afectada por el barrido uniforme

producido por los vórtices de escalas mucho mayores. En otras palabras, los vórti-

ces de escala l en el rango inercial contenidos dentro de los vórtices de mayor escala

∼ l0 son barridos uniformemente por estos últimos. El barrido de los vórtices puede

ser pensado como una transformación Galileana aleatoria, transformación que man-
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tiene invariante a la ecuación de Navier-Stokes [36]. Es por esto que la estructura

fina de los vórtices de escala ∼ l no se ve afectada por el barrido uniforme. Veremos

que esto no es necesariamente cierto en el caso rotante y estratificado.

El segundo argumento para justificar la localidad de interacciones es que la

distorsión en vórtices producida por esfuerzos de cizalla, se debe predominantemente

a esfuerzos de cizalla entre vórtices de escalas similares. Por análisis dimensional,

la cizalla t́ıpica sl asociada a una escala l dentro del rango inercial es

sl ∼
vl
l
∼ ε1/3l−2/3, (2.41)

donde la última relación se obtiene reemplazando la ley de escalas que sigue el campo

de velocidades en la ecuación (2.38). Es decir que la cizalla más débil ocurre en la

escala integral l ∼ l0, mientras que la más intensa en la escala de disipación l ∼ η. El

efecto neto es que los únicos vórtices que producen una distorsión apreciable sobre

los vórtices de escala l mediante esfuerzos de cizalla son los de escala l′ ∼ l. Este

argumento fenomenológico solo vale en el ĺımite de Reynolds tendiendo a infinito,

mientras que para Reynolds finito las interacciones no-locales dan correcciones que

deben ser tenidas en cuenta [70].

2.2.5. Principales resultados de la teoŕıa K41

A continuación se presentan algunos de los principales resultados de la teoŕıa de

Kolmogorov para turbulencia isótropa y homogénea (K41).

Ley de los 2/3 e invariancia de escala

En la sección anterior vimos que en el rango inercial de un flujo turbulento, el

incremento de la velocidad cumple

〈δv(l)〉 ∼ l1/3. (2.42)

Es interesante notar que esta ley vale para los incrementos de las componentes

de la velocidad, independientemente de la isotroṕıa del flujo [64]. De la hipótesis de

auto-similaridad se deduce que el incremento de la velocidad elevado a la potencia

p, (llamada también la función de estructura de orden p) debe satisfacer

〈[δv(l)]p〉 ∝ lp/3. (2.43)

Luego, como por las hipótesis de Komogorov 〈[δv(l)]p〉 debe depender únicamen-
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te de ε y l en el rango inercial, por análisis dimensional

〈[δv(l)]p〉 = Cpε
p/3lp/3, (2.44)

donde Cp representa una constante universal. Reemplazando p = 2 en la relación

anterior, se obtiene la ley de los 2/3, con C2 la denominada constante universal de

Kolmogorov. La “universalidad” de esta constante está soportada por abundante

evidencia experimental en números de Reynolds de microescala suficientemente al-

tos, arrojando un valor aproximado de C2 ≈ 0,5 [93]. Análogamente con p = 3 y

C3 = −4/5 se obtiene la llamada “ley de los 4/5” de Kolmogorov.

Estŕıctamente hablando, la hipótesis de auto-similaridad de Kolmogorov es de-

masiado fuerte, y hoy existe evidencia experimental [63] que muestra que la ecuación

(2.44) da una buena aproximación a los datos para p ≤ 3, pero se desv́ıa de los ex-

perimentos para valores mayores de p.

Espectro de Kolmogorov

La ley de potencias para el espectro de enerǵıa E(k) con exponente −5/3 para

flujos turbulentos isótropos y homogéneos es uno de los resultados más conocidos

de la teoŕıa de Kolmogorov. A continuación se deriva esta ley. Asumiendo que el

espectro de enerǵıa, definido en la ecuación (2.24), sigue una ley de potencias

E(k) ∝ k−n, 1 < n < 3, (2.45)

y empleando el teorema de Wiener-Khinchin, que relaciona el espectro con la fun-

ción de correlación [36], se deduce que el campo de velocidades tiene incrementos

cuadráticos homogéneos, y la función de estructura de segundo orden también sigue

una ley de potencias, 〈
[δv(l)]2

〉
∝ ln−1. (2.46)

La restricción matemática de que 1 < n < 3 se impone para evitar divergencias al

integrar E(k) entre k = 0 y +∞. Esto es, una divergencia para números de onda

altos (divergencia ultravioleta) en el caso de que n < 1, o para números de onda

bajos (divergencia infrarroja) si n > 3.

Usando la ley de los 2/3 que se obtiene de la ecuación (2.44) para p = 2, n queda

determinado en n = 5/3. Reemplazando en la ecuación (2.45) se deduce el famoso

espectro de Kolmogorov

E(k) ∝ ε2/3k−5/3. (2.47)
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2.3. Turbulencia en flujos geof́ısicos

La dinámica de la atmósfera y del océano está influenciada por la estratifica-

ción estable de densidad y por la rotación de la Tierra, con una importancia que

vaŕıa según la escala estudiada. En las escalas geof́ısicas más grandes, en las que los

números de Rossby (Ro) y Froude (Fr) son pequeños (estos son, respectivamente,

medidas inversas de la importancia de la rotación y estratificación del sistema),

tanto la rotación como la estratificación son importantes. A medida que se consi-

deran escalas más pequeñas se reduce la influencia de la rotación y estratificación.

Según la visión clásica, la rotación se debilita de forma más rápida que la estra-

tificación, pues Nbv/f ∼ O(100) en la mayor parte de la atmósfera y los océanos

(donde Nbv, la frecuencia de Brunt-Väisälä, es una medida de la estratificación, y

f = 2Ω, el parámetro de Coriolis, el doble de la frecuencia angular de rotación de la

Tierra. La mesoescala atmosférica (escalas horizontales de O(1) km − O(100) km)

y la submesoescala oceánica (O(10) m − O(10) km) se caracterizan por una fuerte

estratificación con rotación moderada (Ro & 1; ver [30]). Es por esto que la turbu-

lencia estratificada (Ro = ∞) suele considerarse como una primer aproximación a

este régimen. Sin embargo, esto no es cierto en escalas grandes en la atmósfera, y

en regiones de los océanos donde Nbv/f puede variar entre 1 y 10.

Lindborg [57] realizó simulaciones numéricas para intentar comprender el efec-

to de la rotación sobre flujos estratificados y el espectro ∼ k
−5/3
⊥ observado en la

cascada directa en la mesoescala atmosférica. Waite y Bartello [102] también si-

mularon sistemas fuertemente estratificados con rotación variable, dominados por

movimientos vorticales, en un amplio rango de números de Rossby, limitándose a

sistemas dominados por vorticidad potencial. En esta tesis también se trabaja con

sistemas dominados por la vorticidad potencial, pero en contraste, se fija la rotación

del sistema para unos pocos valores de f , y barriendo el parámetro Nbv se vaŕıa el

grado de estratificación, para estudiar cómo los parámetros Nbv y Nbv/f influencian

a los espectros y estructuras caracteŕısticas del sistema.
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2.4. Turbulencia estratificada

A continuación se describirá brevemente la dinámica y algunos resultados princi-

pales de un flujo con densidad uniformemente estratificada. El gradiente de densidad

introducido proveerá la fuerza restitutiva que dará lugar a un tipo de ondas que

surge en flujos estratificados: las ondas de gravedad internas.

2.4.1. Ecuaciones de Boussinesq

Se considera un fluido uniformemente estratificado e incompresible sujeto a pe-

queñas perturbaciones en densidad. En el estado de equilibrio, la densidad y la

presión vaŕıan según

ρ0 = ρ̄+ ∆ρ0(z) = ρ̄+
dρ0

dz
z, (2.48)

∇p0 = ρ0 g = −ρ0 g êz, (2.49)

donde g es la aceleración gravitacional, y dρ0/dz < 0 para asegurar estabilidad. La

densidad media, ρ̄, y el gradiente de densidad, dρ0/dz, son ambas constantes. Bajo

una perturbación del fluido, la densidad se describe como

ρ(r) = ρ0(z) + ρ′(r), (2.50)

con ρ′ la fluctuación en densidad producida. Se adopta la aproximación de Bous-

sinesq [14] en la que se asumen pequeñas perturbaciones y gradientes de densidad

respecto a la media: ∆ρ0 , ρ
′ � ρ̄, y donde las únicas contribuciones de ∆ρ y ρ′

apreciables son las que aparecen en la fuerza de empuje ρg = −ρ0 g êz. A partir

de la ecuación de incompresibilidad, de continuidad y del impulso, y empleando la

aproximación de Boussinesq junto con las expresiones para la densidad (2.48) y el

gradiente de la presión (2.49), se deducen las ecuaciones que gobiernan la dinámica

del fluido [29]

Dρ′

Dt
+ vz

dρ0

dz
= 0, (2.51)

∇ · v = 0, (2.52)

ρ̄
Dv

Dt
= −∇p∗ + ρ′ g + ρ̄ ν∇2v, (2.53)

donde D/Dt ≡ ∂/∂t+v ·∇ es la derivada material y p∗ ≡ p−p0 representa el desv́ıo

de la presión hidrostática; en adelante, cuando se trate de sistemas estratificados

se hará referencia a esta simplemente como p. La ecuación de vorticidad asociada
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a (2.53) es
Dω

Dt
= (ω ·∇)v +∇(ρ′/ρ̄)× g + ν∇2ω. (2.54)

Notar que en la ecuación (2.54) no aparece la presión. La estratificación introduce

una dirección privilegiada en êz y rompe la isotroṕıa del sistema. Se introduce la

frecuencia de Brunt-Väisälä, Nbv, que da una medida de la fuerza restitutiva,

N2
bv ≡ −

g

ρ̄

dρ0

dz
. (2.55)

La frecuencia de las ondas de gravedad que ocurren en fluidos estratificados será de

orden Nbv. De hecho, en la aproximación lineal de las ecuaciones dinámicas (2.51-

2.53), Nbv es exactamente la frecuencia de las ondas de gravedad.

El número adimensional de Froude, Fr, que da una medida de la razón entre

las fuerzas inerciales y las fuerzas de empuje en el fluido, se define como

Fr ≡ U

Nbv L
, (2.56)

donde U es la velocidad caracteŕıstica del flujo, y L es la longitud caracteŕıstica

del flujo que se considerará como la escala integral definida en la ecuación (2.33).

Existe una ambigüedad en la elección de estas dos cantidades, pues el fluido es

anisótropo en el caso de estratificación fuerte (Fr � 1), distinguiendo entre la

dirección paralela a êz y las direcciones perpendiculares a êz. Esta ambigüedad

motiva definir los números de Froude direccionales perpendicular y paralelo,

Fr⊥ ≡
U

NbvL⊥
, (2.57a) Fr‖ ≡

U

NbvL‖
, (2.57b)

donde L⊥ y L‖ son las escalas integrales perpendicular y paralela, respectivamente

definidas como

L⊥ ≡ 2π

∫ kmax

1
k−1
⊥ E(k⊥) dk⊥∫ kmax

1
E(k⊥) dk⊥

, (2.58a) L‖ ≡ 2π

∫ kmax

1
k−1
‖ E(k‖) dk‖∫ kmax

1
E(k‖) dk‖

. (2.58b)

La cantidad L⊥ definida en la ecuación (2.58a) es un promedio de k−1
⊥ ∼ l⊥

pesado por el espectro reducido perpendicular E(k⊥). De esta forma, L⊥ da una

noción de la escala en la que en promedio se encuentra la enerǵıa en el plano

perpendicular. La misma interpretación vale para L‖ a lo largo del eje vertical en

la ecuación (2.58b).

En el régimen de Fr � 1, no es dif́ıcil ver intuitivamente que como consecuencia

de la mayor fuerza restitutiva en z, se tiene que U‖ � U⊥, donde U‖ y U⊥ son las ve-

locidades caracteŕısticas en dirección paralela y perpendicular a êz respectivamente.
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14 The interplay of waves and turbulence: a preview

(a)

(b)

Figure 1.7 Enstrophy iso-contours in decaying, homogeneous turbulence: (a) strongly stratified tur-
bulence, (b) rapidly rotating turbulence. (Adapted from Liechtenstein et al., 2005, courtesy of Claude
Cambon.)

Figura 2.2: Superficies de enstrof́ıa constante en turbulencia rotante y estratificada
en decaimiento, con estratificación dominante: Nbv/f = 10. Notar la estructura de
capas o estratos, con regiones de alta vorticidad en forma de panqueques. La figura
es una adaptación de Liechtenstein y otros, 2005 [54].

La ecuación de continuidad ∇ · v = 0 sugiere que U‖/L‖ ∼ U⊥/L⊥, lo que implica

que L‖ � L⊥. En el caso de un flujo poco viscoso y estacionario, con Fr � 1, el

flujo tomará la forma de una pila de movimientos cuasi-bidimensionales apilados

uno encima del otro, en una estructura de capas como se observa en la figura 2.2.

Además se define el número de Reynolds de flotación [16],

Reb ≡
ε

νN2
bv

, (2.59)

que distingue entre dos reǵımenes en turbulencia estratificada. Para Reb � 1, los

esfuerzos viscosos se vuelven despreciables, y L‖ escala como L‖ ∼ U/Nbv, de tal for-

ma que la dinámica es inherentemente tridimensional, pero fuertemente anisótropa.

Cuando Reb � 1, la cizalla vertical se vuelve relevante, por lo que L‖ ∼ L‖/Re
1/2.

En esta tesis se utilizará la definición (2.59) para el número de Reynolds de flota-

ción, pero también se suele definir como ε/(νNbv) [91], o en función de las escalas

integrales vertical y perpendicular como Re (L⊥/L‖) [6].

2.4.2. Ondas de gravedad internas

La estratificación de un fluido aporta la fuerza restitutiva necesaria para que

se produzcan las ondas de gravedad internas. Estas se describen en más detalle

a continuación. Por simplicidad, el análisis se restringe a flujos inviscidos, en un

dominio infinito, con estratificación uniforme. Linealizando las ecuaciones (2.51) y

(2.54), se obtienen ecuaciones para la densidad y vorticidad. En estas se observa
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que las ondas de gravedad no permiten el transporte de la componente vertical

de la vorticidad, aunque śı de la enerǵıa e impulso. Derivando respecto al tiempo,

tomando el rotor y quedándose con la componente z de la ecuación, se obtiene

∂2
t (∇2vz) +N2

bv∇2
⊥vz = 0, (2.60)

donde ∇2
⊥ ≡ ∂2

x + ∂2
y . La ecuación (2.60) permite la existencia de ondas anisótropas

y dispersivas denominadas ondas de gravedad internas. Proponiendo una solución

de onda plana vz = |vz| exp[i(k · r − σGt)] se obtiene la relación de dispersión para

la frecuencia angular σG,

σG = Nbv
k⊥
|k|

, (2.61)

con k⊥ y k‖ definidas en §2.1.5. La velocidades de fase y grupo son respectivamente

c
(G)
f = Nbv

k⊥k

|k|3
, (2.62)

c(G)
g = Nbv

(k2
‖k⊥ − k2

⊥k‖)

|k|3k⊥
. (2.63)

En las expresiones anteriores se evidencia que la frecuencia σG es nula cuando k

es vertical, mientras que es máxima e igual a Nbv cuando k es horizontal. Además,

la velocidad de grupo es perpendicular a la velocidad de fase, es decir que la enerǵıa

viaja en dirección perpendicular a la dirección de propagación aparente de los frentes

de onda. Las ondas de baja frecuencia (σG ≈ 0) tienen vector de onda vertical

(k ≈ k‖), y son las que mejor dispersan enerǵıa ya que tienen máxima velocidad de

grupo. Por otro lado, las ondas de alta frecuencia (σG ≈ Nbv) tienen vector de onda

horizontal (k ≈ k⊥), y no dispersan enerǵıa pues tienen velocidad de grupo nula.

La mayor eficacia en la dispersión de enerǵıa por medio de ondas de gravedad en el

plano horizontal respecto al vertical, explica en parte la formación de estructuras

de capas horizontales en un flujo estratificado.

2.4.3. Algunos resultados previos

En la mesoescala atmosférica, donde domina la estratificación por encima de la

rotación, pero el régimen dominante es cuasi-geostrófico y no dominado por ondas, se

ha observado un espectro de enerǵıa compatible con la ley de potencias E(k) ∼ k−3

[74]. La teoŕıa cuasi-geostrófica clásica fue formulada por Charney en 1971 [22].

Charney da un argumento fenomenológico que soporta la ley de potencias ∼ k−3,

también observada en simulaciones numéricas [65, 10].

A medida que se aumenta el grado de estratificación, y se elimina del todo a

la rotación, deja de valer la teoŕıa cuasi-geostrófica. En este último régimen se ha
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observado un espectro de enerǵıa perpendicular compatible con E(k⊥) ∼ k
−5/3
⊥ [74,

24], y simulaciones numéricas han generado resultados consistentes con esta ley de

potencias cuando existen inestabilidades intensas en pequeñas escalas (la convección

local) [85, 101, 57, 58]. Cuando la convección local se suprime por disipación, el

espectro pareceŕıa volverse más empinado, hacia k−5
⊥ [52, 101]. Como ya se mencionó,

la dinámica asintótica en el ĺımite del movimiento vortical fuertemente estratificado

consiste en capas de flujo cuasi-horizontal, desacopladas entre śı [84, 55]. Billiant y

Chomaz [10] argumentan que en turbulencia estratificada, L‖ escala como U/Nbv,

lo que sugiere que Fr‖ ≡ 1 a medida que Fr⊥ → 0, y explica la relación de

autosimilaridad observada para el espectro de enerǵıa cinética vertical Ec(k‖) ∼
N2
bvk
−3
‖ . Este comportamiento fue verificado en simulaciones numéricas [101, 58],

donde también se observó que el espectro paralelo E(k‖) es aproximadamente plano

hasta k‖ ∼ Nbv/U . Además, varios estudios de turbulencia estratificada forzada

han encontrado una transferencia lenta y sistemática de enerǵıa hacia modos con

velocidad horizontal uniforme y con cizalla vertical (k⊥ = 0) [90, 52, 101, 102].

En flujos estratificados dentro del rango inercial domina el espectro de enerǵıa

paralelo Ec(k‖), frente al perpendicular Ec(k⊥). Es por eso que la ley de escalas de

Billiant y Chomaz puede ser aproximada por una ley de potencias para el espectro

isótropo en el rango inercial: Ec(k) ∼ k−3. Esta ley de potencias será utilizada en

esta tesis como referencia para comparar con los espectros de las simulaciones en

las que la estratificación domine sobre la rotación.

2.5. Turbulencia rotante

A continuación se describe la f́ısica de los fluidos que se encuentran predominan-

temente en un estado de rotación de cuerpo ŕıgido, con pequeños apartamientos de

ese estado. Al considerar un sistema de referencia (sdr) no-inercial que rota junto

con el fluido, aparece una fuerza ficticia relevante en la ecuación de Navier-Stokes,

la fuerza de Coriolis. Esta última tomará el rol de fuerza restitutiva para dar lugar

a un nuevo tipo de ondas que ocurren en los fluidos rotantes: las ondas inerciales.

2.5.1. Ecuaciones dinámicas

Se considera un sdr que rota respecto del sistema de laboratorio, con una veloci-

dad angular constante Ω. Luego, aparecen dos fuerzas en las ecuaciones de Newton:

−2mΩ×v y −mΩ× (Ω× r), conocidas respectivamente como la fuerza de Coriolis

y la fuerza centŕıfuga; donde v y r son, respectivamente, la velocidad y posición

medidas en el sdr rotante. Sumando las fuerzas ficticias a la ecuación (2.1), y apro-

vechando que la fuerza centŕıfuga es irrotacional, la ecuación de Navier-Stokes en
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el sdr rotante se convierte en

∂tv + (v ·∇)v = −∇ (p̃/ρ) + 2v ×Ω + ν∇2v, (2.64)

donde se define la presión reducida como p̃ ≡ p− 1
2
ρ(Ω× r)2. En adelante, cuando

se trate con sdr rotantes, se entiende que p representa a la presión reducida en vez

de p̃.

Si l es una escala del movimiento t́ıpica, entonces el número de Rossby, Ro, da

una medida de la razón entre las fuerzas inerciales |(v ·∇)v| y la fuerza de Coriolis

|2v ×Ω|,
Ro ≡ U

ΩL
, (2.65)

con U y L respectivamente la velocidad y longitud caracteŕısticas del flujo.

2.5.2. Teorema de Taylor-Proudman

A continuación se considera el caso fuertemente rotante, Ro� 1, con número de

Reynolds alto Re� 1, para mostrar una caracteŕıstica importante de la turbulencia

rotante. Si Re � 1 se puede despreciar el término viscoso en la ecuación (2.64).

Si además Ro � 1, se puede despreciar el término convectivo (v ·∇)v, luego la

ecuación (2.64) se simplifica en la forma lineal

∂tv = −∇ (p/ρ) + 2v ×Ω, (2.66)

Tomando el rotor, se tiene que

∂tω = 2(Ω ·∇)v. (2.67)

Si el movimiento es estacionario, o cuasi-estacionario, se puede despreciar la der-

viada ∂tω, y se llega a que

(Ω ·∇)v = 0. (2.68)

Es decir que en un flujo turbulento (Re� 1), fuertemente rotante (Ro� 1) y cuasi-

estacionario, v se vuelve bidimensional en el sentido de que se vuelve independiente

de la coordenada paralela a Ω. Esto se denomina el teorema de Taylor-Proudman.

Esta bidimensionalidad es diferente a la del caso estratificado, donde las capas con

flujo horizontal estaban separadas por fuertes gradientes verticales. Aqúı el flujo no

depende de la coordenada a lo largo de Ω, y como veremos más adelante, el flujo

tiende a generar estructuras con forma de columna.

La bidimensionalidad del campo de velocidades es una caracteŕıstica fundamen-

tal de los flujos rotantes. Esta es una de las motivaciones para el estudio de flujos
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estrictamente bidimensionales, que son una buena aproximación a muchos flujos

que ocurren en la naturaleza y el laboratorio. Además, la bidimensionalidad de los

sistemas reduce los requerimientos computacionales, facilitando la simulación de

dichos flujos. En su famoso trabajo de turbulencia bidimensional [51], Kraichnan y

Montgomery presentan una exhaustiva descripción de dichos flujos.

2.5.3. Ondas inerciales

La fuerza de Coriolis permite que un fluido rotante e incompresible soporte ondas

internas, denominadas ondas inerciales [39]. Aplicando el operador ∇× (∂/∂t) a la

ecuación (2.67) se obtiene una ecuación de ondas

∂2
t (∇2v) + 4(Ω · ∇)2v = 0, (2.69)

que soporta soluciones de onda plana

v(r, t) = v̌ exp [ j (k · r − σIt) ] , (2.70)

con relación de dispersión

σI = ± 2(k ·Ω)

|k|
. (2.71)

Se adopta la convención σI ≥ 0, luego el signo positivo (negativo) en la ecuación

(2.71) corresponde a kz ≥ 0 (kz < 0). La velocidad de grupo de las mismas está dada

por

c(I)
g ≡

∂σI
∂t

= ± 2
k × (Ω× k)

|k|3
= ± 2

k2Ω− (k ·Ω)k

|k|3
, (2.72)

de donde se observa la sorprendente propiedad de que su velocidad de grupo es

perpendicular a la velocidad de fase,

c
(I)
f =

2(k ·Ω)k

|k|3
. (2.73)

Es decir que, aśı como en las ondas de gravedad, también en las ondas inerciales

la enerǵıa se propaga en dirección perpendicular a la dirección de propagación de

los frentes de onda. Las dos velocidades se relacionan según c
(I)
g = ± (2Ω/|k|−c(I)

f ),

luego la velocidad de grupo es coplanar con Ω y k. Además,

c(I)
g ·Ω = ± 2k−3

[
k2Ω2 − (k ·Ω)2

]
, (2.74)

de donde se observa que el signo positivo (negativo) en las ecuaciones (2.71, 2.72

y 2.74) corresponde también a que la enerǵıa se propague hacia arriba (abajo) en

forma de onda. La dirección de propagación de la enerǵıa está asociada a que las
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14 The interplay of waves and turbulence: a preview

(a)

(b)

Figure 1.7 Enstrophy iso-contours in decaying, homogeneous turbulence: (a) strongly stratified tur-
bulence, (b) rapidly rotating turbulence. (Adapted from Liechtenstein et al., 2005, courtesy of Claude
Cambon.)

Figura 2.3: Superficies de enstrof́ıa constante en turbulencia rotante y estratificada
estad́ısticamente homogénea en decaimiento, con rotación dominante: Nbv/f = 0,1
(adaptación de Liechtenstein y otros, 2005 [54].)

ondas inerciales son intŕınsecamente helicoidales. Combinando la ecuación (2.67)

con la relación de dispersión (2.71), se deduce que ω̌ = ±|k|v̌, donde ω̌ es la

amplitud de la vorticidad. Es decir que la velocidad es paralela a vorticidad y ambos

campos están en fase, con lo que las ondas inerciales poseen máxima helicidad. El

signo positivo (negativo) en la ecuación (2.74) corresponde a una helicidad negativa

(positiva). Luego un paquete con helicidad negativa (positiva) se propaga hacia

arriba (abajo), pues vale que c
(I)
g ·Ω > 0 (< 0).

La frecuencia de las ondas inerciales es independiente de |k|, pero depende de

la orientación relativa entre Ω y k. Vaŕıa desde σI ≈ 0 (frecuencias bajas) para

k·Ω ≈ 0, con velocidad de grupo cg = ±2Ω/|k|, hasta σI = 2|Ω| (frecuencias altas),

con velocidad de grupo despreciable. En adelante, se hará referencia al parámetro

de Coriolis, definido como

f ≡ 2Ω. (2.75)

Este parámetro es igual a la máxima frecuencia de oscilación posible de las ondas

inerciales.

Una consecuencia observable del teorema de Taylor-Proudman y de las ondas

inerciales en flujos rotantes es la formación de columnas ŕıgidas de fluido, denomina-

das columnas de Taylor, formadas encima de un cuerpo ŕıgido u obstáculo colocado

en el flujo. Estas columnas se mueven solidarias al cuerpo ŕıgido que produce la

perturbación. Las ondas inerciales que propagan enerǵıa e información en el sentido

vertical (paralelo al eje de rotación), son las encargadas de construir y reconstruir

continuamente estas columnas, transmitiendo la información necesaria como para
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que la columna se mantenga solidaria al cuerpo ŕıgido. Al suprimir la derivada tem-

poral en la ecuación (2.67), se filtran las ondas. Sin embargo, el efecto a largo plazo

de las ondas inerciales, la formación de columnas de Taylor, sigue estando con-

templado en la solución cuasi-estacionaria del teorema de Taylor-Proudman. Este

mecanismo de propagación de información, hará que en el estado estacionario, o

cuasi-estacionario, los flujos rotantes tiendan a formar estructuras estiradas en la

dirección paralela al eje de rotación (ver fig. 2.3).

2.5.4. Algunos resultados previos

La presencia de rotación en un flujo turbulento introduce un eje privilegiado que

genera la ruptura de isotroṕıa del sistema [17, 18, 9]. Para rotación intensa (bajo Ro

con Re fijo), es bien conocido que los flujos tridimensionales tienden a bidimensiona-

lizarse y permanecer suaves (o regulares) en el ĺımite inviscido [3]. Como resultado

de la selección de interacciones triádicas por ondas resonantes (descriptas en §2.6.1),

la enerǵıa se transfiere preferentemente hacia modos en el plano perpendicular al

eje de rotación [18, 104]. Los flujos con rotación intensa son entonces muchas veces

modelados como flujos bidimensionales, porque a pesar de ser una idealización de

los flujos reales, facilitan y proveen un punto de partida para la modelización de

flujos geof́ısicos, además de presentar una estad́ıstica rara y a la misma vez ins-

tructiva. Además de volverse anisótropa al tender hacia la bidimensionalización del

flujo, la transferencia de enerǵıa se enlentece, resultando en un espectro de enerǵıa

más empinado que en el caso isótropo y homogéneo [104].

Recientemente ha resurgido el interés en la turbulencia bidimensional. La mayor

capacidad de cómputo hace que sea posible modelar flujos con números de Reynolds

más altos, por lo tanto permite una determinación más precisa de la estad́ıstica y

de las caracteŕısticas de dichos flujos. Por otro lado, la atmósfera es vista a grandes

escalas como cuasi-bidimensional. En la capa ĺımite atmosférica se ha observado un

espectro de enerǵıa ∼ k−3 en escalas grandes, seguido por una ley ∼ k−5/3 en escalas

pequeñas [74]. Esto ha generado controversia respecto de lo que se esperaba a partir

de las predicciones de Kraichnan y Montgomery para turbulencia bidimensional [51].

La cascada inversa en turbulencia bidimensional fue postulada por Onsager

[31, 77] cuando estudiaba las interacciones en un ensamble de vórtices puntua-

les. También fue postulada por Kraichnan [50] usando equilibrios estad́ısticos para

un número de grados de libertad finito en el caso de un fluido ideal. Esta cascada se

caracteriza por un flujo constante de enerǵıa hasta la escala más grande que sea ac-

cesible para el sistema. Se la atribuye a la restricción dual de conservación de enerǵıa

y enstrof́ıa totales en flujos bidimensionales inviscidos. El art́ıculo de Kraichnan y

Montgomery [51] enuncia que la cascada inversa para fluidos bidimensionales de-
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beŕıa seguir un espectro E(k) ∼ k−5/3, junto con una cascada ∼ k−3 en la cascada

directa de enstrof́ıa hacia pequeñas escalas [7, 53]. Se han observado espectros más

empinados [12, 13, 99], en particular en las simulaciones numéricas más tempranas

con baja resolución; en algunos casos esto se relaciona con la dominancia de fuertes

vórtices coherentes de dichas simulaciones.

La cascada inversa en turbulencia bidimensional fue observada en simulaciones

numéricas por primera vez en [42], para luego ser confirmada experimentalmente en

[92, 11, 94]. La cascada inversa hacia grandes escalas en flujos rotantes fue observada

en [89], mientras que la coexistencia de una cascada inversa hacia grandes escalas con

una cascada directa de enerǵıa (y helicidad) hacia pequeñas escalas fue estudiada

en [67, 68], con una recuperación de la isotroṕıa y ley de escalas de Kolmogorov en

escalas pequeñas [71]. Mediante simples argumentos fenomenológicos, se sugiere que

en el rango inercial el espectro perpendicular escala como E(k⊥) ∼ k−2
⊥ [73, 68, 105].

Sin embargo, dentro del rango inercial, E(k⊥) domina sobre E(k‖), por lo que es

posible aproximar la ley de potencias para el espectro perpendicular por una para el

espectro isótropo, E(k) ∼ k−2. Esta ley de potencias será utilizada como referencia

para comparar con los espectros de las simulaciones en las que la rotación domine

sobre la estratificación.

2.6. Turbulencia rotante y estratificada

A continuación de presenta la dinámica de flujos rotantes y estratificados bajo

la aproximación de Boussinesq. Además se introduce la teoŕıa de ondas resonantes,

en la que se descompone el sistema en modos de onda (con frecuencia no-nula) y

cuasi-geostróficos (con frecuencia nula).

2.6.1. Ecuaciones dinámicas

En caso de tener flujos rotantes y estratificados, como es el caso de los sistemas

tratados en esta tesis, con Ω = Ωêz paralelo a la dirección de los gradientes de

densidad −g, las ecuaciones de Boussinesq son [87]

Dv

Dt
+ 2Ωêz × v +Nθêz +∇P = ν∇2v + f , (2.76a)

Dθ

Dt
−N(v · êz) = κ∇2θ, (2.76b)

∇ · v = 0, (2.76c)

donde P ≡ p− p0 − 1
2
ρ(Ω× r)2 es la presión efectiva, y θ las fluctuaciones de tem-

peratura potencial, proporcionales a las fluctuaciones de densidad. Por simplicidad,

35



en lo que queda del trabajo, se referirá al campo escalar θ como “fluctuaciones de

densidad”, y a la presión efectiva directamente como p. La densidad de masa total

está dada por la ecuación (2.50). El término f en la ecuación (2.76a) representa

el forzado externo de la velocidad. En esta tesis no se aplican forzados sobre las

fluctuaciones de densidad θ.

2.6.2. Modos lineales, cuasigeostróficos y de ondas de gravedad-

inerciales

En el ĺımite inviscido sin forzado (ν = κ = f = 0), las ecuaciones de Boussinesq

(2.76) conservan la vorticidad potencial (VP) definida como ωa ·∇ρ [90],

D

Dt
(ωa ·∇ρ) = 0, (2.77)

donde ωa ≡ ω + f êz es la vorticidad absoluta (ω está definida en el sdr rotante).

En la aproximación de Boussinesq, la conservación de la vorticidad potencial en

elementos de fluido es equivalente a la conservación del volumen de un elemento

de fluido, pues ωa evoluciona como un elemento de ĺınea, mientras que ∇ρ como

un elemento de superficie. La vorticidad potencial puede ser expresada en términos

de ω y θ. Usando la expresión para la densidad (2.50) y la frecuencia de Brunt-

Väisälä (2.55), se tiene que

ωa ·∇ρ =

(
−ρ0

g

dρ0

dz

)1/2

(−Nbvf + f êz ·∇θ −Nbvêz · ω + ω ·∇θ) , (2.78)

y la conservación de VP (2.77), puede reescribirse como,

(∂t + v ·∇) (f êz ·∇θ −Nbvêz · ω + ω ·∇θ) = 0. (2.79)

Dado que en esta tesis Nbvf es constante en todo el volumen, en el resto del trabajo,

cuando se habla de vorticidad potencial se estará haciendo referencia a la cantidad

V P ≡ f êz ·∇θ −Nbvêz · ω + ω ·∇θ.

La conservación de la vorticidad potencial implica una restricción importante

sobre la dinámica del flujo. Como consecuencia, da lugar a dos clases de modos

lineales: ondas de gravedad-inerciales con frecuencia no nula y vorticidad potencial

nula, y por el otro lado modos cuasi-geostróficos (CG), también conocidos como

modos de vorticiad potencial, con frecuencia nula y vorticidad potencial no nula.

Para un dominio no acotado, o con cdc periódicas, los modos lineales de la ecuación
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(2.76) son (
v

θ

)
(r, t) = φ(k)ei[k·r−σ(k)t], (2.80)

donde φ = (v̌, θ̌). Como consecuencia de la condición de continuidad (2.76c), sola-

mente hay tres modos por vector de onda. En general, dos de estos modos φ± tienen

frecuencia no-nula σ± y el tercero φ0 tiene frecuencia nula σ0 = 0. Los primeros dos

modos corresponden a ondas de gravedad-inerciales sin VP, mientras que el último

corresponde a un modo CG. Los modos CG son también llamados en la literatura

como “modos lentos” (ya que tienen frecuencia de las ondas nula), mientras que los

modos de las ondas son también llamados “modos rápidos”. En el ĺımite lineal, la

conservación de VP (2.79) se reduce a

∂

∂t
(f êz ·∇θ −Nbvêz · ω) = 0, (2.81)

que en el espacio de Fourier se escribe como σ (ifkz θ̌ − Nbvω̌z) = 0. Esto requiere

que σ = 0 para los modos CG o que (ifkz θ̌−Nbvω̌z) = 0 para los modos de ondas.

Los detalles pueden verse en [5].

Reemplazando los modos de Fourier (2.80) en las ecuaciones de Boussinesq

(2.76), se llega a la relación de dispersión para las ondas de gravedad-inerciales

σ±IG = ±
√
f 2 k2

z +N2
bv k

2
⊥

k
, (2.82)

con velocidad de grupo

c(IG)
g =

f 2 −N2
bv

σk4

[
k × (k‖ × k)

]
, (2.83)

de donde se vuelve evidente que las ecuaciones (2.62) y (2.72) son casos particulares

de la ecuación (2.72), y lo mismo para las relaciones de dispersión. Notar que σIG

se encuentra entre Nbv y f , y que la velocidad de grupo se anula cuando Nbv = f .

Luego, se espera que los flujos con Nbv ≈ f exhiban poco comportamiento de onda.

Las simulaciones con las que se tratará en esta tesis se encuentran en el rango

0,1 ≤ Nbv/f ≤ 10.

Además, se deben considerar dos casos especiales: (i) k⊥ = 0, y (ii) kz = Nbv = 0.

En el caso (i) k⊥ = 0, cuando el vector de onda k ‖ êz, se obtienen los modos con

velocidad horizontal uniforme y con cizalla vertical, también conocidos como vien-

tos horizontales con cizalla vertical. Estos modos no tienen ni vorticidad vertical,

ni vorticidad potencial. Además, por la condición de continuidad (2.76c), tampo-

co presentan velocidad en z. En este caso especial las frecuencias correspondientes

asociadas a los modos φ± son σ± = ±f respectivamente, mientras que las fluctua-
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ciones de densidad de los modos φ0 tienen frecuencia nula σ0 = 0. El caso especial

(ii) kz = Nbv = 0 corresponde a rotación pura con el vector de onda k ⊥ êz. En

este caso, los modos son lentos (geostróficos) con frecuencia nula σ± = σ0 = 0.

Es posible, en el espacio de Fourier, descomponer la velocidad y las fluctuaciones

de densidad en términos de los modos solenoidales ortonormales(
v̂

θ̂

)
(k, t) = a+(k, t)φ+(k) + a−(k, t)φ−(k) + a0(k, t)φ0(k), (2.84)

a(α)(k, t) = φ(α) ·

(
v̂

θ̂

)
, (2.85)

donde α = −, 0,+. En el caso inviscido sin forzado, la evolución de a(α)eiσ
(α)t es

regida únicamente por las interacciones no-lineales,

d

dt

(
a(α)eiσ

(α)t
)

= −eiσ(α)tφ(α) ·

(
v̂ ·∇v

v̂ ·∇θ

)
, (2.86)

donde v̂ ·∇v y v̂ ·∇θ son las transformadas de Fourier de los términos no-lineales

de las ecuaciones de Boussinesq (2.76a) y (2.76b) respectivamente.

2.6.3. Tŕıadas resonantes

Es posible escribir expĺıcitamente la transformada de Fourier de la ecuación de

Boussinesq completa (2.76a) en función de sus modos lineales haciendo un cambio

de variables [102], para llegar a la ecuación que describe la dinámica de los modos,

dB
(α)
k

dt
+ iσ

(α)
k B

(α)
k =

∑
k+p+q=0

Γαβγkpq B
(β)
−pB

(γ)
−q e

i(σ
(β)
p +σ

(γ)
q −σ

(α)
k ) + F̂

(α)
k + D̂

(α)
k , (2.87)

donde σ
(α)
k es la relación de dispersión de las ondas de gravedad-inerciales con

polarización α, D̂
(α)
k es el término de disipación, B

(α)
k = a

(α)
k /k⊥, con α = −, 0,+,

son las amplitudes normalizadas de los modos normales con vector de onda k, y Γ

son los coeficientes de interacción entre modos [102].

La sumatoria de la ecuación de Boussinesq transformada (2.87) corresponde

a las interacciones no-lineales entre los modos con vector de onda k, p y q. Del

sub́ındice de la sumatoria se evidencia que para que haya interacciones entre modos

será necesario que se cumpla la condición de tŕıada entre los modos involucrados,

k + p + q = 0. (2.88)
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Al integrar el término no-lineal en la ecuación (2.87) en el tiempo sobre un peŕıodo

de las ondas, surge una nueva restricción a las tŕıadas interactuantes [104]. Las

frecuencias asociadas a los modos involucrados deben cumplir la condición de reso-

nancia,

−σ(α)(k) + σ(β)(p) + σ(γ)(q) = 0, (2.89)

ya que cualquier otra combinación de las ondas interfiere en forma destructiva. Esta

restricción a tŕıadas resonantes vale también para los flujos rotantes y estratificados.

Como se demostrará a continuación, la ecuación (2.89) también implica la existencia

de un rango del parámetro Nbv/f en el que las tŕıadas resonantes se anulan [90].

Waleffe describe estas interacciones exhaustivamente para turbulencia homogénea

en [103], y para flujos rápidamente rotantes en [104], donde demuestra el acuerdo con

clausuras Markovianas y da un argumento para la bidimensionalización de los flujos

rotantes. En [103] Waleffe descompone el campo de velocidades en modos helicoida-

les, permitiendo identificar 8 interacciones triádicas fundamentales. Su “suposición

de inestabilidad” establece que la dirección estad́ıstica de transferencia de enerǵıa

en una tŕıada es aquella en la que la frecuencia σ de las ondas se reduce. Es decir,

hacia los modos bidimensionales en el caso puramente rotante, y hacia modos con

cizalla vertical en el caso puramente estratificado.

2.6.4. Tiempos caracteŕısticos

En la teoŕıa de ondas en turbulencia, resulta útil conocer las distintas esca-

las temporales relevantes a los fenómenos estudiados. Estas escalas temporales de-

penderán del vector de onda k. Asumiendo que el tiempo más corto dominará la

dinámica del flujo, es posible definir distintas regiones en el plano k⊥, k‖ según cuál

sea el efecto dominante. La primer escala temporal será el periódo de ondas

τw(k) = Cw
1

σIG(k)
= Cw

k√
f 2k2

‖ +N2
bvk

2
⊥

, (2.90)

donde Cw será una constante adimensional de O(1). Este tiempo debe ser compara-

do con el tiempo no-lineal definido en la ecuación (2.35), que se puede re-expresar en

función del espectro de enerǵıa: τNL(k) ∼ k−3/2E(k)−1/2. Es posible entonces utili-

zar una ley de potencias estimada para E(k) para expresar a τNL(k) expĺıcitamente

en función de k. Se suele considerar E(k) ∼ N2k−3 [10, 22] en el caso de turbulen-

cia estratificada, y E(k) ∼ ε1/2Ω1/2k−2 [25, 73, 71, 105] en el caso de turbulencia

rotante. En el caso rotante y estraficado, considerado en esta tesis, se utilizará la

estimación E(k) ∼ k−2,5 para obtener una expresión aproximada expĺıcita para
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τNL(k) en función de k,

τNL(k) = CNL
1

k1/4
, (2.91)

donde CNL es otra constante adimensional de O(1). Notar que tanto para el caso

rotante, como para el estratificado, el espectro de enerǵıa es anisótropo, dependien-

te de k⊥ y k‖, y no simplemente de k. Sin embargo, aqúı solamente conciernen

las estimaciones de orden de magnitud para las escalas temporales, por lo que se

consideran las expresiones más simples de los espectros isótropos.

El barrido (de “sweeping” en inglés) de remolinos de tamaño l ∼ k−1, llevado a

cabo por el flujo en las escalas más grandes, puede ser el proceso dominante en la

decorrelación de modos de Fourier cuando el tiempo de barrido τsw es más corto que

el tiempo de ondas τw [98, 23, 76, 88]. El barrido está asociado a las interacciones no-

locales en el espacio de Fourier que resultan en la advección de pequeños remolinos

causada por los remolinos que concentran la enerǵıa del sistema. El tiempo de

barrido es

τsw = Csw
1

Uk
, (2.92)

donde Csw es otra constante adimensional de O(1).

Finalmente, el tiempo no-lineal τNL(k), definido en (2.91), deberá distinguirse

del tiempo no-lineal de grandes escalas, τNLG, independiente de k, que se usará para

estimar a grandes rasgos la escala temporal de transferencia de enerǵıa entre escalas,

en cada sistema particular. Este tiempo se define como

τNLG ≡
lF
U
, (2.93)

donde lF es la escala de inyección de enerǵıa del forzado, y U la velocidad r.m.s.

2.6.5. Barrido de vórtices

Para describir correctamente la relación de dispersión esperada para los flujos

turbulentos con números de Rossby y Froude moderados considerados en esta tesis,

es necesario tomar en cuenta el fenómeno de barrido de vórtices introducido en la

sección anterior §2.6.4, que introduce una frecuencia σsw asociada,

σsw = ±U · k. (2.94)

En el espectro espacio-temporal E(k, σ) se encontrarán excitaciones tanto su-

perpuestas, como debajo de la curva dada por la relación (2.94), lo que evidencia

el efecto de barrido [26]. Las estructuras de tamaño l ∼ k−1 son advectadas por la

velocidad en escalas grandes, que a grandes rasgos fluctúa entre 0 y U . Es decir,

que a un dado número de onda k, se excitan todas las frecuencias entre σ ≈ −Uk
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y +Uk.

2.6.6. Anulación de tŕıadas resonantes en 1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2

No es dif́ıcil demostrar que en el rango 1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2 se anulan las in-

teracciones de tŕıadas resonantes entre ondas de gravedad-inerciales [90]. Las in-

teracciones de tŕıadas resonantes requieren que los modos interactuantes k, p y

q formen un triángulo k + p + q = 0, y que además la suma de sus frecuencias

verifique la condición de resonancia −σ(k) + σ(p) + σ(q) = 0 [104]. Si Nbv = f ,

entonces σ = ±Nbv ∀k, y la suma de frecuencias nunca se puede anular. En ese caso

−σ(k) + σ(p) + σ(q) = ±Nbv, ±2Nbv o ±3Nbv. De forma más general, la ecuación

(2.82) implica que mı́n |σ| = mı́n{Nbv, f}, y que máx |σ| = máx{Nbv, f}, donde los

extremos se dan en k‖ = 0 o k⊥ = 0. La condición de resonancia k + p + q = 0

implica que dos de esas frecuencias deben tener el mismo signo, mientras que la otra

tendrá el signo opuesto. Se puede elegir σ1, σ2, σ3 ≥ 0 sin pérdida de generalidad,

y escribir la condición de resonancia como σ1 + σ2 = σ3. Esta última relación sólo

puede satisfacerse si 2 mı́n{Nbv, f} < máx{Nbv, f}, donde se puede tomar la de-

sigualdad estricta pues los vectores de onda forman un triángulo (k+p+ q = 0), y

no es posible construirlo con dos vectores horizontales y uno vertical, o viceversa. Si

máx{Nbv, f} = Nbv, esta condición se convierte en Nbv/f > 2; si máx{Nbv, f} = f ,

entonces Nbv/f < 1/2. Luego, a partir de la región complementaria a estas dos, se

deduce que no existe ninguna tŕıada resonante cuando

1

2
≤ Nbv

f
≤ 2. (2.95)

Se espera que afuera, pero cerca de este rango, existan pocas tŕıadas resonantes, y

que recién jueguen un rol significativo para Nbv/f � 1/2 o Nbv/f � 2.

Para Nbv/f < 1/2 las primeras tŕıadas resonantes que surgen consisten en un

modo vertical (0, 0, kz) (que corresponde al modo más alto σ3 = f), y dos mo-

dos cuasi-horizontales p, q con p⊥ = q⊥ � |p‖|, |q‖|, |k‖|, pues kz + pz + qz = 0.

La “suposición de inestabilidad” de Waleffe [104] sugiere que, estad́ısticamente, la

enerǵıa en dicha tŕıada será transferida desde modos verticales y rápidos de grandes

escalas a los modos cuasi-horizontales y lentos de escalas pequeñas. Análogamente,

para Nbv/f > 2, las primeras tŕıadas resonantes consisten de un modo horizontal

y rápido de gran escala, y dos modos cuasi-verticales y lentos de pequeña escala.

En este caso, se esperaŕıa que la transferencia ocurra desde el modo horizontal y

rápido de gran escala hacia los modos cuasi-verticales y lentos de pequeñas escalas.

Estos argumentos sugieren que las primeras tŕıadas resonantes que surgen cuando

Nbv/f < 1/2 tienden a bidimensionalizar el flujo (estructuras con forma de columna,
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ver fig. 2.3), mientras que las primeras tŕıadas resonantes que surgen con Nbv/f > 2

tienden a unidimensionalizar el flujo (estructuras con forma de panqueque, ver fig.

2.2).

2.6.7. Ecuación cuasi-geostrófica

Simulaciones en el rango 1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2 muestran que los modos CG [90]

dominan la dinámica en escalas mayores a las del forzado. Luego, se puede considerar

que la dinámica de grandes escalas resulta únicamente de interacciones de modos

CG. En ausencia de forzado y disipación, de la expresión expĺıcita de φ0 y de la

ecuación (2.86) se tiene que los modos CG aislados, con autofunción φ0 satisfacen

d

dt
a0
k =

∑
k+p+q=0

Ckpqa0
p a

0
q, (2.96)

donde

Ckpq =
iNbv(p× q · êz)
σkkσppσqq

(σ2
qq

2 − σ2
pp

2), (2.97)

con σkk = (N2
bvk

2
⊥ + f 2k2

z)
1/2

. Esta ecuación es un caso particular de la ecuación

(2.87). La restricción de tŕıada k+p+q = 0 implica que (p×q · êz) = (q×k · êz) =

(k × p · êz), es decir que Ckpq consiste de un coeficiente ćıclicamente simétrico

multiplicado por (σ2
qq

2 − σ2
pp

2). Luego,

Ckpq + Cpqk + Cqkp = 0, (2.98)

σ2
kk

2Ckpq + σ2
pp

2Cpqk + σ2
qq

2Cqkp = 0, (2.99)

y las interacciones de tŕıadas preservan dos invariantes cuadráticos, la enerǵıa total

|a(k, t)|2 + |a(p, t)|2 + |a(q, t)|2, (2.100)

y la parte cuadrática de la enstrof́ıa potencial

σ2
kk

2|a(k, t)|2 + σ2
pp

2|a(p, t)|2 + σ2
qq

2|a(q, t)|2. (2.101)

Considerando ψ̂k ≡ −Na0
k/(σkk), la transformada de Fourier inversa de las

ecuaciones (2.96) y (2.97) es(
∂

∂t
+ v ·∇

)(
∇2
H +

f 2

N2
bv

∂2

∂z2

)
ψ(r, t) = 0, (2.102)

donde ∇2
H ≡ ∂2

x + ∂2
y , v = êz × ∇ψ, y θ = −(f/N)∂zψ. Esta es la ecuación
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cuasi-geostrófica [22], que conserva la enerǵıa total

dE

dt
≡ 1

2

d

dt

〈(
∂ψ

∂x

)2

+

(
∂ψ

∂y

)2

+
f 2

N2
bv

(
∂ψ

∂z

)2
〉

= 0, (2.103)

y la pseudo-enstrof́ıa potencial

dF

dt
≡ 1

2

d

dt

〈(
∇2
Hψ +

f 2

N2
bv

∂2ψ

∂z2

)2
〉

= 0. (2.104)

Si bien la ecuación (2.102) suele derivarse en el ĺımite Nbv � f , la derivación

presentada aqúı y derivada originalmente en [90] muestra que en el caso 1/2 ≤
Nbv/f ≤ 2 (relevante en escalas grandes de la atmósfera y en regiones abisales de

los océanos) la aproximación cuasi-geostrófica también es válida.

2.6.8. Algunos resultados previos

Liechtentstein y otros [54] realizaron simulaciones numéricas de turbulencia es-

tad́ısticamente homogénea, rotante y estratificada; de alĺı se obtuvieron las figuras

2.2 y 2.3 donde se ve que cuando la estratificación es fuerte y la rotación débil, los

remolinos de gran-escala que concentran la enerǵıa del flujo son aplanados y hori-

zontales, con forma de panqueque. Esto es lo que se esperaba de las predicciones

en §2.4: Cuando Fr⊥ � 1, el número de Froude vertical Fr‖ ∼ 1. Esto requiere

que L‖ � L⊥, lo que implica que los remolinos son planos y anchos. En contraste,

cuando la rotación es fuerte y la estratificación débil, los remolinos de gran-escala

que concentran la enerǵıa estarán dominados por estructuras alargadas en la di-

rección vertical con forma de cigarro. Estas estructuras podŕıan estar relacionadas

al crecimiento espontáneo de estructuras de columnas mediante la propagación de

ondas inerciales para Ro ≤ O(1), o al efecto de las interacciones resonantes.

Finalmente, cuando la rotación y estratificación son de igual intensidad, y Nbv =

f , como se observa en la figura 2.4, no hay una anisotroṕıa obvia en los remolinos de

gran-escala. Esto es consistente con el hecho de que para Nbv = f no hay dispersión

de enerǵıa por medio de ondas.

Waite y Bartello [102] estudiaron la transición entre la turbulencia puramente

estratificada sin rotación, y la turbulencia cuasi-geostrófica con estratificación y

rotación. Fijando el grado de estratificación, disminuyeron gradualmente el número

de Rossby en un rango amplio, para analizar como dependen el espectro de enerǵıa

y las escalas integrales direccionales de este parámetro. Encontraron que dentro

del rango de Nbv considerado (4 a 8), el parámetro Nbv/f es de segundo orden.

Tanto Waite y Bartello [102], como Reinaud, Dritschel y Koudella [82], verificaron
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108 Motion in a stratified fluid

(a) (b)

(c)

Figure 4.9 Enstrophy iso-surfaces in decaying, homogeneous turbulence in a rotating, stratified fluid:
(a) 2!/N = 0.1, (b) 2!/N = 1, (c) 2!/N = 10. (Adapted from Liechtenstein et al., 2005, courtesy
of Claude Cambon.)

is a materially conserved quantity, where h is the depth of the fluid and ωz the vertical
vorticity measured in the rotating frame of reference. This is important because it means
that Q cannot be dispersed by surface gravity waves. Indeed, the material conservation of
Q is one of the recurring themes in our discussion of shallow-water flow, underpinning the
ideas of geostrophic adjustment and Rossby waves. Similarly, in our discussion of internal
gravity waves, we found that ωz is an invariant of the linear theory. This, too, is important
as it means that internal gravity waves cannot redistribute the vertical vorticity. It is natural
to ask if these two results are special cases of a more general theorem, and it turns out that
they are; they are particular cases of the theorems of V. Bjerknes (1898) and Ertel (1942).

Figura 2.4: Superficies de enstrof́ıa constante en turbulencia rotante y estratificada
estad́ısticamente homogénea en decaimiento con Nbv/f = 1 (adaptación de Liech-
tenstein y otros, 2005 [54].)

en simulaciones numéricas cuasi-geostróficas que para Ro pequeños (. O(10−1)),

L‖ recupera la forma cuasi-geostrófica L⊥/L‖ ∼ Nbv/f que predice Charney en 1971

[22]. Babin, Mahalov y Nicolaenko [4] argumentan que una rotación débil genera un

acoplamiento entre las capas de turbulencia estratificada, de tal forma que también

se tiene la ley de escala cuasi-geostrófica L⊥/L‖ ∼ Nbv/f cuando Ro > 1. Sin

embargo U/N > (f/Nbv)L⊥ cuando Ro > 1, con lo que el acoplamiento se podŕıa

ver opacado por la convección local y la turbulencia de pequeña escala. Billant y

Chomaz [10] verificaron esta complicación y argumentan que alrededor de Ro ∼ 1,

L‖ transiciona de un régimen ∼ (f/Nbv)L⊥ (con Ro < 1) a ∼ U/Nbv (con Ro > 1).

Como se describió en §2.5.4 y §2.4.3, con rotación y estratificación se espera que

dentro del rango inercial el espectro de enerǵıa se vuelva más empinado que en el

caso no rotante y no estratificado, y que sea compatible con una ley de potencias

cercana a ∼ k−2 cuando domine la rotación (Nbv/f < 1), y cercana a ∼ k−3 cuando

domine la estratificación (Nbv/f > 1). Asumiendo que existe una transición suave

entre estos dos últimos reǵımenes, se puede estimar que en el caso en el que la

rotación esté balanceada con la estratificación (Nbv = f), el exponente de escala del

espectro se encontrará en el punto medio entre −2 y −3, es decir que el espectro

seguirá una ley de potencias compatible con E(k) ∼ k−2,5. Esta ley de potencias

será utilizada como referencia para comparar con los espectros de las simulaciones

en las que la rotación esté balanceada con la estratificación.

Dado el amplio bagaje de estudios realizados para comprender la dependencia
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de la dinámica de los flujos turbulentos rotantes y estratificados en función de la

intensidad de rotación, esta tesis se centra en estudiar la dependencia de los flujos

con el grado de estratificación (Nbv), manteniendo la frecuencia de rotación fija,

para unos pocos valores del parámetro de Coriolis.
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Caṕıtulo 3

Herramientas y métodos

En este caṕıtulo presentamos las herramientas numéricas y los métodos usados

para estudiar turbulencia y la presencia de ondas en flujos rotantes y estratificados.

En §3.1 describimos las simulaciones numéricas directas, mientras que en §3.2 pre-

sentamos un método para cambiar la resolución de las simulaciones a medida que

se aumenta el número de Reynolds.

3.1. Simulaciones numéricas directas

En esta tesis se utilizaron simulaciones numéricas directas (DNS por sus siglas en

inglés) para integrar las ecuaciones de Boussinesq de un flujo rotante y estratificado

(2.76a-2.76c). Como indica su nombre, una simulación numérica directa resuelve

directamente el sistema de ecuaciones dinámicas, y no un modelo promediado. Se

busca utilizar suficiente resolución espacial y cadencia temporal como para resolver

numéricamente todos los procesos f́ısicos relevantes. Estas simulaciones se realizaron

utilizando el software GHOST [69, 37, 38] que emplea un método pseudo-espectral

[20, 79] (descripto en §3.1.1) para la resolución espacial de las ecuaciones, y un

esquema de Runge-Kutta de segundo orden (descripto en §3.1.2) para la evolución

temporal del sistema. Como se mencionó en §2.1.1, se consideraron cdc periódicas

en un dominio cúbico de lado L = 2π.

Resulta fundamental que tanto la resolución espacial como temporal de la si-

mulaciones sean adecuadas para abordar los procesos f́ısicos de interés. Respecto a

la resolución espacial, en esta tesis se buscan estudiar procesos ubicados en escalas

mayores a las disipativas. Es decir, las escalas integrales y el rango inercial, sin dejar

de resolver la escala disipativa η ∼ 1/kη ∼ (ε/ν3)−1/4. Luego, el número de onda

asociado a la escala de disipación kη deberá ser menor al máximo número de onda

resuelto en la simulación kmax = N/3 (esto se explica en detalle en §3.1.1).

Resolviendo todas las escalas entre la escala integral y la disipativa, el mı́nimo

46



número necesario de puntos en la grilla tridimensional N3 es

N3 ≤ γ (Re)9/4, (3.1)

con un factor de proporcionalidad frente al número de Reynolds que se ajusta

realizando simulaciones en baja resolución.

El criterio utilizado para elegir el paso de integración temporal dt, es que este

sea menor al tiempo que le toma al elemento de fluido más veloz moverse una

distancia dx (o, en presencia de ondas, al tiempo de propagación del frente en la

misma distancia). Sigiendo la condición de Courant-Friederichs-Lewy (CFL) [28]

dt ≤ dx

Umax

∼ 1

UmaxN
, (3.2)

donde Umax es la máxima velocidad en el flujo y dx la distancia mı́nima entre

dos puntos. En este caso, los movimientos más veloces corresponderán a modos de

ondas de gravedad-inerciales (2.82). La velocidad de fase de las ondas de gravedad

puede ser aproximada (en orden de magnitud) como c
(G)
f = Nbv(k⊥/k) ∼ Nbv,

y análogamente para las ondas inerciales c
(I)
f = f(k‖/k) ∼ f . Luego, la mayor

velocidad del flujo será Umax = máx{Nbv, f} según domine un tipo de onda o el

otro. Bajo estas aproximaciones, la condición CFL se convierte en

dt .
1

máx{Nbv, f}N
. (3.3)

3.1.1. Resolución espacial: método pseudo-espectral

Cuando la geometŕıa del dominio de integración y las cdc permiten que exista

una base completa de funciones en dicho dominio, resulta computacionalmente más

eficiente para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales no-lineales em-

plear métodos espectrales o pseudo-espectrales, que resuelven un sistema de forma

global en el espacio de Fourier, en vez de métodos de elementos finitos que resuel-

ven el problema en el espacio f́ısico de forma local. Los métodos espectrales del tipo

Galkerin-Fourier son los adecuados para resolver sistemas de ecuaciones diferencia-

les tanto parciales como ordinarias que tengan cdc periódicas. El código empleado

en esta tesis para integrar espacialmente a las ecuaciones de Boussinesq utiliza un

método Galkerin-Fourier [37].

El método pseudo-espectral consiste en calcular las derivadas espaciales del cam-

po de velocidades en el espacio de Fourier, mientras que los productos entre los

campos se calculan en el espacio real [20, 43]. En una dimensión, el campo de
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velocidades en el espacio de Fourier es

v(x, t) =
∞∑

k=−∞

vk(t) e
ikx. (3.4)

Este desarrollo de Fourier se aproximará por la serie truncada

v(x, t) =

N/2∑
k=−N/2

vk(t) e
ikx. (3.5)

El error introducido en este truncado es aceptable siempre que no afecte sig-

nificativamente al subespacio generado por los números de onda de interés en la

expansión. El método espectral tiene la ventaja de que trabaja directamente con

los modos de Fourier que corresponden a las escalas naturales del proceso turbulen-

to (l ∼ k−1). Además, la convergencia numérica del proceso es exponencialmente

rápida. Para ver esto alcanza con considerar la transformada de Fourier del campo

de velocidades

v̂(k) =

∫
e−ikxv(x) dx. (3.6)

Integrando por partes, se deduce que para valores de k grandes v̂(k) ∼ k−1, pues

|∂xv| está acotado. Repitiendo el proceso m veces, se obtiene que v̂(k) ∼ k−m, de

modo que para cualquier v(x) periódica y diferenciable, se tiene que ĺımk→∞ |v(k)|/km =

0 para todo m > 0. Es decir que la contribución de los modos más altos tiende a

cero más rápido que cualquier potencia de k. En otras palabras, la convergencia del

método es exponencial.

La ecuación de interés en esta tesis, es decir la ecuación de Navier-Stokes, con-

tiene términos lineales y no-lineales que se deben calcular en el espacio espectral.

Estos son el término de advección (no-lineal), los términos viscoso y de gradiente

de presión. La evaluación y transformación del término no-lineal en una grilla de

N números de onda involucra O(N2) operaciones de punto flotante, pues se debe

convolucionar v con ∂xv en el espacio de Fourier. Sin embargo, en el espacio real

este término solamente involucra O(N) operaciones ya que es un producto interno.

Para aprovechar esta ventaja, se anti-transforman los términos v y ∂xv del espacio

espectral al real utilizando una transformada rápida de Fourier (FFT por sus siglas

en inglés); el cálculo de la derivada espacial en el espacio de Fourier involucra sola-

mente multiplicar a la expansión por ik. Luego, se realiza el producto directo entre

ambos términos, y se vuelve a transformar el resultado al espacio de Fourier. Este

proceso disminuye el número de operaciones de O(N2) a O(N logN), debido a que

la FFT requiere O(N logN) operaciones para transformar el campo del dominio

real al espectral, y viceversa.
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Al discretizar el espacio real en N intervalos dx, surge un efecto espurio por

el hecho de que no es posible distinguir entre las funciones eikx y eik
′x cuando

|k′| > N/2 y |k| < N/2, donde N/2 es el número de onda de Nyquist en este espacio

de N puntos. Mientras que en los términos lineales solo aparecen los números de

onda truncados k = −N/2 + 1,−N/2 + 2, ..., N/2, al evaluar el término no-lineal se

acoplan distintos modos de Fourier, y se pueden excitar números de onda k′ más

altos: |k′| > N/2. La proyección de estos modos armónicos en el espacio truncado

producirán el efecto espurio conocido como aliasing. Para evitar este efecto, se

utiliza la regla de dealiasing de los 2/3 [78], que consiste en forzar todos los modos

con k > N/3 a que tengan amplitud nula, lo que garantiza que el acoplamiento

espurio con estos modos sea nulo. El resultado es que el método se vuelve estable,

no dispersivo, y conservativo en el caso ideal para todos los invariantes cuadráticos

de las ecuaciones.

3.1.2. Evolución temporal: esquema de Runge-Kutta

Para la evolución de los campos en el tiempo se utilizó el método de Runge-

Kutta de segundo orden descripto a continuación [2]. Sea G(t) un campo genérico

cuya dinámica está descripta por la ecuación diferencial

dG(t)

dt
= F (G, t), (3.7)

y G0 el valor de G(t) a tiempo t0 conocido. Luego se integra la ecuación diferencial

a partir de ese valor, discretizando el tiempo con un paso dt. Se avanza inicialmente

medio paso, de modo tal que

Gt0+1/2 = Gt0 +
dt

2
F (Gt0 , t0),

que permite conocer Gt0+1/2 para volver a utilizarlo en la ecuación (3.7), obteniendo

Gt0+1 = Gt0 + dt F (Gt0+1/2, t0 + 1/2).

.

Iterando este proceso, se logra evolucionar el sistema en el tiempo. Es posible

obtener resultados con menor error considerando esquemas de Runge-Kutta de or-

den mayor, pero esto implicaŕıa un mayor costo computacional. Teniendo en cuenta

cuáles son los procesos de interés, el método de segundo orden resulta en un buen

equilibrio entre precisión y tiempo de cómputo.
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3.1.3. Paralelización del método numérico

Para evitar problemas con alta resolución espacial y utilizar clusters de compu-

tadoras para acelerar el cálculo, el método descripto arriba se paraleliza utilizando

OpenMP y la biblioteca MPI. Detalles del método de paralelización pueden encon-

trarse en [69].

3.1.4. Forzado del sistema

En esta tesis se emplearon condiciones iniciales de reposo para el campo de

velocidades v(r, t = 0) = 0, ∀ r, y fluctuaciones de densidad nulas en todo el

espacio θ(r, t = 0) = 0, ∀ r. Es por eso que la enerǵıa cinética es inicialmente nula

en todas las simulaciones. Se utilizó un forzado de Taylor-Green con número de

onda definido en k′F = (kTG, kTG, kTG), con kTG = 2 [96], luego el número de onda

efectivo del forzado es k′F = 2
√

3. Notar que en simulaciones numéricas se deben

consideran números de onda discretos, con lo cual aqúı el número de onda más

cercano a 2
√

3 será kF = 3. Las componentes cartesianas del forzado son

f = f0

 sin(kTGx) cos(kTGx)

− cos(kTGx) sin(kTGx)

0

 cos(kTGz). (3.8)

La amplitud del forzado fue elegida en cada resolución de tal forma que la enerǵıa

converja a valores de orden ∼ 1 en el estado turbulento estacionario. El número de

onda del forzado, kF , será utilizado para calcular el número de Reynolds de forma

numérica,

Re ≡ lFU

ν
, (3.9)

donde lF = 2π/kF es la escala de inyección de enerǵıa y como se definió anterior-

mente, U es la velocidad r.m.s.

Alexakis [1] presenta una descripción exhaustiva del mecanismo de forzado

Taylor-Green en un flujo rotante para varios números de Reynolds altos y números

de Rossby bajos. En ninguna simulación de esta tesis se inyectó enerǵıa potencial

al sistema. El forzado utilizado siempre es puramente mecánico.

3.2. Re-grillado

Para poder simular con mayor exactitud los fenómenos f́ısicos de interés en

esta tesis, se trabajó finalmente con una grilla cúbica de N3 = 5123 puntos. Es-

ta resolución es lo suficientemente alta como para preservar la exactitud de las

derivadas espaciales involucradas y capturar los fenómenos f́ısicos de interés. Sin
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embargo, aumentar la resolución implica un crecimiento exponencial en el número

de operaciones, aśı incrementando los tiempos de cómputo. Además, el tiempo de

convergencia hacia un estado estacionario en el que se llegan a excitar las escalas

de movimiento más pequeñas también crece exponencialmente. Es por esto que las

pruebas iniciales fueron realizadas en resoluciones más bajas (N3 = 1283 y 2563).

Considerando que en el presente trabajo se realizó un barrido en el espacio

de parámetros Nbv/f y Nbv, resultó de suma relevancia optimizar los tiempos de

cómputo. Con este fin se utilizó una técnica de re-grillado, que consiste en inicial-

mente simular el flujo en una resolución más baja, N0, desde el tiempo inicial t0

hasta tRG, momento en el cual se considera que el sistema de baja resolución ya

se encuentra en un régimen estad́ısticamente estacionario. En ese instante se frena

la simulación, se aumenta la resolución a NF (por ejemplo NF = 2N0, aunque no

necesariamente en un factor 2), se aumenta el número de Reynolds disminuyendo

la viscosidad, y se reanuda la evolución del sistema en la nueva resolución. El au-

mento de resolución puede reiterarse m veces hasta llegar a la resolución deseada:

N
(m)
f = 2mN0. De esta forma, sólo una fracción de la simulación se lleva a cabo en

la grilla más fina, reduciendo importantemente el costo computacional (en términos

de tanto memoria como CPU). Notar que este procedimiento de re-grillado también

puede ser empleado a la inversa, es decir para reducir la resolución espacial. Esto

último puede resultar útil por ejemplo cuando se realizan comparaciones con Simu-

laciones de Grandes Escalas (mejor conocidas como LES por sus siglas en inglés

para “Large Eddy Simulations”).

La implementación de este procedimiento requiere de algunos cuidados en el

código al momento de reanudar la simulación. Es necesario verificar que la parale-

lización de los cálculos de FFTs en grillas de distintos tamaños se haga de forma

correcta. A su vez, se deben realizar los chequeos de precisión para todas las normas,

como por ejemplo L2, pero también L∞ necesaria para la evaluación de singulari-

dades.

En la práctica, el método de re-grillado consiste de tomar un conjunto de datos

en el espacio real, transformarlo al espacio de Fourier, y luego completar con ceros

los nuevos números de onda para aumentar la resolución (o truncar el sistema para

reducirla). Finalmente, se realiza una transformada inversa multidimensional en la

nueva resolución espectral, para transformar el sistema de nuevo al espacio real

con la nueva resolución. Los datos resultantes pueden ser utilizados para reanudar

la simulación en la nueva resolución. Brachet y otros [15] presentan un estudio

detallado de implementación del esquema de re-grillado utilizado en esta tesis, y

confirman la confiabilidad del método en cuanto a la preservación de la exactitud

espectral del código.
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Caṕıtulo 4

Resultados

Una primer etapa de esta tesis consistió en realizar simulaciones en baja resolu-

ción con N3 = 1283 y N3 = 2563 (paralelizadas usando entre 8 y 16 procesadores

en un cluster con 200 procesadores, 256 GB de memoria RAM, y 16 TB de alma-

cenamiento en disco, con tiempos de cómputo de aproximadamente 12 h) con los

siguientes objetivos en vista: En primer lugar, comenzar a comprender la dinámica

del sistema rotante y estratificado en el rango de parámetros de parámetros estu-

diado (0,1 ≤ Nbv/f ≤ 10), y la influencia de Nbv y Nbv/f sobre las estructuras

anisótropas generadas en el flujo. En segundo lugar, hallar los parámetros idóneos

para que el método numérico pseudo-espectral converja correctamente en los suce-

sivos pasos y resuelva todas las escalas f́ısicamente relevantes. Los parámetros y las

configuraciones de control son: el paso temporal dt, la viscosidad ν, el coeficiente

de difusión κ, la intensidad del forzado f0 (de tal forma que la enerǵıa se mantenga

de orden O(1)), el tipo de forzado y los números de onda en los que se inyecta la

enerǵıa. En tercer lugar, las simulaciones de baja resolución fueron utilizadas para

generar las condiciones iniciales que luego se emplearon en simulaciones de mayor

resolución (N3 = 5123) mediante la re-dimensionalización de la grilla espacial. Es-

te procedimiento permitió ahorrar tiempo de cómputo en las simulaciones de alta

resolución, solamente teniendo que esperar a que el sistema se relaje a la nueva

resolución y viscosidad.

En este caṕıtulo se presentan entonces los resultados de estas simulaciones, re-

sumiendo primero el conjunto de todas las simulaciones realizadas para explorar el

espacio de parámetros, y discutiendo después los resultados para las simulaciones a

medida que se incrementa la resolución.
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4.1. Resumen de las simulaciones

En el cuadro 4.1 se detallan los parámetros empleados para las simulaciones

realizadas con resoluciones lineales N = 256 y 512, en el subespacio de parámetros

0,1 ≤ Nbv/f ≤ 10, más una simulación con N = 256 y con Nbv = f = 0. Los

sistemas tratados tienen números de Reynolds en el rango 310− 920 en el caso de

N = 256, y en el rango 800− 2300 para las simulaciones con N = 512. Los rangos

de números de Froude son 0,026− 1,8 para N = 256 y 0,051− 0,82 para N = 512,

mientras que los rangos de números de Rossby son 0,018 − 0,33 para N = 256 y

0,040 − 0,26 para N = 512. Los bajos números de Froude y Rossby dan lugar a

que aparezcan ondas de gravedad e inerciales respectivamente. El hecho de que los

números de Reynolds sean moderados (Re ∼ O(103)) permite que la turbulencia

no inhiba las ondas. Con números de Reynolds más chicos, el sistema no desarrolla

turbulencia. Por otro lado, con números de Reynolds más altos (Re & 105) el sistema

tendeŕıa en las escalas más pequeñas hacia la isotroṕıa estad́ıstica.

En todas las simulaciones rotantes y estratificadas de esta tesis se observa una

ruptura de la isotroṕıa estad́ıstica. Esto es consecuencia de la imposición de una

dirección privilegiada, en este caso el eje vertical êz paralelo al eje de rotación Ω̂ y

de estratificación ĝ. La anisotroṕıa de las estructuras caracteŕısticas del flujo se evi-

denciará más adelante donde mostraremos los cocientes entre las escalas integrales

perpendiculares y las paralelas a êz para el conjunto de las simulaciones realizadas.

4.2. Simulaciones con 2563 puntos

En la presente sección se presentan los resultados de las simulaciones con reso-

lución N3 = 2563 de fluidos con 0,1 ≤ Nbv/f ≤ 10, más una simulación de control

sin rotación ni estratificación con Nbv = 0 y f = 0.

4.2.1. Parámetros y forzado del sistema

Como se describió en §3.1.4, se emplearon condiciones iniciales de reposo para el

campo de velocidades, y nulas para las fluctuaciones de densidad en todo el espacio.

Se utilizó un forzado de Taylor-Green, y la amplitud del forzado f0 = 0,095 en la

ecuación (3.8) fue elegida de tal forma que la enerǵıa converja en valores ∼ O(1).

La viscosidad ν = 2 · 10−3 fue seleccionada de tal forma que sea posible resolver

la escala de disipación con la presente resolución. La difusividad es κ = 5 · 10−3.

El método numérico empleado utiliza la regla de los 2/3 para evitar aliasing en la

región de interés en el espacio de Fourier (ver §3.1). Luego, el máximo número de

onda resuelto es kmax = N/3 ≈ 85.
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Simulación Nbv/f Nbv f Re Fr Ro Reb τNLG α ε kη kfin ∆TNL
A1 - 0 0 490 - - - 4.5 1.8 ± 0.4 0.023 41 12 13
A2 0.1 0.1 1 390 1.80 0.18 1300 5.6 2.2 ± 0.4 0.012 35 11 11
A3 0.25 0.25 1 420 0.77 0.19 250 5.2 2.2 ± 0.3 0.015 37 10 11
A4 0.25 2 8 310 0.071 0.018 1.6 7.0 - ± - 0.0077 31 5 9
A5 0.5 0.5 1 440 0.40 0.20 70 5.0 2.3 ± 0.3 0.018 39 10 12
A6 0.5 4 8 720 0.082 0.041 4.8 3.1 - ± - 0.0024 23 4 20
A7 1 1 1 470 0.21 0.21 22 4.7 2.4 ± 0.2 0.022 41 10 13
A8 1 4 4 800 0.091 0.091 6.6 2.7 - ± - 0.0032 25 5 22
A9 1.54 1 0.65 460 0.21 0.33 21 4.7 2.3 ± 0.2 0.020 40 10 13
A10 2 2 1 520 0.12 0.24 7.3 4.2 2.7 ± 0.2 0.013 36 8 14
A11 2 8 4 920 0.053 0.11 2.6 2.4 - ± - 0.0068 30 5 25
A12 2.5 10 4 880 0.040 0.10 1.4 2.5 - ± - 0.0060 29 5 24
A13 3.5 3.5 1 540 0.070 0.25 2.7 4.1 2.7 ± 0.2 0.016 37 8 15
A14 5 5 1 550 0.050 0.25 1.4 4.0 2.7 ± 0.5 0.014 37 8 15
A15 10 10 1 560 0.026 0.26 0.37 3.9 2.3 ± 0.3 0.016 37 8 15

B1 (A3) 0.25 0.25 1 1100 0.82 0.20 740 4.9 1.9 ± 0.1 0.015 74 18 3
B2 (A5) 0.25 0.5 2 800 0.29 0.073 68 6.9 2.5 ± 0.4 0.0061 59 11 3
B3 (A5) 0.5 0.5 1 1200 0.43 0.22 220 4.6 2.0 ± 0.1 0.020 79 17 4
B4 (A6) 0.5 4 8 1800 0.08 0.040 11 3.1 - ± - 0.007 61 4 1
B5 (A7) 1 1 1 1200 0.22 0.22 58 4.5 2.1 ± 0.1 0.020 79 14 4
B6 (A10) 2 2 1 1400 0.12 0.25 21 4.0 2.3 ± 0.2 0.014 72 11 4
B7 (A11) 2 8 4 2300 0.053 0.11 6.4 2.4 - ± - 0.0029 49 4 2
B8 (A14) 5 5 1 1400 0.051 0.26 3.7 3.9 2.5 ± 0.3 0.015 74 10 5

Cuadro 4.1: Datos de simulaciones con N = 256 (A1 a A15) y N = 512 (B1 a B8). Se detalla (entre paréntesis) el estado final

utilizado como condición inicial para el re-grillado. α es el exponente del ajuste de potencias sobre el espectro de enerǵıa isótropo,

y ∆TNL = T/τNLG el número de tiempos no-lineales considerados en la ventana temporal de promediado. Ver la definición de las

magnitudes en el texto.
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Figura 4.1: Enerǵıa cinética en función del tiempo para las simulaciones conN = 256
(simulaciones A1 a A15 en la tabla 4.1).

4.2.2. Estado estad́ısticamente estacionario

La figura 4.1 muestra la evolución de enerǵıa cinética para todas las simulacio-

nes con N = 256, definida por simplicidad como Ec(t) =< |v|2(t) >X . La escala

temporal, en unidades adimensionales, corresponde al tiempo de giro de un vórtice

en las escalas grandes con L = 1 y velocidad U = 1. Las curvas presentan un fuerte

crecimiento inicial pues comienza a actuar el forzado de Taylor-Green sobre el fluido

que se encuentra inicialmente en reposo, hasta llegar a un máximo a los ∼ 5 τNLG

(los tiempos no-lineales, τNLG, de cada simulación se detallan en el cuadro 4.1).

Aqúı es cuando la cascada directa de enerǵıa finalmente llega a excitar las escalas

de disipación y el sistema comienza a disipar enerǵıa en forma significativa. Esto

hace que la enerǵıa decrezca hasta estabilizarse en valores entre ∼ 0,2 y ∼ 0,8.

Para asegurar la estacionareidad del sistema, se dejó evolucionar la simulación
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Figura 4.2: Enstrof́ıa en función del tiempo para N = 256. El código de colores es
el mismo que en la figura 4.1
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Figura 4.3: Tasa de inyección de enerǵıa cinética en función el tiempo, para la
simulación A1 sin rotación ni estratificación. El promedio de la tasa de inyección,
〈ε(t)〉T = 0,023, calculado sobre la región gris, se utiliza para estimar la escala de
disipación.

hasta lograr la estabilización de la enstrof́ıa Ω(t) alrededor de un valor asintótico.

En todas las simulaciones, como se observa en la figura 4.2, esta convergencia se

logró antes de t0 = 60. Es por eso que para todos los cálculos de valores medios y

transformadas de Fourier realizados en esta sección, se empleó la ventana temporal

It = [t0, tf ] = [60, 120]. El largo de las ventanas T = tf − t0 = 60 corresponde a

entre 5 y 25 tiempos no-lineales, dependiendo de la simulación.

4.2.3. Estimación de la escala disipativa (Nbv = f = 0)

Como experimento de control, se realizó una simulación (A1 en la tabla 4.1) con

N = 256 sin rotación (f = 0) ni estratificación (Nbv = 0). Para estimar la escala

de disipación η ∼ 1/kη de todas las simulaciones con N = 256, se empleó esta

simulación de control, y se aplicó la estimación en la ecuación (2.40) que surge

del análisis dimensional en la teoŕıa de Kolmogorov: η ∼ (ν3/ε)1/4. La tasa de

inyección media, 〈ε(t)〉T = 0,023, se obtiene de promediar la curva de la figura 4.3

en la ventana temporal It. Esto resulta en una escala de disipación η ≈ 2,4 ·10−2, lo

que equivale a decir que el rango disipativo comienza en el número de onda kη ≈ 41.

Aśı, esta simulación, y las demás simulaciones con N = 256, están bien resueltas

espacialmente.

4.2.4. Análisis espectral

A diferencia de la escala disipativa, los rangos inerciales fueron determinados

para cada simulación en particular. En cada caso, el mismo se determinó como el

rango de números de onda entre kF = 3 y kfin, para los cuales el flujo de enerǵıa
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Figura 4.4: Flujo de enerǵıa total Π (k) para la simulación A1 sin rotación ni estra-
tificación, en escala logaŕıtmica para el eje horizontal y lineal para el eje vertical.
La ĺınea punteada indica el inicio estimado del rango inercial, es decir el número de
onda donde el forzado inyecta la enerǵıa, kF = 3, mientras que el ćırculo indica el
final estimado del rango inercial, kfin = 12, definido como el punto en el que el flujo
de enerǵıa decae a un 50 % de su valor máximo.

se manteńıa considerablemente constante; es decir que en este rango la enerǵıa se

conserva en forma aproximada mientras se transfiere entre escalas. Es necesario en-

tonces establecer un valor arbitrario para la máxima cáıda aceptable del flujo. El

criterio utilizado para determinar el fin del rango inercial kfin, es que este sea el

número de onda en el cual el flujo de enerǵıa Π (k) decae a un 50 % de su valor

máximo en la escala de inyección de enerǵıa. A modo de ejemplo, en la figura 4.4

se muestra la curva de flujo de enerǵıa para el caso de la simulación sin rotación ni

estratificación, para la cual se obtiene como una aproximación del rango inercial el

intervalo [kF , kfin] = [3, 12]. Más adelante será evidente que aumentando la resolu-

ción y disminuyendo la viscosidad, crecerá el número de Reynolds, y por lo tanto

se extenderán los rangos inerciales de las simulaciones.

En la figura 4.5 se observa el espectro de enerǵıa isótropo E(k) compensado por

k−5/3, la ley de escalas predicha por la teoŕıa de Kolmogorov para el espectro en un

flujo turbulento isótropo y homogéneo. Se espera que en el rango inercial E(k)/k−5/3

se mantenga horizontal, luego la figura 4.5 indicaŕıa que dentro del rango inercial

estimado a partir de los flujos de enerǵıa vale la ley de escalas k−5/3 de Kolmogorov

de forma aproximada.

Una vez determinados los rangos inerciales de cada simulación, es posible realizar

un ajuste de potencias en k sobre el espectro E(k) en esta región para determinar

cuál es la ley de potencias aproximada que se cumple en cada caso. Para hallar el

exponente caracteŕıstico, se aplica un ajuste lineal de cuadrados mı́nimos sobre los

datos en escala logaŕıtmica {log10[ki] , log10[E(ki)]}, restringido a los números de

onda pertenecientes al rango inercial. En el caso de la simulación sin rotación ni
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Figura 4.6: Espectro isótropo de la enerǵıa para la simulación A1 sin rotación ni
estratificación. La recta de referencia punteada (· · · ) indica el exponente de escala
−5/3 ' 1,7 que predice la teoŕıa K41, mientras que la recta sólida (—) muestra el
exponente α = 1,8±0,4 que resultó del ajuste lineal aplicado sobre el logaritmo del
espectro de enerǵıa en el rango inercial.

estratificación (ver fig. 4.6), se obtiene un exponente α = −1,8± 0,4 para la ley de

potencias E(k) ∼ k−α. Los errores presentados, aśı como en todos los parámetros de

ajuste que se presenten a continuación, corresponden a los intervalos de confianza

de 95 % de los ajustes de cuadrados mı́nimos. Este exponente es compatible con

el exponente −5/3 ' 1,7 que predice la teoŕıa de Kolmogorov para turbulencia

isótropa y homogénea.

Los rangos inerciales para cada una de las simulaciones con rotación y estratifi-

cación fueron determinados de forma análoga a cómo se hizo para la simulación de

control A1. En la figura 4.7 se presentan los flujos de enerǵıa isótropos utilizados pa-

ra hallar dichos rangos inerciales en las simulaciones con f = 1; además se grafican

los flujos perpendiculares y paralelos (definidos en las ecs. (2.31a) y (2.31b) respec-

tivamente). Todos los rangos inerciales comienzan aproximadamente en kF = 3. Los
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Figura 4.7: Flujos de enerǵıa isótropo (—), perpendicular (− · −) y paralelo (· · · )
de la enerǵıa total (definidos en las ecs. (2.23) y (2.31)), para las simulaciones con
N = 256 y con f = 1. El ćırculo indica el fin del rango inercial, definido como el
número de onda en el que el flujo decae a un 50 % de su máximo.

finales estimados de los respectivos rangos inerciales, kfin, determinados a partir de

los flujos de enerǵıa (fig. 4.7), están detallados en la tabla 4.1.

Dentro de los rangos inerciales se identificaron las leyes de potencias que siguen

los espectros isótropos de cada una de las configuraciones. Como se describió en

§2.5.4 y §2.4.3, se espera que el espectro de enerǵıa isótropo en turbulencia rotante,

dentro del rango inercial, siga una ley de escalas E(k) ∼ k−2, mientras que en los

flujos estratificados se espera que siga la ley E(k) ∼ k−3. Ambas leyes de potencia

corresponden al ĺımite de Reynolds infinito. Para números de Reynolds más bajos,

como es el caso de las simulaciones de esta tesis, puede esperarse un espectro más

empinado en el rango inercial ya que hay disipación de enerǵıa no despreciable en
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números de onda bajos.

Notar que los espectros de turbulencia rotante y estratificada son anisótropos

(ver §2.4.3 y §2.5.4), por simplicidad aqúı se consideran las leyes para los espectros

isótropos, tomando a estas como aproximaciones de las leyes originales. Esta apro-

ximación está fundamentada por el hecho de que en el rango inercial domina E(k⊥)

sobre E(k‖) en el caso rotante, y viceversa en el caso estratificado (ver fig. 4.9). En

la figura 4.8 se observan los espectros de enerǵıa cinética, potencial y total (suma

de las últimas dos), para cada una de las simulaciones con N = 256 y con f = 1.

Superpuestas a estos espectros, a modo de referencia se muestran las pendientes

correspondientes a las leyes de escala aproximadas que se esperan en cada caso:

∼ k−2 para Nbv/f < 1, ∼ k−3 para Nbv/f > 1 y ∼ k−2,5 para Nbv = f . También

se presentan las pendientes que salen de ajustar linealmente al espectro en esca-

la logaŕıtimica dentro del rango inercial estimado. Con excepción de la simulación

A15 (para la cual Nbv/f = 10), en los casos presentados con f = 1 los espectros

se vuelven más empinados a medida que se incrementa el valor de Nbv, con expo-

nentes de escala tendiendo hacia α = 2 cuando domina la rotación (Nbv/f < 1),

y hacia α = 3 cuando domina la estratificación (Nbv/f > 1). En la simulación A7

donde la rotación está balanceada con la estratificación (Nbv = f), el exponente

del ajuste es α = 2,4± 0,2, valor compatible con la ley de potencias esperada para

este caso, α = 2,5. Además, a partir de los datos de la tabla 4.1, es evidente que la

rotación y estratificación hacen que el espectro se vuelva más empinado que en el

caso no rotante y no estratificado, donde el ajuste da un exponente α = 1,8± 0,4,

valor compatible con el espectro E(k) ∼ k−5/3 de Kolmogorov. En casos en los

que el rango inercial es muy angosto, en la tabla 4.1 no se presentan los exponentes

caracteŕısticos α debido a la falta de datos como para tener significancia estad́ıstica.

En las escalas integrales (números de onda tales que k . kF ∼ 1/lF ) de los es-

pectros de las simulaciones predominantemente estratificadas A9-A15 (correspon-

dientes a las figs. 4.8(e)-4.8(i), con 1,54 ≤ Nbv/f ≤ 10) se observa una cierta

acumulación de enerǵıa en escalas mayores a la de inyección (lF ), lo que aplana

el espectro en ese rango, en comparación con las simulaciones predominantemen-

te rotantes (A1-A6). En la figura 4.7 también se observa un flujo de enerǵıa total

negativo en el mismo rango para estas simulaciones, especialmente en los casos en

el entorno de Nbv/f ≈ 2 donde el flujo negativo es el más grande. Esto indicaŕıa

la posible presencia de una cascada de enerǵıa inversa como mecanismo de transfe-

rencia de enerǵıa a las escalas más grandes. Por otro lado, la enerǵıa potencial no

presenta acumulación de enerǵıa en las escalas integrales.

Para comprender la estructura anisótropa del sistema a medida que se barre el

parámetro Nbv/f , resulta útil mirar los espectros perpendicular E(k⊥) y paralelo

E(k‖), definidos en las ecuaciones (2.28a) y (2.28b) respectivamente. En la figura 4.9
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(e) Simulación A9, Nbv/f = 1,54 y Re = 460
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(f) Simulación A10, Nbv/f = 2 y Re = 520
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(g) Simulación A13, Nbv/f = 3,5 y Re = 540
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(h) Simulación A14, Nbv/f = 5 y Re = 550

1 2 3 8 50
10

−10

10
−7

10
−4

10
−1

k

E

k
−2.3± 0.3

k
−3

(i) Simulación A15, Nbv/f = 10 y Re = 560

Figura 4.8: Espectros isótropos de la enerǵıa cinética (− · −), potencial (· · · ) y
total (—) promediados en la ventana temporal It, para las simulaciones con N =
256. La enerǵıa total casi no se aparta de la cinética, ya que en cada número
de onda, la contribución de la enerǵıa potencial es aproximadamente un orden
de magnitud menor a la enerǵıa cinética. Arriba de los espectros se grafican las
pendientes correspondientes a la ley de escalas esperada según domine la rotación
o estratificación (—), y a la pendiente del ajuste lineal del espectro de enerǵıa total
en escala logaŕıtmica, dentro del rango inercial estimado (· · · ).
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(d) Sim. A7, Nbv/f = 1.
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(e) Sim. A9, Nbv/f = 1,54.
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(f) Sim. A10, Nbv/f = 2.
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(g) Sim. A13, Nbv/f = 3,5.
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(h) Sim. A14, Nbv/f = 5.
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(i) Sim. A15, Nbv/f = 10.

Figura 4.9: Espectros paralelo E(k‖) y perpendicular E(k⊥) de la enerǵıa total,
promediados a lo largo de la ventana temporal entre t0 = 60 y tf = 120, y divididos
por el espectro isótropo promedio E(k), para las simulaciones con N = 256 y con
f = 1.

se observa que en las mayores escalas (k < kF ), para Nbv/f < 1 domina la contribu-

ción del espectro paralelo de enerǵıa total E(k‖) por encima de la del perpendicular

E(k⊥). Esta relación se invierte para Nbv/f > 1, donde domina E(k⊥) por encima

de E(k‖). En contraste, para escalas en el rango inercial (kF < k < kfin), domina el

espectro perpendicular respecto al paralelo para Nbv/f < 1, y el paralelo respecto

al perpendicular para Nbv/f > 1. En las simulaciones con Nbv/f < 1, el dominio de

E(k⊥) sobre E(k‖) se mantiene hasta las escalas disipativas. Sin embargo, para las

simulaciones con estratificación dominante A9 (Nbv/f = 1,54) y A10 (Nbv/f = 2),

en las figuras 4.9(e) y 4.9(f) respectivamente, se observa que la relación entre E(k⊥)

y E(k‖), se vuelve a invertir, con E(k⊥) > E(k‖) en las escalas más pequeñas. En

el caso de la simulación A9, este cruce se da alrededor del fin del rango inercial
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(k ≈ kfin) mientras que para A10, se da en números de onda mayores. Es decir,

que en ambas simulaciones se presentan tres regiones marcadas por el inicio y fin

del rango inercial. Finalmente, para el caso en el que la rotación y la estratificación

están en balance Nbv = f = 1 (fig. 4.9(d)), se tiene que E(k‖) ≈ E(k⊥) desde las

escalas más grandes hasta aproximadamente el fin del rango inercial, dominando el

espectro perpendicular en las escalas más pequeñas. Para las simulaciones estŕıcta-

mente contenidas en el rango no-resonante (1/2 < Nbv/f < 2), pareciera que el

fin del rango inercial marca un lugar relevante en la relación entre los espectros

reducidos direccionales. Seŕıa necesario realizar un mayor número de simulaciones

dentro de este rango para confirmar la importancia de esta escala en la relación

entre los espectros direccionales, y para confirmar la existencia de tres regiones de

dominio, análogas a las observadas en las simulaciones A9 y A10. Sin embargo, con

los datos aqúı mostrados se da evidencia clara de tres reǵımienes del rango inercial

en el espacio de parámetros. Para Nbv/f < 1, E(k⊥) ≈ E(k) y domina la dinámica

de todo el rango inercial (compatible con estructuras con forma de columna). Para

Nbv/f > 1, E(k‖) ≈ E(k) (compatible con un flujo en estratos o capas verticales).

Y para Nbv/f ≈ 1, E(k⊥) ≈ E(k‖) ≈ E(k).

Para conocer las escalas en el espacio real de las estructuras formadas como

consecuencia de la rotación o estratificación del sistema, resulta útil estudiar el

cociente entre la escala integral perpendicular L⊥ y la paralela L‖, definidas en las

ecuaciones (2.58). Para calcular los resultados presentados aqúı, se hace un paso

del continuo al caso discreto, transformando las integrales de la ecuación (2.58) a

sumas sobre números de onda hasta kmax = N/3,

L⊥ ≡ 2π

∑kmax

1 k−1
⊥ E(k⊥)∑kmax

1 E(k⊥)
, (4.1a) L‖ ≡ 2π

∑kmax

1 k−1
‖ E(k‖)∑kmax

1 E(k‖)
. (4.1b)

En la figura 4.10 se muestra la evolución de la razón L⊥/L‖(t) para la simulación

A5. En la figura 4.11 se muestra para cada simulación, el promedio de L⊥/L‖(t)

calculado en las ventanas temporales It. Además de mostrar las simulaciones con

N = 256, en esta figura mostramos también resultados para las simulaciones con

N = 512 que serán discutidas en detalle en la próxima sección. Para N = 256,

It = [60, 120]; las ventanas de integración para N = 512 se presentan en la tabla

4.1. La figura 4.11 también muestra una posible relación lineal directa
〈
L⊥/L‖

〉
T

=

aNbv/f + b (con a > 0) en la región no-resonante (1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2), lo cual indica

que la enerǵıa pasa de estar concentrada en grandes estructuras verticales a estar

en grandes estructuras horizontales a medida que se aumenta el parámetro Nbv/f .

Esta linealidad se pierde fuera del rango no-resonante. En la región de anulación

de tŕıadas resonantes se espera que dominen los modos CG, con lo cual la relación
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Figura 4.11: Cociente entre la escala integral perpendicular y la paralela, promedia-
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, para distintas resoluciones
(N = 256 en azul, N = 512 en rojo), y distintos valores de Nbv y f . La zona pinta-
da de gris indica la región no-resonante, y la recta negra representa el ajuste lineal
aplicado a los datos que pertenecen a este rango.

de linealidad observada en la figura 4.11 es compatible con la teoŕıa de turbulencia

cuasi-geostrófica (CG) de Charney [22]. Charney propone que el flujo turbulento

CG es isótropo en la coordenada re-escalada (Nbv/f)z, lo que implica una escala

vertical L‖ ∼ (f/N)L⊥, o lo que es lo mismo, L⊥/L‖ ∼ Nbv/f [102]. Esta ley de

escalas fue verificada en simulaciones numéricas de las ecuaciones CG [82] en las que

se encontró que L⊥/L‖ ≈ 1,3(Nbv/f). En la figura 4.11 se presenta un ajuste lineal
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restringido a los datos contenidos en la región no-resonante, de donde se obtuvo

una pendiente a = 0,24 ± 0,02. Sin embargo, dado que aqúı se utilizaron distintas

definiciones para las escalas integrales direccionales (2.58a,2.58b), este valor no es

directamente comparable con el publicado en [82].

Fuera de la región no-resonante se pierde la relación de linealidad: para Nbv/f �
2 se evidencia una saturación en el efecto de concentración de enerǵıa en escalas

perpendiculares. No hay suficientes datos en la región Nbv/f � 1/2 para evaluar la

validez de la relación de linealidad en esa región del espacio de parámetros.

4.2.5. Espectro axisimétrico

Continuando con el análisis de la distribución espectral de enerǵıa en función de

Nbv/f , en la figura 4.12 se presentan las curvas de nivel de los espectros axisimétricos

de enerǵıa cinética en función de k⊥ y k‖, definidos en la ecuación (2.27). La escala

logaŕıtmica de grises indica la intensidad de Ec(k⊥, k‖) en cada punto del espacio

Fourier. En el caso de perfecta isotroṕıa se esperaŕıa que las curvas de nivel formen

arcos de un ćırculo. A medida que Nbv/f se aparta de la unidad, en el caso Nbv/f >

1, se evidencia una tendencia de la enerǵıa a acumularse sobre k⊥ = 0, mientras

que en el caso Nbv/f < 1, sobre k‖ = 0. Las curvas de nivel se acomodan a esta

distribución de enerǵıa anisótropa.

La isotroṕıa para el caso Nbv = f = 1 es compatible con lo observado en la

simulación A7 (fig. 4.12(d)). En las simulaciones A9-A15, con Nbv/f > 1 (figs.

4.12(e)-4.12(i)) es evidente que la enerǵıa se tiende a acumular hacia modos con

k⊥ = 0 a medida que aumenta el grado de estratificación tal como se mencionó. En

las simulaciones A2-A5, con Nbv/f < 1 (figs. 4.12(a)-4.12(c)), la acumulación de

enerǵıa sobre k‖ = 0 esperada se observa de forma sutil si se compara el valor de

k⊥ en el que cada curva de nivel cruza el eje horizontal, con el valor de k‖ en el que

la misma curva de nivel cruza el eje vertical.

4.3. Simulaciones con 5123 puntos

En esta sección se presentan los resultados de las simulaciones llevadas a cabo

con resolución N = 512. A los análisis realizados en la sección anterior, se le agrega

un estudio del espectro espacio-temporal F (k, σ) (donde F puede ser el espectro

de potencia de vx, vy, vz, θ o la enerǵıa total E) que permite capturar en mayor

detalle la presencia o ausencia de ondas respectivamente fuera o dentro de la región

no-resonante, 1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2, definida en §2.6.6.
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(a) Sim. A2, Nbv/f = 0,1. (b) Sim. A3, Nbv/f = 0,25. (c) Sim. A5, Nbv/f = 0,5.

(d) Sim. A7, Nbv/f = 1. (e) Sim. A9, Nbv/f = 1,54. (f) Sim. A10, Nbv/f = 2.

(g) Sim. A13, Nbv/f = 3,5. (h) Sim. A14, Nbv/f = 5. (i) Sim. A15, Nbv/f = 10.

Figura 4.12: Espectro axisimétrico Ec(k⊥, k‖) de la enerǵıa cinética promediado
sobre la ventana temporal entre t0 = 60 y tf = 120 para las simulaciones con
N = 256. La escala logaŕıtimica de grises indica la amplitud espectral en cada
punto del plano k⊥, k‖.

4.3.1. Elección de parámetros de las simulaciones

Se utilizó una cadencia temporal lo suficientemente alta como para poder efec-

tivamente calcular el espectro espacio-temporal F (k, σ) para cada campo F . Para

capturar los efectos de ondas, el paso temporal debe ser por lo menos el doble de la

frecuencia de las ondas más rápidas del sistema (de gravedad si Nbv/f > 1, o iner-

ciales si Nbv/f < 1). Para el método de Runge-Kutta de segundo orden se utilizó un

paso temporal de dt = 10−3, adquiriendo la transformada Fourier espacial de los

campos cada 10 pasos (dts = 10−2), y adquiriendo las cantidades f́ısicas globales

(enerǵıa, enstrof́ıa y tasa de inyección de enerǵıa) cada 20 pasos (dtg = 2 · 10−2).
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Para mantener ε ∼ O(1) con la resolución aumentada, se redefine la viscosidad de

tal forma que siga valiendo kη ∼ kmax, donde kmax = N/3 y kη ∼ (ε/ν3)1/4. Luego,

comparando con los valores de la simulación con N = 256

k
(256)
max

k
(512)
max

=
256

512
∼

[
ε(256)

ε(512)

(
ν(512)

ν(256)

)3
]1/4

∼ k
(256)
η

k
(512)
η

,

⇒ ν(512) ∼

[(
256

512

)4
ε(512)

ε(256)

]1/3

ν(256),

y pidiendo ε(512) ∼ ε(256) por hipótesis de la teoŕıa K41,

⇒ ν(512) ∼
[

256

512

]4/3

ν(256),

ν(256) = 2 · 10−3 ⇒ ν(512) ∼ 8 · 10−4.

Luego, la viscosidad se configuró en ν = 8 ·10−4. Se utilizó un forzado de Taylor-

Green (3.8) con amplitud f0 = 9,5 · 10−2 y nuevamente kF = 3, barriendo Nbv/f

entre 0,25 y 5. Los valores de Nbv y f fueron elegidos, igual que en la sección §4.2,

de tal forma que no se viole la condición CFL con la resolución ampliada (N = 512)

y el nuevo paso temporal (dt = 10−3). Con el objetivo de ganar tiempo de cómputo,

para cada una de las simulaciones con N = 512 se utilizó el último estado de la

simulación asociada con N = 256 (de igual Nbv y f) como condición inicial, y el

método de re-grillado descripto en la sección §3.2 para duplicar la resolución de

la misma. De este modo se logra llegar a un estado turbulento estacionario en un

menor tiempo de cómputo (∼ 1τNLG), ya que el sistema sólo debe relajar a la nueva

viscosidad y resolución.

Al igual que en la sección §4.2, para realizar los cálculos espectrales y de va-

lores medios, se determinó un tiempo inicial t0 considerado como el instante en el

cual la enstrof́ıa se estabiliza (fig. 4.13). En esta sección, los valores de t0 no serán

necesariamente iguales para cada una de las simulaciones, pues los tiempos de esta-

bilización difieren. Para las simulaciones B1-B8 los tiempos iniciales de las ventanas

temporales son t0 = 10, 10, 10, 5, 10, 10, 8 y 6 respectivamente.

La estabilización hacia un nuevo estado estad́ısticamente estacionario se verifica

en la evolución del espectro isótropo E(k), que se observa a modo de ejemplo en la

figura 4.14 correspondiente a la simulación B1. En la condición inicial el espectro

decae rápidamente para k > k
(256)
max (k

(256)
max = 85), ya que a t = 0 esos modos no

tienen enerǵıa. A medida que el sistema se relaja a la nueva resolución y viscosidad,

la cascada directa de enerǵıa excita las amplitudes espectrales correspondientes a
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Figura 4.13: Enstrof́ıa en función del tiempo para las simulaciones con N = 512,
normalizada por el máximo valor de Ωc en la serie temporal para observar mejor el
detalle de las curvas.

1 3 10 100 170

10
−16

10
−14

10
−12

10
−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

k

E
c
(k

)

 

 

t=0.01

t=6.61

t=13.2

t=19.8

t=26.4

Figura 4.14: Espectro isótropo de enerǵıa cinética en múltiples instantes, para la
simulación B1 con N = 512, f = 1 y con Nbv/f = 0,25.

números de onda k
(256)
max < k < k

(512)
max (k

(512)
max = 170), que eran inaccesibles para

N = 256 pero que śı lo son para la resolución ampliada.

En cada simulación, de la misma forma que en §4.2, a partir del flujo de enerǵıa

(ver la fig. 4.15) se estimó el fin del rango inercial del sistema. Los rangos inerciales

resultantes para las simulaciones B1-B8 se detallan en la tabla 4.1. Todos comienzan

aproximadamente en kF = 3, y finalizan en el número de onda kfin. Notar que al

aumentar la resolución espacial, los rangos inerciales se ensanchan.

En las figuras 4.15, correspondientes a los flujos de enerǵıa de las simulaciones

con f = 1 y Nbv entre 0,25 y 5, se evidencia que en las escalas más grandes el

flujo negativo de enerǵıa es más intenso (mayor en módulo) para Πk‖ que para Πk⊥

en el caso de rotación dominante (Nbv/f < 1), y viceversa para cuando domina

la estratificación (Nbv/f > 1). También, que para las simulaciones en el entorno

de Nbv/f ≈ 2 el flujo negativo toma su valor absoluto máximo. Es decir que la
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Figura 4.15: Flujo de enerǵıa cinética isótropo (—), perpendicular (−·−) y paralelo
(· · · ), para las simulaciones con N = 512 y con f = 1.

transferencia inversa de enerǵıa es nuevamente máxima en el entorno de este valor.

Como consecuencia de la diferencia en la intensidad del flujo negativo en las

direcciones k⊥ y k‖ al variar Nbv/f , tenderá a haber una mayor acumulación de

enerǵıa en las escalas grandes hacia k‖ = 0 para el caso Nbv/f � 1, y hacia k⊥ = 0

para Nbv/f � 1. En contraste, en el rango inercial (escalas chicas con k > kF ), el
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flujo de enerǵıa positivo (hacia escalas más pequeñas) es dominado por Πk⊥ para

Nbv/f < 1, y por Πk‖ para Nbv/f > 1. Esto indica que en el caso de rotación

dominante la transferencia de enerǵıa hacia escalas más pequeñas se lleva a cabo

en el espacio de Fourier predominantemente de forma radial hacia afuera de los

cilindros concéntricos con ejes principales paralelos a kz, mientras que en el caso de

estratificación dominante esta transferencia se realiza predominantemente a través

de planos normales a kz.

En resumen, en el caso de flujos predominantemente rotantes, la cascada inversa

es dominada por la transferencia de enerǵıa en k‖ (hacia modos con k⊥ 6= 0 y

k‖ = 0), mientras que la cascada directa es dominada por flujo de enerǵıa en k⊥

(hacia k⊥ � kF ). Esto es compatible con estructuras con forma de columna y con

gradientes verticales despreciables. En contraste, en los flujos predominantemente

estratificados, la cascada inversa es dominada por la transferencia de enerǵıa en k⊥

(hacia modos con k‖ 6= 0 y k⊥ = 0), mientras que la cascada directa es dominada por

flujo de enerǵıa en k‖ (hacia k‖ � kF ). Esto es compatible con estructuras con forma

de capas con fuertes gradientes verticales y gradientes horizontales despreciables, y

con la formación de vientos horizontales con cizalla vertical. Todos estos resultados

también son consistentes con lo observado en la resolución más baja (ver fig. 4.7).

Una vez determinados los rangos inerciales, es posible buscar los exponentes que

caracterizan las leyes de escala de los espectros de enerǵıa en este rango. Los expo-

nentes observados en los rangos inerciales (ver tabla 4.1 y fig. 4.16) se encuentran

entre los exponentes esperados para la turbulencia rotante (E(k) ∼ k−2, ver §2.5.4)

y la estratificada (∼ k−3, ver §2.4.3). En la figura 4.16 que muestra los espectros

de las simulaciones con N = 512 y con f = 1, se observa que aśı como ocurŕıa con

N = 256, con N = 512 el espectro de enerǵıa se vuelve más empinado a medida

que se incrementa el parámetro Nbv. Para la simulación B1 con Nbv/f = 0,25, la

pendiente del ajuste lineal del espectro en escala logaŕıtmica es 1,9 ± 0,1, es de-

cir, compatible con la ley de potencias esperada para flujos predominantemente

rotantes. En el otro extremo, para la simulación B8 con Nbv/f = 5, la pendiente

según el ajuste es 2,5 ± 0,3, que se aproxima a la pendiente esperada para flujos

predominantemente estratificados.

La mayor intensidad del flujo negativo para Π (k‖) (Π (k⊥)) mencionada más

arriba, en comparación con Π (k⊥) (Π (k‖)) en el caso de Nbv/f = 0,25 (Nbv/f = 5)

observada entre las figuras 4.15(a) y 4.15(e), es consistente con la acumulación de

enerǵıa en grandes escalas que se observa en el espectro paralelo Ec(k‖) (perpendicu-

lar Ec(k⊥)) en la figura 4.17(a) (4.17(b)). Estas observaciones indican una cascada

de enerǵıa inversa hacia grandes escalas en k‖ en el caso de rotación dominante,

y una transferencia hacia escalas grandes en k⊥ en el caso de estratificación domi-

nante. Los mecanismos de cascadas inversas de enerǵıa son los responsables de la
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Figura 4.16: Espectros isótropos de la enerǵıa cinética (−·−), potencial (· · · ) y total
(—) promediados sobre las ventanas temporales It, definidas independientemente
para cada una de las simulaciones con N = 512 y con f = 1. Diferentes leyes de
potencia se muestran como referencia.
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Figura 4.17: Espectros isótropo, paralelo y perpendicular de la enerǵıa cinética,
promediados sobre las ventanas temporales It correspondientes a cada una de las
simulaciones B1 y B8, con Nbv/f = 0,25 y Nbv/f = 5 respectivamente, y ambas con
f = 1.

relación directa entre
〈
L⊥/L‖

〉
T

y Nbv/f observada en la figura 4.11.

Por otro lado, para k > kF , al igual que en los flujos direccionales de la figura
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(a) Sim. B1, Nbv/f = 0,25. (b) Sim. B3, Nbv/f = 0,5. (c) Sim. B5, Nbv/f = 1.

(d) Sim. B6, Nbv/f = 2. (e) Sim. B8, Nbv/f = 5.

Figura 4.18: Espectro axisimétrico de la enerǵıa cinética en función de las compo-
nentes paralela y perpendicular del número de onda, promediado temporalmente,
para las simulaciones con N = 512 y con f = 1.

4.15, en los espectros reducidos de la figura 4.17 se observa que en la simulación con

Nbv/f = 0,25 domina el espectro perpendicular de la enerǵıa cinética Ec(k⊥) (fig.

4.17(a)), mientras que en el caso con Nbv/f = 5 domina el espectro paralelo Ec(k‖)

(fig. 4.17(b)).

4.3.2. Espectro axisimétrico

Al igual que para N = 256 (§4.2.5), se calcularon los espectros axisimétricos de

la enerǵıa cinética Ec(k⊥, k‖) cada 200 pasos temporales, es decir con una cadencia

dts = 0,2. Estos espectros axisimétricos fueron luego promediados a lo largo de

las ventanas temporales It correspondientes a cada simulación, para producir las

figuras 4.18 en donde se presentan las curvas de nivel de los espectros en el plano

k⊥, k‖.

En las simulaciones con Nbv/f = 0,25 y 0,5 se esperaŕıa una transferencia pre-

dominante de enerǵıa hacia modos con k‖ = 0. Estos modos que surgen en la

turbulencia puramente rotante son denominados en la literatura como modos bidi-

mensionales o 2D [25, 19, 51], y como ya se mencionó tienden a formar estructuras

vorticales estiradas en el eje êz con “forma de filamentos” o columnas (ver fig. 2.3).

La propagación de enerǵıa para formar estas estructuras se hace mediante ondas
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inerciales cuya velocidad de grupo es máxima en dirección êz. En las figuras 4.18(a)

y 4.18(b), correspondientes a las simulaciones B1 y B3, esto se observa como un sutil

aplastamiento de las curvas de nivel del espectro axisimétrico hacia el eje k‖ = 0.

Por otro lado, en la figura 4.18(e), que corresponde a la simulación B8, con

Nbv/f = 5, se evidencia claramente un aplastamiento de las curvas de nivel hacia

el eje k⊥ = 0. Esta observación verifica que el flujo de enerǵıa ocurre predomi-

nantemente hacia modos con k⊥ = 0, conocidos como modos unidimensionales o

1D, caracteŕısticos de la turbulencia puramente estratificada [26, 90, 19, 60]. En los

modos 1D hay una propagación de enerǵıa en el plano x−y mediante ondas de gra-

vedad, lo que termina formando estructuras aplanadas con “forma de panqueque”

en este plano, y con espesor despreciable en el eje êz (ver fig. 2.2).

4.3.3. Espectro espacio-temporal

En esta sección se presentan los espectros espacio-temporales de los campos vx

y vz, con el fin de detectar la presencia o ausencia de ondas de gravedad-inerciales

en los sistemas estudiados. Como se mencionó anteriormente, para realizar este

análisis se debieron almacenar los campos con muy alta cadencia, con dts = 10−2,

para poder resolver las ondas en el tiempo y el espacio.

En los sistemas con rotación dominante (Nbv/f � 1) se considera el campo

vx pues se espera que esta componente del campo de velocidades sea más intensa

cuando haya ondas inerciales ya que la perturbación ocurre en el plano x−y según la

ecuación (2.73). En contraste, para los sistemas fuertemente estratificados (Nbv/f �
1) se considera vz pues es la componente que se espera sea más intensa en las ondas

de gravedad según la ecuación (2.63). Para los sistemas más balanceados (Nbv ≈ f),

se presentan los espectros de ambas componentes. Dado que los espectros dependen

de k = (kx, ky, kz) y de la frecuencia σ, para visualizar estos espectros de forma más

clara se fijan algunas componentes de k. En el caso de vx se fijan ky = 0 y kx en 3

valores (kx = 0, 3, 6), y se toman kz y σ como variables. Por otro lado, para vz se

fijan ky = 0 y kz = 0, 3, 6, y se toman kx y σ como variables.

Una vez fijado el vector de onda, se toma la DFT (transformada de Fourier

discreta por sus siglas en inglés) de la componente cartesiana vi(k) en el tiempo,

para pasar del dominio temporal t al dominio espectral σ, con lo que se obtiene

v̂i(kx, ky, kz, σ). El algoritmo utilizado para la FFT se encuentra en [33, 34]. La

DFT se define como

v̂(k, σq) =
M∑
p=1

v(k, tp)e
(−2πi/M)(p−1)(q−1), (4.2)

donde M es el número de puntos utilizados en la DFT, igual al número de puntos
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(c) |v̂x|2(kx = 6, ky = 0, kz, σ)

Figura 4.19: Espectro de potencia espacio-temporal de la velocidad en x para la
simulación B2 con Nbv/f = 0,25 y f = 1: |v̂x|2(kx = k0, ky = 0, kz, σ), donde en (a)
k0 = 0, (b) k0 = 3, y (c) k0 = 6. La curva roja muestra la relación de dispersión de
ondas de gravedad-inerciales (2.82) que predice la teoŕıa de ondas resonantes, fuera
de la región 1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2. En azul, la “relación de dispersión” del barrido dada
por la ecuación (2.94).

de discretización en el tiempo tp y al número de frecuencias discretas σq.

En la figura 4.19 se consideran los espectros de potencia |v̂x|2(kx, ky = 0, kz, σ)

con kx = 0, 3, 6 para la simulación B2, con Nbv/f = 0,25 y f = 1. En las figuras

4.19(a) y 4.19(b) (correspondientes a kx = 0 y kx = 3 respectivamente) se observa

que las mayores amplitudes espectrales se superponen con la relación de dispersión

de ondas de gravedad-inerciales σIG(kz), siempre que σIG(kz) sea mayor a σs(kz)

(la “relación de dispersión” del barrido). Este fenómeno también se observa, con

menor claridad, en la figura 4.19(c) correspondiente a kx = 6. Una vez que σs(kz)

supera a σIG(kz), se pone en evidencia el efecto de barrido: en vez de que la enerǵıa se

concentre sobre una curva bien definida, para cada k se excitan todas las frecuencias

entre 0 y σs(k) = Uk. En otras palabras, el tiempo caracteŕıstico más corto (o la

frecuencia más alta) domina la dinámica de cada escala espacial. Se define entonces

aqúı a ks como el número de onda en el que σIG(ks) = σs(ks), es decir en el que

se cruzan la relación de dispersión ondulatoria y la “relación de dispersión” del

barrido.
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A continuación se presentan las figuras del espectro espacio-temporal de las

simulaciones en el rango de anulación de tŕıadas resonantes 1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2 (figs.

4.20 a 4.22). En este rango de parámetros, no hay una clara anisotroṕıa definida,

por lo que se grafican tanto el espectro espacio-temporal |v̂x|2, como |v̂z|2.

En el caso de la simulación B4, con Nbv/f = 0,5 y f = 8 (fig. 4.20), se observa

un mejor acuerdo entre la relación de dispersión de ondas de gravedad-inerciales y

el espectro de potencias de vx que para el de vz. En general, se esperaŕıa que haya

un mejor acuerdo para vx que para vz para la rotación dominante, que es el caso de

la simulación B4 (aunque sin demasiada intensidad). Nuevamente, para números de

onda k > ks, se evidencia el barrido de frecuencias por el flujo en escalas grandes

entre 0 y U k. Este sistema está justo sobre el borde de la región no-resonante, lo que

podŕıa explicar que todav́ıa se detecten ondas en los espectros espacio-temporales.

A medida que Nbv/f se adentra en el rango de anulación de tŕıadas resonantes,

se espera que se pierda el acuerdo entre los espectros del campo de velocidades y

la relación de dispersión de las ondas. En la figura 4.21 se presentan los espectros

espacio-temporales correspondiente a la simulación B5, con Nbv/f = 1 y f = 1.

Alĺı se observa un inesperado acuerdo entre el espectro |v̂x|2(kx = 0, ky = 0, kz, σ)

y la relación de dispersión ondulatoria (fig. 4.21(a)) para k < ks. En el resto de las

figuras, como consecuencia de que las curvas σIG(k) y σs(k) se cruzan en números de

onda muy bajos, no se logra determinar de forma clara si es que hay superposición

o no entre el espectro y la relación de dispersión para k < ks. De todas formas, el

resultado final es que en esta simulación el rol de las ondas es poco importante ya

que se observa muy poca acumulación de la enerǵıa en el entorno de la relación de

dispersión cuando se la compara con el caso Nbv/f = 0,5 mostrado en la figura 4.20.

Nuevamente en el borde de la región no-resonante, en la figura 4.22 se presentan

los espectros correspondientes a la simulación B6, con Nbv/f = 2 y f = 1. Se observa

algún acuerdo entre el espectro y la relación de dispersión ondulatoria para k < ks.

En particular, en las figuras 4.22(d), 4.22(f) correspondientes a los espectros de vz

con kz = 0 y 6 respectivamente, y en la figura 4.22(a) correspondiente al espectro

de vx con kx = 0, se observan algunos indicios de superposición entre el espectro

y la relación de dispersión ondulatoria. Pero de nuevo, el hecho de que el barrido

comience a actuar en números de onda bajos no permite una clara distinción visual

de la concentración de amplitud espectral sobre σIG(k). Más adelante veremos una

forma de cuantificar la importancia de las ondas que va más allá de esta inspección

visual, y que resolverá este problema.

Finalmente, en la figura 4.23 se presentan los espectros |v̂z|2(kx, ky = 0, kz =

k0, σ) para la simulación B8, con Nbv/f = 5 y f = 1, y para k0 = 0, 3 y 6.

En la figura 4.23(c), con kz = 6, se observa una superposición no muy marcada

de la excitación de algunos modos con la relación de dispersión de ondas para
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(e) |v̂z|2(kx, ky = 0, kz = 3, σ)
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(f) |v̂z|2(kx, ky = 0, kz = 6, σ)

Figura 4.20: Espectro de potencia espacio-temporal de la velocidad en x (a-c) y en
z (d-f) para la simulación B4 con Nbv/f = 0,5 y f = 8: |v̂x|2(kx = k0, ky = 0, kz, σ)
y |v̂z|2(kx, ky = 0, kz = k0, σ) respectivamente, donde en (a) y (d) k0 = 0; en (b) y
(e) k0 = 3; y en (c) y (f) k0 = 6. La curva roja muestra la relación de dispersión de
ondas de gravedad-inerciales (2.82) que predice la teoŕıa de ondas lineales. En azul,
la “relación de dispersión” del barrido dada por la ecuación (2.94).
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Figura 4.21: Espectro de potencia espacio-temporal de la velocidad en x (a-c) y en
z (d-f) para la simulación B5 con Nbv/f = 1 y f = 1: |v̂x|2(kx = k0, ky = 0, kz, σ)
y |v̂z|2(kx, ky = 0, kz = k0, σ) respectivamente, donde en (a) y (d) k0 = 0; en (b) y
(e) k0 = 3; y en (c) y (f) k0 = 6. La curva roja muestra la relación de dispersión de
ondas de gravedad-inerciales (2.82) que predice la teoŕıa de ondas lineales. En azul,
la “relación de dispersión” del barrido dada por la ecuación (2.94).
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0 10 20 30
0

5

10

15

k
z

σ
 

 

 

0

0.1

0.2

σ
IG

(k
z
)

σ
s
(k

z
)
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(e) |v̂z|2(kx, ky = 0, kz = 3, σ)
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Figura 4.22: Espectro de potencia espacio-temporal de la velocidad en x (a-c) y en
z (d-f) para la simulación B6 con Nbv/f = 2 y f = 1: |v̂x|2(kx = k0, ky = 0, kz, σ)
y |v̂z|2(kx, ky = 0, kz = k0, σ) respectivamente, donde en (a) y (d) k0 = 0; en (b) y
(e) k0 = 3; y en (c) y (f) k0 = 6. La curva roja muestra la relación de dispersión de
ondas de gravedad-inerciales (2.82) que predice la teoŕıa de ondas lineales. En azul,
la “relación de dispersión” del barrido dada por la ecuación (2.94).
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Figura 4.23: Espectro de potencia espacio-temporal de la velocidad en x para la
simulación B8 con Nbv/f = 5 y f = 1: |v̂z|2(kx, ky = 0, kz = k0, σ), donde en (a)
k0 = 0, (b) k0 = 3, y (c) k0 = 6. La curva roja muestra la relación de dispersión de
ondas de gravedad-inerciales (2.82) que predice la teoŕıa de ondas lineales. En azul,
la “relación de dispersión” del barrido dada por la ecuación (2.94).

k < ks. En el resto del espectro espacio-temporal, en las figuras 4.23(a)-4.23(c)

se vuelve a observar preferentemente el efecto de barrido de frecuencias para k >

ks. Sin embargo, a diferencia de los espectros dentro de la región no-resonante

(figs. 4.20-4.22), se vuelve evidente que para k < ks, las excitaciones se ubican

predominantemente debajo de la curva σIG(kx) y no se extienden hasta σs(kx).

Con el fin de cuantificar el acuerdo o desacuerdo entre los espectros presentados

en esta sección y las relaciones de dispersión de las ondas resonantes, en la figura

4.24 se grafican las diferencias cuadráticas medias entre la curva σIG(ki) y los datos

σki , pesadas por la amplitud espectral al cuadrado. Es decir

∆σij =

∑
β(σIG − σβ)2v̂2

j (k
(i)
β )∑

β v̂
2
j (k

(i)
β )

, (4.3)

donde la sumatoria sobre β es sobre todos los puntos en el plano k
(i)
β , σβ, para

i = x, z y j = z, x respectivamente, restringiendo los números de onda k al intervalo

79



N
bv

/f

∆
 σ

 

 

0 1 2 3 4 5
5

10

15

20

f=1

f=2

f=4

f=8

Figura 4.24: Diferencias cuadráticas medias pesadas por la amplitud espectral (en
unidades arbitrarias), definidas en la ecuación (4.3). La región grisácea indica los
valores de Nbv/f para los que las interacciones resonantes están prohibidas.

[0, kmax], y las frecuencias σ al intervalo [0, 100]. En la figura 4.24 se observa una

mayor diferencia cuadrática en la región de anulación de tŕıadas resonantes (pintada

de gris), lo que indicaŕıa un menor comportamiento ondulatorio en comparación con

la región de parámetros complementaria.

4.3.4. Modos cuasi-geostróficos

En el rango no-resonante, a partir de la teoŕıa de ondas resonantes [90] y de

resultados de simulaciones numéricas previas [90, 57, 58, 102], se espera que dominen

los modos CG de frecuencia nula (ver §2.6.2). Para estimar la enerǵıa en estos modos

lentos, se estudió cómo, al variar Nbv/f , vaŕıa la proporción entre la enerǵıa total

en modos con frecuencia nula E(σ = 0) y la enerǵıa total en todas las frecuencias

promediada a lo largo del tiempo, E (ver fig. 4.25).

En la figura 4.25, se observa un crecimiento local en la proporción de enerǵıa en

modos con frecuencia nula dentro de la región de anulación de tŕıadas resonantes.

La serie de datos con N = 256 y con f = 1 fijo presenta un máximo de esta razón

en Nbv/f = 1, decreciendo a medida que se reduce Nbv/f ; a medida que incrementa

Nbv/f hacia la derecha se observa una recuperación en la proporción de enerǵıa en

modos con σ = 0 para Nbv/f � 2, sin llegar a sobrepasar el máximo valor de la

serie de datos (88 % para Nbv/f = 1). Cambiando el valor fijo de f por f = 2,

pareceŕıa haber un corrimiento de la curva hacia la derecha (el valor máximo pasa a

darse en Nbv/f = 2 en lugar de Nbv/f = 1), lo que podŕıa llegar a indicar un cambio

de régimen, a medida que se aumenta f . Sin embargo, seŕıa necesario realizar más

simulaciones con f = 2 para poder confirmar esta observación. No se observan

80



N
bv

/f

E
(σ

=
0
) 

/ 
E

 

 

0 2 4 6 8 10
 30%

 40%

 50%

 60%

 70%

 80%

 90%

100%

f = 0.65

f = 1

f = 2

f = 1

f = 2

f = 4

f = 8

Figura 4.25: Proporción de enerǵıa en modos CG con σ = 0 sobre la enerǵıa total
para distintos valores de Nbv/f , Nbv y f , a partir de simulaciones con N = 256
(azul) y N = 512 (rojo). Se observa una mayor proporción de enerǵıa en modos
cuasi-geostróficos dentro del rango no-resonante (1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2).

variaciones importantes en la proporción E(σ = 0)/E excepto por la simulación

con Nbv/f = 0,1 que presenta tan solo 36 % de su enerǵıa en modos con σ = 0.

En [102] Waite & Bartello observan, para Ro . O(10−1), un crecimiento en la

enerǵıa vortical a medida que se reduce Ro, manteniendo Nbv fijo en Nbv = 4, 8 y

16. Con estos tres valores de Nbv, para Ro & O(1) notan una independencia entre

la enerǵıa vortical y el número de Rossby. Sin embargo, para Ro . O(10−1), la

enerǵıa vortical pasa a ser dependiente de Ro, debilitándose la dependencia de esta

enerǵıa con Nbv. Aqúı se consideró Ro . 0,1, luego la poca variación de E(σ = 0)/E

observada en las simulaciones con N = 256 es consistente con el comportamiento

observado por Waite & Bartello para Ro . O(10−1). En este último trabajo citado

no consideran Nbv más bajos que 4, con lo cual el comportamiento de Nbv/f = 0,1

con Nbv = 0,1 observado en esta tesis no estaŕıa contemplado. Por lo tanto, para

la serie con N = 512 y f = 1 śı se observa un claro crecimiento de la enerǵıa

cuasi-geostrófica dentro del rango no-resonante; confirmando la preponderancia de

modos CG en este rango, pero contradiciendo la independencia con Nbv publicada

por Waite & Bartello para Ro . O(10−1).

Los resultados presentados en este caṕıtulo muestran a partir de mediciones rea-

lizadas en forma directa, que efectivamente el rol de las interacciones resonantes y

de las ondas en el rango 1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2 es menor, resultando en una preponderan-

cia de los modos CG y de dinámica de tipo cuasi-geostrófica. Aśı, la relación lineal

entre L⊥/L‖ y el parámetro Nbv/f en este rango puede efectivamente atribuirse a

este efecto.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En esta tesis se ha estudiado la distribución anisótropa de enerǵıa en flujos ro-

tantes y estratificados, en un régimen de turbulencia con ondas. Se observó una

unidimensionalización de los flujos en los que domina la estratificación, y una bidi-

mensionalización en el caso de rotación dominante. Para realizar la caracterización,

se realizó un barrido de la frecuencia de Brunt-Väisälä (Nbv), parámetro que cuan-

tifica la intensidad de la estratificación, fijando el parámetro de Coriols (f), que

corresponde a la frecuencia de rotación de cuerpo ŕıgido del flujo.

Se llevaron a cabo simulaciones numéricas de flujos hidrodinámicos tridimensio-

nales integrando las ecuaciones de Boussinesq en un sistema de referencia rotante,

con eje de rotación alineado a la fuerza de gravedad. A todos los sistemas se les

aplicó un forzado mecánico de Taylor-Green en escalas grandes. Las resoluciones

espaciales utilizadas fueron de 2563 y 5123 puntos, usando los estados finales de

las simulaciones con 2563 puntos como condición inicial para las simulaciones con

5123 puntos con el fin de ahorrar tiempo de cómputo y permitir la exploración del

espacio de parámetros.

A medida que se incrementa el grado de estratificación frente a la rotación, se

observó que las escalas integrales en el plano horizontal crecen frente a las escalas

verticales. El cociente entre estas escalas es compatible con una relación lineal en

el rango de parámetros donde se anulan las tŕıadas resonantes (1/2 ≤ Nbv/f ≤
2), verificando una predicción de la teoŕıa cuasi-gesotrófica de Charney [22]. La

linealidad se ve saturada afuera de este rango.

La anisotroṕıa en el espacio real descripta anteriormente es consistente con los

resultados del análisis espectral: En flujos fuertemente estratificados, para escalas

mayores a las del forzado la enerǵıa tiende a acumularse en el plano horizontal

en el espacio de Fourier, mientras que para escalas más pequeñas la enerǵıa se

acumula a lo largo del eje vertical. La distribución anisótropa de enerǵıa se invierte

cuando domina la rotación frente a la estratificación. Los flujos de enerǵıa reducidos
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perpendiculares y paralelos confirman estos fenómenos.

Consistentemente con estos resultados, el espectro de enerǵıa axisimétrico mues-

tra diferentes comportamientos según el caso. El espectro de enerǵıa axisimétrico

E(k⊥, k‖) en un flujo isótropo y homogéneo consiste de curvas de nivel circulares en

el plano k⊥, k‖. Esta distribución de enerǵıa fue observada para flujos con estratifi-

cación equilibrada por la rotación (Nbv = f). Al aumentar el grado de estratificación

del sistema, se evidenció una acumulación de enerǵıa sobre el eje con k⊥ = 0. El

fenómeno opuesto, la acumulación de enerǵıa sobre los modos con k‖ = 0 para flujos

predominantemente rotantes es relativamente más débil, lo cual es esperable ya que

la mayor parte del análisis se centró en simulaciones con f = 1 y por lo tanto la

rotación no es muy intensa.

Se analizó la posible existencia de leyes de escalas para el espectro isótropo de

enerǵıa total en el rango inercial. En ese rango los espectros son compatibles con

las relaciones de auto-similaridad E(k) ∼ k−α, con exponentes 2 . α . 3, siendo

la cota inferior, α = 2, el exponente caracteŕıstico esperado para flujos rotantes, y

α = 3 el esperado para flujos estratificados.

Se calcularon también los espectros espacio-temporales de determinadas com-

ponentes del campo de velocidades, fijando dos de las tres componentes del número

de onda para registrar o descartar la concentración de amplitud espectral sobre la

relación de dispersión ondulatoria. Se registró un acuerdo con algunas de las re-

laciones de dispersión, aún dentro del rango de anulación de tŕıadas resonantes,

en el que a priori no se esperaba encontrar la presencia de ondas. Sin embargo, al

cuantificar sistemáticamente la contribución de las ondas a la enerǵıa total, se pudo

confirmar que en el rango 1/2 ≤ Nbv/f ≤ 2 la concentración de enerǵıa alrededor

de la relación de dispersión lineal es mı́nima comparada con el resto del espacio

de parámetros explorado. Se observó también que el efecto de barrido de vórtices

produce la dispersión de todas las frecuencias menores a la relación de dispersión

caracteŕıstica del barrido cada vez que su tiempo caracteŕıstico se vuelve más rápido

que el peŕıodo de las ondas.

Finalmente, se estimó la enerǵıa en los modos lentos, o cuasi-geostróficos, como

la enerǵıa de los modos con frecuencia nula (σ = 0). Para las simulaciones con

parámetro de Coriolis fijo en f = 1 se observó una mayor proporción de enerǵıa

cuasi-geostrófica para Nbv/f dentro del rango no-resonante. Esta mayor proporción

de enerǵıa cuasi-geostrófica se observó en las simulaciones con 2563 y 5123 puntos.

La mayor concentración de enerǵıa en modos lentos refleja la inhibición de modos

ondulatorios en el rango no-resonante, como predice la teoŕıa de ondas resonantes

[90].
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