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Cotas temporales de evolución
para sistemas cuánticos abiertos

Nicolás Mirkin

Resumen

La mecánica cuántica establece límites en el tiempo mínimo que requiere un sistema

cuántico para evolucionar de un estado inicial a otro estado final. Estas cotas son

denominadas bajo el nombre de ’Quantum Speed Limit’ (QSL) y han sido derivadas

con distintos enfoques tanto para dinámicas unitarias como no unitarias. En este

trabajo, se ha realizado un análisis sistemático de las cotas más comunes para

sistemas cuánticos abiertos en el modelo de Jaynes-Cummings tanto en el régimen

Markoviano como el no-Markoviano. Se muestra que sólo una de las cotas estudiadas

cumple la esencia y sigue en la misma línea desarrollada por los trabajos pioneros de

Mandelstam-Tamm [1] y Margolus-Levitin [2] en el marco de evoluciones unitarias,

ya que es la única que brinda resultados consistentes a la hora de estimar el tiempo

mínimo de evolución para ir de un estado inicial a otro final. En este sentido, la

presente tesis ha puesto en evidencia la invalidez de otros resultados provistos en la

literatura, logrando un mayor entendimiento respecto a la consistencia y a la aparente

multiplicidad de las cotas temporales para la evolución en sistemas abiertos. Dentro

del mismo análisis, también se observa cómo todas las cotas reflejan el hecho que

los efectos no-Markovianos aceleran la evolución cuántica del sistema. Sin embargo,

estudiando únicamente las cotas temporales para la evolución se verá que no es

posible inferir el comportamiento Markoviano o no-Markoviano de la dinámica.
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Capítulo 1

Introducción

“Una red de mirada mantiene unido al mundo, no lo deja caerse.”

Roberto Juarroz

Desde su aparición hace más de un siglo hasta el día de hoy, la mecánica cuántica

ha demostrado, una otra y vez, ser una teoría cuyas predicciones se corresponden de

manera sorprendente con los experimentos. Sin ella, no podríamos explicar adecuada-

mente el comportamiento de los sólidos, la estructura y función del ADN, el color de

las estrellas, la función de los láseres, las propiedades de los superfluidos, así como un

largo y vasto etcétera [3]. Sin embargo, pese a su enorme capacidad de predicción, la

relación entre la mecánica cuántica y nuestro familiar mundo físico de todos los días

es un debate que aún está lejos de apaciguarse. El principal problema de la mecánica

cuántica, quizás, no sea intrínseco sino extrínseco y esté relacionado con nuestra

incapacidad de adaptar nuestros prejuicios filosóficos sobre el comportamiento del

Universo a las consecuencias que se desprenden de la teoría. En particular, uno de

los resultados que nos resulta más difícil de reconciliar, es el llamado ’principio de

superposición’. El mismo surge a raíz de que los estados de un sistema cuántico

evolucionan de acuerdo a la ecuación lineal de Schrödinger

i~
d

dt
j i = H j i ; (1.0.1)

en donde H representa al Hamiltoniano y j i al estado del sistema. Debido a

la linealidad en la ecuación, el principio de superposición asegura que cualquier
1
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superposición lineal de estados cuánticos es, asimismo, un estado aceptable para la

teoría. De esta manera, dada una condición inicial, el hecho que el Universo descripto

por j i evolucione en un estado conteniendo varias alternativas que nunca se observan

coexistiendo en nuestro mundo clásico, ha sido motivo de gran controversia. Sin

embargo, pese a la profunda naturaleza de este problema, los trabajos efectuados en

los últimos cuarenta años concernientes a explicar de qué modo emerge la realidad

clásica en un mundo gobernado por las leyes de la mecánica cuántica, parecen haber

esbozado una posible explicación: los sistemas macroscópicos nunca están aislados del

entorno. Por lo tanto, como se ha sugerido en la Ref. [4], estos sistemas no deberían

seguir la ecuación lineal de Schrödinger, que únicamente se aplica para sistemas

aislados. Así, los sistemas usualmente considerados como clásicos, son clásicos en

tanto sufren de una pérdida natural de su coherencia cuántica, la cual se fuga

inevitablemente hacia el entorno. Bajo el contexto de este proceso, conocido en la

literatura con el nombre de ’decoherencia’, el concepto de clasicalidad de los sistemas

es considerado simplemente como una propiedad emergente, inducida en el sistema

debido a su interacción con el entorno [5–7].

Ahora bien, dicho principio de superposición, si bien ha sido causa de grandes

revuelos en la interpretación de la mecánica cuántica, hoy en día es uno de los

responsables indiscutidos que ha permitido el auge de una nueva ciencia emergente,

a saber, el procesamiento de la información cuántica. Esta aplicación de la física

cuántica al procesamiento de la información, a su vez ha transformado el interés

en el proceso de la decoherencia. Bajo este nuevo marco, la decoherencia ya no es

sólo vista como una explicación del límite cuántico-clásico sino que ahora también es

considerada como una amenaza para la preservación de las propiedades cuánticas de

un dado sistema. Esto es así ya que la misma invalida el principio de superposición, el

cual representa la base fundamental en el poderío de cualquier algoritmo cuántico [8].

En el contexto del auge recién mencionado, en los últimos años se han producido

grandes avances experimentales en la manipulación de sistemas cuánticos de varios

cuerpos a niveles fundamentales, principalmente en sistemas de átomos fríos [9, 10].

Esto ha permitido enormes progresos en la información y computación cuántica (por
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ejemplo en trampas de iones [11]), en simulaciones analógicas de sistemas cuánticos

complejos [12] o en la evolución temporal controlada de sistemas cuánticos fuera

del equilibrio [13]. Asimismo, la habilidad de producir una variedad de dinámicas

cuánticas ha realzado la importancia y el desafío de poder controlar eficientemente,

mediante algunos parámetros, la probabilidad de obtener un estado final determinado

o un cierto valor de un observable físico. Para lograr esto es necesario desarrollar

técnicas sofisticadas que se conocen con el nombre genérico de ’control cuántico’ [14].

Una herramienta que ha resultado muy adecuada para dicha tarea es la llamada

teoría del control óptimo [15]. El problema consiste en derivar la forma de un campo de

control óptimo �(t), requerido con el fin de optimizar un proceso dinámico particular

para un sistema descripto por un Hamiltoniano H(�) (� pueden ser varios parámetros

de control). Por ejemplo, un objetivo típico es llevar a cabo una transición desde un

estado inicial dado a otro estado final. En una situación realista, es muy importante

cumplimentar el control de la tarea de la forma más rápida posible, con el fin de

evitar los efectos del entorno que pueden destruir las propiedades de coherencia del

sistema [16,17].

Sin embargo, uno no puede realizar una dada evolución de forma arbitrariamente

rápida puesto que la mecánica cuántica establece límites temporales mínimos para

los cuales se puede realizar un determinado proceso. Usualmente llamadas ‘Quantum

Speed Limit’ (QSL), estas cotas han sido cuantiosamente estudiadas desde hace

varios años ya que su entendimiento ofrece una ruta de acción en pos de diseñar

dispositivos para el procesamiento de información más rápidos y optimizados [18,19].

Esto ha devenido en un interés considerable en la teoría de control óptimo, o en

ramas como la comunicación cuántica [20], la computación cuántica [21], o incluso la

metrología cuántica [22].

Uno de los trabajos pioneros relacionados al límite de la velocidad en un sistema

cuántico fue realizado por Mandelstam y Tamm (MT) [1], quienes derivaron una cota

para el tiempo mínimo de evolución en un sistema que evolucionaba entre dos estados

puros distinguibles a través de una dinámica unitaria generada por un Hamiltoniano

independiente del tiempo. Varios años después, Anandan y Aharanov [23] extendieron
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el límite MT a Hamiltonianos dependientes del tiempo mediante el uso de un enfoque

geométrico que se basaba en el hecho que la longitud de la geodésica entre dos

estados puros distinguibles, definida según el ángulo de Bures, es un límite inferior

a la longitud de cualquier otra ruta de conexión entre esos mismos estados. Así

también, más de medio siglo después del resultado MT, Margolus y Levitin (ML) [2]

abordaron el mismo problema que Mandelstam y Tamm, aunque con un enfoque

distinto, y llegaron a una cota cuantitativamente diferente para el tiempo mínimo

de evolución. A raíz de ello, a partir de entonces, el límite temporal establecido por

la mecánica cuántica para evolucionar unitariamente de un estado inicial puro a

otro estado final ortogonal se da combinando ambas cotas de manera que la óptima

debe cumplir � � maxf�MT ; �MLg, de acuerdo a cada problema particular que se

analiza [24].

Ahora bien, dado que cualquier dispositivo de procesamiento de información está

inevitablemente sujeto a ruido proveniente del ambiente, estas cotas también han

sido investigadas para dinámicas no unitarias. Taddei et al. [25] y del Campo et

al. [26] fueron los primeros en extender el límite MT vinculado a cualquier proceso

físico, ya sea éste unitario o no. Específicamente, la Ref. [25] se vale de la métrica

dada por la información cuántica de Fisher sobre todo el espacio de estados cuánticos

y representa una extensión natural de la idea utilizada en la Ref. [23], mientras que

la Ref. [26] utiliza un enfoque basado en la pureza relativa. Luego, por otro camino,

Deffner y Lutz [27] extendieron el límite ML a sistemas cuánticos abiertos adoptando

nuevamente un enfoque pseudo-geométrico utilizando el ángulo de Bures. Finalmente,

otra derivación del tiempo mínimo de evolución para un sistema cuántico abierto fue

obtenido en la Ref. [28], en donde se usó un novedoso concepto relacionado con la no

conmutatividad entre los estados cuánticos.

De este modo, resulta importante aclarar que al igual que sucedía en el caso

unitario, el tiempo mínimo para evolucionar en sistemas cuánticos abiertos parecería

no ser único, en tanto que se obtienen resultados distintos de acuerdo al enfoque

particular que se utilice en la derivación. En este contexto de múltiples cotas, resulta

llamativo que hasta el momento todos estos tiempos mínimos han sido estudiados
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de forma inconexa, es decir, no ha habido ningún trabajo que haya analizado a

todos juntos en el marco de un problema particular. Por esta razón, si además

entendemos al concepto de información como la diferencia que hace la diferencia,

resulta imperioso un análisis comparativo de todos estos tiempos mínimos en pos de

establecer similitudes y las diferencias entre los mismos.

A raíz de lo anterior, la presente tesis posee por objetivo principal buscar entender

cuáles son las diferencias que hacen la diferencia entre las distintas cotas para sistemas

cuánticos abiertos, de manera de establecer una interpretación clara y precisa para

cada una de ellas. Con tal fin, se realizará un análisis sistemático de las mismas,

aplicando todas a un sistema particular, a saber, el modelo de dos niveles de Jaynes-

Cummings [29]. De esta manera, en el trabajo aquí presentado, se obrará sobre

un modelo sencillo que sirva como base para echar luz y entendimiento sobre qué

implica el hecho que estos tiempos mínimos no sean únicos y por sobre todo cuál de

ellos resulta ser el óptimo. Bajo esta directiva, se mostrará que, de todas las cotas

estudiadas, sólo una se encuentra en la misma línea desarrollada por los trabajos

pioneros de Mandelstam-Tamm y Margolus-Levitin en el marco de evoluciones

unitarias, puesto que es la única que brinda resultados consistentes a la hora de

estimar el tiempo mínimo necesario para evolucionar de un dado estado inicial a

un dado estado final. El resto de los tiempos mínimos resultarán inconsistentes, tal

como se constatará en el cuerpo del trabajo.

En paralelo, también se utilizará el modelo de Jaynes-Cummings como marco para

estudiar tanto el régimen Markoviano como el no-Markoviano. La noción aceptada

de Markovianidad que se utilizará aquí está basada en la idea que para procesos

Markovianos cualquier par de estados se vuelven menos y menos distinguibles a

lo largo de la dinámica, llevando a una continua pérdida de información hacia el

entorno. Contrariamente, el concepto de no-Markovianidad da cuenta de los efectos

de memoria que permiten el flujo de información desde el ambiente de vuelta hacia

el sistema y por ende está relacionado con un aumento en la distinguibilidad [30]. De

esta forma, teniendo en cuenta que las cotas temporales para la evolución también

se encuentran íntimamente relacionadas con el concepto de distinguibilidad entre
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estados, en la presente tesis se aspirará a encontrar una relación entre las cotas

correspondientes a los tiempos mínimos y distintas medidas de no-Markovianidad.

En este sentido, se mostrará cómo todas las cotas temporales reflejan el hecho que

los efectos no-Markovianos aceleran la evolución cuántica del sistema.

El trabajo aquí presentado está organizado de la siguiente manera. En el Capítulo

2, introducimos los lineamientos matemáticos generales que son necesarios a la

hora de tratar con sistemas cuánticos abiertos, haciendo particular énfasis en las

ecuaciones maestras Markovianas y no-Markovianas. A continuación, en el Capítulo

3, resumimos la historia concerniente a las cotas temporales para la evolución y

exponemos aquellas que analizamos en este trabajo para sistemas cuánticos abiertos.

Luego, en el Capítulo 4, revisamos el modelo que servirá como plataforma para probar

nuestras ideas: el modelo de Jaynes-Cummings para un reservorio a temperatura

cero en la aproximación de onda rotante, cuya dinámica puede ser tanto Markoviana

como no-Markoviana. En el Capítulo 5, aplicamos todas las cotas temporales para la

evolución al modelo de Jaynes-Cummings y extraemos nuestros principales resultados.

Finalmente, en el Capítulo 6, presentamos las conclusiones del trabajo y nuestras

perspectivas a futuro.
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Sistemas cuánticos abiertos y

decoherencia

“El milagro de la adecuación del lenguaje de las matemáticas para la

formulación de las leyes de la física es un regalo maravilloso que ni

entendemos ni merecemos”

Eugene Wigner

En este capítulo se exhiben algunos elementos del lenguaje de las matemáticas

para lidiar con la física de los sistemas cuánticos abiertos. Estos elementos del

formalismo serán los pilares sobre los cuales sentaremos nuestro estudio referente a

las cotas temporales de evolución, tema que desarrollaremos en el capítulo siguiente.

Un sistema cuántico abierto S es aquel que está acoplado a otro sistema cuántico

E, llamado entorno. Visto así, S puede ser considerado como un subsistema del

sistema total S+E, es decir, la suma del sistema abierto con su entorno. Si denotamos

los espacios de Hilbert de S y E como HS y HE, respectivamente, el espacio de

Hilbert del sistema total estará dado por el producto tensorial

H = HS 
HE: (2.0.1)

Una representación esquemática de cómo se puede vislumbrar un sistema cuántico

abierto se muestra en la Figura 2.1. Si una considera el sistema total, los estados
7
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Figura 2.1: Imagen pictórica de un sistema cuántico abierto.

físicos del mismo estarán descriptos por matrices densidad �, en donde � � 0 y

además Tr(�) = 1. Por su parte, los correspondientes estados reducidos asociados

a los subsistemas S y E se podrán calcular trazando parcialmente sobre HE y HS,

respectivamente,

�S = TrE(�) �E = TrS(�): (2.0.2)

Si ahora uno asume que el sistema total S+E es cerrado, entonces el mismo debe

seguir una dinámica unitaria descripta por algún operador unitario de evolución

U(t) = exp[�iHt] (~ = 1) (2.0.3)

utilizando un Hamiltoniano de lo más general

H = HS 
 IE + IS 
HE +HI ; (2.0.4)

donde HS y HE son los Hamiltonianos propios del sistema y el entorno, respectiva-

mente, mientras que HI representa cualquier Hamiltoniano de interacción. De este

modo, si ahora estamos interesados en la dependencia temporal de los estados del

sistema total deberemos valernos de la ecuación de Liouville-von Neumann

d

dt
�(t) = �i[H; �(t)]; (2.0.5)
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la cual tiene solución

�(t) = U(t)�(0)U y(t): (2.0.6)

Formalmente esto es adecuado, aunque resulta que en los casos de interés práctico

obtener una solución exacta para las ecuaciones de movimiento del sistema total

microscópico resulta imposible. Sucede que la matriz densidad total contiene dema-

siada información en tanto que el problema relevante se centra en la dinámica del

sistema S y en cómo el entorno influye sobre ella, más que en la dinámica propia del

entorno. Además, considerando que el entorno está compuesto por una gran cantidad

de grados de libertad, estos difícilmente sean accesibles a la hora de ser medidos.

Por estas razones, una de las principales metas en la teoría de sistemas cuánticos

abiertos [17] reside en una formulación factible, ya sea en forma analítica o numérica,

del comportamiento dinámico de un reducido número de variables que forman al

subsistema S. Dada una cierta división del sistema total en un sistema abierto S y el

entorno E, lo que se intenta es derivar ecuaciones efectivas de movimiento (ecuaciones

maestras) para el estado reducido �S(t) a través de una eliminación de las variables

del entorno de las ecuaciones dinámicas. Considerando la naturaleza del problema, es

razonable esperar que la ecuación maestra tenga una parte unitaria similar en forma

a la ecuación de Liouville que describa la evolución unitaria de �S(t), y además una

parte que dé cuenta de aquellos efectos no unitarios producidos por el entorno, como

la decoherencia y la disipación, que emergen al trazar los grados de libertad externos.

En términos formales, se espera encontrar una expresión de la forma

_�S(t) = Lf�S(t)g = �i[H 0S; �S(t)] +D f�S(t)g ; (2.0.7)

donde L resulta un superoperador, es decir, un operador que actúa sobre el operador

densidad. Este operador densidad se reduce al conmutador usual de la ecuación

de Liouville (2.0.5) cuando el sistema se encuentra efectivamente aislado, mientras

que en el caso general está compuesto por un conmutador similar al mencionado

pero donde interviene un Hamiltoniano modificado por el entorno (H 0S), además del

término D responsable de la dinámica no unitaria.

Para tratar con la dinámica del sistema reducido recién descripto, una herramienta

fundamental utilizada en la teoría de sistemas cuánticos abiertos está basada en los
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llamados ’mapas dinámicos’ [17]. En aras de introducir este concepto, necesitaremos

presuponer que la dinámica del sistema total está dada por una evolución unitaria

(2.0.6) y que tanto el sistema S como el E son estadísticamente independientes al

tiempo inicial, es decir,

�(0) = �S(0)
 �E(0); (2.0.8)

donde �S(0) corresponde al estado inicial del sistema reducido S y �E(0) representa

algún estado de referencia del entorno, por ejemplo, un estado térmico en el equilibrio.

En base a estas suposiciones, el estado del sistema abierto a tiempo t � 0 se escribe

como

�S(t) = TrE
�
U(t)�S(0)
 �E(0)U y(t)

�
: (2.0.9)

A continuación, si uno considera el estado inicial del entorno �E(0) como fijo, se tiene

que para cada fijo t � 0, la ecuación (2.0.9) representa un mapa lineal en el espacio

de estados del sistema abierto S(HS),

V (t; 0) : S(HS)! S(HS); (2.0.10)

el cual mapea cualquier estado inicial del sistema abierto al correspondiente estado

evolucionado del sistema abierto a tiempo t

�S(0) 7! �S(t) = V (t; 0)�S(0): (2.0.11)

Este mapa, el cual describe la evolución del estado del sistema abierto a tiempo t,

recibe el nombre de mapa dinámico (ver Figura 2.2). Un mapa dinámico puede

Figura 2.2: Diagrama conmutativo que muestra la acción de un mapa dinámico V(t,0).

caracterizarse completamente en términos de operadores pertenecientes al espacio de
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Hilbert del sistema abierto HS. Para ello se utiliza la descomposición espectral de la

matriz densidad del entorno �E ,

�E =
X
�

�� j’�i h’�j : (2.0.12)

Aquí, los j’�i forman una base ortonormal en HE y los �� son números reales no

negativos que satisfacen
P

� �� = 1. Las definiciones (2.0.9) y (2.0.11) inmediatamente

llevan a la siguiente representación

V (t; 0)�S =
X
�;�

W��(t)�SW
y
��(t); (2.0.13)

donde W�� resultan operadores en HS y están definidos como

W��(t) =
p
�� h’�jU(t; 0) j’�i : (2.0.14)

A su vez, estos operadores W��(t) satisfacen la condiciónX
�;�

W y
��(t)W��(t) = IS; (2.0.15)

desde lo cual se deduce que

TrSfV (t; 0)�Sg = TrSf�Sg = 1: (2.0.16)

En el mismo sentido, es sencillo chequear que el mapa preserva la hermiticidad y la

traza de los operadores, ya que se tiene

TrS (V (t; 0)A) = TrS(A) (2.0.17)

y

(V (t; 0)A)y = V (t; 0)Ay: (2.0.18)

Más aún, V (t; 0) resulta un mapa positivo, es decir, mapea operadores positivos en

operadores positivos:

A � 0) V (t; 0)A � 0: (2.0.19)

Otra propiedad adicional importante de los mapas dinámicos es que no son sólo

positivos sino también completamente positivos. Dichos mapas también reciben el

nombre de canales cuánticos en la teoría de información y comunicación cuántica [31].
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Un mapa lineal V se dice completamente positivo si y sólo si admite una representación

de Kraus, es decir, si existen operadores 
i en el espacio de Hilbert HS tal que se

cumpla

V A =
X
i


iA
yi : (2.0.20)

Ahora bien, hasta el momento hemos introducido un mapa dinámico V (t; 0) para un

tiempo fijo t � 0. Si ahora se permite que el parámetro tiempo t varíe (manteniendo

el estado inicial del entorno �E(0) fijo), se obtiene una familia de mapas de un

parámetro

fV (t; 0)jt � 0; V (0; 0) = Ig; (2.0.21)

que contiene la información completa de la dinámica de la evolución de todos los

posibles estados iniciales del sistema. Entonces, formalmente hablando, un proceso

cuántico de un sistema abierto está dado por esta familia de mapas dinámicos de un

parámetro, completamente positivos y preservadores de traza [30].

2.1. Ecuación maestra Markoviana

El ejemplo más sencillo de un proceso cuántico está provisto por un semigrupo de

mapas completamente positivos, el cual es considerado como el ejemplo prototípico

de un proceso cuántico Markoviano. En este caso, lo que se hace es despreciar los

efectos de memoria en la dinámica reducida del sistema, para lo cual se necesita que

la escala de tiempo característica en la que la función de correlación del entorno decae

sea mucho más pequeña que la escala de tiempo característica de la evolución del

sistema. Esto último puede formalizarse asumiendo que (2.0.21) tiene la propiedad

adicional

V (t; 0)V (s; 0) = V (t+ s; 0) (2.1.22)

para todo t; s � 0. Bajo condiciones matemáticas muy generales [17], se puede afirmar

que dicho semigrupo posee un generador infinitesimal L, el cual nos permite escribir

el mapa dinámico como

V (t; 0) = exp[Lt]: (2.1.23)
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De este modo, el estado reducido del sistema �S(t) obedece la ecuación maestra

Markoviana
d

dt
�S(t) = L�S(t); (2.1.24)

donde se reconoce en L al superoperador introducido para la ecuación maestra en

(2.0.7). Se puede demostrar [32, 33] que este generador L es el generador de un

semigrupo completamente positivo de mapas dinámicos cuánticos si y sólo si tiene la

siguiente forma

L�S = �i[HS; �S] +
X
i


i

�
Ai�SA

y
i �

1

2
fAyiAi; �Sg

�
; (2.1.25)

en donde el primer término del generador representa la parte unitaria de la dinámica

dado por un Hamiltoniano del sistema HS (que no necesariamente debe coincidir con

el Hamiltoniano del sistema microscópico HS de la ecuación (2.0.4)). Por otra parte,

los operadores Ai son usualmente llamados operadores de Lindblad, que describen

los diversos modos de decaimiento del sistema, y las 
i son cantidades positivas que

juegan el papel de tasas de relajación para los diferentes modos de decaimiento del

sistema abierto.

2.2. Ecuación maestra no-Markoviana

La presunción (2.1.22) es en general difícil de justificar rigurosamente y por

lo tanto no siempre se puede derivar una ecuación maestra de la forma (2.1.24).

Semejante derivación requiere, como se dijo, la validación de la llamada aproximación

de Markov. La misma presupone casos en los que las autocorrelaciones que se generan

en el entorno debido a la interacción con el sistema decaen muy rápido en relación

a la escala de tiempo en la cual el estado del sistema varía notablemente. Esto

provoca que la ecuación que rige la evolución de �S(t) sea local en el tiempo [8].

Más precisamente, si �E describe el ancho temporal de estas correlaciones y �R es el

tiempo de relajación o decoherencia del sistema, la aproximación de Markov exige

que

�E � �R: (2.2.26)
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La aproximación de Markov está justificada para varios casos físicos de interés, sin

embargo, grandes acoplamientos o interacciones con reservorios a baja temperatura

pueden llevar a grandes correlaciones que resultan en tiempos de memoria largos y en

una falla de la aproximación. Usualmente se espera que la formulación matemática

de los procesos cuánticos que describen estos efectos de memoria necesariamente

involucre ecuaciones de movimiento no locales en el tiempo. Sin embargo, como podrá

ser deducido del siguiente argumento, la presencia de fuertes efectos de memoria no

excluye la descripción de la dinámica en términos de una ecuación maestra local en el

tiempo. De acuerdo a la ecuación (2.0.11), se tiene �S(t) = V (t; 0)�S(0). Asumiendo

al mismo tiempo una dependencia temporal suave, se puede derivar la relación

anterior y se obtiene
d

dt
�S(t) = _V (t; 0)�S(0): (2.2.27)

Con el fin conseguir una ecuación maestra local en el tiempo, se puede invertir

(2.0.11), expresando �S(0) en términos de �S(t), lo que lleva a

d

dt
�S(t) = _V (t; 0)V �1(t; 0)�S(t): (2.2.28)

De esta manera, se puede ver que el mapa lineal K(t) = _V (t; 0)V �1(t; 0) representa

un generador de la dinámica dependiente del tiempo. Con dicho generador se obtiene

una ecuación maestra, local en el tiempo, la cual provee una ecuación diferencial de

primer orden para el estado del sistema abierto

d

dt
�S(t) = K(t)�S(t): (2.2.29)

Es importante notar que lo anterior implica que la inversa V �1(t; 0) del mapa V (t; 0)

necesariamente tiene que existir [30]. Además, el generador K(t) de la ecuación

maestra local debe preservar la hermiticidad y la traza, por lo que se tiene

[K(t)A]y = K(t)Ay (2.2.30)

y

TrS[K(t)A] = 0: (2.2.31)

De estas condiciones, se sigue que el generador debe tener la siguiente forma general

K(t)�S = �i[HS(t); �S] +
X
i


i(t)

�
Ai(t)�SA

y
i (t)�

1

2
Ayi (t)Ai(t); �S

�
; (2.2.32)
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cuya estructura provee una generalización natural de la estructura de Lindblad, en la

cual el Hamiltoniano HS(t), los operadores de Lindblad Ai(t) así como las tasas de

decaimiento 
i(t) pueden depender del tiempo. De todos modos, si bien la estructura

de la ecuación (2.2.32) toma en consideración la hermiticidad y la preservación de

la traza en la dinámica, la misma no es garantía de una completa positividad. La

formulación de las condiciones necesarias y suficientes para la completa positividad

de la dinámica de este generador es un problema importante aún no resuelto [30].

Sin embargo, en el caso que las tasas sean positivas para todo tiempo


i(t) � 0; (2.2.33)

la dinámica resultante es de hecho completamente positiva, en tanto que el generador

está en la forma de Lindblad para cada t � 0 fijo.

Con estos resultados, en el presente capítulo se han trazado algunos lineamientos

generales del formalismo para lidiar con sistemas cuánticos abiertos, los cuales serán

utilizados en los capítulos subsiguientes para estudiar tanto la derivación de los

tiempos mínimos como para introducir el modelo amortiguado de Jaynes-Cummings,

telón sobre el cual desplegaremos nuestros principales cálculos.



Capítulo 3

Cotas temporales para la evolución

cuántica

“Hombres y cosas, suben, bajan, se alejan, se acercan.

Todo es una comedia de distancias.”

Antonio Porchia

3.1. Cotas para sistemas aislados

Tal como se indicó en la introducción de la tesis, el origen de las cotas temporales

para la evolución que impone la teoría cuántica está relacionado profundamente con

la distinguibilidad entre los estados. Dos estados cuánticos no son perfectamente

distinguibles, salvo en el caso particular en que ambos estados sean ortogonales.

Esto provoca que los estados que se encuentran próximos en el espacio de Hilbert

sean menos distinguibles, por lo que la distancia entre los estados también fija

el grado de distinguibilidad entre ellos. De esta manera, si uno desea conectar

mediante una evolución física dos estados con algún grado fijo de distinguibilidad,

es necesario avanzar por lo menos la misma distancia que separa estos dos estados.

En este contexto, la teoría del límite de la velocidad cuántica tiene por objetivo

establecer límites inferiores de este tiempo mínimo de evolución y su origen se

16
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remonta a los trabajos pioneros realizados por Mandelstam-Tamm y Margolus-

Levitin para evoluciones unitarias conectando estados puros ortogonales. Asimismo,

resulta importante señalar que la pérdida de la distinguibilidad entre estados vecinos

en la mecánica cuántica es intrínseca a la teoría y no tiene nada que ver con la

precisión del aparato de medida utilizado para distinguirlos. Esto contrasta con el

caso clásico en el que los estados del sistema están dados por puntos en el espacio de

fases y su distinguibilidad no está relacionada con la distancia entre los mismos.

Si bien el presente trabajo se centrará en las cotas temporales de evolución para

sistemas cuánticos abiertos, a modo de preludio, en esta primer sección, esbozaremos

dos de las cotas que fueron derivadas para sistemas cuánticos aislados, a saber,

la cota correspondiente al trabajo de Mandelstam-Tamm (MT) y la referente al

de Margolus-Levitin (ML). Veremos que, de acuerdo al enfoque que utilicemos,

llegaremos a distintos resultados independientes entre sí.

3.1.1. Cota de Mandelstam y Tamm

El trabajo pionero en este asunto fue realizado por Mandelstam y Tamm (MT) [1],

quienes derivaron una cota para un sistema que evolucionaba entre dos estados puros

distinguibles a través de una dinámica unitaria generada por un Hamiltoniano

independiente del tiempo. La resultante cota inferior para el tiempo de la evolución

está dada por

t � �MT � ~�
2�E

; (3.1.1)

en donde �E representa la varianza de la energía del sistema. Este límite inferior para

la evolución temporal del sistema fue obtenido a partir de la relación de incerteza

existente entre el tiempo y la energía. Recordemos que las relaciones de incerteza que

Heisenberg propuso en uno de sus trabajos fundacionales de la mecánica cuántica [34]

surgen como consecuencia de la relación de conjugación entre pares de variables

físicas [35], tal como la posición y el momento o incluso también el tiempo y la

energía. En cada caso, las variables están relacionadas a través de la transformada
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de Fourier, y por lo tanto la interpretación de las desigualdades

�x�p � ~
2

(3.1.2)

�E�t � ~
2

(3.1.3)

resulta evidente al visualizar a un estado de un sistema cuántico a través de su

función de onda  (x; t), siendo las cantidades en (3.1.2) y (3.1.3) medidas de las

desviaciones de los observables en un paquete de ondas. Del mismo modo, si uno

quiere generalizar el resultado para dos operadores arbitrarios que no conmuten, se

tiene la siguiente desigualdad

� A:� B �
1

2
jh j [A;B] j ij = 1

2
jh[A;B]ij ; (3.1.4)

en donde � A =
q
hA2i � hAi2 y � B =

q
hB2i � hBi2 . En el caso que

[A;B] = i~, se obtiene

� A:� B �
~
2
; (3.1.5)

tal como sucede para los operadores del momento y la posición. Sin embargo, deducir

a partir de (3.1.4) la relación de indeterminación entre la energía y el tiempo supone

un serio inconveniente, en tanto que el tiempo no es un operador en mecánica cuántica

sino un parámetro [35]. Por dicha razón, resulta deseable el encontrar una relación

general que exprese la incerteza asociada a la energía y el tiempo como variables

conjugadas. Mostramos aquí, en parte, la deducción efectuada por Mandelstam y

Tamm [1], la cual nos permitirá avanzar sobre el concepto del límite cuántico para

las velocidades en sistemas aislados. Partimos de considerar un operador cualquiera

A y su correspondiente ecuación de Heisenberg

dA

dT
= � i

~
[A;H]: (3.1.6)

Tomando el valor de expectación con respecto a un estado particular en la expresión

anterior, se obtiene la reconocida ecuación de Ehrenfest

hdA
dT
i = � i

~
h[A;H]i: (3.1.7)

Eligiendo el operador B como el Hamiltoniano en (3.1.4) y combinando esta expresión

con (3.1.7), se puede escribir

�E�A � ~
2

����dhAidt

���� : (3.1.8)
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De esta manera, si se define la cantidad

�tA =
�A����dhAidt

���� : (3.1.9)

se verá que la misma posee unidades de tiempo y que por lo tanto (3.1.8) tiene ahora

una forma similar a (3.1.3). Notemos que la expresión �tA se puede interpretar

como el tiempo en el cual la cantidad hAi se encuentra confinada en un intervalo

de incerteza �A en torno a su valor medio (temporal) [35]. Usando esta definición,

entonces, llegamos a partir de (3.1.8) a la desigualdad de Mandelstam y Tamm, la

cual brinda una cota inferior para �tA

�tA �
~

2�E
: (3.1.10)

Sin embargo, Bhattacharyya [36] argumentó que �tA, si bien corresponde a un

tiempo característico del operador A, no se corresponde estrictamente con el tiempo

físico de evolución del sistema. Por esta razón, seguiremos su deducción de una nueva

desigualdad aquí. Sabemos que un sistema cuántico, preparado a t = 0 en algún

estado no estacionario j�i, evoluciona de acuerdo a

j�ti = e
�
i

~
Ht
j�i : (3.1.11)

La probabilidad que el estado evolucionado �t sea igual al inicial � se denomina

probabilidad de no-decaimiento

Pt = jh�j�tij2 : (3.1.12)

Con el objetivo de relacionar esta cantidad con la desigualdad (3.1.3), tomamos la

desigualdad de Mandelstam (3.1.10) y la evaluamos para A = j�i h�j, es decir, el

operador que proyecta sobre el estado inicial. Tomando los valores de expectación

sobre �t, es simple verificar que

hAi = hA2i = Pt ! �A =
p
Pt(1� Pt); (3.1.13)

y por lo tanto (3.1.10) toma la formap
Pt(1� Pt)����dPtdt

���� � ~
2�E

: (3.1.14)
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Finalmente, recordando que
d

dx
arc cos(x) = �(1� x2)�1=2, llegamos a la expresión

central del trabajo de Bhattacharyya

d

dt
arc cos

�p
Pt

�
� �E

~
; (3.1.15)

en la cual �E se interpreta como la varianza del Hamiltoniano evaluado bajo el

estado evolucionado (3.1.11). Integrando (3.1.15) de manera directa obtenemos que

arc cos
�p

Pt

�
� �t�E

~
; (3.1.16)

donde ahora �t tiene un significado unívoco, al ser simplemente el tiempo transcurrido

desde el instante inicial (considerado como 0) hasta t. De esta manera, dicho tiempo

de evolución tiene una cota inferior que depende de Pt pero no es absoluta, ya que

0 � arc cos(x) � �=2 para 0 � x � 1. La expresión (3.1.16) posee una forma similar a

la famosa (3.1.3), si bien es evidente que ambas tienen significados distintos. Llegados

a este punto, si ahora nos situamos en el contexto de la teoría de control de sistemas

cuánticos y suponemos que el estado evolucionado es cierto estado fijo deseado j ti,

tenemos que la relación (3.1.16) nos indica cuál es el tiempo mínimo necesario para

que el estado evolucione de j�i a j ti

t � �MT =
~

�E
arc cos(h�j ti): (3.1.17)

El caso más extremo de (3.1.17) corresponde al caso en que la evolución se da

entre dos estados ortogonales h�j ti = 0, donde se obtiene que t � �MT =
~�

2�E
, tal

como se indicó al comienzo de esta subsección en la ecuación (3.1.1).

3.1.2. Cota de Margolus y Levitin

Varios años después, Margolus y Levitin (ML) [2] estudiaron el mismo problema

para una evolución entre dos estados ortogonales y arribaron a una cota diferente

t � �ML � �~
2E

; (3.1.18)

en donde E corresponde al valor medio de la energía y no a la varianza de la

energía como predecía su antecesora �MT . Mostramos aquí parte de su desarrollo.
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Comenzamos la deducción observando que un estado arbitrario j 0i =
P

n cn jEni

evolucionado a cierto tiempo t resulta

j ti =
X
n

cne
�i
Ent

~ jEni : (3.1.19)

A continuación, utilizando la amplitud de la probabilidad de no decaimiento, es decir,

la raíz cuadrada de la relación (3.1.12) se tiene

S(t) = h 0j ti =
1X
n=0

jcnj2e
�i
Ent

~ ; (3.1.20)

y buscaremos el mínimo valor de t tal que S(t)=0 de manera que ambos estados

devengan ortogonales. Con este fin, notemos que

Re(S) =
1X
n=0

jcnj2 cos

�
Ent

~

�
�

1X
n=0

jcnj2
�

1� 2

�

�
Ent

~
+ sin

�
Ent

~

���
= 1� 2E

�~
t+

2

�
Im(S);

(3.1.21)

donde se ha usado la desigualdad cos (x) � 1 � 2

�
(x + sin (x)), válida para x � 0.

Ahora bien, para cualquier valor de t en el que S(t)=0 también resultará Re(S)=0 e

Im(S)=0, y por lo tanto la ecuación (3.1.21) se vuelve

0 � 1� 2Et

�~
: (3.1.22)

De esta modo, tal como han sugerido Margolus y Levitin, el tiempo mínimo necesario

para que S(t) llegue a cero y ambos estados devengan ortogonales resulta ser �ML �
�~
2E

, lo cual prueba la ecuación (3.1.18) al comienzo de esta subsección.

Por lo tanto, ya que hemos obtenido distintos resultados de acuerdo a si utilizamos

el enfoque de Mandelstam-Tamm o el de Margolus-Levitin, podemos afirmar que para

dinámicas unitarias que conectan dos estados puros ortogonales, la cota concerniente

al tiempo mínimo de evolución no es única en el caso que �E 6= E. Debido a

lo anterior, usualmente dicha cota se presenta combinando estos dos resultados

independientes y viendo cuál es el más cercano al tiempo real de la evolución:
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t � max
�
�MT ; �ML

�
[37]. A su vez, tal como se desprende de ambas expresiones,

puede verse que este tiempo mínimo de evolución corresponde a un efecto puramente

cuántico, el cual desaparece en la medida que hacemos tender h! 0.

Sin embargo, considerando que cualquier dispositivo de procesamiento de infor-

mación está inevitablemente sujeto a ruido proveniente del ambiente, estas cotas

temporales para la evolución también han sido investigadas para dinámicas no

unitarias [25–28]. De esto mismo nos ocuparemos en la sección siguiente.

3.2. Cotas para sistemas abiertos

En el apartado anterior, se han mostrado las derivaciones de límites temporales

que dan cuenta del mínimo tiempo de evolución que requiere un sistema cuántico para

ir de un dado estado inicial �0 a otro dado estado final �t. Para ello, se ha supuesto

una evolución unitaria y en consecuencia se ha ignorado la influencia del entorno

sobre el sistema. Sin embargo, si se tiene en cuenta que en última instancia todos

los sistemas están acoplados a un entorno [17, 38], resulta fundamental derivar estos

límites en situaciones más realistas en las que el sistema evoluciona según dinámicas

no unitarias. Por este motivo, en la presente sección nos ocuparemos de resumir las

principales derivaciones de estas cotas para sistemas cuánticos abiertos [25,27,28].

Tal como sucedía para el caso unitario, se verá cómo a partir de distintos enfoques se

llegará a resultados independientes y diferentes entre sí. Indefectiblemente, esto nos

llevará a cuestionarnos la naturaleza y la interpretación de estos tiempos mínimos,

tema difuso que no queda claro en la literatura y que es el motor principal que pone

en movimiento a nuestro trabajo. De esta manera, los resultados que presentaremos

en este apartado serán la plataforma principal sobre la cual desplegaremos nuestro

posterior análisis. En paralelo, también en esta sección se analizarán brevemente

las condiciones que deben darse para la saturación de estas cotas, particularmente

en si existe o no una evolución que para todo tiempo sature el límite. Para las

cotas derivadas en [27, 28] lo anterior no fue estudiado en la literatura y resulta una

característica deseable para cualquier cota temporal de evolución por varias razones.
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En primer lugar, el hecho que exista una evolución que para todo tiempo sature el

límite nos habla acerca de que nuestro estado físico está evolucionando en el menor

tiempo físico posible. En segundo lugar, el tener cotas temporales que saturen o que

se acerquen lo máximo posible al tiempo real de la evolución, nos permite valernos

de una herramienta fundamental a la hora de estimar el tiempo real de la evolución,

sin la necesidad de conocer previamente la totalidad de la dinámica del sistema.

A continuación, entonces, se resumen los principales enfoques para derivar cotas

temporales de evolución en sistemas cuánticos abiertos.

3.2.1. Cota en base a la información cuántica de Fisher

Debido a que estamos interesados en el tiempo mínimo necesario para que el

sistema vaya de un estado a otro, debemos definir una noción de distancia entre

estados cuánticos. Una opción, la utilizada en la Ref. [25], está basada en la fidelidad

de Bures [31] entre el estado inicial y el final,

FB(�0; �t) = Tr

�qp
�0�t
p
�0

�
: (3.2.23)

Los autores prueban que, entre todas las métricas basadas en la fidelidad de

Bures, la mejor cota para la longitud de Bures [39],
R t

0

p
FQ(t0)=4dt0, está dada por

el ángulo de Bures, arc cos (FB[�0; �t]) [40, 41],

L(�0; �t) � arc cos
�p

FB[�0; �t]
�
�
Z �

0

p
FQ(t0)=4 dt0: (3.2.24)

Aquí, FQ(t), representa a la información cuántica de Fisher a lo largo del camino

seguido por el sistema y su raíz cuadrada es proporcional a la velocidad instantánea de

separación entre dos estados vecinos 1. La ecuación (3.2.24) implica que la longitud de

la geodésica que conecta �(0) con �(t) es siempre menor a la longitud correspondiente

al camino actual.

La interpretación geométrica que se desprende de la ecuación (3.2.24), permite

definir dos tipos distintos de cotas temporales para la evolución entre dos estados

1Un mayor detalle respecto a información sobre la información cuántica de Fisher se adjunta en

el Apéndice del trabajo.
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cuánticos separados por una dada distancia. El primero, que llamaremos �mint ,

corresponde al tiempo que le lleva al sistema recorrer (a través del camino actual) la

misma longitud que el camino dado por la geodésica entre los dos estados, es decir,

L(�0; �t) =

Z �mint

0

p
FQ(t0)=4 dt0: (3.2.25)

Es importante percatarse que en orden de conocer FQ(t) a lo largo del camino, en

principio, requiere menos información que el conocer de manera exacta la dinámica

actual del sistema. En este sentido, esta cota para el tiempo mínimo de evolución sigue

la esencia de la teoría original para sistemas aislados porque, sabiendo el estado inicial

y el final aunque desconociendo el tiempo real de evolución t, uno puede estimar un

límite inferior para dicho tiempo de evolución. Esto está bien ilustrado, por ejemplo,

para cualquier evolución unitaria generada por un Hamiltoniano independiente del

tiempo, en el que FQ(t) = 4h(�H)2i�0=~2 para todo tiempo (ver Apéndice). Así, en

este caso sólo necesitamos conocer la varianza de la energía del sistema en orden de

estimar la cota,

�mint = ~L(�0; �t)=
q
h(�H)2i�0 ; (3.2.26)

que para estados puros ortogonales, en donde L(�0; �t) = �=2, es igual a �MT . Esta

cota temporal �mint , permite definir a su vez una cota para la velocidad límite (en

unidades de frecuencia) como

Vmint � L(�0; �t)

�mint

; (3.2.27)

la cual depende en t sólo implícitamente a través del estado final �t.

La segunda cota para la evolución temporal viene directamente de reordenar la

ecuación (3.2.24),

t � L(�0; �t)

Vavt
� �avt ; (3.2.28)

donde hemos definido una ‘velocidad promedio de la evolución’ como:

Vavt � (1=t)

Z t

0

p
FQ(t0)=4 dt0: (3.2.29)

En el caso de evoluciones unitarias generadas por un Hamiltoniano independiente

del tiempo, se tiene que Vavt =
p
h(�H)2i�0=~, lo cual no depende del tiempo actual
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de evolución t y además resulta que �av� = �mint . Sin embargo, para evoluciones no

unitarias, los tiempos �avt y �mint no necesariamente coinciden y, en general, se tiene

que la velocidad Vavt depende explícitamente de t, contrario a la velocidad en Vmint .

Luego mostraremos, en un sistema específico, no sólo que �mint < �avt sino que la

explícita dependencia de Vavt en t, hace que �avt resulte una herramienta inconsistente

a la hora de estimar el tiempo mínimo de evolución entre los estados �0 y �t.

Saturación del límite.— Del carácter geométrico de la desigualdad en la ecuación

(3.2.24), es claro que la saturación � = �mint o � = �avt es sólo posible en la medida

que la evolución del sistema sea a través de una geodésica, de manera que en este

caso tendremos � = �mint = �avt para todo valor de t. En la Figura 3.1 se puede ver

la ilustración geométrica de lo dicho.

Figura 3.1: Imagen pictórica representando el carácter geométrico de estos tiempos mínimos de

evolución. La línea roja punteada, cuya longitud se denota ‘
(�0; �� ), refiere al camino actual

seguido en el espacio de estados representando una evolución entre el estado inicial �0 y el estado

final �� , parametrizado por el tiempo t 2 [0; � ]. La línea verde continua representa la geodésica

que conecta �0 con �� , cuya longitud está dada por L(�0; �� ). Esta interpretación proporciona un

criterio claro para la saturación del límite inferior en el tiempo de evolución, es decir, cuando el

camino seguido por la evolución dinámica coincide con una geodésica de la métrica considerada.
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3.2.2. Cota en base a distintos operadores norma

Deffner y Lutz [27] derivaron tres cotas distintas para el mínimo tiempo de

evolución para un estado puro inicial �0 = j 0i h 0j empleando la desigualdad de

von-Neumann para operadores. Tal como en el trabajo [25], su enfoque también hace

uso del ángulo de Bures, L(�0; �t) = arc cos(
p
h 0j�tj 0i), en orden de cuantificar la

distancia dada entre el estado inicial y el final. La derivación puede ser resumida

como sigue. En primer lugar, de la derivada temporal para el ángulo de Bures y

usando que x � jxj, se puede llegar a

2 cos (L) sin (L) _L � j h 0j _�tj 0i j = jTr(�0 _�t)j : (3.2.30)

A continuación, se usa la desigualdad de von-Neumann para la traza de operadores

clase Hilbert-Schmidt2,

jTr(�0 _�t)j � �1(t) = k _�tkop; (3.2.31)

donde �1(t) es el mayor valor singular de _�t, y debido a que este operador es hermítico,

�1(t) es igual a su operador norma denotado por k : : : kop. Junto con la desigualdad

(3.2.31), se usa el set de desigualdades para los operadores,

kAkop � kAkhs � kAktr; (3.2.32)

donde kAktr � Tr
�p

AyA
�

=
P

i �i es la norma traza y kAkhs �
p

Tr(AyA) =pP
i �

2
i es la norma Hilbert-Schmidt. Haciendo uso de todas las desigualdades, se

llega a

2 cos (L) sin (L) _L � k _�tkop � k _�tkhs � k _�tktr; (3.2.33)

e integrando a lo largo del tiempo finalmente se obtiene

sin2(L(�0; �t)) �
R t

0
k _�t0kop dt0 �

�
R t

0
k _�t0khs dt0 �

R t
0
dt k _�tktr: (3.2.34)

2Para dos operadores clase Schmidt A y B la desigualdad de von Neumann para la traza es

Tr(AB) �
P
i �i�i, donde la suma es sobre los valores singulares, �i y �i, de los operadores, A y B,

respectivamente, en orden descendiente, �1 � �2 � : : : y �1 � �2 � : : : [42].
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Estas desigualdades son válidas para cualquier operador densidad de evolución y,

en el mismo sentido que la ecuación (3.2.24), la (3.2.34) también sirve como el punto

de partida para derivar cotas temporales si definimos

Vop;tr;hst � (1=t)

Z t

0

jjLt(�t0)jjop;tr;hs dt0; (3.2.35)

con Lt(�t0) el generador no unitario de la evolución. De esta forma, las tres cotas

para el tiempo mínimo de evolución en [27] son:

t � � op;tr;hst =
sin2 [L(�0; �t)]

Vop;tr;hst

: (3.2.36)

Sin embargo, teniendo en cuenta que Vopt � Vhst � V trt , la mejor cota temporal

resulta ser � opt . Más adelante mostraremos en un sistema específico que � opt > �mint y

la explícita dependencia de Vopt en t, hace que � opt también resulte una estimación

inconsistente del tiempo mínimo de evolución entre �0 y �t.

Saturación del límite.— La saturación de estos tiempos mínimos no fue estudiada

en la Ref. [27], por lo que su análisis resulta original de esta tesis. De las desigualdades

en (3.2.34) se puede notar que las mismas no poseen una clara interpretación

geométrica, por lo que sus condiciones para la saturación (que llevan a la saturación

de las cotas temporales en la ecuación (3.2.36)) no son tan evidentes. En el caso de

� opt , la saturación corresponde a

sin2(L(�0; �t)) =

Z t

0

dt k _�tkop: (3.2.37)

En orden de tener una saturación a lo largo de cierto camino de evolución,

necesitamos satisfacer las igualdades en (3.2.30) y (3.2.31) para todo tiempo t.

Entonces, el valor medio h 0j _�tj 0i = Tr(�0 _�t) debería ser positivo a lo largo del

camino. Supongamos que sea este el caso, por lo que ahora queremos ver si es posible

saturar la ecuación (3.2.31) para todo tiempo t, es decir, Tr(�0 _�t) = �1(t) � k _�tkop > 0

a lo largo de algún camino de evolución. En aras de ver que esto no es posible, primero

observemos que la desigualdad de von-Neumann para la traza Tr(�0 _�t) � �1(t) se

satura a lo largo de una evolución si y sólo si �0 y _�t son diagonalizables de forma

unitaria y simultánea para todo tiempo de evolución. Esto quiere decir que �1(t)
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debe ser el autovalor de _�t asociado al común autovector independiente del tiempo,

j 0i, de _�t y �0. Por lo tanto, la estructura del estado evolucionado debería ser

�t =

�
1 +

Z t

0

�1(t0) dt0
�
�0 + At; (3.2.38)

donde At tiene un soporte en el subespacio ortogonal al subespacio abarcado por

�0 � j 0ih 0j. Pero ya que asumimos que la ecuación (3.2.30) está saturada para todo

tiempo, tenemos �1(t) > 0 para todo tiempo. Entonces, �t en la ecuacion (3.2.38) no

es un estado físico para todo t > 0, porque de otro modo deberíamos tener para la

probabilidad de encontrar el estado evolucionado en el estado inicial:

Tr(�0�t) = 1 +

Z t

0

�1(t0) dt0 > 1; (3.2.39)

donde usamos que �0At = 0 para todo tiempo. De esta manera, no es posible

encontrar una evolución donde la ecuación (3.2.31) esté saturada para todo tiempo si

la ecuación (3.2.30) está también saturada para todo tiempo. La saturación t = � opt

puede ser posible únicamente para ciertos tiempos t a través de cierta evolución

del sistema. Esto contrasta claramente con t = �avt = �mint , que corresponde a una

saturación continua en el tiempo a través de una geodésica.

3.2.3. Cota en base a la noción de la

’cuanticosidad’

La derivación para el mínimo tiempo de evolución seguido en [28] está basado

en un enfoque muy distinto a los anteriores, relacionado al novedoso concepto

llamado ’cuanticosidad’. La cuantificación del carácter no clásico de un sistema

cuántico recientemente ha atraído mucha atención [43, 44]. En particular, se ha

definido la noción de la cuanticosidad asociada a la no conmutatividad del álgebra

de observables [43,44] como,

Q(�a; �b) = 2k[�a; �b]k2
hs

= �4Tr
�
(�a�b)

2 � �2
a�

2
a

�
;

(3.2.40)

tal que 0 � Q(�a; �b) � 1. Notemos que Q(�a; �b) = 0 si y sólo si [�a; �b] = 0 [43, 44],

que significa que �a y �b son diagonales en la misma base. En este sentido, Q(�a; �b) es
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un testigo de las coherencias que el estado �b tiene en la base de autoestados de �a y

viceversa. Por lo tanto, en una evolución del sistema, la cuanticosidad, Q(�0; �t), como

función del tiempo, monitorea la generación de coherencias en el estado evolucionado

�t en la base de autoestados del estado inicial �0.

Contrariamente a los enfoques descriptos en las anteriores subsecciones, en orden

de obtener un tiempo mínimo de evolución, el enfoque seguido en [28] no usa

ninguna definición explícita distancia entre el estado inicial y el final. En cambio,

de la definición de la cuanticosidad, Q(�0; �t), los autores utilizan la desigualdad de

Cauchy-Schwarz, jTr
�
AyB

�
j � kAkhskBkhs, para obtener

j _Q(�0; �t)jp
Q(�0; �t)

� 2
p

2 k[�0; _�t]khs; (3.2.41)

donde _Q(�0; �t) = 4 Tr
�
AytBt

�
con At � [�0; �t] y Bt � [�0; _�t]. Ahora, para la

integración en el tiempo del lado izquierdo de la ecuación (3.2.41), se usa queZ t

0

j _Q(�0; �t0)jp
Q(�0; �t0)

dt0 �
����Z Q

0

dQ0p
Q0

���� = 2
p
Q(�0; �t): (3.2.42)

De esta manera, se obtiene quep
Q(�0; �t)=2 �

Z t

0

k[�0; _�t0 ]khs dt0: (3.2.43)

Una cota temporal para la evolución, � quantt , puede ser lograda a través de la de-

sigualdad en (3.2.43), en el mismo sentido que �avt había sido obtenida de (3.2.24) y

los límites � op;tr;hst de las desigualdades en (3.2.34). Por ende, se tiene

t � � quantt =

p
Q(�0; �t)=2

Vquantt

; (3.2.44)

donde hemos definido el ’promedio temporal en la velocidad’ con unidades de

frecuencia como

Vquantt � 1

t

Z t

0

k[�0; _�t0 ]khs dt0: (3.2.45)

Saturación del límite.— La saturación de este tiempo mínimo no fue estudiada

en la Ref. [28], por lo que su análisis también resulta original de esta tesis. Con

tal de tener una saturación en la ecuación (3.2.43), de manera que t = � quantt para

todo tiempo a través de una evolución, necesitamos satisfacer las igualdades en
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(3.2.41) y (3.2.42) para todo tiempo t. Supongamos que la tasa de cambio de la

cuanticosidad, _Q(�0; �t), es positiva a lo largo de la evolución, tal que la igualdad

(3.2.42) esté saturada a lo largo del camino. Esto quiere decir que la tasa de cambio

de las coherencias en �t, en la base de autoestados de �0, es positiva para todo tiempo;

algo que puede pasar. En orden de saturar la ecuación (3.2.41) para todo tiempo a

lo largo de alguna evolución, necesitamos que

Bt = �tAt; (3.2.46)

con �t una función real del tiempo. Debido a que hemos asumido _Q(�0; �t) =

4�t Tr
�
AytAt

�
� 0 tenemos que �t � 0 para todo tiempo. Esto quiere decir que:

(i) _�t = �t�t, o que (ii) �0 y _�t � �t�t son diagonales en la misma base para todo

tiempo a lo largo de alguna evolución. La opción (i) no es posible porque imponiendo

la condición de normalización en el estado evolucionado llegamos a
R t

0
�t0 dt

0 = 0

para todo tiempo, condición que no se puede satisfacer a menos que �t = 0 para

todo tiempo. Pero �t = 0 para todo tiempo corresponde a la evolución trivial en

la que el estado evolucionado se queda igual a �0 indefinidamente. Sin embargo, la

condición (ii) puede ser satisfecha, por ejemplo, en los casos de modelos semiclásicos

que consisten en estados evolucionados que para todo tiempo son diagonales en la

base del estado inicial �0, teniendo sólo sus autovalores cambiando a lo largo de

la evolución [45]. En consecuencia, el límite temporal �avt , en principio, puede ser

saturado continuamente a lo largo de alguna evolución.



Capítulo 4

Modelo de Jaynes-Cummings

“Ir derecho acorta las distancias,

pero también acorta la vida.”

Antonio Porchia

En la presente sección, presentamos un modelo físico sencillo que servirá como

plataforma para estudiar todas las cotas temporales para sistemas cuánticos abiertos

que se han analizado previamente en el Capítulo 3. Para comenzar, primero se

introducirá como ejemplo el caso de un decaimiento espontáneo de un sistema de

dos niveles (qubit) acoplado a un reservorio con una densidad espectral arbitraria.

Luego, dentro de este marco general, se tratará el caso particular del modelo de

Jaynes-Cummings amortiguado, el cual es resoluble de forma exacta y consiste en

un sistema de dos niveles que interactúa con un reservorio bosónico a temperatura

cero. El análisis del mismo se centrará tanto en el régimen resonante como en el no

resonante, es decir, considerando la frecuencia central de la cavidad desfasada con

una cierta cantidad � respecto a la frecuencia de transición atómica [17,46–51].

31
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4.1. Decaimiento espontáneo de un sistema de dos

niveles

El sistema cuántico más simple que se puede considerar consiste en un sistema

de dos niveles cuyo espacio de Hilbert está ocupado por sólo dos estados, un estado

excitado jei y un estado fundamental jgi. El espacio de Hilbert de tal sistema es

equivalente al de un sistema de spin
1

2
y puede ser representado geométricamente a

través de la esfera de Bloch, lo cual se muestra desarrollado con mayor detalle en el

apéndice de la tesis. En este contexto, se pueden definir los operadores de Pauli

�x = jei hgj+ jgi hej ; �y = �i jei hgj+ i jgi hej ; �z = jei hej � jgi hgj ; (4.1.1)

los cuales satisfacen las relaciones de conmutación

[�i; �j] = 2i�ijk�k; (4.1.2)

así como las relaciones de anticonmutación

f�i; �jg = 2�i;j: (4.1.3)

Asimismo, resulta conveniente definir los siguientes operadores de subida y bajada

�+ = jei hgj = 1

2
(�x + i�y); �� = jgi hej = 1

2
(�x � i�y): (4.1.4)

La correspondiente representación matricial de estos operadores en la base fjei ; jgig

toma la forma

�x =

0@ 0 1

1 0

1A �y =

0@ 0 �i

i 0

1A �z =

0@ 1 0

0 �1

1A ; (4.1.5)

y

�+ =

0@ 0 1

0 0

1A �� =

0@ 0 0

1 0

1A : (4.1.6)

En este panorama general, un problema particular que se puede analizar consiste

en el decaimiento espontáneo de un sistema de dos niveles, acoplado a un reservorio
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de osciladores armónicos. En dicho caso el Hamiltoniano total del sistema está dado

por

H = HS +HE +HI = H0 +HI ; (4.1.7)

donde

H0 = !0�+�� +
X
k

!kb
y
kbk; (4.1.8)

y

HI = �+ 
B + �� 
By con B =
X
k

gkbk: (4.1.9)

La frecuencia de transición entre los dos niveles está dada por !0, mientras que el

índice k denota los diferentes modos del campo del reservorio con frecuencia !k,

operadores creación y destrucción byk, bk y constantes de acoplamiento gk.

En orden de derivar una ecuación maestra exacta, será necesario introducir los

siguientes estados [17]

 0 = jgiS 
 j0iE ; (4.1.10)

 1 = jeiS 
 j0iE ; (4.1.11)

 k = jgiS 
 jkiE ; (4.1.12)

donde jgiS = �� jeiS y jeiS = �+ jgiS indican el estado fundamental y excitado

del sistema, respectivamente, el estado j0iE denota el estado vacío del reservorio y

jkiE = byk j0iE da cuenta del estado con un fotón en el modo k. En la representación

de interacción, el estado �(t) del sistema total sigue la ecuación de Schrödinger

d

dt
�(t) = �iHI(t)�(t); (4.1.13)

donde

HI(t) = �+(t)B(t) + ��(t)By(t) (4.1.14)

es el Hamiltoniano en la representación interacción con

��(t) = �� exp(�i!0t); (4.1.15)

y

B(t) =
X
k

gkbk exp(�i!kt): (4.1.16)
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Por otro lado, se puede chequear con facilidad que el Hamiltoniano total del

sistema (4.1.7) conmuta con el operador número, definido como

N = �+�� +
X
k

bykbk; (4.1.17)

por lo que se tiene

[H;N ] = 0: (4.1.18)

Por dicho motivo, puede afirmarse que N resulta una cantidad conservada. Respecto

a los estados iniciales, se sigue que cualquiera de la forma

�(0) = c0 0 + c1(0) 1 +
X
k

ck(0) k (4.1.19)

evoluciona luego de un tiempo t en el estado

�(t) = c0 0 + c1(t) 1 +
X
k

ck(t) k: (4.1.20)

El hecho que c0 resulte constante es consecuencia de HI(t) 0 = 0, mientras que las

amplitudes c1(t) y ck(t) dependen indefectiblemente del tiempo. La evolución temporal

de estas amplitudes está gobernada por un sistema de ecuaciones diferenciales que

pueden ser fácilmente derivadas a partir de la ecuación de Schrödinger (4.1.13),

_c1(t) = �i
X
k

gk exp[i(!0 � !k)t]ck(t) (4.1.21)

_ck(t) = �ig�k exp[�i(!0 � !k)t]c1(t): (4.1.22)

Asumiendo que ck(0) = 0, es decir, que no existen fotones en el estado inicial, se

puede resolver la segunda ecuación e insertar la solución en la primera en aras de

obtener una ecuación cerrada para c1(t),

_c1(t) = �
Z t

0

dt1f(t� t1)c1(t1): (4.1.23)

El núcleo f(t� t1) está dado por la función de correlación

f(t� t1) = TrEfB(t)By(t1)�Eg exp[i!0(t� t1]; (4.1.24)

donde �E = (j0i h0j)E corresponde al estado vacío del reservorio. Este núcleo en

general es expresado en términos de la densidad espectral del reservorio J(!) como

sigue

f(t� t1) =

Z
d!J(!) exp[i(!0 � !)(t� t1)]: (4.1.25)
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De este modo, la ecuación exacta (4.1.23) puede ser resuelta mediante una trans-

formación de Laplace de acuerdo a la densidad espectral J(!) que se tenga en cada

caso particular.

Por otro lado, con la ayuda de las amplitudes de probabilidad c0, c1(t) y ck(t) se

puede expresar la matriz densidad reducida �S(t) del sistema de dos niveles como

�S(t) = TrEfj�(t)i h�(t)jg =

0@ jc1(t)j2 c�0c1(t)

c0c
�
1(t) 1� jc1(t)j2

1A : (4.1.26)

Diferenciando esta expresión con respecto al tiempo y recordando que _c0 = 0 se llega

a la siguiente ecuación exacta

d

dt
�S(t) =

0B@ d

dt
jc1(t)j2 c�0 _c1(t)

c0 _c�1(t) � d

dt
jc1(t)j2

1CA : (4.1.27)

Introduciendo las cantidades

S(t) = �2Im

�
_c1(t)

c1(t)

�
; (4.1.28)


(t) = �2Re

�
_c1(t)

c1(t)

�
; (4.1.29)

se puede reescribir la ecuación (4.1.27) como

d

dt
�S(t) =� i

2
S(t)[�+��; �S(t)]

+ 
(t)

�
���S(t)�+ �

1

2
�+���S(t)� 1

2
�S(t)�+��

�
:

(4.1.30)

Esta última ecuación corresponde a una ecuación maestra exacta de la dinámica

reducida del sistema. La función S(t) juega el rol de Lamb shift y 
(t) de tasa de

decaimiento, ambas funciones dependientes del tiempo. Algo sorprendente de la

ecuación maestra (4.1.30) es que tiene la forma

d

dt
�S(t) = KS(t)�S(t); (4.1.31)

en donde la estructura de KS(t) es similar al generador de Lindblad aunque con una

dependencia temporal en los coeficientes S(t) y 
(t), símil a como se había mostrado

a finales del Capítulo 2.
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4.2. Modelo de Jaynes-Cummings en resonancia

Como ya se expresó al comienzo del capítulo, el modelo amortiguado de Jaynes-

Cummings describe el acoplamiento de un átomo de dos niveles a un modo de cavidad

única que a su vez está acoplado a un reservorio constituido por osciladores armónicos

en el estado de vacío. Si uno se restringe al caso de una única excitación en el sistema

átomo-cavidad, el modo de la cavidad puede ser eliminado en favor de una densidad

espectral eficaz de la forma [17]

J(!) =
1

2�


0�
2

(!0 � !)2 + �2
; (4.2.32)

donde !0 nuevamente representa la frecuencia de transición entre los dos niveles, 
0

una constante efectiva de acoplamiento y el parámetro � define el ancho espectral

del acoplamiento, el cual está relacionado al tiempo de correlación del reservorio �E

por la relación �E = ��1, mientras que la escala temporal �R en la cual el estado del

sistema cambia está dada por �R = 
�1
0 . En este sentido, la aproximación Markoviana

esbozada en la sección 2.1 del Capítulo 2 sólo será válida en la medida que 
0 � �.

Teniendo la densidad espectral de este caso particular (ec. (4.2.32)), en orden de

derivar la amplitud de probabilidad exacta c1(t), lo que se hace es evaluar la función

de correlación del entorno (ec. (4.1.25)) con dicha J(!), obteniendo de esta forma

f(t) =
1

2

0� exp(��jtj): (4.2.33)

Para esta f(t) particular, la ecuación diferencial para la amplitud de probabilidad

c1(t) puede ser fácilmente resuelta, dando lugar a la solución

c1(t) = c1(0)e��t=2
�
cosh

�
dt

2

�
+
�

d
sinh

�
dt

2

��
; (4.2.34)

en donde d =
p
�2 � 2
0�. Esto lleva a la siguiente población para el estado excitado

�ee(t) = �ee(0)e��t
�
cosh

�
dt

2

�
+
�

d
sinh

�
dt

2

��2

: (4.2.35)

De igual manera, utilizando las ecuaciones (4.1.28) y (4.1.29) puede verse que se

obtiene un Lamb shift nulo (S(t) = 0) y una tasa de decaimiento


(t) =
2
0� sinh(dt=2)

d cosh(dt=2) + � sinh(dt=2)
: (4.2.36)
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4.3. Modelo de Jaynes-Cummings no resonante

Otra manera en la que se puede abordar el modelo amortiguado de Jaynes-

Cummings es considerando un detuning, es decir, utilizar la misma configuración que

en la sección anterior, aunque con la frecuencia central de la cavidad desfasada por

una cantidad � respecto a la frecuencia de transición atómica !0. En este caso, la

densidad espectral toma la forma

J(!) =
1

2�


0�
2

(!0 � � � !)2 + �2
: (4.3.37)

La solución de la ecuación maestra, tal como se mostró previamente (4.1.26), está

dada por [17,50]:

�S(t) =

24 jc1(t)j2�ee c1(t)�eg

c�1(t)��eg 1� jc1(t)j2�ee

35 ; (4.3.38)

donde el estado inicial del qubit es

�S(0) =

24 �ee �eg

��eg 1� �ee

35 ; (4.3.39)

en la base, jz;�i, de autoestados del Hamiltoniano libre del qubit. Nuevamente, la

función c1(t) introducida aquí es la solución de la ecuación _c1(t) = �
R t

0
dt1f(t �

t1)c1(t1), con la condición inicial c1(0) = 1 y donde f(t � t1) es la función de

correlación de dos puntos del reservorio, es decir, la transformada de Fourier de la

densidad espectral J(!). Resolviendo para nuestra densidad espectral Lorenziana

(ec. (4.3.37)), se obtiene

f(t) =
1

2

0�e

��jtj(1�i�=�); (4.3.40)

siendo el caso resonante el correspondiente a � = 0. Por lo tanto, si uno resuelve de

igual manera al caso anterior, se llega a la siguiente amplitud exacta de probabilidad

c1(t) = e�
� t
2 (1�i �

�)
�
�




�
1� i �

�

�
sinh

�

t

2

�
+

+ cosh

�

t

2

��
; (4.3.41)

en donde se ha definido 
 = �
p

(1� i�=�)2 � 2
0=� y en donde la tasa de decaimiento

resulta


(t) = 
0 Re

 
2 sinh

�

t
2

�


�

cosh
�


t
2

�
+ (1� i �

�
) sinh

�

t
2

�! : (4.3.42)



4.4. Evolución temporal de Jaynes-Cummings 38

De este modo, si bien en principio parecería que el problema está absolutamente

determinado fijando tres parámetros fundamentales (a saber: 
0, � y �), es útil notar

que en el caso de medir el tiempo en unidades de 1=�, la función c1(t) y por ende

la tasa de decaimiento 
(t), dependen únicamente de la fijación de dos parámetros

fundamentales, a saber, 
0=� y �=�. Sobre estos dos parámetros nos detendremos

tanto en la sección siguiente como en el Capítulo 5, cuando estudiemos cómo influyen

las distintas regiones en el espacio de parámetros sobre el comportamiento del sistema.

4.4. Evolución temporal de Jaynes-Cummings

Tal como se muestra en el apéndice del presente trabajo, cualquier sistema de dos

niveles puede representarse pictóricamente a través de la esfera de Bloch. En este

contexto, cualquier matriz densidad � de dos niveles puede ser expandida utilizando

la matriz identidad I y las matrices hermíticas de Pauli ~� como

�(t) =
1

2
(I + ~r:~�) =

1

2

24 1 + rz rx � iry
rx + iry 1� rz

35 ; (4.4.43)

donde ~r 2 R3 se conoce como el vector de Bloch del sistema y está dado por

~r = (sin � cos’; sin � sin’; cos �) = (rx; ry; rz) con � 2 (0; �) y ’ 2 (0; 2�). De esta

manera, dicha representación resulta un marco útil e intuitivo para estudiar el modelo

de Jaynes-Cummings. Por esta razón, si igualamos cada componente de (4.4.43)

con la evolución temporal del modelo, dada por la ecuación (4.3.38), es una tarea

algebraica sencilla demostrar que cada componente del vector de la esfera de Bloch

tiene la siguiente forma

rx(t) =
sin �

2

�
c1(t)e�i’ + c�1(t)ei’

�
; (4.4.44)

ry(t) =
i sin �

2

�
c1(t)e�i’ � c�1(t)ei’

�
; (4.4.45)

rz(t) = �1 + jc1(t)j2(1 + cos �): (4.4.46)

Observando dichas expresiones, resulta importante notar que la evolución reducida

del qubit para el modelo de Jaynes-Cummings posee el mismo estado estacionario
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para cualquier valor de los parámetros �=� y 
0=�. De hecho, no importa cuál sea

el estado inicial ya que al tener l��mt!1 c1(t) = 0, el estado final asintóticamente

siempre resultará rx(tf) = ry(tf) = 0 y rz(tf) = �1, lo que denotaremos como

�f = jz;�ihz;�j. Esto mismo queda ejemplificado en la Figura 4.1, en donde se

grafican dos condiciones iniciales distintas para dos entornos de parámetros distintos.

Figura 4.1: Evolución temporal del modelo de Jaynes-Cummings representado en la esfera de Bloch.

Los paneles (a) y (b) corresponden al estado inicial �i = jx; +ihx; +j, mientras que los paneles

(c) y (d) al estado inicial excitado �i = jz; +ihz; +j. Asimismo, la línea verde punteada denota un

régimen con �=� = 0;1 y 
0=� = 0;1, mientras que la línea continua azul el régimen con �=� = 0;1 y


0=� = 104. En todos los casos, la evolución se realizó hasta �t = 100.

De dicha Figura 4.1 se desprenden varias observaciones. En primer lugar, queda en

evidencia un comportamiento cualitativo radicalmente distinto de acuerdo al régimen

de parámetros que uno esté analizando. Mientras que en el régimen con �=� = 0;1 y


0=� = 0;1 (paneles (a) y (c)), el qubit evoluciona de forma directa y sin presentar

oscilaciones hacia el estado �f = jz;�ihz;�j, esto último no sucede para el régimen
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�=� = 0;1 y 
0=� = 104 (paneles (b) y (d)). Estas oscilaciones en la esfera de Bloch

tienen que ver con un aumento de la población del estado excitado y ocurren debido

a que los fotones que han sido emitidos por el átomo se reabsorben en un momento

posterior. Dicho fenómeno está íntimamente relacionado con la no-Markovianidad de

la dinámica, tema del cual nos ocuparemos en la sección siguiente.

En segundo lugar, se puede ver que la trayectoria de la evolución está fuertemente

vinculada a la condición inicial desde la cual uno comience la dinámica. En particular,

comenzando desde el estado excitado �i = jz; +ihz; +j se tiene una evolución hacia

el estado estacionario �f = jz;�ihz;�j sin generar coherencias a lo largo de todo el

camino (paneles (c) y (d)). Esto último no ocurre en el caso de comenzar con un

estado inicial con coherencias, por ejemplo con �i = jx; +ihx; +j, tal como constatan

los paneles (a) y (b). Este hecho resultará significativo a la hora de estudiar el tiempo

mínimo dado por � quantt , ya que el mismo requiere de la generación de coherencias en

aras de dar un resultado bien determinado. En este sentido, al final del Capítulo 5,

se dará un análisis más exhaustivo respecto a la dependencia de las cotas temporales

frente a las condiciones iniciales.

4.5. No-Markovianidad y Jaynes-Cummings

Tal como se introdujo en la sección anterior, una importante característica del

modelo de Jaynes Cummings es que posee distintos regímenes de acuerdo a la relación

que se fije entre los parámetros 
0=� y �=�. Mostraremos aquí que estos regímenes

pueden ser asociados con efectos Markovianos o no-Markovianos de la evolución.

Por ejemplo, estudiando el límite 
0=� � 1 y �=� � 1, se obtiene para la tasa de

decaimiento


(t) = 2
0=(1 + coth(�t=2)); (4.5.47)

la cual es una función estrictamente positiva del tiempo, que cuando �t � 1 se

corresponde con 
(t) � 
0. Ahora bien, ya que la ecuación (4.5.47) es una función

positiva para todo tiempo, por lo dicho en la sección 2.2 del Capítulo 2, la ecuación

(4.1.30) se corresponde con una ecuación maestra Markoviana [51] en este régimen de
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0=�� 1 y �=�� 1. Sin embargo, fuera de este régimen de parámetros, por ejemplo

a grandes acoplamientos, la tasa de decaimiento oscila con una gran amplitud e

incluso puede tomar valores negativos, tal como pone de relieve la Figura 4.2.

Figura 4.2: Tasa de decaimiento 
(t) para el estado inicial del qubit �i = jx; +ihx; +j, como función

del tiempo escaleado �t. El panel (a) corresponde a un régimen con �=� = 0;1 y 
0=� = 0;1,

mientras que el panel (b) al régimen con �=� = 0;1 y 
0=� = 104.

La oscilación negativa que se observa en el panel (b) de esta figura conduce a un

aumento de la población del estado excitado y, tal como sucedía en la Figura 4.1, esto

es consecuencia de que los fotones que han sido emitidos por el átomo se reabsorben

en un momento posterior. Por esta razón, al igual que se había afirmado para las

oscilaciones en la esfera de Bloch, este hecho está vinculado con la no-Markovianidad

de la dinámica, es decir, con efectos de memoria que provocan un flujo de información

desde el entorno de vuelta hacia el sistema.

Ahora bien, en orden de verificar la Markovianidad o la no-Markovianidad de

la dinámica en todo el espacio de parámetros del sistema, es necesario monitorear



4.5. No-Markovianidad y Jaynes-Cummings 42

la distinguibilidad entre dos estados a lo largo de la evolución. Esto es así debido

a que la noción aceptada de Markovianidad que se utilizará aquí está basada en la

idea que para procesos Markovianos cualquier par de estados se vuelven menos y

menos distinguibles a lo largo de la dinámica, llevando a una continua pérdida de

información hacia el entorno [51].

En vistas de ello, se utilizará la norma traza de la diferencia entre �1 y �2, y

definiremos la distancia traza como

D(�1; �2) =
1

2
jj�1 � �2jjtr =

1

2
Tr j�1 � �2j; (4.5.48)

la cual es una medida de la distancia entre dos estados cuánticos [31]. Esta medida

tiene la interesante propiedad que puede ser interpretada como una medida de

distinguibilidad entre �1 y �2 [30]. De esta manera, la no-Markovianidad en un

proceso cuántico, dado por el mapa �(t) = �t[�0], puede ser definida como sigue: un

mapa cuántico �(t) = �t[�0] es no-Markoviano si y sólo sí existe un par de estados

iniciales, �0;1 y �0;2, tal que la distancia traza entre los correspondientes estados

evolucionados se incremente a cierto tiempo t, es decir,

�(t; �0;1; �0;2) � d

dt
D(�t[�0;1];�t[�0;2]) > 0; (4.5.49)

donde �(t; �0;1; �0;2) denota la tasa de cambio de la distancia traza a tiempo t entre

el par de estados iniciales [30]. Para un proceso no-Markoviano, la información debe

fluir desde al ambiente al sistema para cierto intervalo de tiempo, y entonces se

debe tener � > 0 para dicho intervalo. Una buena medida de no-Markovianidad

del canal debería ser testigo del total incremento de la distinguibilidad a lo largo

de toda la evolución, dando cuenta de la totalidad de la información fluyendo del

ambiente de vuelta hacia el sistema. Esto sugiere definir la medida N (�t) para la

no-Markovianidad de un proceso cuántico a través de [51]:

N (�t) = maxf�0;1;�0;2g N (�t; �0;1; �0;2); (4.5.50)

con

N (�t; �0;1; �0;2) =

Z
�>0

dt �(t; �0;1; �0;2): (4.5.51)
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Para un proceso general, la maximización sobre estados iniciales, �0;1 y �0;2, en

N (�t), resulta una tarea difícil. Sin embargo, para el modelo de Jaynes-Cummings

considerado aquí, cuando � 6= 0, ha sido mostrado en [30] que N (�t) = N (�t; �e; �g)

donde �e = jx; +ihx; +j y �g = jx;�ihx;�j, con jx;�i los autoestados del operador

de Pauli �x. En la Figura 4.3 se muestra el comportamiento de la medida N (�t)

como función de los parámetros 
0=� y �=� que controlan a nuestro modelo.

Figura 4.3: No-Markovianidad del canal correspondiente al modelo de Jaynes Cummings, medida

por la expresión en la ecuación (4.5.50) para los estados iniciales �e = jx; +ihx; +j y �g = jx;�ihx;�j,

en un tiempo total de evolución �t = 1000. Ver texto principal para los detalles.

Sin embargo, pese a que la medida N (�t) presentada en la ecuación (4.5.50)

es una herramienta adecuada para caracterizar el grado de no-Markovianidad de

un mapa cuántico �t, en orden de establecer una posible conexión entre las cotas

temporales que hemos estudiado y los efectos no-Markovianos de la dinámica, resulta

más apropiado definir una medida de la no-Markovianidad sobre la actual trayectoria

del sistema, desde el estado inicial �0 al final �t, lo cual se corresponde mejor con las

definiciones de los tiempos mínimos. En este sentido, se puede definir la siguiente
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medida alternativa para la no-Markovianidad

~N (t; �t; �0) =

Z t

0;~�>0

~�(t0; �0; �t0) dt
0 =

=

Z t

0

j~�(t0; �0; �t0)j+ ~�(t0; �0; �t0)

2
dt0; (4.5.52)

la cual depende del tiempo final t, y en donde

~�(t; �0; �t) �
d

dt
D(�0;�t[�0]): (4.5.53)

Utilizaremos esta medida en el capítulo siguiente con el objetivo de contrastarla con

todas las cotas temporales de evolución presentadas.



Capítulo 5

Cotas temporales para el modelo de

Jaynes-Cummings

“La partícula subatómica anda donde quiere. Prefiere lo más corto como

usted cruzando un parque, pero puede apartarse como usted a leer un

periódico en un banco, o desviarse al vendedor de helado, al grifo de

agua, o adentrarse más hasta el rincón donde copula una pareja.”

Ernesto Cardenal

Debido a su sencillez y por ser completamente resoluble analíticamente, el modelo

de Jaynes-Cummings provee un marco adecuado para analizar los tiempos mínimos

de evolución presentados previamente en el Capítulo 3. Por esta razón, en el presente

capítulo, nuestra meta principal consiste en examinar cuál de todas las cotas para

sistemas cuánticos abiertos proporciona resultados consistentes a la hora de estimar

el tiempo mínimo necesario para evolucionar de un determinado estado inicial hacia

un determinado estado final. Asimismo, como complemento, buscaremos establecer

una relación entre estos tiempos mínimos de evolución y la no-Markovianidad del

sistema, como así también analizaremos la dependencia de estas cotas respecto a las

condiciones iniciales.

45
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5.1. Consistencia de las cotas temporales para la

evolución

En primer lugar, tal como se advirtió en el capítulo anterior, es importante resaltar

que la evolución reducida del qubit para el modelo de Jaynes-Cummings posee el

mismo estado estacionario para cualquier valor de los parámetros �=� y 
0=�, siendo

el mismo siempre �f = jz;�ihz;�j. En segundo lugar, también resulta significativo

advertir que la velocidad con la cual un estado evolucionado se aproxima a dicho

estado estacionario es distinta de acuerdo a si uno está en el régimen Markoviano

o en el no-Markoviano. Esto se observa con claridad en la Figura 5.1, en donde se

grafica la distancia traza D(�t; �f) entre el estado evolucionado del qubit, �t, y su

estado estacionario, �f , como función del tiempo para distintas relaciones entre los

parámetros que controlan el entorno y su interacción con el qubit.

Figura 5.1: Distancia traza D(�t; �f ) entre el estado final estacionario �f = jz;�ihz;�j y el estado

evolucionado �t del qubit en el modelo de Jaynes-Cummings, como función del tiempo escaleado �t.

La línea verde punteada corresponde al régimen Markoviano con �=� = 0;1 y 
0=� = 0;1, y la línea

azul continua al régimen no-Markoviano con �=� = 0;1 y 
0=� = 104. En ambos casos el estado

inicial de la evolución es �i = jx; +ihx; +j.

El estado inicial utilizado es �i = jx; +ihx; +j, aunque resultados análogos son

obtenidos para cualquier otro �i. La única diferencia radica en si se generan o no

coherencias a lo largo de la evolución del sistema, en tanto que si uno comienza
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con �i = jz; +ihz; +j la evolución es a través de un camino que resulta ser siempre

diagonal en la misma base que el estado estacionario, tal como se mostró en la Figura

4.1 del capítulo anterior. Sin embargo, la razón por la cual aquí se trabaja con el

estado inicial �i = jx; +ihx; +j es para poder estudiar a continuación la cota � quantt , la

cual requiere de la generación de coherencias en orden de estimar un tiempo mínimo

de evolución. Ahora bien, retomando la Figura 5.1, puede verse que en el régimen

Markoviano el estado estacionario es alcanzado para tiempos �t � 100, mientras

que en el régimen no-Markoviano el estado final se alcanza para tiempos menores

(�t � 16). Este hecho resulta una evidencia de la aceleración de la evolución en el

régimen no-Markoviano.

De esta manera, habiendo visto en demasía cómo es la dinámica general del modelo

para una dada condición inicial en ambos regímenes, ahora vamos a focalizarnos en

cómo es el comportamiento de los distintos tiempos mínimos como función del tiempo

final de la evolución �t. Dicho análisis está presentado para una única condición

inicial en la Figura 5.2, aunque nuevamente se remarca que resultados equivalentes

fueron obtenidos para cualquier otro estado inicial puro.

Lo que resulta más llamativo de apreciar en la Figura 5.2 es que para tiempos

�t > 100, cuando el qubit ya alcanzó el estado estacionario �f (ver Figura 5.1), ya

sea en el régimen Markoviano o en el no-Markoviano, sólo la cota �mint se mantiene

constante. Las otras cotas crecen aproximadamente lineales. Este comportamiento se

debe al hecho que en el denominador de las definiciones de �avt , � opt y � quantt (ecuaciones

(3.2.28), (3.2.36), (3.2.44) respectivamente), aparecen velocidades promedio, Vavt ,

Vopt y Vquantt , las cuales dependen todas del tiempo actual de la evolución t. Estas

velocidades promedio se aproximan a cero cuando el estado estacionario es alcanzado,

mientras que las cantidades en el numerador de las definiciones de dichas cotas se

mantienen constantes. Esto mismo queda evidenciado en la Figura 5.3, en donde se

grafica Vavt , Vopt y Vquantt como función del tiempo actual de la evolución �t, como

así también la velocidad Vmint que fue definida en la ecuación (3.2.27).

Los resultados mostrados tanto en la Figura 5.2 como en la Figura 5.3 ponen de

relieve que ninguna de las cotas �avt , � opt y � quantt dan estimaciones consistentes del
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Figura 5.2: Cotas temporales de evolución como función del tiempo final, comenzando con el

estado inicial del qubit �i = jx; +ihx; +j. En (a) se muestra un ejemplo en el régimen Markoviano

con �=� = 0;1 y 
0=� = 0;1, mientras que (b) corresponde al régimen no-Markoviano con �=� = 0;1

y 
0=� = 104. La línea verde punteada es para � quantt , la línea roja con guiones es para �opt , la línea

azul con guiones largos es para �avt y la línea roja continua para �min� .

tiempo mínimo de evolución necesario para llegar al estado final �f = jz;�ihz;�j

habiendo provenido desde el estado inicial �i = jx; +ihx; +j. Más aún, las velocidades

promedio Vavt , Vopt y Vquantt , tienen el mismo comportamiento asintótico que la

velocidad instantánea de evolución, dada por
p
FQ(�)=4, la cual para �t > 100

también tiende a cero. Este hecho va en contra de la esencia de la teoría del quantum

speed limit, la cual busca la estimación de un límite en la velocidad de la evolución

entre los estados. Por su parte, la cota temporal �mint sí brinda una estimación que

resulta consistente con el tiempo mínimo de evolución entre �i y �f , mientras que

también provee una velocidad límite de la evolución.
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Figura 5.3: La velocidad promedio como función del tiempo final de la evolución, con el estado

inicial del qubit �i = jx; +ihx; +j. En (a) se muestra un ejemplo en el régimen Markoviano con

�=� = 0;1 y 
0=� = 0;1, mientras que (b) corresponde al régimen no-Markoviano con �=� = 0;1 y


0=� = 104. La línea verde punteada es para Vquantt (Ec.(3.2.45)), la línea roja con guiones es para

Vopt (Ec.(3.2.35)), la línea azul con guiones largos es para Vavt (Ec.(3.2.28)) y la línea roja continua

para Vmint (Ec.(3.2.27)).

5.2. Cotas temporales y la no-Markovianidad

Pese a que hemos mostrado que sólo una de las cotas temporales presentadas

en el Capítulo 3 da una estimación consistente del tiempo mínimo de evolución

en un sistema cuántico abierto, a continuación se estudiará la conexión de todos

estos tiempos mínimos con el carácter no-Markoviano de la dinámica. Para ello, nos

valdremos de la medida de no-Markovianidad sobre la trayectoria que hemos definido

en la sección 4.5 del capítulo anterior. De este modo, en la Figura 5.4 se puede ver

un gráfico de ~N (t; �t; �0) como función de los parámetros 
0=� y �=� para el estado

inicial �i = jx; +ihx; +j y dos tiempos finales de evolución: �t = 1 (panel (a)) y
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�t = 100 (panel (b)). De esta manera, si uno compara las dos medidas diferentes de

la no-Markovianidad como función de los dos parámetros que controlan la dinámica

del mapa, según se ha expuesto en la Figura 4.3 y en la Figura 5.4, se pueden advertir

comportamientos cualitativos similares en ambas medidas.

Figura 5.4: Gráfico de la no-Markovianidad a través de un camino de evolución en el modelo

de Jaynes-Cummings, medido por la expresión en la Ec.(4.5.52), calculada para el estado inicial

�e = jx; +ihx; +j. El tiempo de evolución es �t = 1 en (a) y �t = 100 en (b).

Ahora bien, con el objetivo de comparar la medida de no-Markovianidad que

hemos definido sobre la trayectoria (ec. (4.5.52)) con las cotas temporales de evolución,

se pueden computar estas últimas en la misma región de parámetros 
0=� y �=�,
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considerando por supuesto el mismo estado inicial �i = jx; +ihx; +j. En la Figura 5.5

se muestran las cotas calculadas para el estado final a tiempo �t = 1 y en la Figura

5.6 para un estado final a �t = 100.

Figura 5.5: Gráfico de los tiempos mínimos como función de los parámetros 
0=� y �=�. El estado

inicial es �i = jx; +ihx; +j y el tiempo final de la evolución es �t = 1. En (a) se muestra � quantt , en

(b) �opt , en (c) �avt y en (d) �mint . Ver texto para detalles.

Como se puede advertir, la región de alta ~N en la Figura 5.4 (a) se corresponde

con una región de bajos valores para todas las cotas en la Figura 5.5. El mismo

resultado puede ser observado al comparar la Figura 5.4 (b) con la Figura 5.6. En

este sentido, altos valores de no-Markovianidad implican bajos tiempos mínimos de

evolución. Esto resulta una manifestación de la aceleración en la evolución cuántica
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Figura 5.6: Gráfico de los tiempos mínimos como función de los parámetros 
0=� y �=�. El estado

inicial es �i = jx; +ihx; +j y el tiempo final de evolución es �t = 100. En (a) se muestra � quantt , en

(b) �opt , en (c) �avt y en (d) �mint . La escala de color en el rango 0� 70 corresponde a los paneles

(a), (b) y (c), mientras que la del rango 0 � 20 es para el panel (d). Esto evidencia que �mint

resulta una mejor estimación del tiemo mínimo de evolución entre los estados �i y ��t=100.

en el régimen no-Markoviano, del cual hemos hablado al presentar la Figura 5.1.

De todas maneras, mirando únicamente en los valores de los tiempos mínimos para

distintos valores de los parámetros 
0=� y �=�, no es posible inferir cuáles son las

regiones en donde el mapa presenta comportamientos no-Markovianos. Por ejemplo,

la región de valores en donde los tiempos mínimos son pequeños, tal como en la

esquina inferior derecha de los paneles (b), (c), (d) de la Figura 5.5 o en donde
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hay valores intermedios como en el panel (a), no se corresponde con regiones de

parámetros en donde existen altos valores de la medida ~N en la Figura 5.4 (a).

Exactamente el mismo análisis puede ser realizado para el caso de �t = 100, el cual

ha sido ploteado en el panel (b) de la Figura 5.4 y en la Figura 5.6, respectivamente.

Por otro lado, si ahora nos olvidamos por un momento de la no-Markovianidad y

nos enfocamos en comparar únicamente las cotas temporales entre sí, veremos que

presentan comportamientos cualitativos por demás similares en todo el espacio de

parámetros estudiado, a excepción del panel (d) de la Figura 5.6, el cual desentona

significativamente con los demás. Esto no es sorprendente ya que se corresponde con

el análisis que hemos realizado previamente en cuanto a la consistencia de las cotas.

En particular, si uno considera tiempos cortos de evolución, tal como en el caso de

la Figura 5.5 en donde se fijó �t = 1 (tiempo en el cual el qubit todavía no arribó a

su estado estacionario en ningún régimen de parámetros analizado), todas las cotas

son similares por lo que todas parecen estimar bien el tiempo de evolución entre el

estado inicial y el final (no estacionario). En este caso, por ejemplo, resulta curioso

el hecho que la cota � quantt sature el límite en el régimen Markoviano, tal como se

desprende de observar el panel (a) de la Figura 5.5. Sin embargo, esto no se sostiene

al considerar tiempos largos de evolución, tal como se ha hecho en la Figura 5.6,

en donde se ha fijado el tiempo final en �t = 100 y la estimación dada por � quantt

ya no es consistente. Aquí, es claro que la cota �mint (representada en el panel (d))

debe desentonar de las demás puesto que se está considerando un tiempo mayor al

que necesita el qubit para llegar al estado estacionario en determinadas regiones de

parámetros. En este caso, tal como ya se indicó, esta cota es la única que resulta

consistente a la hora de estimar el tiempo mínimo de evolución entre los estados. Por

dicho motivo, también, se han tenido que usar distintas escalas para los respectivos

paneles.
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5.3. Cotas temporales y condiciones iniciales

Otra de las características que se puede analizar en el marco de estos tiempos

mínimos de evolución es su dependencia respecto a las condiciones iniciales. Como

puede verse de las expresiones derivadas en el Capítulo 3, en particular aquella

referida a la noción de la cuanticosidad en la ecuación (3.2.43), todas parecen ser

extremadamente sensibles a la condición inicial desde la cual se parte. En el caso de

esta última cota resulta claro, pues si �0 es una matriz densidad diagonal en una

dada base y la evolución temporal sólo altera los pesos de la distribución sin generar

coherencias, entonces la cuanticosidad entre el estado inicial y el estado evolucionado

Q(�0; �t) es cero y la cota deja de ser eficiente para estimar tiempos mínimos.

Por lo tanto, con el objetivo de mostrar la dependencia recién descripta, se puede

parametrizar el estado inicial con los ángulos de la esfera de Bloch y luego analizar

el mismo sistema amortiguado de Jaynes-Cummings, variando la condición inicial

pero esta vez manteniendo tanto los parámetros del entorno como el tiempo final de

la evolución fijos. Utilizando la parametrización mostrada en el apéndice del trabajo,

tal como hemos hecho también en la sección 4.4, podemos escribir los elementos de

matriz de la función densidad inicial como

�ee =
1

2
(1 + cos �); (5.3.1)

�eg =
1

2
sin �e�i’; (5.3.2)

e introduciendo esto en las expresiones para las cotas, es sencillo demostrar de

forma analítica que todos los tiempos mínimos aquí analizados (� quantt , � opt , �avt y �mint )

son independientes del ángulo ’. Sin embargo, aún se puede estudiar la dependencia

de los tiempos mínimos respecto al ángulo �, tal como se ejemplifica en la Figura 5.7.

Como puede inferirse de observar la Figura 5.7, el valor de todos los tiempos

mínimos varía de forma significativa de acuerdo a en qué punto en la superficie de

Bloch uno comienza la evolución. En particular, todos los tiempos mínimos tienden

a cero en el caso de empezar con la condición inicial � = �, lo que significa comenzar
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Figura 5.7: Gráfico de los tiempos mínimos como función de la condición inicial, modificando el

ángulo � de la esfera de Bloch. El tiempo final de evolución es �t = 1. En el panel (a) se muestra

un ejemplo en el régimen Markoviano con �=� = 0;1 y 
0=� = 0;1, mientras que el panel (b)

corresponde al régimen no-Markoviano con �=� = 0;1 y 
0=� = 104. La línea verde punteada es

para � quantt , la línea roja con guiones es para �opt , la línea azul con guiones largos es para �avt y la

línea roja continua para �min� .

directamente desde el estado estacionario. Esto último quizás no puede afirmarse para

el caso particular de � quantt , puesto que tanto para la condición inicial � = 0 como

para � = �, el límite posee una indeterminación matemática (la línea verde punteada

de la Fig. 5.7 no deja ver esto, pero resulta claro de la expresión analítica para

� quantt ). De todas maneras, resulta curioso el hecho que para el régimen Markoviano

y para tiempos cortos (en este caso �t = 1, es decir, cuando el qubit aún no llegó al

estado estacionario en ningún régimen) esta última cota, � quantt , no sólo no depende

de la condición inicial desde la cual se parte sino que además satura el límite y

por ende resulta un excelente estimador del tiempo de evolución, más allá de las
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discontinuidades que hemos mencionado. De todas formas, como ya se ha manifestado,

esta cota como así también � opt y �avt , falla al considerar tiempos mayores al tiempo

que tarda el qubit en llegar al estado estacionario. Por dicho motivo, ninguna de

estas cotas sirven para estimar el tiempo mínimo necesario para evolucionar entre

estados cuánticos, sino que lo que hacen es acotar el tiempo real de la evolución,

independientemente de que el estado estacionario ya se haya alcanzado.



Capítulo 6

Conclusiones

“La clave del camino, más que en sus bifurcaciones, su sospechoso

comienzo o su dudoso final, está en el cáustico humor de su doble

sentido. Siempre se llega, pero a otra parte.”

Roberto Juarroz

El trabajo desarrollado en esta tesis se centró en el estudio de los tiempos mínimos

que establece la mecánica cuántica para la evolución de sistemas cuánticos abiertos. El

origen de este límite temporal que fija la teoría está relacionado con la distinguibilidad

entre los estados, de manera que si uno desea conectar mediante una evolución física

dos estados con algún grado fijo de distinguibilidad, es necesario avanzar por lo

menos la misma distancia que separa estos dos estados. En este contexto, la teoría

del límite de la velocidad cuántica tiene por objetivo establecer límites inferiores

de este tiempo mínimo de evolución y su origen se remonta a los trabajos pioneros

realizados por Mandelstam-Tamm y Margolus-Levitin para evoluciones unitarias

conectando estados puros ortogonales.

Ahora bien, un requisito básico que cualquier cota razonable ligada al tiempo

mínimo de evolución entre dos estados debe satisfacer es que si se aplica la fórmula

en el contexto de una dinámica dada, el resultado debe estar próximo del tiempo

mínimo de evolución entre estos dos estados y no al tiempo actual de evolución (a

menos que el límite haya sido saturado). En este sentido, en el trabajo aquí expuesto,
57
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se analizaron los límites para el tiempo mínimo de evolución en sistemas cuánticos

abiertos (derivados previamente en las Ref. [25, 27, 28]) y se ha demostrado que sólo

uno, dado en la Ref. [25], verifica efectivamente este requisito básico. La diferencia

que hace la diferencia de esta cota respecto a las demás es que la misma no depende

explícitamente del tiempo actual de la evolución, sino únicamente del estado inicial y

el final. Se sostiene que en dicho hallazgo radica la principal contribución de la presente

tesis, en tanto que se ha conseguido invalidar los resultados provistos en [27, 28],

logrando echar luz y entendimiento sobre la consistencia y la falsa multiplicidad de

las cotas temporales para la evolución presentes en la literatura.

El resultado anterior fue posible gracias a la utilización del modelo de Jaynes-

Cummings amortiguado, el cual para cualquier estado inicial posee el mismo estado

estacionario. Bajo este marco, el trabajo aquí presentado, ha revelado que los límites

referentes a los tiempos mínimos en las Ref. [27,28] crecen indefinidamente con el

tiempo de evolución real, independientemente que el estado estacionario haya sido

alcanzado para tiempos finitos. Por el contrario, la cota temporal esbozada en la

Ref. [25] permanece constante durante cualquier tiempo mayor que el tiempo en el

que el estado estacionario es alcanzado. De aquí se desprende que esta última cota

es la única que resulta consistente en aras de estimar el tiempo mínimo de evolución

entre dos estados. Asimismo, contrariamente a los límites de las Ref. [25,28], también

se ha demostrado que el límite desarrollado en la Ref. [27] no puede saturarse de

manera continua en el tiempo a lo largo de ningún camino de la evolución cuántica.

En relación con la posible correspondencia entre los efectos no-Markovianos de la

dinámica y el comportamiento de los tiempos mínimos, se encontró que todas las

cotas analizadas tienen valores pequeños en una región de parámetros que coincide

con la región donde tiene lugar la aceleración de la evolución cuántica debido a los

efectos no-Markovianos del sistema. Sin embargo, también se ha observado que existe

una región de parámetros en donde los tiempos mínimos presentan valores bajos

pero que la misma no se corresponde con la región de efectos no-Markovianos en la

evolución. En este sentido, mediante un contraejemplo, se ha puesto en evidencia

que la afirmación referente a que los efectos no-Markovianos sobre una evolución
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cuántica pueden ser estudiados a través de estos límites temporales es falsa.

Se afirma que esta tesis, junto con el trabajo desarrollado a partir de ella en la

Ref. [52], representa un punto de partida para estudiar la relación entre la única

cota que presenta tiempos mínimos consistentes en sistemas abiertos, según se ha

mostrado, y la teoría de control óptimo. Teniendo en cuenta que dada una evolución

cuántica arbitraria, en general siempre se llega (pero a otra parte), una posible idea

que se desprende de aquí consiste en la búsqueda de métodos de control que logren

evolucionar un sistema cuántico abierto de un estado inicial a un estado objetivo

en el menor tiempo que resulte físicamente posible. Este tiempo mínimo podrá ser

estimado previamente a partir de la única cota existente que en este trabajo ha

mostrado ser válida.
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Apéndice A

Información cuántica de Fisher

En mecánica cuántica, los errores se originan adicionalmente debido a la naturaleza

probabilística de los estados cuánticos. Incluso con mediciones ideales, en general

no se puede obtener información completa sobre un parámetro del que depende

un estado cuántico, porque en general no es posible distinguir entre dos estados

cuánticos no ortogonales. En este contexto, la información cuántica de Fisher tiene

como objetivo cuantificar cuánto acerca de un determinado parámetro puede ser

aprendido a partir de un estado cuántico que depende de él, asumiendo las mejores

mediciones posibles. La contrapartida clásica de esta cantidad sería trivialmente

infinita. Una expresión para la información cuántica de Fisher puede ser obtenida a

partir de la derivada logarítmica simétrica L(x) [54, 55]. Para un dado parámetro x

y un dado estado �(x), L(x) es el operador hermítico definido implícitamente por

d

dx
�(x) =

�(x)L(x) + L(x)�(x)

2
: (A.1)

No lo haremos en el presente anexo, pero se puede demostrar [53] que la información

cuántica de Fisher FQ(x) y el operador L(x), están relacionados de la siguiente forma

FQ(x) = Tr[�(x)L2(x)]: (A.2)

Aunque originalmente se definió en metrología cuántica, la información cuántica de

Fisher para la estimación del tiempo está estrechamente relacionada con la dinámica

del sistema. Esto es así ya que puede considerarse el parámetro x de las expresiones
64
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anteriores como el parámetro tiempo, tanto en

FQ(t) = Tr[�(t)L2(t)] (A.3)

como en

_�(t) =
1

2
[�(t)L(t) + L(t)�(t)]: (A.4)

Veamos a qué nos lleva lo anterior en el caso de considerar una evolución unitaria

para la dinámica. Cualquier evolución unitaria puede ser escrita como

�(t) = U(t)�(0)U y(t); (A.5)

en donde U(t)U y(t) = 1 = U y(t)U(t), y equivalentemente se tiene entonces

_�(t) =
1

i~

h
i~ _U(t)U y(t); �(t)

i
=

1

i~
[H(t); �(t)]; (A.6)

con H(t) = i~ _U(t)U y(t), siendo el Hamiltoaniano que gobierna la evolución, i~ _U =

HU . Para un sistema en estados siempre puros, la relación �2(t) = �(t) puede ser

derivada respecto al tiempo teniendo

_��+ � _� = _� (A.7)

�L�+ L��+ �L�+ ��L = �L+ L� (A.8)

�L� = 0; (A.9)

de manera que

� _� =
1

2
[��L+ �L�] =

�L

2
; (A.10)

_�� =
1

2
[�L�+ L��] =

L�

2
: (A.11)

Las últimas dos ecuaciones, junto a �2(t) = �(t), nos permiten escribir

FQ(t) = Tr(�L2) = Tr(�LL�) = 4Tr(� _� _��) = 4Tr(� _�2) =

= � 4

~2
Tr(�[H; �]2) =

4

~2
[�H]2;

(A.12)

en donde [�H]2 es la varianza de H(t). Vemos así que, para evoluciones unitarias

de un estado puro, la información cuántica de Fisher para la estimación del tiempo

resulta simplemente la varianza de la energía del sistema. Sustituyendo este resultado
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en la cota general, dada en la ecuación (3.2.24), recuperamos exactamente el límite

de Mandelstam-Tamm para evoluciones unitarias.

De todas maneras, en el caso más general, el hecho que la ecuación (A.2) resulte

tan concisa no implica que la información cuántica de Fisher sea fácil de calcular

ya que la derivada logarítmica simétrica es a menudo engorrosa de obtener. Por

esta razón, a continuación se muestra un método más sencillo para calcular la

información cuántica de Fisher para otros casos de interés basado en el método de

purificaciones [56]. La idea básica es que la evolución no unitaria de un sistema

dado puede ser descripta por la evolución unitaria de su correspondiente purificación.

Hemos visto en la ec. (A.12) que la información cuántica de Fisher de una evolución

unitaria es fácil de evaluar. Entonces, veamos cómo se relacionan la información

cuántica de Fisher del sistema original respecto a la de su purificación. Consideremos

un sistema S en un estado �(t) evolucionando de forma no unitaria. Una purificación

de �(t) requiere de un sistema auxiliar, denotado E (por entorno), y será dado por

un estado conjunto j	S;E(t)i tal que

TrE (j	S;E(t)i h	S;E(t)j) = �(t) 8t: (A.13)

Consideremos al estado j	S;E(t)i como una purificación arbitraria de �(t) entre las

muchas posibles. Debido a que j	S;E(t)i contiene toda la información acerca de �(t),

resulta físicamente razonable que la información cuántica de Fisher de este último sea

al menos igual de grande respecto a la del sistema original. De hecho, la información

cuántica de Fisher de j	S;E(t)i, denotada como CQ(t), debe actuar como un límite

superior de la información cuántica de Fisher de �(t).

El estado j	S;E(t)i permanece puro a lo largo de la evolución, la cual debe en-

tonces ser descripta por un operador unitario US;E(t). El Hamiltoniano gobernando

la evolución puede ser siempre obtenido como HS;E(t) = i~ _US;E(t)U yS;E(t), y sabe-

mos entonces que la información cuántica de Fisher de una evolución unitaria es

proporcional a la varianza del Hamiltoniano, tal que

CQ(t) =
4

~2
[�HS;E]2: (A.14)

Juntando todos estos resultados, podemos entonces hallar una cota para el tiempo
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mínimo de evolución dado en la ecuación (3.2.24) como

arc cos
�p

FB[�0; �t]
�
�
Z �

0

r
FQ(t0)

4
dt0 �

Z �

0

r
CQ(t0)

4
dt0 =

1

~

Z �

0

�HS;E dt
0:

(A.15)

Escrito de esta forma, en términos de cualquier purificación de �(t), el límite puede

o no estar saturado, pues vemos que la elección de la purificación puede afectar

precisamente la saturación del límite.

Consideremos ahora el caso particular de un canal no unitario. Necesitamos la

varianza del Hamiltoniano HS;E(t). Esta varianza, en principio, debe ser evaluada

a tiempo t, es decir, sobre el estado j	S;E(t)i. Sin embargo, existe una táctica que

facilita esta evaluación: el valor de expectación de un operador en el estado j	S;E(t)i

puede ser calculado como un valor de expectación en el estado inicial j	S;E(0)i, si

los operadores evolución son absorbidos por HS;E(t). Para un operador que satisface

hS;E(t) = U yS;E(t)HS;E(t)US;E(t); (A.16)

su promedio debe obedecer

h	S;E(0)j hS;E(t) j	S;E(0)i = h	S;E(t)jHS;E(t) j	S;E(t)i (A.17)

Esta definición presenta una ventaja práctica: se simplifica la forma del estado en el

que se toman los valores de expectación porque ya no hay dependencia temporal,

aunque el operador mantiene un nivel similar de complejidad en tanto que

hS;E(t) = i~U yS;E(t) _US;E(t): (A.18)

Si nos enfocamos ahora en el sistema de nuestro verdadero interés en este trabajo,

uno tiene un sistema qubit que puede estar inicialmente en el estado excitado jei y

que puede decaer al estado fundamental jgi. Suponemos que existe una probabilidad

P (t) de que el estado jei no decaiga al estado jgi en el intervalo [0; t], por lo que la

probabilidad de sí decaer debe estar dada por 1� P (t). Esta evolución del sistema S

está dada por

�S(t) =

24 P (t)�ee
p
P (t)�egp

P (t)��eg 1� P (t)�ee

35 : (A.19)
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Ahora bien, con el propósito de calcular la información cuántica de Fisher, necesi-

tamos escribir la evolución de S en la forma de una purificación, que explícitamente

incluye un sistema auxiliar E. El sistema E únicamente necesita ser un qubit, por lo

que cuando el estado inicial de S resulta ser puro el canal puede ser descripto por

jgi j0iE ! jgi j0iE ; (A.20)

jei j0iE !
p
P (t) jei j0iE +

p
1� P (t) jgi j1iE : (A.21)

La evolución de esta purificación está dada por el operador unitario que actúa sobre

S+E

US;E(t) = exp
n
�i
�

arc cos
p
P (t)

�
(�+�

(E)
� + ���

(E)
+ )
o
; (A.22)

donde �� son los operadores subida y bajada del qubit S, mientras que análogamente

los operadores �(E)
� lo son para E. El Hamiltoniano para esta evolución (corregido

para el estado inicial) resulta ser

hS;E(t) = i~U yS;E(t) _US;E(t) = ~
d arc cos

p
P (t)

dt

�
�+�

(E)
� + ���

(E)
+

�
; (A.23)

desde lo cual obtenemos la cota CQ(t) para la información cuántica de Fisher

CQ(t)

4
=

1

~2
[�hS;E(t)]2 = h�+��i

 
d arc cos

p
P (t)

dt

!2

; (A.24)

en donde la varianza se calcula sobre el estado inicial de S+E, por lo que el valor

medio h�+��i debe calcularse sobre el estado inicial de S. Por lo tanto, el limite

correspondiente para el tiempo mínimo de evolución está dado por

L(�0; �� ) �
p
h�+��i

Z �

0

�����d arc cos
p
P (t)

dt

����� dt: (A.25)



Apéndice B

La esfera de Bloch

La esfera de Bloch consiste en una representación geométrica del espacio de

estados de un sistema cuántico de dos niveles [12]. En este apéndice introduciremos

algunas de sus características más destacadas. Consideremos un estado puro del

sistema, cuya expresión más general es la siguiente:

j i = � jei+ � jgi ; (B.1)

donde fjei ; jgig es base del espacio de Hilbert del sistema y �, � 2 C. Por lo tanto,

también se puede escribir como

j i = j�jei’� jei+ j�jei’� jgi ; (B.2)

y, al descartar un factor de fase global (irrelevante físicamente), la expresión anterior

queda

j i = j�j jei+ j�jei’ jgi ; (B.3)

donde ’ = ’��’�. Por otro lado, la condición de normalización j h j i j2 = 1 implica

j�j2 + j�j2 = 1, con lo que el estado general puro siempre se podrá parametrizar como

j i = cos

�
�

2

�
jei+ sin

�
�

2

�
ei’ jgi ; (B.4)

donde 0 < ’ < 2� y 0 < � < �. Esta expresión permite ahora visualizar el estado

general puro de un sistema de dos niveles (llamado qubit, en el contexto de la

computación cuántica) como un punto de coordenadas (’; �) en una esfera unitaria,
69
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tal como se observa en la Fig. B.1. En particular, los estados de la base jei y jgi

corresponden a los polos norte y sur, respectivamente, de la esfera.

Figura B.1: La esfera de Bloch como representación del espacio de estados de un sistema de dos

niveles. Si el estado se encuentra sobre la superficie de la esfera, se dice que dicho estado representa

un estado puro. En caso contrario, se dice que el estado es mixto.

La esfera de Bloch permite también visualizar estados mixtos de un sistema de dos

niveles. En este caso, el elemento adecuado dentro del formalismo para representar

dichos estados es el operador densidad

� =
X
i

pi j ii h ij ; (B.5)

donde los fpig son números positivos que representan las probabilidades (clásicas)

de encontrar al sistema en el estado puro j ii. Ésta definición implica que � es un

operador hermítico, definido positivo (pues sus autovalores representan probabilidades

y por lo tanto deben ser positivos) y de traza unitaria. Para un estado puro j i, el

operador densidad es simplemente el proyector

� = j i h j ; (B.6)
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por lo que en este caso � tiene un solo autovalor no nulo, el cual vale 1. Asimismo,

se tiene que �2 = �.

La representación matricial del operador densidad correspondiente a un estado

arbitrario de un sistema de dos niveles puede

� =

0@ �ee �eg

�ge �gg

1A : (B.7)

Sin embargo, las condiciones de hermiticidad, sumado a � > 0 y Tr(�) = 1 determinan

que la manera más general de parametrizar (B.7) sea

� =
1

2
(1 + ~r:~�) =

0@ 1 + rz rx � iry
rx + iry 1� rz

1A ; (B.8)

donde ~� = (�x; �y; �z) son las matrices de Pauli y ~r es un vector de componentes

reales. Se pueden calcular fácilmente los autovalores de la matriz en (B.8), obteniendo

la expresión
1

2

�
1�

q
r2
x + r2

y + r2
z

�
; (B.9)

de la cual se puede observar que, para satisfacer la condición � > 0, las componentes

de ~r deben necesariamente satisfacer

jj~rjj � 1; (B.10)

donde la igualdad implica, por (B.9), que � representa un estado puro. La condición

(B.10) nos remite entonces a la ecuación de una esfera unitaria, donde la superficie

corresponde al conjunto de los estados puros del sistema, mientras que el interior

corresponde a los estados mixtos (ver Fig. A.1). El centro de la esfera representa el

estado

� =
1

2
1 =

0B@ 1

2
0

0
1

2

1CA ; (B.11)

es decir, el estado máximamente mixto, donde la probabilidad de encontrar al sistema

en cualesquiera dos estados ortogonales es la misma. Asimismo, notemos que las

componentes del vector de Bloch tienen un significado físico directo, en tanto que

cada una representa (en un instante dado) el valor de expectación del operador de
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Pauli correspondiente

h�ki = Tr(��k) =
1

2

 
Tr(1�k) +

X
i

riTr(�i�k)

!
= rk; (B.12)

mientras que la dispersión de dicho operador alrededor del valor de expectación

también puede expresarse en función de las componentes de ~r

var(�k) = h(�k � h�ki)2i = h�2
ki � h�ki2 = 1� r2

k: (B.13)
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