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Resumen

Los grafos circulares son los grafos interseccién de cuerdas dentro de un
circulo. Los grafos sin diamantes son los grafos que no tienen un diamante como
subgrafo inducido. Estas dos clases de grafos han sido muy estudiadas a partir
de la década del '70 y tienen diversas aplicaciones. Ademds, varios problemas
NP-completos tienen solucién eficiente en grafos pertenecientes a algunas de sus
subclases.

Recientemente, fue planteada una conjetura que caracteriza a la clase de
los grafos circulares Helly como aquellos que son circulares y sin diamantes.
Trabajaremos en esta tesis en el estudio de algunas propiedades que pueden
ayudar en la demostracién de esta conjetura. Particularmente, estudiamos un
método para conseguir representaciones de grafos Helly circulares en porciones
arbitrariamente pequefias del circulo.

Implementamos un algoritmo polinomial de reconocimiento de grafos circu-
lares, con el objetivo de poder desarrollar una herramienta que permita visu-
alizar las representaciones en modelos de cuerdas de estos grafos. Hasta nuestro
conocimiento existen varios articulos de reconocimiento polinomial de grafos
circulares pero ninguno de ellos ha sido implementado. Estos desarrollos son he-
chos en el lenguaje de programacién Java, y tienen como objetivo continuar con
la construccién de un paquete de algoritmos para acelerar las investigaciones en
estas clases de grafos.

Ademss, estudiamos una extensién del operador clique de un grafo que nos
permite obtener mds informacién sobre el grafo original una vez aplicada esta
operacién. En particular, estudiamos propiedades de este operador sobre los
grafos sin diamantes.

Como 1iltimo punto, sacamos conclusiones sobre la tesis y la carrera completa,
y proponemos futuros trabajos extendiendo lo aqui desarrollado.
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Capitulo 1

Introduccion

A continuacién, se describe la forma en que estd organizada esta tesis.

El hilo conductor de esta tesis es la conjetura del diamante (publicada en
[7]) que dice que todo grafo circular sin diamantes tiene una representaci6n
circular Helly. Por eso estudiamos c6mo reconocer grafos circulares, cémo operar
con representaciones circular Helly de un grafo y propiedades de los grafos sin
diamantes.

En este capitulo, se presentan una serie de definiciones bésicas en teoria de
grafos y un resumen de la notacién a usar.

En el capitulo 2 se hacen dos avances independientes en la investigacién
de los grafos circulares. En la seccién 2.2 estudiamos uno de los primeros al-
goritmos de reconocimiento de grafos circulares, y llevamos a cabo la primera
implementacién, hasta nuestro conocimiento, de un algoritmo de complejidad
polinomial que resuelva el reconocimiento de grafos circulares. El algoritmo im-
plementado fue propuesto por [21] en 1985.

En la seccién 2.3, presentamos el concepto de camino reducible, algunas de
sus propiedades, y lo usamos para definir un método para comprimir representa-
ciones de grafos circular Helly.

En la seccién 2.4, suponiendo ciertas condiciones sobre los grafos circular
Helly que conjeturamos ciertas, demostramos que toda representacién de un
grafo circular Helly es compresible usando el método definido en la seccién
anterior.

En el capitulo 3, se presenta una extensién del operador K (G) para los grafos
sin diamantes, que consiste en decorar cada vértice de K(G) con un nimero
que representa la cantidad de vértices que tiene la clique en el grafo original.
Esta extensién permite ademds definir una biyeccién natural entre los grafos sin
diamantes y el conjunto de los grafos que resultan de aplicar el operador recién
definido a ellos.

En el capitulo 4, presentamos algunas conclusiones de este trabajo y de
nuestra carrera, junto con algunas ideas para la investigacién en estos temas,
particularmente en relacién con la conjetura del diamante.

Los resultados de esta tesis fueron presentados en la X-ELAVIO que se re-
aliz6 en febrero del 2004 en Montevideo (Uruguay) ([1]).
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1.1. Definiciones béasicas y notacion

Denotamos un grafo G por un par (V(G), E(G)), donde V(G) representa
un conjunto finito de vértices, y E(G), un conjunto de pares no ordenados de
vértices de G, llamados aristas. Los vértices también reciben el nombre de nodos.
Usaremos indistintamente estos términos.

Un vértice v es adyacente a otro vértice w en G si (v,w) € E(G). Decimos
que v y w son los extremos de la arista. El vecindario de un vértice v es el
conjunto N (v) que consiste de todos los vértices adyacentes a v.

Un vértice v es universal cuando N(v) = V(G) — {v}. Un vértice v es aislado
cuando N(v) = §. El grado de un vértice v, denotado por d(v), es la cardinalidad
del conjunto N(v).

El complemento de un grafo G, denotado por G, es el grafo que tiene el
mismo conjunto de vértices de G y tal que dos vértices distintos son adyacentes
en G si y sélo si no son adyacentes en G.

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si V(H) C V(G) y E(H) C E(G).
Si V(H) = V(G), decimos que H es un subgrafo generador de G. Dado un
conjunto de vértices X C V(G), el subgrafo de G inducido por X es el subgrafo
H de G tal que V(H) = X y E(H) es el conjunto de aristas de G que tiene
ambos extremos en X.

Dos grafos G y H son isomorfos si existe una biyeccién entre V(G) y V(H)
que conserva las adyacencias. En este caso, notamos G = H.

Un camino en un grafo G es una secuencia de vértices distintos P = v, ..., Uk,
donde (v;,v;41) € E(G), para 1 < ¢ < k—1. Una cuerda en P es una arista que
une dos vértices no consecutivos de P.

Un circuito en un grafo G es una secuencia de vértices C = vy,...,v%, N0
necesariamente distintos, donde v, = vk, y (v45,vi+1) € E(G),paral <i <k-1.
Si no se repiten vértices, el circuito se llamard simple.

Un ciclo en un grafo G es una secuencia de vértices C = vy, ..., Vg, Uk+1,
donde v, ...,v; es un camino, v; es adyacente a vk, v1 = vg+1 ¥ £ > 3. Una
cuerda en C es cualquier cuerda del camino vy, ..., vg. Si los vértices que conecta
la cuerda en C estdn a distancia 2, decimos que la cuerda es corta. Un ciclo
es un ciclo inducido si no posee cuerdas. Llamamos Cj, al ciclo inducido por &
vértices (C3 es también llamado tridngulo).

Un conjunto S es maximal (minimal) en relacién a una determinada propiedad
P si satisface P, y todo conjunto S’ que contiene propiamente a S (que estd con-
tenido propiamente en S) no satisface P.

Un grafo G es conexo si para todo par de vértices distintos v y w de G, existe
un camino de v a w.

Un grafo G es completo si cualquier par de vértices distintos de G son ad-
yacentes. Llamamos K,, al grafo completo con n vértices.

Un conjunto de vértices M de un grafo G es un subgrafo completo si el sub-
grafo inducido por M es completo. Una clique es un subgrafo completo maximal
de G. Una arista se dice multiclical si esté contenida en por lo menos dos cliques
distintas. Diremos que una clique estd “aislada” si constituye por si misma una
componente conexa del grafo.

Un vértice simplicial es aquel que pertenece a una sola clique. Llamaremos
empl(G) al conjunto de todos los vértices no simpliciales de G.

Denotaremos como Cg (v) al conjunto de las cliques de G a las que pertenece
el vértice v.
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Un grafo G es un diamante si es isomorfo a K4 — {e}, para e cualquier arista
de K4. Un grafo es una rueda W; si es isomorfo a un ciclo inducido Cj al que
se le agrega un vértice universal.

Decimos que G es un digrafo, o un grafo dirigido, si las aristas estdn dadas
por un conjunto de pares ordenados de vétrtices. Nos referiremos a las aristas
de un digrafo como pares ordenados o semiaristas.

Un concepto muy usado a lo largo de este trabajo es el de la propiedad de
Helly. Una familia de subconjuntos S satisface la propiedad de Helly cuando
toda subfamilia de S consistente en subconjuntos que se intersecan de a pares
tiene interseccién no vacia.

Una propiedad en grafos es hereditaria cuando se verifica que si un grafo
tiene la propiedad, entonces cualquier subgrafo inducido de él también la tiene.

Definiciones no dadas aqui pueden encontrarse en [2], [6], [13], [16] o [19].

1.2. Clases de grafos

Consideremos una familia finita de conjuntos no vacios. El grafo intersec-
cién de esta familia es obtenido representando cada conjunto por un vértice,
conectando dos vértices por una arista si y sélo si los correspondientes conjun-
tos se intersecan. Es sencillo probar que todo grafo es un grafo interseccién de
alguna familia, ya que se puede representar cada nodo como el conjunto de las
aristas que lo unen con otros nodos. El grafo overlap de esta familia se obtiene
representando cada conjunto por un vértice, conectando dos vértices por una
arista si y sélo si los correspondientes conjuntos se intersecan pero ninguno de
los dos estd, incluido en el otro (diremos en este caso que los conjuntos se su-
perponen). Es ficil también demostrar que todo grafo es un grafo overlap de
alguna familia.

Los grafos interseccién han recibido mucha atencién en el estudio de teoria
algoritmica de grafos y sus aplicaciones ([13], [20]). Algunas clases muy es-
tudiadas de grafos interseccién son los grafos de intervalos, los cordales, los
arco-circulares, los circulares, los de permutacién, y los grafos clique.

Un grafo arco-circular es el grafo interseccion de arcos alrededor de un circu-
lo.

Un grafo circular es el grafo interseccién de cuerdas dentro de un circulo.

Un grafo de intervalos es el grafo interseccién de intervalos en la recta real.

Un grafo G es cordal (o triangulado) si G no contiene al ciclo inducido Cy
como subgrafo inducido, para k > 4.

Un grafo overlap de intervalos (conocidos en la literatura como grafos over-
lap) es el grafo overlap de intervalos en la recta real. Est4 probado que son
equivalentes a los grafos circulares [13].

Un grafo es clique-Helly si sus cliques satisfacen la propiedad de Helly.

Llamaremos SD (“sin diamantes”) a la clase de los grafos que no contienen
al diamante como subgrafo inducido.

Dado un grafo G, se define el operador K(G) como el grafo de interseccién
de las cliques de G. Por extensién, dada una clase de grafos G, se define K(G)
como el conjunto que se obtiene al aplicar K(G) a todos los grafos G de la clase
G. Por simplicidad, denominaremos K2(G) a K(K(G)).

Una completa recopilacién sobre clases de grafos aparece en [4].
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Figura 2.1: Representaciones circular y de overlap de intervalos de un grafo

es el grafo cuyos vértices son las letras de p y cuyas aristas son las alternancias
de p.

Se puede ver ficilmente que esta clase también es equivalente a los grafos
circulares. Si tenemos un grafo de alternancia A(p) y asociamos cada letra de
p con un vértice de G podemos obtener una representacién de intervalos de
un grafo overlap haciendo corresponder a cada letra con los extremos de cada
intervalo y ordenando los extremos de los intervalos segiin el orden de las letras
en p. Si habia en A(p) una alternancia vw entonces en p tenemos ...v..w...v...w...
por los extremos de los intervalos también aparecen en ese orden. Entonces, los
intervalos asociados a v y w se intersecan y ambos vértices son adyacentes en
el grafo de intervalos. Por otra parte, si no hay una alternancia entre v y w en
A(p) es porque o bien las dos apariciones de una de las letras estdn entre las de
la otra, o bien porque ambas apariciones de una estdn después de la segunda
aparicion de la otra. En el primer caso, y haciendo el mismo mapeo que antes,
tenemos en la representacién de intervalos, un intervalo incluido dentro del otro,
mientras que en el segundo caso tenemos un intervalo a continuacién del otro, sin
interseccién comiin. En ambos casos, los intervalos no se solapan, y los vértices
asociados al grafo overlap de intervalos no son adyacentes.

Esta 1ltima equivalencia nos da una propiedad importante de estas clases de
grafos. A partir de un grafo circular se puede obtener un orden de sus vértices
asociado a la representacién circular. Para ello basta con considerar un punto
cualquiera de la circunferencia (que no sea el extremo de una cuerda) en la rep-
resentacion circular y listar los extremos de cuerdas que se encuentran conforme
se recorre la circunferencia en sentido horario. De esta forma, dos vértices en G
son adyacentes si al listar sus extremos de la manera antes descripta hay una
alternancia entre ellos. Cabe destacar que si un grafo circular tiene n vértices,
dada una representacién del mismo, existen 2 % n érdenes posibles, dependiendo
el punto donde se inicie el recorrido.



CAPITULO 2. GRAFOS CIRCULARES 10

2.2. Reconocimiento de grafos circulares. Algo-
ritmo de Naji

En esta seccién presentamos un algoritmo conocido para reconocimiento de
grafos circulares, y una extensién del mismo para obtener la representacion
circular asociada. Existen algoritmos igual o més eficientes, por ejemplo, los
publicados en [3], [10], y [22], pero ésta. es la primera implementacién conocida de
un algoritmo de reconocimiento de grafos circulares. La implementacién hecha,
aparte de reconocer los grafos circulares, en caso de que lo sean, propone una
representacién circular para el mismo.

Este algoritmo, publicado en [21], plantea un sistema de ecuaciones lineales
en Z,. El sistema tiene solucién si y sélo si el grafo es circular. Este algoritmo
funciona sélo para grafos conexos, aunque lo extendimos ficilmente a grafos no
conexos aplicindolo a cada componente conexa.

Si el grafo tiene n vértices, el sistema planteado tiene n? variables de la forma
B(z,y) para cada par de vértices (z,y) del grafo. Como el sistema se resuelve
en Z,, cada variable puede tomar los valores 0 6 1.

El sistema de ecuaciones planteado es:

Blz,y) + By,z) =1 V{z,y} € E(G)
Blz,y) + B(z,2) =0 Y{z,y},{z,2} € E(G),{y,z} € E(G)
Bz,y) + B(z,2) + By, 2) + Blz,y) =1 Y{=z,y},{z,2} € E(G),{y,2} € E(G)

Lo interesante, es que se puede utilizar la informacién de la solucién del
sistema de ecuaciones para construir una representacién de overlap de intervalos
para el grafo, ya que toda solucién induce un inico orden de los extremos de
las cuerdas. Cuando el sistema, tiene solucién es posible definir un orden parcial
M entre los vértices adyacentes, y un marcado S de los pares de vértices no
adyacentes. Con esto ltimo se puede determinar si dos vértices se corresponden
con intervalos disjuntos o si se corresponden con intervalos incluidos uno en otro.

El orden parcial M de los vértices de G se puede definir segiin:

(z,y) € M & {z,y} € E(G) AB(z,y) =0

y para el complemento de G, se define el marcado S segiin:

S(z,y) =+ B(z,y) =0y

S(x,y):—@ﬂ(z,y)zl b

para toda par ordenado (z,y) € G

Considerando la representacién de overlap de intervalos, la interpretacién de
esto es que si S(z,y) = — entonces el intervalo asociado a y estd incluido en el
asociado a z, y si S(z,y) = + entonces no estd incluido. Por lo tanto, no puede
ser que para un par de vértices (z,y) valga que S(z,y) = — y S(y,z) = —

A partir de esto, definimos una relacién de orden parcial I entre los vértices
de G, por la cual (z,y) € I & el intervalo asociado a z estd incluido propiamente
en el intervalo asociado a y.

El algoritmo publicado en [21], plantea que el grafo es circular si y sélo si
el sistema de ecuaciones lineales es compatible. Pero no explicita la forma de
obtener la representacién circular a partir de una solucién al sistema.

De todas maneras, en el desarrollo de la demostracién del mismo, estén los
lineamientos de cémo armar la representacion. En esto nos basamos para hacer
el desarrollo del resto de la seccién.
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Definicién 2.1. Con h(z) denotaremos a la primera aparicion de = en la al-
ternancia que define al grafo G. Andlogamente, t(z) es la segunda aparicion de
z. También se los puede ver como cabeza y cola, respectivamente, del intervalo
asociado a x en la representacién de overlap de intervalos de G.

Entonces, para determinar la representacién de overlap de intervalos basta
con considerar las distintas posibilidades que pueden ocurrir para los intervalos
asociados a un par de nodos:

1. un intervalo z estd incluido propiamente dentro de otro y: en este caso, el
par (z,y) esté en la relacién I, y tenemos que h(y) < h(z) < t(z) < t(y)

2. un intervalo z estd en overlap con otro intervalo y (esto es, intersectan
pero ninguno estd incluido dentro de otro). En este caso, como los vértices
son adyacentes, o bien el par (z,y) o bien el par (y,z) estéd en la relacién
M. Entonces, si (z,y) € M tenemos h(z) < h(y) < t(z) < t(y)

3. los intervalos z e y son disjuntos. En este caso, tenemos que h{z) < t(z) <
h(y) < t(y) o bien h(y) < t(y) < k(z) < t(z). Como el algoritmo trabaja
con grafos conexos, esto va a determinar que sélo valga alguno de los dos
6rdenes posibles, en funcién de las demés adyacencias en G.

Para obtener la representacién, necesitamos definir, a partir de la solucién
del sistema de ecuaciones, un orden total entre los extremos de los vértices de
G. Con las siguientes reglas, veremos que se puede obtener tal orden:

1. Vz:h(z) < t(z)

2. VY(z,y) € M : h(z) < h(y) A h(y) < t(z) At(z) < t(y)

3. V(z,y) € I:h(y) < h(z) A h(z) < t(z) A t(z) < t(y)

4. V(z,y) € EG)/(z,y) € IA(y,2) € 1: h(z) < t(y) = t(z) < h(y)

Las reglas 1 a 3 sirven sélo para inicializar la relacién de orden. Calculando
la clausura de (M U I) y aplicando la regla 4 en cada paso de la clausura, se
obtiene el orden total, y con ello, la representacién de overlap de intervalos de
G.

2.2.1. Algoritmo para calcular la representacién

Para calcular la representacién, asumimos que ya fue resuelto el sistema, de
ecuaciones y se obtuvo una solucién para el mismo.

Las entradas para este algoritmo son el grafo G, la relacién M y la relacién
I definidas m3s arriba, a partir de la solucién al sistema de ecuaciones. La salida
del algoritmo es una representacién de overlap de intervalos de G.

Paso de inicializacién. Se calculan las reglas 1 a 3.

order «+ {}
for all v € V(G) do
order + order U {(h(v), t(v))}
end for
for allv #v' € V(G) do
if (v,v’) € M then
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order « order U {(h(v), h(v")), (R(v"), t(v)), (¢(v), ¢(v))}
else if (v,v') € I then
order « order U {(h(v'), h(v)), (t(v), t(v"))}
end if
end for
Y después se aplica la regla 4 y calcula la clausura del orden en forma
simultanea.

modi fied < true
while modified do
modified « false
for all i # j € V(G) do
if ,))€EAIZ NG iNAR@E) <t(F)A-t(i) < h(j) then
order « order U {(t(¢),h(5))}
modi fied < true
end if
end for
for all i,j,k € Heads(G) UTails(G) do
if i<jAj<kA-i<k then
order « order U {(i,k)}
modi fied < true
end if
end for
end while

Teorema 2.1. La clausura obtenida por el algoritmo anterior induce un orden
total de los extremos de los vértices de G.

Demostracion. Como el grafo es conexo, para todo par de vértices existe un
camino que los une. Vamos a ver que los extremos de todo par de vértices
son comparables. La demostracién es por induccién en la longitud del camino
minimo entre los vértices.

Caso base:

Corresponde a los caminos minimos de longitud 1, o sea, a vértices adya-
centes. Pero si dos vértices = e y son adyacentes, entonces alguno entre (z,y) y
(y, z) pertenecen al orden parcial M definido a partir de la solucién del sistema.

Si (z,y) € M tenemos por definicién de M que h(z) < h(y) < t(z) < t(y).
De la misma forma, si (y,z) € M vale que h(y) < h(z) < t(y) < t(z). En
cualquiera de los dos casos, ambos extremos son comparables.

Ademds, por el paso de inicializacién del algoritmo, también sabemos que si
(z,y) € I entonces z y y también son comparables, siendo h(y) < h(z) < t(z) <
t(y).

Caso inductivo:

Supongamos como hipétesis inductiva que sabemos comparar los extremos
de dos vértices a distancia menor o igual que k.

Supongamos ahora que queremos comparar dos vértices a y b, a distancia
k+1. Sea C = (a,v1,va, ..., Uk, b) un camino minimo entre a y b. Como estamos
en el caso inductivo, sabemos que el camino tiene longitud > 2, y que por lo tanto
k > 1. Entonces, por el principio de optimalidad, el camino (a,v1,v2, ..., Vk) €s
minimo entre a y vg.
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Por hip6tesis inductiva, sabemos que a y vx son comparables. Esto puede

darse de 6 maneras distintas \inicamente:

1.

2
3
4.
5
6

(a,vx) € M

(vk, @) € M

(a,v) €T

(vg,a) € T

a y v disjuntos, a antes que v

a y v disjuntos, v; antes que a

Ademis sabemos que (vg,b) € E(G) por lo que debe valer alguna de (v, b) €

M o (b,vx) € M. Entonces analicemos los distintos casos que se pueden dar.
Por una cuestién de simetria se puede ver que basta con analizar uno de los
dos casos entre (vg,b) € M y (b,vx) € M, pues las demostraciones de los casos
son andlogas, intercambiando signos y cabezas por colas. Entonces analizaremos
solo los 6 casos para (vg,b) € M

1.

(a,v) EM

Como (a,vx) € M sabemos que h(a) < h(vx) < t(a) < t(vg) y como
(vk,b) € M tenemos que h(vg) < h(b) < t{vr) < t(b). Aplicando la
propiedad transitiva sobre esto, podemos deducir que h(a) < t(b) aunque
no sabemos comparar los otros extremos de a y b. Sin embargo, si fuera
(a,b) € I o (b,a) € I ya serian comparables por el caso base. Entonces
supongamos que (a,b) € I A (b,a) € I. Como (a,b) ¢ E(G) porque si no
serfan adyacentes y no estariamos en el caso inductivo de caminos minimos
de longitud > 1, y sabiendo lo anterior, podemos aplicar la regla 4, y con-
cluir que ¢(a) < h(b). Luego, aplicando propiedad transitiva, concluimos
que h(a) < t(a) < h(b) < t(b) y ambos vértices son comparables.

(ayvk) eEM

Como (vg,a) € M sabemos que h(vg) < h{a) < t(vx) < t(a) y co-
mo (vg,b) € M tenemos que h(vg) < h(b) < t(vx) < t(b). Entonces,
el punto t(vg) pertenece tanto al intervalo que corresponde a a como al
de b. Entonces la interseccién de estos intervalos en la representacién es
no vacia. Como sabemos que (a,b) € E(G) solo puede ser que uno de
los intervalos esté incluido propiamente en el otro. Pero en este caso,
(a,b) € I'V (ba) € I. Y de ser asi, ya serian comparables desde el pa-
so de inicializacién del algoritmo, en que se incluye la informacién de 1.
Absurdo, por lo tanto no se puede dar este caso en el paso inductivo.

(a,vp) €T

Como (a,v;) € I sabemos que h(vx) < h(a) < t(a) < t{vg) y como
(vk,b) € M tenemos que h(vg) < h(b) < t(vi) < £(b). Entonces, aplicando
propiedad transitiva, se deduce que h(a) < t{vg) < t(b) por lo que vale
h(a) < t(b).

Si fuera (a,b) € I entonces ya serian comparables desde el paso de ini-
cializacién. Entonces, supongamos que (a,b) ¢ I. Como h(a) < t(b) ten-
emos que (b,a) ¢ I. Sabiendo que ningiin intervalo ests incluido en el
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otro, que (a,b) € E(G) y que h(a) < t(b), por la regla 4 se deduce
que t(a) < h(b). Entonces, aplicando la propiedad transitiva, tenemos
h(a) < t(a) < h(b) < t(b) y son comparables.

4. (vg,a) €T

Como (vg,a) € I sabemos que h(a) < h{vg) < t(vg) < t(a) y como
(vg,b) € M tenemos que h(vx) < h(b) < t(vx) < ¢(b). Aplicando propiedad
transitiva, se deduce que h(a) < h(vx) < h(b) < t(vx) < t(a) por lo que
h(a) < h(b) < t(a).

Si fuera t(b) < t(a) entonces el intervalo de b estaria incluido en el de a
y tendriamos que (b,a) € I lo cual ya sabriamos desde el paso de inicial-
izacién del algoritmo y ya serian comparables. Si en cambio, fuera t(a) <
t(b), tendriamos que (a,b) € M lo cual es absurdo porque (a,b) € E(G).

5. ay v disjuntos, a antes que v

En este caso, tenemos que h(a) < t(a) < h(vx) < t(vg). Como ya sabe-
mos que (vg,b) € M tenemos también que h(vx) < h(b) < t(vx) < t(b).
Aqui es cuestién de aplicar la propiedad transitiva, y obtener k(a) < t(a) <
h(vx) < h(b) < t(vg) < t(b) con lo cual, eliminando las relaciones con v
obtenemos que h(a) < t(a) < h(b) < t(b) y son comparables.

6. a y v disjuntos, vy antes que a

Ahora tenemos que h(vg) < t{vg) < h(a) < t(a) y como (vg,b) € M
tenemos también que h(vg) < h(b) < t(vg) < t(b). Aplicando propiedad
transitiva, tenemos h(b) < h(a) < t(a).

Si fuera (a,b) € I entonces ya serian comparables desde el paso de ini-
cializacién. Supongamos que no, como h(b) < h(a) no puede ser que el
intervalo de b esté incluido en el de a o sea, que vale (b,a) & I. Sabien-
do esto, que (a,b) € E(G) y que h(b) < t(a) se puede aplicar la regla 4
y deducir que t(b) < h(a). Entonces, aplicando la propiedad transitiva,
tenemos que h(b) < t(b) < h(a) < t{a) y son comparables.

Habiendo analizado todos los casos, y por induccién queda probado que todo
par de extremos de cuerda es comparable.

Sélo falta ver que la relacién resultante es antisimétrica y arreflexiva.

Como hemos mencionado anteriormente, al resolver el sistema de ecuaciones
planteado en [21] y encontrar una solucién se define una inica posible repre-
sentacién circular para el grafo. Si consideramos la aplicacién de cada regla por
separado, es ficil ver que no puede haber un par simétrico, ya que son reglas
que se aplican sobre el orden que ya estd establecido de antemano.

La relacién resultante es trivialmente arreflexiva ya que ninguna regla agrega
el par (z,z).

|

2.2.2. Calculo de complejidad

La resolucién de un sistema de ¢ ecuaciones lineales con p variables usando
Gauss, tal cual lo implementamos, tiene complejidad O(p? * ¢). Como el sis-
tema a resolver tiene O(n?) variables y O(n®) ecuaciones, su resolucién tiene
complejidad O(n7).
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Por otra parte, el procesamiento posterior del resultado obtenido, tiene
O(n®). El proceso de inicializacién de la matriz lleva O(n®) y el célculo de
la regla (4) y la clausura transitiva llevan O(n®) en cada iteracién. Suponiendo
un peor caso en el que los elementos se agreguen a la relacién de a uno por
iteracién, habrd O(n?) iteraciones y, por lo tanto, la complejidad total de esta
parte serd O(n®).

Por lo tanto, la complejidad total del algeoritmo de reconocimiento y de
armado de una representacién es O(n?).

2.2.3. Implementacién

La implementaci6én del algoritmo de reconocimiento de grafos circulares fue
hecha en JAVA en su versién 1.4. Para tener mejor calidad en el desarrollo
usamos una técnica llamada “test and code”. La misma consiste en escribir
los casos de test de las clases implementadas antes de implementarlas. Asi se
asegura, el buen funcionamiento de las mismas 1.

La implementacién consiste en dos programas que pueden ser ejecutados,
uno por linea de comandos, y el otro por medio de una interfaz grifica. Ambos
se manejan con dos tipos de archivos, uno para los grafos de alternancia, que
consiste en indicar la cantidad de vértices y luego listar las apariciones de los
vértices en la alternancia; y otro para grafos como lista de adyacencias, que
primero indica la cantidad de vértices y luego las adyacencias del grafo.

La versién por linea de comandos recibe un archivo con un grafo como lista
de adyacencias y aplica el algoritmo de Naji para ver si es circular. En ese caso,
arma una representacién como grafo de alternancia y la graba en otro archivo.
En caso de tratarse de un grafo no circular, muestra un mensaje de error.

La versién con interfaz gréfica provee més funcionalidades:

= Leer un archivo con un grafo de alternancia y mostrar gréficamente una
representacion circular asociada

= Leer un archivo con un grafo como lista de adyacencias, detectar si es
circular usando el algoritmo de Naji, y en ese caso, mostrar grificamente
una representacién circular para el mismo

Dada una representacién circular, exportar la misma a un archivo como
grafo de alternancia

Dada una representacién circular, exportar la imagen de la misma a un
archivo .png

2.3. Meétodo de compresiéon

En esta seccién de la tesis, se propone un método para transformar una
representacion de un grafo circular Helly a otra que sea dibujada en una porcién
arbitrariamente pequefia del circulo y que mantiene el orden de los extremos
de las cuerdas. Se conjetura que este método sirve para comprimir cualquier
representacién de un grafo circular Helly.

1 Aunque es claro que no es una demostracién mateméatica
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Figura 2.2: Compresién de una representacion de un camino de 3 nodos.
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Definicién 2.2. Sea G € HC, G se dice compresible sii se puede encontrar otra
representacion circular Helly del mismo, gue respete el mismo orden circular de
los extremos de los vértices, y dos extremos de cuerda consecutivos cualesquiera
en el orden puedan estar arbitrariamente separados sin ningun otro eziremo
entre ellos (ejemplo en la figura 2.2).

2.3.1. Caminos reducibles

Aqui se explica el concepto de camino reducible, que se usa después en el
paso inductivo del método de compresién de los grafos HC.

Primero presentamos una definicién previa para poder hablar de ciertas
propiedades de la representacién que necesitaremos para definir camino re-
ducible.

Definicién 2.3. Dada una representacion circular Helly R de un grafo, se
define el grafo K;,(R) de la siguiente forma:

= sus vértices son los puntos de interseccion de las cuerdas de R, o sea, las
cligues del grafo original.

s dos vértices u y v son adyacentes si y solo si existe en R un segmento de
cuerda con extremos u y v tal qgue el mismo no contiene ningun otro punto
de interseccion de cuerdas.

Se puede ver a partir de la definicién que Kj;,(R) es siempre un subgrafo del
grafo de cliques, que tiene los mismos nodos, pero le pueden faltar aristas con
respecto a K(G). Los grafos clique de los circular Helly, fueron estudiados en
[19].

Por ejemplo, en el grafo de la figura 2.4, la clique {wp, w;) seria adyacente a
la clique (wp,ws) en K(G), pues tienen al vértice wy en comiin. Sin embargo,
estas cliques no serian adyacentes en Kj,(R), pues el segmento que une los
puntos de interseccién que representan a las cliques en R contiene ademds otro
punto de interseccién, que corresponde a la clique (wyg, ). Entonces, en K, (R),
(wo,w;) seria adyacente a (wp, e) pero no a (wy, ws)-
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Figura 2.3: Representacién circular Helly de un grafo y su grafo Kj;,. En pun-
teado, las aristas faltantes para generar K(G)



CAPITULO 2. GRAFOS CIRCULARES 18

Figura 2.4: Grafo circular Helly con un camino reducible de 2 nodos
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Figura 2.5: Grafo circular Helly con un camino reducible de 4 nodos
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Ahora si pasamos a la definicién principal.

Definicién 2.4. Dada una representacién circular Helly R de un grafo G, un
camino reducible es un camino en el grafo que cumple

1. todos los puntos de interseccion de las cligues de G estdn contenidos en un
#nico drea que limita con todas las cuerdas asociadas a la representacion
del camino. Es decir, no existen dos puntos de interseccion gue aparezcan
uno a cada lado de alguna cuerda del camino.

2. todas las cligues cuyo punto de interseccion estd sobre las cuerdas que
representan al camino, ltienen uno y sélo un nodo no simplicial que no
estd en el camino.

3. existe un circuito simple en K;qo(R) que contiene a todos los puntos de
interseccion que se encuentran sobre las cuerdas del camino reducible.

Por ejemplo, en la figura 2.4, hay un camino reducible formados por los
nodos ¢; y ¢o. El nodo ¢; no constituye por sf solo un camino reducible, pues si
bien cumple la primera de las condiciones, no cumple la segunda, pues los nodos
e y ¢2 son no simpliciales y pertenecen a una misma clique del camino.

También en esa figura, se puede ver que los nodos ¢; ¥ e tampoco forman
un camino reducible, pues en este caso no se cumple la primera condicién, al
tener los puntos de interseccién de las cliques que forma wg al cortar w; y we &
ambos lados del camino.

En la figura 2.3, se puede ver que el vértice v no constituye de por si un
camino reducible, pues si bien cumple las primeras dos condiciones, no cumple
la tercera, pues los circuitos que contienen a todos los puntos de interseccién
sobre v no son simples.

Vimos en el primer ejemplo un camino reducible con dos nodos. De todas
maneras, un camino reducible puede tener una longitud arbitrariamente grande.
En la figura 2.5 se muestra un camino reducible de 4 cuerdas.

En general, todos los caminos reducibles que tienen al menos dos nodos,
cumplen la siguiente condicién:

Propiedad 2.1. Todas las cligues definidas por los pares (a,b) de nodos consec-
utivos del camino reducible tienen un dnico nodo v no simplicial gue no estd en
el camino reducible. (Figura 2.6)

Demostracion. Segiin la definicién de camino reducible, todas las cliques cuyo
punto de interseccién estd sobre las cuerdas que representan al camino, com-
parten un tinico nodo no simplicial con el resto del grafo. Dos nodos consecu-
tivos de un camino son adyacentes y, por tanto, definen una clique c¢. Esta clique
estd claramente sobre el camino. Por lo tanto, debe existir un finico nodo v € ¢
no simplicial y que no sea parte del camino reducible. O

Definicién 2.5. Denominaremos “extensores” a los nodos no simpliciales que
no estdn en el camino reducible y pertenecen a cliques ubicadas en la interseccidn
de dos nodos consecutivos de un camino reducible en la representacion R.

Un camino reducible sin extensores tiene exactamente un nodo. En la figura
2.4 el nodo w; es un camino reducible por si mismo.

Un grafo puede tener mds de un camino reducible. Sin embargo, existen
ciertas restricciones sobre nodos que conectan distintos caminos reducibles.
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Figura 2.6: Extensor de caminos reducibles

Lema 2.1. Dos caminos reducibles adyacentes (esto es, que tienen una clique
en comin) no tienen ningién nodo no simplicial que los una.

Demostracion. O bien es un extensor y se trata del mismo camino reducible,
o bien el nodo corta vértices no adyacentes de cada camino reducible. Pero en
ese caso, se forma un tridngulo en la representacién, perdiendo la propiedad de
Helly de las cuerdas. O

Lema 2.2. Un nodo gue une un camino reducible con el resto del grafo no es
adyacente a otros nodos gque también unen al camino reducible con el resto del

grafo.

Demostracion. Siconsideramos dos nodos “consecutivos” v; y v tales que unen
el camino reducible con el resto del grafo, por la propiedad 2.1 ambos deben ser
adyacentes a un mismo nodo w del camino reducible. Como no puede formarse
un tridngulo en la representacién, y no pueden estar en la misma clique que los
une al resto del grafo, v; y v2 no pueden ser adyacentes. Dos nodos no “consec-
utivos”, para poder cortarse entre si, primero deben cortar a un “consecutivo”
a ellos. Como vimos recién, esto no puede suceder, quedando asi demostrado el
lema. O

No todas las representaciones tienen caminos reducibles, en particular, ningu-
na representacién de un 4rbol tiene un camino reducible ya que no se puede
cumplir la tercera condicién.
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Figura 2.7: Compresién de K,

2.3.2. Método de compresion

Supongamos que se desea comprimir la representacién de un grafo HC de
manera que dos extremos consecutivos s y ¢ queden separados por un angulo a.
Para esto proponemos un método recursivo.

K, es trivialmente compresible (Ver figura 2.7), por lo tanto sélo resta definir
cémo reducir la complejidad del grafo para poder aplicar el método en forma
recursiva.

Para el paso recursivo, contemplaremos distintos casos.

1. G no es conexo.

Si G no es conexo, tiene al menos dos componentes conexas. En este caso,
se comprime cada componente conexa, por separado, y se los agrega re-
spetando el orden circular de los extremos. Como las componentes conexas
son disjuntas, no se forman nuevas cliques y la representacion sigue siendo
Helly.

2. Existe al menos un vértice v que pertenece sélo a cliques de tamaiio 2.

En este caso, se comprime recursivamente G — {v} y sélo queda agregar
nuevamente a v a la representacién comprimida. Para ello, se consideran
dos casos:

a) Ninguno de los extremos de v es uno de los extremos que se desea
separar arbitrariamente
En este caso, se toma la representacién comprimida de G — {v} en a
v se agregan los extremos de v en la misma posicién circular relativa
en que se encontraban en G.

b) Uno de los extremos de v es alguno de los extremos que se desea
separar arbitrariamente
Aqui, se toma la representacién comprimida de G — {v} en un dngulo
a+€, con un € arbitrariamente pequefio, y se agregan los extremos de
v en la misma posicién circular relativa en que se encontraban en G,
haciendo que el extremo de cuerda de v a separar en G esté separada
a € de su cuerda mds cercana. Asi queda el grafo comprimido en un
éngulo a.

En ambos casos, como v no pertenece a cliques de 3 o més vértices, la
cuerda de v no forma tridngulos con las otras, y la representacién sigue
siendo Helly.
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A\
Figura 2.8: Nodo v simplicial en clique simplicial

3. Existe un vértice en G cuyos extremos no son ninguno de los que se quiere
separar, es simplicial y la clique ¢ a la que pertenece es simplicial como
nodo en K(G). Ver figura 2.8.

Se quita v, y se comprime recursivamente G —{v}. Entonces, se puede agre-
gar v en esa representacion infinitamente cerca a otro a nodo de la clique,
respetando el orden circular y la propiedad Helly de la representacion del
grafo. Esto dltimo se logra haciendo pasar a la cuerda que representa a v
por el mismo punto de corte de la clique ¢ y variando en un dngulo arbi-
trariamente pequefio la inclinacién respecto de la cuerda que representa a
otro vértice de la clique.

4. Hay un camino reducible tal que ninguno de los extremos de las cuerdas
asociadas a la representacién del camino o de las cuerdas de los nodos
simpliciales asociados al camino reducible es alguno de los que se desea
separar arbitrariamente.

En este caso, consideramos el grafo G’ que resulta de sacarle a G los
vértices del camino reducible y los nodos simpliciales asociados a las cliques
del camino.

Primero se comprime recursivamente G’. Sea entonces R’ la representacién
Helly comprimida de G’. En ella, también se conserva el orden de los
puntos respecto al orden circular de extremos en G.

Si se agregan en R’ las cuerdas de los vértices del camino reducible, ar-
bitrariamente cerca de las puntas de las cuerdas vecinas y respetando
el orden circular de G, las nuevas cliques de 3 nodos pueden dibujarse
arbitrariamente cerca del circulo. Usando esto, se puede obtener una rep-
resentacién R"” que sigue siendo Helly y conserva el orden de los puntos.
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Finalmente, para obtener la representacién comprimida de G hay que agre-
gar a R” los simpliciales de las cliques asociadas al camino. Como el punto
de estas cliques estd arbitrariamente cerca del circulo, los simpliciales se
pueden agregar respetando el orden circular, de forma similar al caso an-
terior.

Definidas estas reglas, es claro que todo grafo al que se las puede aplicar
recursivamente es compresible. Vimos ejemplos, tales como el K; y los grafos
sin cliques de tamafio mayor que dos, que son compresibles. Surge entonces la
pregunta de si todos los grafos HC son compresibles usando este método. En la
siguiente seccién se presentan algunos avances para demostrar que esto es asi.

2.4. Cuatro caminos reducibles

En esta seccién se demuestra que si vale la conjetura de los cuatro caminos
reducibles, se puede aplicar el método de compresién definido en la seccién 2.3
a cualquier representacién de un grafo circular Helly.

Conjetura 2.1. Hay 4 caminos reducibles en toda representacion R de todo
grafo G € HC tal que no tiene nodos simpliciales.

Este resultado puede generalizarse ficilmente en el siguiente

Lema 2.3. Sea G € HC y G’ el grafo que resulta de sacarle a G todos sus
nodos simpliciales y asumiendo vdlida la conjetura 2.1. Si G tiene las mismas
cliqgues que G' entonces hay 4 caminos reducibles en toda representacion de G.

Demostracion. Por la conjetura 2.1, la tesis de este lema vale en los grafos sin
simpliciales, y al no agregar nuevas cliques, los caminos reducibles siguen siendo
los mismos. O

2.4.1. Zona de influencia

En esta seccién, asumiremos que todos los grafos son conexos, salvo que se
indique explicitamente lo contrario.

Definicién 2.6. Dada una representacion de un grafo, la zona de influencia de
un camino reducible es el arco de la circunferencia que abarca todas las dreas sin
cligues que definen los nodos del camino reducible, extendiendo este perimetro
a cada lado hasta encontrar el primer extremo de una cuerda que no pertenece
a una cligue del camino reducible.

La idea intuitiva de este concepto es considerar la zona en donde no se pueden
elegir los extremos a separar arbitrariamente en el método de compresién, de
forma que se pueda usar el camino reducible considerado para reducir el grafo,
tal como se describe en el caso 4.

Se puede ver un ejemplo en la figura 2.9, donde la zona de influencia del
camino reducible (¢1,¢3) es el arco de circunferencia que va desde el extremo
del vértice w; al extremo del vértice w, pasando por el camino.

A continuacién, definimos el concepto de drea asociada a un par de extremos
consecutivos en la representacién, que usaremos en lemas siguientes.
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Figura 2.9: Zona de influencia de un camino reducible
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o

————

Figura 2.11: Dos puntas de cuerda de nodos en un camino de 3 nodos

Definicion 2.7. Dados dos extremos a y b consecutivos de una representacion
circular de un grafo, definimos el drea asociada al arco {a,b) como el drea de-
limitada por el arco de circunferencia que va de a a b, y las cuerdas de la
representacion, de forma que ninguna cuerda la corta.

Lema 2.4. Si no hay simpliciales en el grafo, entonces todo par (a,b) de ez-
tremos consecutivos de cuerdas que se inlersecan en la representacion estd a lo
sumo en las zonas de influencia de dos caminos reducibles, gue son a los que
pertenecerian los nodos v, y vs. (Ver figura 2.10).

Demostracion. La interseccion de las cuerdas de v, y v, puede formar una clique
de 2, 3 0 més nodos. En el primer caso, es trivial que sélo pueden influir los
caminos reducibles a los que pertenezcan v, y vp. En el caso que la clique sea
de 3 nodos, v, 0 vp debe ser un extensor para que haya algiin camino reducible
que influya, y en esta situacién, es el tinico. Por iltimo, si la clique tiene més
de 3 nodos, no puede haber ningiin camino reducible que influya al arco (a, ).

O

Lema 2.5. Si no hay simpliciales en el grafo, entonces todo par (a,b) de
extremos consecutivos de cuerdas tal que el camine definido por las cuerdas
que limitan el drea asociada al arco (a,b) tiene & nodos (v,,c,vp), estd a lo
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Figura 2.12: Dos puntas de cuerda de nodos en un camino de muchos nodos

sumo en las zonas de influencia de tres caminos reducibles, gue son a los que
pertenecerian los nodos v,, ¢ y vy. (Ver figura 2.11).

Demostracion. Que puede haber hasta 3 caminos reducibles que influyan es
posible, ya que serfan los caminos reducibles a los que pertenecen v,, ¢ ¥ vs.
Para que exista otro camino reducible més, deberia haber otra cuerda en las
cliques que forma ¢ con v, (0, simétricamente, con v;). Pero en ese caso, de
forma andloga al lema anterior, implicaria que hay menos caminos reducibles
que influyan. O

Lema 2.6. Si no hay simpliciales en el grafo, entonces todo par {(a,b) de ez-
tremos consecutivos de cuerdas tal que el camino definido por las cuerdas que
limitan el drea asociada al arco (a,b) tiene mds de 3 nodos (v,,c1,...,Cn,Up),
estd a lo sumo en las zonas de influencia de tres caminos reducibles, que son a
los que pertenecerian los nodos v, y vs. (Ver figura 2.12).

Demostracién. Los nodos ¢, ..., ¢, no pueden pertenecer a ningilin camino re-
ducible, ya que la tercera regla de la definicién de camino reducible forzaria la
aparicién de cliques del lado opuesto a las cliques formadas por v, yco 0o v v
Cys O

Lema 2.7. Si no hay simpliciales en el grafo, entonces todo par (a,b) de ez-
tremos consecutivos en la representacion estd en a lo sumo 3 zonas de influencia
de caminos reducibles.

Demostracion. Dado que se puede descartar que las 2 puntas de cuerda sean
del mismo nodo, pues representaria a un nodo aislado, es trivial ver, a partir de
los lemas 2.4, 2.5 y 2.6 que el arco (a,b) estd en la zona de influencia de a lo
sumo 3 caminos reducibles. O

Lema 2.8. Dado G € HC, Sea G’ el grafo que resulta de sacarle a G todos sus
nodos simpliciales. Si G tiene las mismas cligues gue G’ entonces todo par (a,b)
de extremos consecutivos estd en a lo sumo 3 zonas de influencia de caminos
reducibles.
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Demostracién. Por el lema, 2.7, 1a tesis de este lema vale en los grafos sin simpli-
ciales, y al agregarse un nodo simplicial a una clique preexistente, los caminos
reducibles siguen siendo los mismos y las zonas de influencia quedan iguales o
se reducen. O

Lema 2.9. Sea un grafo HC sin simpliciales, y sean a, b y ¢ tres extremos de
cuerda consecutivos de su representacién. Entonces el dngulo definido por (a,c)
y que pasa por b estd en a lo sumo 3 zonas de influencia de caminos reducibles.

Demostracién. Hay 6 casos a considerar (los mismos estdn ilustrados en la figura
2.13):

1. ay bson extremos del mismo nodo v. Esto no puede pasar porque v seria
un nodo aislado, y por lo tanto, simplicial.

2. ay cson extremos del mismo nodo v. Esto no puede pasar porque v seria
un nodo simplicial.

3. Ua, U Y Uc sOn adyacentes

La tnica forma de que el dngulo (a,c) esté en la zona de influencia de
algiin camino reducible, es que haya un camineo reducible compuesto por
U ¥ Ve ¥ Up Sea un extensor. Por lo tanto, el dngulo (a, ¢) esté en la zona,
de influencia de a lo sumo un camino reducible.

4. v, es adyacente a vp ¥ U¢, Up ¥ Us N0 son adyacentes.

El dngulo definido por (a, b) sélo puede estar en las zonas de influencia de
los caminos reducibles asociados a a y b, como se ve en el lema 2.4. En
cambio, el dngulo definido por (b, ¢) puede estar en las zonas de influencia
de los caminos reducibles asociados a a, b y ¢, como se ve en el lema 2.5.
Por lo tanto, (a,¢) estd a lo sumo en las zonas de influencia de a, b y c.

5. s ¥ up son adyacentes, en cambio v, no es adyacente a v, ni v.

v, no puede ser parte de un camino reducible, ya que de serlo v, seria
simplicial. Por lo tanto (a, b) sélo puede estar en la zona de influencia del
camino reducible asociado a v,. Cémo se ve en los lemas 2.5 y 2.6, (b,¢)
estd, a lo sumo, en las zonas de influencia asociadas a b, ¢ y un nodo
posible nodo v, que una vy y v,, por lo tanto (a,c) estd a lo sumo en las
zonas de influencia de los caminos reducibles asociados a v, vy ¥ v,.

6. wv,, Up ¥ U, no son adyacentes

vp no puede ser parte de un camino reducible ya que v, ¥ v, se encuentran
en la representacién uno a cada lado de él.

Considerando la representacién del grafo G — {v}, por los lemas 2.5y 2.6,
(a,c) sélo puede estar en el drea de influencia de los caminos reducibles
asociados a a, ¢ o un tUnico nodo v que los una. Por lo tanto, (a, ¢) estd en
a lo sumo 3 éreas de influencia.

O
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Figura 2.13: Los 6 casos del lema 2.9
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Lema 2.10. Dado G € HC, sea G’ el grafo que resulta de sacarle a G todos
sus nodos simpliciales. Sean a, b y ¢ tres extremos de cuerda consecutivos en la
representacién de G. Si G tiene las mismas cligues gue G’ entonces el dngulo
definido por (a,c) y que pasa por b estd en a lo sumo 3 zonas de influencia de
caminos reducibles.

Demostracion. Por el lema 2.9, la tesis de este lema vale en los grafos sin simpli-
ciales, y al agregarse un nodo simplicial a una clique preexistente, los caminos
reducibles siguen siendo los mismos y las zonas de influencia quedan iguales o
se reducen. O

Lema 2.11. Sea R una representacion de G € HC tal que sus cuerdas se
pueden particionar en dos conjuntos Ry y Ry, de forma que R, tiene 4 caminos
reducibles, y todos los extremos de cuerda de Ry estdn entre 3 extremos de cuerda
consecutivos de R, en R. Entonces, R tiene al menos un camino reducible cuya
zona de influencia no se interseca con el arco de cuerda definido por los tres
extremos de la hipotesis.

Demostracion. Sean p;, p2 y ps los tres extremos de cuerda consecutivos de R;.
Por el lema 2.10 existe un camino reducible ¢ en R; tal que su zona influencia
no se intersecta con el arco (p;, ps). Este camino ¢ sigue siendo reducible en R
ya que las cliques de Rj, y las que se forman al intersectarse R, con la cuerda
asociada al extremo py se encuentran en el mismo drea definida por el camino
reducible ¢ en el grafo. i |

2.4.2. Completitud del método de compresién

Aqui se demuestra que, asumiendo la conjetura 2.1, el método de compre-
sién explicado en la seccién 2.3 se puede aplicar a para todo par de extremos
consecutivos de toda representacién de un grafo circular Helly.

1. G no es conexo o tiene un vértice que estd sélo en cliques de tamaiio 2

Demostracion. Se puede comprimir aplicando los casos 1 6 2, respectiva-
mente. O

2. hay un nodo simplicial v que no tiene ninguno de los extremos a separar
y estd en una clique simplicial.

Demostracion. Se puede comprimir aplicando el caso 3. O
3. no hay cliques simpliciales, como nodo, en el grafo de cliques.

Demostracion. Por el lema 2.3 existen 4 caminos reducibles en el grafo, y

por el lema 2.8 siempre hay uno no afectado por los extremos a separar.

Por lo tanto se puede reducir el grafo aplicando el caso 4. O

4. hay una sola clique simplicial ¥ de més de tres nodos, y s y £ son extremos
de 2 de sus nodos simpliciales.
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Demostracién. Como k tiene m3ds de 3 nodos, y s6lo uno puede ser no
simplicial, existe un nodo v € k que cumple con las condiciones del caso
3 O

5. hay una sola clique simplicial &k de tres nodos, y s y ¢ son extremos de sus
2 nodos simpliciales (figura 2.14).

Demostracion. Sea u el nodo no simplicial de &, y G’ y G los subgrafos
que se encuentran a cada lado de k en la representacién de G. Alguno de
ellos puede ser nulo, pero no ambos, pues en ese caso u seria simplicial. Sea
entonces G’ el subgrafo que no es nulo. Es necesario encontrar un subgrafo
de G’ U{u} que no tenga cliques simpliciales. Si G’ U{u} cumple con esto,
listo. Si no, es porque u participa de cliques simpliciales en G’ U {u}. Sin
embargo, siempre es posible obtener un subgrafo de G’U {u} que no tenga
una clique simplicial.

En G’ U {u} hay a lo sumo una clique simplicial k,, porque si hubiera
més, entonces una de ellas lo seria en G, y no contendria los extremos a
separar arbitrariamente. Al quitar los nodos simpliciales de k;, en el nuevo
subgrafo inducido se sigue cumpliendo que existe a lo sumo una clique
simplicial. La nueva clique simplicial en el grafo de cliques, es adyacente
a la anterior.

Si se empieza por G’ U{u} y se quitan los nodos simpliciales, se obtiene un
nuevo subgrafo inducido con a lo sumo una clique simplicial. Si se repite
este procedimiento, se forma por un lado un camino de cliques adyacentes
que se fueron quitando, y por otro un subgrafo inducido de G' U{u}. Si el
camino terminara, y quedara una sola clique, esta seria simplicial también
en G, lo cual es absurdo. Por lo tanto, se puede obtener un subgrafo
inducido de G’ U {u} que no tenga cliques simpliciales.

Sea G el grafo que no tiene cliques simpliciales, obtenido segiin el pro-
cedimiento anterior. Por el lema 2.3, tiene 4 caminos reducibles. Si consid-
eramos G = G — G, se puede ver que existe un solo vértice v de G; que
tiene adyacencias en G5, que es el tltimo nodo del camino desde u hacia,
G1, o es el mismo u.

Si consideramos en G; los primeros extremos de cuerda v; y v2 que se
encuentran a cada lado del extremo de v que lo une con G2, y dado que
no hay més adyacencias entre G; y G2 que el propio v, se deduce que
en G, toda la representacién de G5 estd contenida entre los extremos de
cuerda v; y vs, O sea, entre tres extremos consecutivos de G . Por lo tanto,
se cumplen en las hipétesis del lema 2.11, y se puede concluir que en G
existe un camino reducible cuya zona de influencia no interseca con el arco
(vi,v2) que contiene los extremos a separar arbitrariamente. Entonces,
para comprimir, se puede aplicar el caso 4. O



Capitulo 3

Extendiendo K(G)

En este capitulo se estudia cémo extender el operador K(G) de manera de
tener suficente informacién sobre el grafo original como para poder reconstruirlo
en caso que no tenga K4 — e como subgrafo inducido (grafos SD). Los grafos
sin diamantes fueron estudiados por primera vez en [18] donde se demostré que
K(8D) = 8D, o sea que son una clase fija bajo el operador K.

3.1. Algunas propiedades de K(G)

Lema 3.1. Sea G = (V, E) € SD un grafo sin cligues aisladas , G' = K(G) y
G" = K?(G). Entonces existe una funcién biyectiva f entre V(G") y los nodos
no simpliciales de G.

af : V(G") & empl(G)

Demostracién. Sea f(v") =lv/Ve € v" : v € ¢, o sea, el nodo que estd en todas
las cliques de G que estén en el nodo de G”.
Sélo queda demostrar que:

= hay un tnico nodo v que estd en todas las cliques.
= todo nodo no simplicial tiene asociada una tGnica clique en G.

Para demostrar el primer punto lo hacemos por absurdo. Sea v" un nodo en
G" y supongamos a vy y ve, ambos en todas las cliques que componen a v”. v;
y v2 son adyacentes (ya que estdn en una misma clique). Como no hay cliques
aisladas, v1 y v2 estdn ambos en por lo menos 2 cliques. Por lo tanto v; y v2
participan de un diamante.

Y solamente queda demostrar el segundo punto. Sea, v un nodo no simplicial
en G. v pertenece a por lo menos 2 cliques v} y v en G’. Sea v” la clique en G’
a la que pertenecen v; y ve2. No pueden pertenecer a 2 cliques porque entonces
G’ tendria, un diamante. Todas las cliques en v” tienen que tener un finico nodo
en comiin. v es ese nodo. O

Este resultado también puede deducirse ficilmente de los publicados en [9],
que estd en alemdn, y que tiene una demostracién hecha en castellano en [19],
donde entre otras cosas, prueban que si G es un grafo clique-Helly, entonces
K?2(G) es el subgrafo inducido de G que resulta de quitar los vértices dominados.

33
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3
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Figura 3.1: Ejemplo de K (G)

Lema 3.2. La funcién f del lema anterior define un isomorfismo entre el grafo
inducido por cmpl(G) y K*(G).

Demostracion. En el lema anterior se demostré que f es una biyeccién. Falta
demostrar que v; es adyacente a v sii. f{v;) es adyacente a f(vq).

Es facil ver que esto es equivalente a decir: f~1(v;) es adyacente a f~'(v3)
sii. v; es adyacente a vs.

Sean v, y vy nodos no simpliciales de G, adyacentes. Como son adyacentes,
existe una clique ¢ que los contiene. Esta clique ¢, estd incluida tantoen f~1(v;)
como en f~(v3). Por lo tanto, f~(v1) y f~'(v2) son adyacentes.

Sean v; y v2 nodos no simpliciales de G, no adyacentes. Como no son ady-
acentes, no existe ninguna clique ¢ tal que contenga a v; y va. Como f~(v;)
son todas las cliques que contienen a v; y f~!(v;) son todas las cliques que
contienen a v;, no tienen ninguna clique en comiin, y, por lo tanto, f~1(v1) y
f~1(v2) no son adyacentes. O

3.2. La biyeccién entre SD y K,(SD)

Definicién 3.1. Dado un grafo G = (V, E), se define el operador Kp(G) =
(V', E’) como el grafo de cliques de G, agregando a cada nodo v' de Kp(G) un
peso p(v'), que es la cantidad de nodos que contiene la cligue gque represente en
G.

La idea intuitiva al definir K,(G), es tratar de salvar parte de la informacién
que se pierde aplicando el operador K. En este caso particular, se guarda el
tamaifio de cada clique (ver figura 3.1). Una idea similar, pero guardando la
cantidad de nodos que pertenecen a la interseccion entre cada par de cliques, se
analiza en [23].

Ya sabemos, como se demuestra en [18], que K(SD) = SD. Pero, dado K(G)
para G € SD, no es posible reconstruir el grafo G original. Usando K, esto es
posible, pero primero, veamos cudles son los valores posibles de p.

Teorema 3.1. Las condiciones necesarias y suficientes para que un grafo H €
SD sea el resultado de aplicar K, a un grafo G € SD sin nodos aislados son
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n Vo e V(H) :p(v) >2
» Yv € V(H) : p(v) 2 |Cu(v)|

Demostracién. Suficiencia:

Como G es sin nodos aislados, todas sus cliques tienen tamaiio > 2. Entonces,
Vv € V(H) : p(v) > 2 por definicién de p(v).

Para ver que se cumple la segunda condicién, supongamos por el absurdo
que Jw/p(w) < |Cr(w)|. Si consideramos K(Cg(w)), obtenemos un grafo en el
que hay una clique ¢'/|c/| > p(w). Pero por el lema 3.2, K(Cu(w)) es subgrafo
de G. Més aiin, esa clique ¢’ es la que al operar con K, nos da el vértice w.
Absurdo, pues en ese caso p{(w) no puede ser menor a [Cg(w)|.

Necesidad:

La demostracién es por induccién en la cantidad de nodos de H.

Si n = 1, entonces H tiene un solo vértice w y siempre se puede encontrar
G/K,(G) = H pues alcanza con considerar G = Kp(y,)-

Para el paso inductivo, supongamos que |V(H)| = n. Consideremos un
vértice w cualquiera de H y sea Hy = H — {w}. Por hipétesis inductiva,
sabemos que 3Go/Kp(Gy) = Hp. Ahora queremos encontrar un nuevo grafo
G/K(G) = H = Hy U {w}. En particular, veremos cémo armar G a partir de
Go.

Para cada clique ¢ € Cu(w), se elige un nodo de Gy para formar una nueva
clique segiin el tamafo de c.

Si |¢| = 2, entonces ¢ = {w,a} y se elige un vértice simplicial de Go que
pertenezca a la clique a.

Si |¢| > 3, sean ¢y, ..., ¢k los nodos de ¢. Como G es sin diamantes, y por lo
tanto, clique helly, se elige al nodo u = [{¢;) que es comin a todas las cliques
de c.

Luego se agregan a G tantos nodos simpliciales hasta tener pg(w).

Finalmente, se conectan todos los nodos elegidos, obteniendo de esta forma,
G.

Por hipétesis inductiva, Kp(Go) = Hy. Como se agregd una sola clique re-
specto a Gy, solo resta que ver que siga valiendo que H = K(G) y que p(w)
sea correcto. Lo primero es ficil de ver por la forma de elegir los nodos de G,
v la otro fue asegurado agregando nodos simpliciales hasta obtener el nimero
adecuado. a

Es facil extender esta demostracién a grafos no conexos e incluir nodos aisla-
dos. La conclusién que se puede obtener es que hay una biyeccién muy intuitiva
entre SD y Kp(SD) y que esta permite, a partir de Kp(SD) reconstruir el grafo
original.



Capitulo 4

Conclusiones y trabajo
futuro

4.1. Conclusiones especificas del trabajo de la
tesis

4.1.1. La conjetura del diamante

En [7] se define la conjetura del diamante. La misma dice que los grafos HC
son los mismos que los grafos circulares sin diamantes. Toda esta tesis tiene esa
conjetura como motivacion.

En el capitulo 2 hay avances sobre la teoria de los grafos circulares. En la
seccién 2.2 se hace una explicacién del algoritmo de reconocimiento de grafos
circulares publicado en [21] y se muestra la primera implementacién polinomial,
hasta nuestro conocimieto, de un algoritmo de reconocimiento de los mismos.
También se explica cémo usar los resultados del paper anteriormente menciona-
do para encontrar una representacién circular del grafo en caso de existir, e
implementa.

Y en las secciones 2.3 y 2.4 se demuestra la compresién, asumiendo la con-
jetura de los 4 caminos reducibles. Esta propiedad de los grafos HC es muy
importante para la demostracién de la conjetura del diamante, ya que permite
”manipular”los grafos HC.

Por otro lado, en el capitulo 3 se estudia una extensién del operador clique
y sus consecuencias en los grafos sin diamantes.

Los pasos que creemos que hay que seguir para demostrar la conjetura del
diamante son:

» Demostrar la conjetura de los 4 caminos reducibles (conjetura 2.1) en
grafos HC.

= Redefinir los caminos reducibles, extendiéndolos a todos los grafos circu-
lares sin diamantes.

= Demostrar que en todo grafo circular sin diamantes ni nodos simpliciales,
hay un camino reducible.

36
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= Usando todos los casos del método definido en la seccién 2.3, escribir una
demostracién inductiva de la conjetura del diamante, usando la compresién
para achicar los grafos HC resultantes de la hip6tesis inductiva.

Usando este esquema de demostracién, pensamos que se puede demostrar
una propiedad que implica trivialmente la conjetura del diamante. La misma
es que para toda representacién circular de un grafo circular sin diamantes, se
puede obtener otra que mantenga el orden de las puntas de las cuerdas, y las
cuerdas cumplan la propiedad de Helly.

Esta no es la primera vez que se intenta atacar la conjetura del diamante.
Un enfoque completamente distinto para el estudio de la misma puede verse en
[8], donde se muestra un sistema de ecuaciones que es resoluble si y sélo si la
conjetura es vilida para un grafo circular sin diamantes dado.

4.1.2. Otras conclusiones de la tesis

Se podria extender la idea de K, presentada en el capitulo 3 a grafos mds
generales que los §D. O sea, dar informacién a los nodos (v aristas) de K(G)
para, reconstruir el grafo original.

Otra posibilidad es implementar algoritmos de reconocimiento de grafos cir-
culares més eficientes (por ejemplo, los publicados en [3] [10] [22]) o para otras
subclases de grafos circulares.

También serfa interesante la implementacién de un programa que calcule
compresiones de grafos HC, usando el método definido en la seccién 2.3. Las
cuentas en punto flotante estdn tan mal condicionadas que esta forma de encarar
este problema es no viable, pero hay otra opcién. La misma consiste en hacer
todas las cuentas en forma formal y recién obtener resultados aproximados {con
el error que se quiera obtener) después de despejar todas la incdgnitas.

4.2, Conclusiones sobre la carrera

Después de bastante méds de un lustro estudiandoe Ciencias de la Com-
putacién hemos aprendido tanto a programar como a manejar el formalismo
matemdtico. Esta tesis es fiel reflejo de esta dicotomia. La misma se mueve
desde temas de matemética discreta hasta implementaciones de programas en
JAVA utilizando las més avanzadas técnicas de desarrollo de software. Esta du-
alidad es, a nuestro entender, lo que més importante de la formacién que nos
llevamos de esta casa de estudios.

Adquirir estas habilidades no fue un trabajo fcil. Tuvimos que lidiar con
una carrera exigente y al mismo tiempo estar ya insertados en el mundo laboral,
con las exigencias que esto conlleva.

Pero esta no fue la mayor dificultad. Lo més dificil fue aprender a pensar de
otra manera. M3s formal, mds rigurosa. Aprender a pensar en forma recursiva,
sin errores groseros, es lo que nos hace buenos, tanto en la programacién como
en la matemética discreta.

Por eso estamos muy contentos y agradecidos por haber podido llegar al
final de esta hermosa carrera que es la de Ciencias de la Computacién.
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