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UNA CARACTERIZACION OPERACIONAL PARA MODELOS DE
CONSISTENCIA TRANSACCIONAL

Hoy en dia se construyen aplicaciones sobre bases de datos replicadas que garantizan
escalabilidad y alta disponibilidad a expensas de sacrificar la consistencia, es decir, los
usuarios pueden observar temporalmente diferencias sobre el estado del sistema. Un modelo
de consistencia caracteriza este tipo de inconsistencias o anomalias. Por lo tanto, razonar
sobre la semantica de programas esta directamente ligado a los modelos de consistencia
que este tipo de bases de datos ofrecen.

La literatura define a los modelos de consistencia en términos de axiomas que restringen
las posibles ejecuciones que suceden en una base de datos replicada. En particular, en
esta tesis nos concentramos en modelos de consistencia para transacciones. Una traza
de ejecucién es reconstruida a través de un grafo de eventos conocido como ejecucién
abstracta. La misma se define sobre un conjunto de transacciones y dos relaciones: (i)
visibilidad, que define cuando una transaccién es conocida por otra, y (ii) arbitracion,
que especifica un orden relativo entre las transacciones ejecutadas por el sistema. Estos
mecanismos, si bien son declarativos, no inducen una operatoria clara que pueda ser
sencillamente traducida a una implementacién.

En esta tesis proponemos un modelo operacional basado en un sistema de transicién
etiquetado que captura de forma general los modelos de consistencia para transacciones.
Para esto definimos el estado del sistema como un orden parcial sobre una secuencia de
transacciones, una regla de equivalencia estructural, y un conjunto de reglas de derivaciéon
descriptas en términos de dos predicados paramétricos: commit consistency y arbitration
consitency. En este trabajo, presentamos instanciaciones particulares de cada predicado
que serviran como definiciones alternativas de los modelos de consistencia como Snapshot
Isolation y Causal Consistency.

Probaremos la equivalencia entre el enfoque clédsico, definido axiomaticamente, y nuestro
modelo operacional. Concretamente, demostramos la correspondencia presentando pruebas
de soundness y completeness para cada modelo de consistencia transaccional.

Palabras claves: Replicacion, Modelos de consistencia transaccional, Seméntica operacional,
Soundness, Completeness
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1. INTRODUCCION

1.1. Motivacién

Replicacion en bases de datos distribuidas refiere al hecho de almacenar multiples copias
de un mismo dato en diferentes nodos (o servidores) de una red, con el fin de mejorar la
latencia y la tolerancia a fallas. Latencia es una caracteristica vinculada a la experiencia
de usuario, y tiene que ver con la velocidad de respuesta que tiene ejecutar una operacién.
Tolerancia a fallas significa que el sistema puede seguir operando aunque haya caida de
nodos o haya perdida de mensajes. En contraposicion, el precio a pagar es la consistencia
(fuerte) que ofrece el sistema, es decir, la seguridad que cada usuario del sistema observe
un mismo estado. Esta paradoja, enunciada formalmente como el Teorema CAP [9] (por sus
siglas en inglés: Consistency, Availability y Partition Tolerance), ocurre ante la imposibilidad
de garantizar simultdneamente consistencia fuerte, alta disponibilidad y tolerancia a fallas.
Dependiendo del problema y los atributos de calidad a alcanzar, es la eleccién de cudles de
estas propiedades satisfacer. Légicamente, la tolerancia a fallas es una eleccién inevitable,
por ende la decision recae en consistencia versus disponibilidad. Hoy en dia, las bases
de datos distribuidas més populares, como Cassandra [10], Dynamo [8] o MongoDB [12],
aseguran disponibilidad pero ofrecen una nociéon débil de consistencia, conocida como
Consistencia Eventual [2]. La consistencia eventual garantiza que cualquier escritura tarde
o temprano (eventually) serd entregada a cada réplica del sistema logrando que el sistema,
es decir el conjunto de réplicas, converjan a un mismo estado.

La consistencia se puede pensar tanto a nivel operacion individual (escritura o lectura) o
a nivel transaccidn (secuenciado de operaciones individuales). La agrupacién transaccional
responde a una cuestiéon seméantica y operativa. Por ejemplo, considere el escenario donde
un usuario, cuya cuenta bancaria es identificada por o, desea realiza una transferencia
bancaria por medio de la operaciéon transferir(Double m, Cuenta d). La operacion
transferir es responsable de debitar un monto m a la cuenta origen o, y depositar el monto
m a la cuenta destino d. La expectativa luego de ejecutar la operacion transferir sera: (i)
o bien se ejecute el débito y depdsito correspondiente o (ii) no se produjo ningin efecto en
el estado de la cuenta origen y destino. En consecuencia, las transacciones son introducidas
al sistema de manera atémica: el sistema aplica el 0 % o el 100 % de la misma. Este trabajo
pone el foco en sistemas transaccionales distribuidos.

La definicién de consistencia eventual habilita un amplio espectro de niveles de consistencia
que una base de datos puede proveer [15]. Los modelos de consistencia formalizan ciertas
garantias las cuales limitan los tipos de anomalias o inconsistencia que un sistema admite.
Entre las garantias de consistencia para sistemas no-transaccionales nos encontramos por
ejemplo con read-your-writes [14], que garantiza que cuando un cliente lea una base de
datos siempre verd los efectos de sus escrituras precedentes. No obstante, este modelo
asegura que las operaciones de lectura que ejecuta un cliente se corresponden con escrituras
previamente realizadas en la base de datos. Para sistemas transaccionales existen causal
consistency [11, 5] y prefix consistency [6], entre otras. En este trabajo estudiamos modelos
de consistencia transaccional, es decir, garantias de consistencia que predican sobre transacciones.
La literatura define los modelos de consistencia en base a axiomas de consistencia [4} [15]:
predicados l6gicos que caracterizan las ejecuciones permitidas por el sistema, evitando de
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esta manera, anomalias tales como Lost update o Write Skew [7].

1.2. Objetivo

El trabajo de tesis tiene como objetivo crear una caracterizacién operacional que sea
equivalente a las definiciones axiomaticas enunciadas en [7]. Concretamente, vamos a
mostrar que aquellas ejecuciones que respetan los axiomas de consistencia transaccionales:
TRrRANSVIS, NOCONFLICTS, PREFIX y TOTALVIS (presentados formalmente en [7]), pueden
combinarse y describir modelos de consistencia en un tinico modelo operacional, instanciado
adecuadamente de acuerdo a la garantia de consistencia a alcanzar.

Las ejecuciones se modelan a través de una estructura de eventos conocida como
ejecucion abstracta [5] que indica como se vinculan los eventos en término de dos relaciones
concretas: wvistbilidad, indicando que una transaccién conoce los efectos de la otra, y
arbitracion, indicando un orden relativo entre las transacciones ejecutadas en el sistema.
Ambas relacionan atémicamente las transacciones como células indivisibles, sin permitir
conocimiento y/u ordenamiento de alguna subsecuencia de operaciones dentro de una
transaccién. Con esta estructura como sustento, enunciaremos formalmente los axiomas
de consistencia ya mencionados.

Luego, presentamos un modelo operacional en términos de un sistema de transiciones
etiquetados para describir el comportamiento del sistema. El estado, se describe como un
orden parcial, que permite describir el orden en el que las transacciones fueron impactadas
en cada réplica. Cada transaccién es decorada con informacién sobre la primera réplica
donde fue ejecutada, y el nombre de las réplicas que la conocen. El comportamiento esta
dado por reglas de transicién paramétricas en base a los predicados commit consistency y
arbitration consistency, instanciables de acuerdo al modelo de consistencia que se intenta
garantizar. Remarcamos que este framework operacional es lo suficientemente general para
no dar detalles concretos de implementacién como los mecanismos de propagacién entre
réplicas.

Finalmente, probamos que el modelo operacional instanciado segtin cada modelo de
consistencia transaccional C, es sound y complete, es decir, es equivalente a ejecuciones
abstractas que satisfacen el modelo C. De esta manera, proporcionamos un marco de
trabajo equivalente, donde los usuarios pueden moverse entre ambos mundos sin perder
expresividad.

1.3. Organizacion

En el siguiente capitulo se resumen nociones bdsicas y conceptos que utilizaremos a lo
largo de este trabajo. Principalmente, nos detenemos en ejecucién abstracta y los axiomas
de consistencia a nivel transaccién. En el capitulo |3| desarrollamos un modelo operacional
para caracterizar bases de datos con consistencia eventual, formulando las definiciones
alternativas para los modelos de consistencia transaccional de interés. Luego, en capitulo[d]
mostramos la correspondencia de nuestro framework con ejecuciones abstracta que ofrecen
distintos niveles de consistencia. Finalmente en el capitulo [5| se presentan consideraciones
finales y, se discuten aspectos futuros a explorar y trabajos relacionados.
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2.1. Conjuntos

Un conjunto A es una coleccién de objetos distintos tales que, dado un objeto cualquiera
x, se puede determinar si x pertenece a A o no. Este mecanismo estd representado por
el operador € cuya aplicacion se denota © € A y su negaciéon = ¢ A. El literal de los
conjuntos es A = {x1,...,x,} y expresa (r1 € A A ... A z, € A). Utilizamos la
notacién {x | condicion} para indicar que el conjunto se construye tomando todos los
x que satisfacen condicion.

» Ejemplo 2.1.1. Sea N el conjunto de nimeros naturales. Escribimos el conjunto de
los naturales pares como P ={x | x € NAz mod 2 = 0}.

Cuando ocurre que x € A = =z € B decimos que A es subconjunto de B (o que B
es superconjunto de A). El operador A C B (0o A D B respectivamente) encapsula dicha
propiedad. Un corolario que se desprende es A C BA B C A = A = B. Un conjunto
particular es el vacio, cuyo literal es (), que verifica V z.z ¢ ) A VA.() C A. El tamano
o la cardinalidad de un conjunto se define como la cantidad de elementos que posee y se
escribe como |A|, por lo tanto || =0y [{1,2,3}| = 3. Algunas operaciones comunes sobre
conjuntos que vamos a utilizar son:

» Unién de Conjuntos: AUB ={x |z € AVz € B}
» Interseccion de conjuntos: ANB ={xz |z € ANz € B}
» Diferencia de conjuntos: A\ B={x |z € ANz ¢ B}

Decimos que dos (o0 més) conjuntos son disjuntos si A1N...NA, = 0. Una construccién
de conjuntos que sera esencial es el producto cartesiano. Se define como Ay X ... X A, =
{(x1,...,zp) |21 € A1 A...Axp € Ay}, siendo (21, ... ,2,) una tupla n-aria. El producto
cartesiano de un conjunto A cero o més veces consigo mismo es formalizado por la notacién:
A ={(z1,...,zn) |zi € ANie{l,... ,n} An >0}

2.2. Relaciones y 6rdenes

Habiendo definido conjuntos, podemos definir una relaciéon como un subconjunto del
producto cartesiano entre dos conjuntos. En particular, nos enfocaremos en relaciones
binarias. R es una relacion binaria de A con B si R es un subconjunto de A x B. Al ser un
conjunto, también se puede definir como { (a,b) | a € AAb € B A condicién }. Por esta
razén, las relaciones binarias suelen representar una correspondencia entre 2 conjuntos

. L R
sujeta a condicion. Notamos a — b cuando ocurre (a,b) € R.

» Ejemplo 2.2.1. Sea A =1{1,2,3} y B =N, entonces la siguiente relacion
{(a,b) |l a€c ANbe BAb=2xa } ={(1,2),(2,4),(4,6)}
es la que asocia los elementos de A a sus dobles en B.

3
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Las relaciones también pueden ser compuestas. Esta operacion se caracteriza como
R1; Ry = {(a,c) | 3b.(a,b) € R1 A (b,c) € Ra}. Otra operacion que nos sera de utilidad es
la restriccion de relaciones. Decimos que restringimos una relaciéon binaria R a un conjunto
E cuando R|g = {(a,b) | (a,b) e RANa€ ENbe€ E}.

Las relaciones suelen categorizarse en base a la satisfaccién de propiedades de interés.
A continuacién, enunciamos algunas de las que utilizaremos posteriormente. Siendo R una
relaciéon binaria:

» ANTISIMETRIA: (a,b) € RA (ba) € R = a =0

» TRANSITIVIDAD: (a,b) € RA(b,c) € R = (a,c) € R

» ACICLICIDAD: B ay,... ,ax. (a1,a2) € RA---A(ag,a1) € R

» DOWNWARD TOTALITY: (a,c) € RA (b,c) € R = (a,b) € RV (b,a) € R

» TOTALIDAD: (a,b) € RV (b,a) € R

La conjuncién de algunas de estas (y otras) propiedades se cataloga como ¢rden. Los

6rdenes que emplearemos son: strict prefix order y total order.

STRICT PREFIX ORDER es un orden sobre una relacién R C A x A tal que R es antisimétrica,
transitiva y downward total.

» Ejemplo 2.2.2. Considere el conjunto A ={1,2,3,4,5}, la relacion

Ry = {(11 2)7 (27 3)7 (17 3)7 (37 4)7 (1a 4)7 (27 4)7 (27 5)a (17 5)}
es un strict prefix order. Fig. es una representacion grifica de la relacion Ry .

Una caracteristica de utilidad es que induce ramificaciones. Partiendo de Ej. tenemos
que (2,4) € R1A(3,4) € R; lo cudl obliga, por downward totality, a que (2,3) € R1V(3,2) €
R;. En este caso particularmente (2,3) € R;. Por lo tanto, por transitividad, se debe
considerar el prefijo (o historia) del elemento 2, lo que da origen al nombre del orden.
Estas particularidades hacen que este tipo de orden sea 1util para modelar ejecuciones.
En el marco de una ejecucién, los prefijos pueden considerarse estado compartido y las
bifurcaciones como eventos que ocurren concurrentemente, el cual es un caso comin en
bases de datos.

TOTAL ORDER es un orden sobre una relacion R C A x A tal que R es antisimétrica,
transitiva y total.

» Ejemplo 2.2.3. Considerando el mismo conjunto A de Ej. la relacion

Ry ={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4), (3,5), (4,5)}
es un total order. La Fig. representa grdficamente la relacion Ro.

Este tipo de relaciones, al demandar totalidad, caracterizan relaciones lineales. Este fenémeno
se aprecia en la segunda cadena de Fig. Es por ello que suelen utilizarse para modelar
secuencias de eventos totalmente ordenados, como puede ser el caso de una secuencia de
transacciones ejecutadas en una misma réplica. El timestamp puede determinar un orden
total sobre las mismas.
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(a) Relacién R1 (b) Relacién R2 (c) Conjunto E C A

Fig. 2.1: Ordenes y conjuntos, sin ejes transitivos

Por ultimo, una propiedad que predica sobre un conjunto y un érden: la nocién de conjunto
downward closed. Decimos que un conjunto £ C A es DowNwWARD CLOSED con respecto a
un orden R C A x A si verifica:

ec ENa€ AN(a,e) ER = a€FE

El subconjunto E extrae elementos de A tales que estan relacionados en R a izquierda
con e € E. Reutilizando A y Ry del Ej. [2.2.2] en Fig. se puede observar el conjunto
downward closed E = {1,2,3,4}. La presencia del elemento 4 obliga incluir a {1,2,3} ya
que estan relacionados a izquierda. De quitarlo, ' = {1, 2, 3} continuaria siendo downward
closed. Por el contrario, E” = {2, 3,4} pierde la propiedad debido a que 1 estd relacionado a
izquierda con el resto. En definitiva, la presencia de un elemento en un conjunto downward
closed garantiza la inclusion de lo ordenado a izquierda transitivamente.

2.3. Transacciones

Intuitivamente, una transaccién se puede ver como un programa en ejecuciéon que incluye
uno o mas accesos a una base de datos. Por lo tanto, una transaccién es una secuencia
de acciones (u operaciones) que se impactan de manera atémica: se aplican todas las
operaciones en el orden en el que aparecen, y en caso de error se hace un rollback de
todas las operaciones que fueron realizadas hasta el momento, cancelando entonces las
operaciones posteriores. Dicho eso, este trabajo operara bajo ciertas simplificaciones. No
consideramos el caso de error, es decir, las transacciones siempre son ejecutadas de forma
satisfactoria.

» Ejemplo 2.3.1. La siguiente tabla describe el contenido de dos transacciones: T1 y
To. Ambas manipulan objetos (o variables) a través de operaciones de lectura y escritura.
Concretamente, la transaccion T1 acumula 50 sobre el objeto x, mientras que To acumula
25, sobre el mismo objeto.

T Ts

x :=x +50 |x :=x + 25

Entonces, T1 y To, primero obtienen el valor almacenado en el objeto x (es decir, a través
de una operacion de lectura) y luego suman un valor constante, actualizando el valor del
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objeto = con el resultado de la operacion de adicion. Considere un escenario donde el
sistema se compone de dos réplicas: 11 y iz, donde el objeto x wvale 100 en la réplica i1 y
200 en la réplica is. Entonces, si ejecutamos T1 y To en 11 y io respectivamente, entonces
seria equivalente ejecutar las siguientes transacciones:

T Ty

x := 150 x := 225

Por lo tanto, el contenido de las transacciones T} y Th se obtiene sustituyendo los
valores relativos, (x 4+ 50) y (x 4+ 25), de T y Ty con los valores 100 y 200 respectivamente.
Esto es, reemplazamos los valores relativos del objeto x por los valores absolutos, resultado
de leer los valores 100 y 200 de x en las réplicas respectivas.

Cémo se resuelven estos valores relativos depende del estado de cada réplica que es
visible a cada transaccién al momento de impactarse. El conjunto de las transacciones
es representado por T. El modelado formal sera presentado en el capitulo

2.4. Ejecucién abstracta

Presentamos una construccién que nos permite describir de manera declarativa la ejecucion
de un sistema. El recurso es conocido en la literatura como ejecucion abstracta [5]. Es una
estructura que caracteriza un conjunto de eventos &, los cuales seran etiquetados/asignados
a una transaccion, con respecto a las relaciones de arbitracion AR y wisibilidad VIS.

P N Vs .
Visibilidad indica cuando un evento conoce los efectos de otro. e —— eo nos dice que
la operacién representada por es conoce los efectos de la representada por eq. Si ocurre

VIS, ., ; VIS .
que ~(e — e’ Ve’ —= e), decimos que los dos eventos son concurrentes.

. .. . AR .
Arbitracién describe un orden temporal entre eventos. e; —> es indica que el evento
. AR, , AR .
ey ocurre posteriormente a e;. Cuando ocurre que (e — e’ Ve’ — e), se dice que los
eventos se encuentran arbitrados.

Definicién 1 (Ejecucién abstracta). Una ejecucion abstracta es una tupla A = (£,0P, VIS, AR)
siendo:

1. 0P : £ = T una funcion de eventos a transacciones

2. VIS C € x & una relacion aciclica

3. AR C £ x &€ un strict prefix order tal que VIS C AR

La funcién OP asigna a cada evento e una transacciéon § € T. La restriccion VIS C AR

prohibe que un evento pueda quedar arbitrado antes de otro visible. Notamos () como la
ejecucién abstracta vacia, es decir tal que £ = (.

2.5. Modelos de consistencia transaccionales

Los modelos de consistencia transaccionales definen qué tipo de interacciones son permitidas
por el sistema, acotando los tipos de anomalias permitidos. En rigor, se formalizan como
una conjuncién de axiomas de consistencia: predicados que indican cémo pueden relacionarse
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C | Modelo Axiomas Causality Lost Long | Write
violation | update | fork skew
CC | Causal TRANSVIS X v v v
consistency [11], [5]
PSI | Parallel snapshot TRANSVIS, X X v v
isolation [1] NOCONFLICT
PC | Prefix PREFIX X 4 X v
consistency [6]
SI | Snapshot PREFIX, X X X v
isolation [3] NOCONFLICT
SER | Serialisability [13] TOTALVIS X X X X

Tab. 2.1: Definiciones de modelos de consistencia y anomalias que prohiben

las transacciones dentro del sistema, representado por una ejecucién abstracta. A continuacién
)

presentamos los siguientes axiomas de consistencia que nos serviran para definir modelos

de consistencia, los mismos se encuentran en el diagrama Tab.

TRANSVIS (TV): VIS es transitiva

= NoCoNrLICT (NC):
Ve,e' € £.e #e' ANVAR(e) N VAR(e') # ) = (e,e) € VISV (¢,e) € VIS
» PrEFIX (PP): AR; VIS C VIS

» ToTALVIS (TOTV): VIS es total

El primer predicado es TraNsVIS (TV). Como indica el nombre, fuerza el siguiente

. VIS vis o VIS
escenario: e — e —— e” implica e — e”. Informalmente, los eventos heredan la

historia visible de aquello que observan de manera directa. Esto permite mitigar violaciones
del estilo Causality violation, ilustrada en Ej.

» Ejemplo 2.5.1. Violacion de Visibilidad Transitiva - Causality violation

A= <{e1, eq, e3}, 0P, VIS, AR>

T To T3
OP:{910—>T1,92I—>T2,93I—>T3}
x := 25
y i= 100 | X T x+50 )y =y + 100 VIS = {(e1,e2), (e2,e3)}
AR = VIS

Supongamos entonces que la transaccion T sobrescribe el estado de los objetos z e y con

. Vs .
los valores 25 y 100 respectivamente. Como ocurre que e; —— e, entonces Tg actualiza x
con el valor 75. Por otra parte, suponga que T3 se ejecuta en una réplica distinta, donde x
[ . vIs vis .
e y valen 0. Ademads, sabiendo que ey — e3, pero —(e; — e3). Podemos concluir que
la réplica actualiza y, colocando 100 en ella en lugar de 200. Esto es un ejemplo de una
violacién de visibilidad transitiva ya que Tg no conoce las dependencias causales. Obligar
la ocurrencia de Ty LN T3 resolveria esta anomalia.
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» Ejemplo 2.5.2. Violacion de No Conflictos - Lost update

A = ({e1,e2},0P, VIS, AR)
UP:{61I—>T1,62*—>T2}
x :=x +50 | x :=x+ 25 VIS = ()

AR =10

T, Ts

Dado que —(eq BALN e V ey BALN e1), T1 y Ty ingresan al sistema concurrentemente
buscando escribir el mismo objeto x. Suponiendo un escenario inicial x = 0, cada escritura
ocurre de manera ajena a la otra, obteniendo como valor final 25 o0 50, es decir, ignorando
la otra escritura. Esta se denomina Lost update y es mitigada por NoConrLicT (NC), que
demanda que operaciones que trabajen sobre un mismo subconjunto de variables deban
conocerse entre si.

En este trabajo introducimos el operador VAR(e) para proyectar el conjunto de variables
sobre las cudles escribe una transaccién asociada al evento e. La formalizacién de este
operador serd introducida posterior al modelado de las transacciones.

Considere ahora el axioma PREFIX (PP), proponiendo garantias sobre los prefijos de las
transacciones: e — e’ ~>4 ¢ implica e —5 e”. PREFIX entonces implica TRANSVIS ya
que VIS C AR, por lo tanto se verifica PP = TV. El axioma garantiza heredar la historia
de arbitracion. El objetivo de este modelo es evitar la anomalia Long fork, que provienen
de potencialmente observar transacciones concurrentes en distintos érdenes, permitidas
por los predicados previos.

» Ejemplo 2.5.3. Violacion de Prefijos - Long fork

A = ({e1,e2,e3,e4},0P, VIS, AR)
0P = {el = T1,62 — TQ»

T1 T T3 Ty
x =10 |y =10 |zl :=y + 30 | z2 := x + 40

e3 Tg, ey T4}

VIS = {(ela e3)7 (627 e4)}
AR = VIS

Como ocurre ey BLLN es Yy e BALN eq, desde las perspectivas de T3 y T4, las transacciones
To y T1 no ocurrieron respectivamente. Sin embargo, si luego el sistema decide arbitrar Ty
antes que To, es decir, T BN To, esto significa una reescritura de la historia de T4. Por
ejemplo, si los valores iniciales para x ey es 0, al ejecutar T4 luego de To el valor para 22
serd 40, mientras que luego de arbitrar T1 antes que To el valor esperable para esa traza
seria que z2 wvalga 50. Entonces, el predicado PREFIX responde a la intuicion de que si un
evento ocurre antes que otro conocido, deberia observar los efectos en el mismo orden.

Por ultimo, el axioma mas restrictivo, ToTaLVis. Concretamente, obliga a ordenar
totalmente por visibilidad, lo que también fuerza arbitracion por VIS C AR, efectivamente
transformando la ejecucién abstracta en una historia serial. Prevee todo tipo de anomalias,

incluyendo bifurcales como Write skew que no es alcanzada por los otros modelos. El
Ej. exhibe la situacion.

» Ejemplo 2.5.4. Violacion de Visibilidad Total - Write skew
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Ty

Ta

T3

x := 60
y = 60

if (x +y > 100) {
x :=x - 100
}

if (x +y > 100) {

3

y =y - 100

A= ({e1,e2,e3},0P, VIS, AR)
0P = {e1 — T1,e2 > Ta,

e3 — Tg}
VIS = {(61, 62), (el, 63)}
AR = VIS

Inicialmente, T1 impacta x = y = 60, lo que es contemplado por To y T3 debido a que
e Vs, es N e LN es. El hecho —(ey LN e3) A —(es Vs, es) hace que Ty y T3 sean
concurrentes. La evaluacion de la condicion (x+y > 100) resulta true en ambos casos, lo

que desemboca en la ejecucion de x = —40 y y = —40 respectivamente. Lo que no hubiese
ocurrido en un contexto de ejecucion serial.
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3. MODELO OPERACIONAL

Introducimos un framework operacional que considera los predicados commit consistency
y arbitration consistency, los cudles instanciados adecuadamente permiten dar garantias
equivalentes a los modelos de consistencia transaccional introducidos en Tab. Primero
presentaremos el modelo en su versién simplificada que luego decoraremos para mostrar las
equivalencias entre este y las ejecuciones abstractas. Una vez presentada la gramdtica y la
semantica, procedemos a mostrar como modelar escenarios concretos a partir del modelo
desarrollado.

3.1. Sintaxis

Asumimos O el conjunto de objetos x,y,z,..., V el conjunto de wvalores de respuesta
v,v"”, 0" ... siendo L el valor indefinido, e Z el conjunto de réplicas i, j, . ... Representamos
los estados de un sistema replicado como secuencias o de cero o més transacciones, lo que
conlleva a o € T*. Las transacciones son caracterizadas como secuencias de escrituras, cuyo
conjunto es U. Escribimos u = (z <+ v) en lugar de (z,v) para denotar la actualizacién

del objeto = con el valor v. Por ende U = O x V. También T = [uj + ... - u,]] para
representar ([ug-...-up], i, I) la transaccién que aplica la secuencia de escrituras [uj -...« up]
realizadas en la réplica i conocida por conjunto de réplicas I. En consecuencia T =
U* x T x 2%. Utilizamos la agrupacién [*1 ... zp] para determinar que el conjunto de
elementos {z1,...,2z,} se encuentra ordenado totalmente por orden de aparicién en la
secuencia.

Tanto las escrituras como las transacciones proveen proyecciones de sus propiedades.

Por ejemplo, denotamos T.i como la segunda componente de la tupla de la transaccion T.
De manera particular, la proyeccién de T.U representa [u; -...- uy,], la primer componente de
la tupla, y T.X es el conjunto de todos los objetos sobre los cudles T escribe. Adicionalmente,
los estados proyectan sus réplicas a través de 0.I = T;.I U ... U T,.I. Dependiendo de la
ocasién, tomamos la libertad de describir una transacciéon como T3, con T = [ug + ... = uy].
El operador _ [+ _] redefine el valor de una componente de una tupla. A modo de
ejemplo, u[v — v'] es el resultado de tomar la escritura u y reemplazar v por v'. En
cuanto a la construcciéon de las secuencias, € es la secuencia vacia para los estados y
[ la correspondiente para transacciones, y pueden ampliarse a través del operador de
concatenacién — - —. Utilizamos u € T para indicar que T =[...-u -...] y T € o para
denotar ¢ = gg - T - 01. Consideremos los siguientes ejemplos de uso.
» Ejemplo 3.1.1. Sea o = [(z <= 68):(y < 34)]31’12} un estado con una dnica transaccion,
la llamamos T, que contiene dos operaciones: la escritura del valor 68 en el objeto x sequida
de la escritura de 34 en el objeto y. El subindice i1 indica que T arribo a dicha réplica. El
superindice {i1,12} indica que naturalmente la transaccion es conocida por su réplica de
llegada, pero que ademds fue propagada a una nueva réplica llamada is.

» Ejemplo 3.1.2. Sea o = [(x « 25)]&1} (z 10)]32}. En este caso, el sistema posee
dos transacciones, que denominamos T1 y To respectivamente. Cada una impacta a x con
un valor distinto, pero también lo hacen en réplicas distintas, i1 y io Tespectivamente.
Ninguna de las transacciones fue propagada, por ende uno podria describir el sistema

11
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equivalentemente como o' = [(x < 10)]52} - [(z < 25)]31}. Es decir, intercambiamos

transacciones concurrentes. Esto motiva la siguiente definicion de equivalencia de estados.

Definicién 2 (Equivalencia de estados). La equivalencia de estados = es una relacion
de congruencia sobre T* tal que T-T'=T'-T «<— TXNTX=0 v T.INT.I=0.

Concretamente, el orden de las transacciones en un sistema no es determinante en la
medida que las mismas actien sobre distintos objetos o sean conocidas por conjuntos de
réplicas distintos. Cuando ese caso ocurre, las operaciones son totalmente independientes
entre si, y cual ocurrié primero no afecta el resultado final. Caso contrario, las transacciones
deben ser arbitradas. Es decir, se debe definir un orden relativo entre ellas que no puede
ser alterado en el futuro.

Definicién 3 (Estado arbitrado). Un estado estd arbitrado, escrito como arb(o), si se
cumple arb(o) iff. Vo'.o =0’ = o =0’

3.2. Semantica Operacional

La semantica operacional estara definida a partir de: (i) un sistema de transiciones etiquetadas,
ilustrado en Fig. y (ii) la relacién de equivalencia de estados introducida en Def. [2| El
sistema de transicién se aplica sobre T* y las siguientes etiquetas:

B = al|T a o= T,

Las transiciones 7 se utilizan cuando el sistema realiza una operacién interna, mientras
que « ocurre cuando una transaccién es commiteada al sistema. Aqui hacemos uso del
abuso de notacién previamente mencionado para utilizar como label T;, una transacciéon
T que llega a la réplica i sin la informacién de I. Como es usual, utilizamos = para
indicar (—)*, es decir la aplicacién de 0 o més transiciones.

Para moldear el comportamiento de los estados definimos los siguientes predicados
abstractos:

» @ CT* x T (commit consistency): 0 @ T se cumple cuando el sistema o admite T.

» 1 CT* x T x T* (arbitration consistency): (oo, T,01) se cumple cuando un sistema
o puede ser escrito como o - T - 01, admitiendo que T sea arbitrada después de oy
y antes de o;.

A través de la parametrizacién de los mismos, se pueden definir invariantes que el sistema
debe respetar, permitendo especificar distintas garantias de consistencia. Ambos seran
evaluados dentro de las reglas definidas en Fig. que describen la transformacién de
estados para sistemas transaccionales replicados.

La regla comMIT explica cémo se agrega una nueva transaccién al sistema, exigiendo que
el siguiente predicado sea verdadero o © T. Este es el tinico mecanismo por el cudl pueden
hacerse efectivas nuevas transacciones, que son inmutables en cudnto a la réplica inicial y
los cambios que impactan en el estado. Inicialmente, sélo es conocida por la réplica a la
cudl llega y por lo tanto T.I = {T.i}.

La regla PROPAGATION describe la propagacion asincrénica capturando cuando una transacciéon
conoce y se ordena sobre otras transacciones. Cuando una transacciéon T se propaga a
una réplica i, entonces se agrega la réplica i al conjunto de réplicas que conocen a T,
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(commIT) (STR)
U@Til} oc=o09 09 = gy oh= o
T i
o —— o- Ti{l} o 5 o
(PROPAGATION)
T =TI~ TIU{i}| 1 (00, T/, 01) arb(og - T' - 01) 0109 =09-0] VS €09.i €S.1
O'()'T°0'1'0'2 L) 00°T/°O'1'02
Fig. 3.1: Seméantica operacional para un sistema
TransVis (TV) NoConflict (NC)
c@Tiff¥Seo. TieSI = TICSI (3.1) c@Tiff VSeo. TXNSX#0 = TieSI (3.3
(oo, T,on) iff co© T (32) (o0, T,01) iff oo © T E
Prefix (PP) TotalVis (TOTV)

cTiffo#e = 0=0¢0:S-01AN0op-SXo01 A
(TICSIVeINTI=0)
t(00, T,01) iff 0o @ TA(VS € 01. SSIC T.I) (3.6)

(3.5) coTiff¥Seo TICSI
t(00, T,o0) iff cp©@ T

Fig. 3.2: Axiomas de consistencia

Causal Consistency (CC) Parallel Snapshot Isolation (PSI)
c@TifVSeo (TXNSX#DVTieSI) =
coTiff ¥Seo. TieSI = T.ICSI (3.9) (3.11)
. TICSI
(00, T,01) iff oo © T (3.10) t(00,T,o1) iff cp© T (3.12)
Prefix Consistency (PC) Serialisability (SER)
c@Tiffo#e = o0=00:S:01AN0op:Sxo] A (313)
. i 3.15
(TICSIVaINT.I=0) o—@T%HVSea. TICSI (3.15)
t(00.T,00) i 5o @ TA (VS € 01. S.IC T.T) (3.14) floo, T,on) iff oo ©T (316

Snapshot Isolation (SI)

c@Tiff (c#e = 0=00:5S-01AN00-SXo A(TICSIVeINTI=0)A
(VSeo. TXNSX#0 = T.i€S.I)
T(J(),T,U” iffcp@TA (VS €01.51C TI) (318)

(3.17)

Fig. 3.3: Modelos de consistencia

es decir, T[I — T.IU{i}]. La operacién exige arb(op - T’ - 1), lo que expresa que oy
y o1, los subestados a priori y a posteriori, quedaron ordenados tal que ocurren antes y
después respectivamente. Esta arbitracion debe ser admitida por og y o1, por ende se exige
T(o0, T, 01). La evaluacién del predicado podria forzar a que las propagaciones se deban
hacer en un orden u otro para poder ser validas. Finalmente, la condiciéon VT’ € 09.1 ¢ T'.1
obliga a arbitrar T relativo al resto de las transacciones que se encuentran en la réplica i.

Regla STR permite el libre reordenamiento de transacciones que no presentan orden entre
si. Es decir, el estado resultante posterior al reordenamiento es equivalente.
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3.3. Consideraciones sobre el framework

Luego de dar la semantica operacional remarcamos las decisiones de diseno tomadas con
el fin de obtener un modelo simple y compacto que brinde lo necesario para generar las
trazas que se explican con un modelo axiomatico.

= Existe un gap entre ésta seméntica y una que refleje la seméantica de programas con
transacciones. Estos ultimos consideran primitivas para comenzar una transaccion,
realizando un lock de la réplica hasta que se commitea. Otra caracteristica es que
las transacciones no necesariamente son secuencias de escrituras sobre objetos que
son registros. En el final de este trabajo discutiremos sobre agregar estas reglas,
sin embargo remarcamos que agregarlas no cambian nuestros resultados, ya que lo
importante ocurre cuando se commitea y se propaga una transaccion, el resto de las
reglas no cambian el estado del sistema.

= No hay rollback, lo que posibilita que las reglas que modifican el sistema, comMIT
y PROPAGATION, operen de manera straightforward sin considerar la posibilidad de
errorores.

3.4. Modelos de consistencia transaccionales sobre el modelo operacional

Estamos en condiciones de explicar segin nuestro modelo operacional como capturar
los modelos de consistencia transaccionales enunciados y descriptos sobre ejecuciones
abstractas. Las definiciones son descriptas en Fig. y Fig. Mapeamos los modelos
y los axiomas a una instanciaciéon de los operadores commit consistency y arbitration
consistency. Algunos modelos de consistencia son enunciados como la conjuncién de axiomas,
detallados en Tab. Por ejemplo, ST = PP ANC y SER = TOTV.

Nos referimos a la transaccion entrante como la transaccién T que aparece en la
especificacion de los predicados abstractos, dentro de cada modelo. Andlogamente, llamamos
transacciones examinadas a las transacciones S y S’ que son utilizadas para iterar al resto
de las transacciones preexistentes del sistema. Finalmente, el sistema o el estado son
sinénimos para o.

La especificacién de TRANSVIS (TV) exige que la transaccién entrante, si ocurre en la
misma réplica que conoce a una transaccién examinada, debe ser wvisible a réplicas que
la examinada también lo es. Este invariante busca preservar la historia de transacciones
visibles entre si. El caso en el que T esté siendo commiteada es trivial puesto que T.I = {i},
pero no asi cuando es propagada. En dicho caso, se fuerza a que una transaccién no pueda
“dejar de ver” a otra transaccion en el futuro. Como la condicién T.i € S.I se cumple a lo
largo de la ejecucién, ya que no hay reglas que permitan borrar informacién, esto obliga
a que la historia de visibilidad se construya en orden en cada réplica. Si uno quisiera
propagar T a una réplica que no conocia a S, previamente debe informar de S a la misma.
Para hacer eso, también se debe propagar la historia de S. Es decir, la historia visible se
difunde de manera transitiva.

El especificacién de NoCoNrFLICT (NC) opera sobre transacciones que escriben un mismo
subconjunto de objetos. La transaccién entrante T, de compartir variables con una transaccién
examinada S, debe realizarse en una réplica que conozca a la examinada. De esta forma,
imposibilita las escrituras concurrentes a un mismo objeto. Como depende de propiedades,
T.i y T.X, que no pueden ser alteradas una vez que una transaccion ingresa al sistema,
alcanza con corroborar este axioma al momento de COMMIT.
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La especificacion de PrEFIx (PP) garantiza que a medida que las réplicas comienzan a
decidir un orden sobre las transacciones, todas las réplicas deben respetar el mismo orden.
De esta manera, si se entiende al estado como una secuencia de transacciones, todas
las réplicas comparten un prefijo del estado. Comenzamos analizando la instanciacién
de commit consistency y para esto presentamos el siguiente predicado infijo que da las
condiciones que tiene que cumplir un estado o = o( - 01 con al menos un elemento para
poder agregar una transaccion:

oo > o) =arb(og) A 09.INo1.I=0 A V5,5 €0,.5.INS.I1=0

El predicado requiere que: (i) las transacciones de oy no se puedan reordenar, (ii) describe
que ninguna transacciéon en o; es conocida por las réplicas que conocen las transacciones
en 0p. Finalmente, la condicién (iii) significa que las transacciones en o1 no se conocen. Por
lo tanto, este > describe las condiciones necesarias sobre la estructura de o para contener
un prefijo que fue decidido.

Entonces, la definicion la podemos descomponer como una disyuncién de dos proposiciones.
La primera proposicién:

op-S>=o; AN TICSI

La misma expresa que cuando arriba T el estado ¢ = gy - S - 01, debe ser correcto y T
solo podra ser entregado a una réplica que conozca al prefijo de o. Ls segunda parte de
la diyuncién, es si no se entrega en una réplica que conozca al prefijo de o. La tnica
posibilidad es que se entregue sobre una réplica fresca, a espera que el sistema decida
arbitrarla. Por lo tanto, la segunda diyuncién es:

00:Sxo;p A o INT.I=0

Por ultimo, procedemos al andlisis de arbitration consistency. La intuicidén para esta regla
es que como ya se decidié un prefijo del estado del sistema, no se puede reordenar. Por lo
tanto, si 0g- T -0 ya fue arbitrado, no es posible que se reordene este prefijo aceptando una
transaccién nueva. Cualquier transaccién que no pertenecia al prefijo, solo puede agregarse
al final. Por lo tanto, vamos a exigir que (i) 0o © T’, explicado anteriormente, y ademds (ii)
VS € ¢1.5.I C T.I. Esta tltima condicién obliga a propagar las transacciones de un prefijo,
de izquierda a derecha. La conjuncion de estas condiciones garantiza que las transacciones
entrantes observen las historias (o prefijos) preexistentes en el orden en el que ocurrieron.

La especificacion de TotaLVis (TOTV) obliga a toda transaccién entrante a tener
visibilidad de todo el sistema. En todo momento, las réplicas en las cudles T es visible,
no pueden desconocer a ninguna S del estado. Para extender el conjunto T.I con una
réplica fresca uno debe propagar todo el estado previo a T, en el orden correspondiente, a
la misma. Por lo tanto, fuerza una historia serializable.

3.5. Ejemplos

A continuacion, mostramos cémo modelar escenarios concretos a partir del modelo operacional
desarrollado. Asumimos en cada uno de los ejemplos que inicialmente los objetos son
inicializados en cero, es decir, cada réplica posee una copia de cada objeto, inicializados
con el valor cero.

‘s .. CoMM PROP STR L.
Observacién 1. Usamos la notacion , 0 para indicar que regla

aplicada para esa reduccion es COMMIT, PROPAGATION o0 STR respectivamente.
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Observacién 2. En cada ejemplo, inicialmente no son aplicadas restricciones de consistencia.
FE's decir,
o T iff true A t(oo,T,01) iff true

» Ejemplo 3.5.1. Considere la descripcion de la ejecucion presentada en Ej.|2.5.1|

T Ts T3
x := 25
y i= 100 x :=x + 50|y =y + 100

Mostramos paso a paso una traza en la que, inicialmente, T1 y Ty son conocidas por
la misma réplica i1. Mads adelante, ocurre que unicamente la transaccion To es propagada
a la réplica ia, haciendo que la futura transaccion Tg, cuya réplica inicial es también is,
tenga solamente conocimiento de Ts.

Comenzamos por la ejecucion de Ty en la réplica iy

M, (@ 4= 25) - (y = 100))1H)

Luego, ocurre lo mismo con To en i

OO (4 25) - (y = 100)) T [(2 i 7))

Prézimo paso, la propagacion de To a ig

TR (4 25) + (y ¢ 100)] 1+ [(& = 75)) {10

Por dltimo, como T3 no es consciente de T1, se produce la actualizacion de y a 100

S, [ 4= 25) - (y <+ 100)] - (@ = 7)) Ly = 100)] (22

La traza andmala resultante

+ (y ++ 100)]

(y 4+ 100)] - [(z e 75)

- ( R (CRENE)) a

2 25) - (y = 100)]5 - [(2 = 75)) 022 L [y a0 100)] 82

y <1 100

Veamos qué ocurre bajo el modelo de consistencia CAUSAL CONSISTENCY (CC). Para
ello, debemos ver coémo se modificaria la traza cuando el predicado commit consistency
evalia CC. El paso de propagacion de To a io es imposibilitado por la evaluacion de
T en PROPAGATION, tomando o9 = Ti1. Se verifica To.i € T1.I, pero no el consecuente
T9.I C T1.I. Por lo tanto, para continuar con el escenario, es requisito previo propagar
T1 a iQ.

M, (@ 4= 25) - (y = 100)]H)

PR [(w 44 25) - (y < 100)] {172

Bajo este contexto, es licito propagar To a is
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S, (@ = 25) - (y =+ 100)]1012 L [(2 e 7m) 0

PROP [(m o 25) (y — 100)]{11,12} [(l’ o 75)]{11,12}

Finalmente, la anomalia se previene logrando que Tg sea impactada correctamente actualizando
el objeto y con el valor 200

SO [( 4 25) - (y = 100)]) 0L (@ e 75)] B0y 200))

La traza completa sin la presencia de la anomalia es

(& = 25) - (y « 100)] {1

[( 4= 25) - (y = 100)] 122}

[(2 ++25) - (y 4=+ 100)] 42+ [(& = 75)] {1

(@ +425) - (y = 100)J5) - (& = 75) 1)

[(z = 25) - (y =+ 100)]5* - [(@ 2 75)[ 1) - [(y 200012

€T < 25H) -
T <+ 25) -

Notar que no es la dnica posible. Alcanza con que la propagacion de T1 a is preceda la de
To a i para que la traza sea consistente con el modelo. Tampoco es unico el modelo de
consistencia que previene esta anomalia. También lo hace PARALLEL SNAPSHOT ISOLATION
(PSI). Basta ver que PSI = CC, lo que es simple de corroborar puesto que el antecedente
de PSI implica al de CC, y poseen el mismo consecuente.

» Ejemplo 3.5.2. Analizamos la ejecucion introducida Ej. con la siguiente descripcion.

Ty To

X :=x+50 |x :=x+ 25

Detallamos una traza que en primera instancia impacta T1 en i1, cuyas modificaciones
luego son dejadas sin consideracion por Ta, que tiene como réplica inicial a is y posteriormente
arriba a i1 via propagacion.

Inicialmente, el sistema recibe Ty y decide impactarla en iy
COMM {11}
— [(z <= 50)]3;

Sequido, el mismo proceso ocurre con Ty en la réplica is. Al no conocer a T1 actualiza
con el valor 25 al objeto x

COMM [( <_‘50)]{11} [(xHQE))]{lQ}

Esto conlleva a que, al propagar To a i1, el ultimo valor observable de x sea 25

T (@ < 50)) 5 - [(@ - 25)] 557

Recopilando todas las transiciones, obtenemos la traza completa
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. _com (2 <_‘50)]{11}

S (@ = 50)) L (2w 25)] 22

PROP [( (_‘50)]{11} [($<—125)]{12’11}

La inconsistencia se presenta a raiz de que tanto T1 como To operan sobre un mismo
conjunto de variables y al poner en comun los cambios, en este caso al propagarse To a
i1, el estado resulta inconsistente con la intencion original. Analizamos la traza bajo el
modelo de consistencia PARALLEL SNAPSHOT ISOLATION (PSI).

El primer paso ocurre sin alteraciones

COMM [( “ 50)]{11}

Pero el escenario cambia al querer impactar To en io. La evaluacion de € en COMMIT
prohibe la transicion original puesto que To. X N T1.X = {x} # 0 pero no se cumpliria
Ty.I = {is} € T1.I. La dnica forma en la que la ejecucion puede continuar es garantizando
que T1 sea conocida por io

PROP [( “ 50)]{11,12}

Esto posibilita la entrada de To al sistema sobre la réplica is, pero en esta ocasion la
escritura de x se lleva adelante con el valor 75, debido al conocimiento de Ty sobre Ty

M (@ 50)) L (2 75y 22
PROP [( <—«50)]{11’12} [(xH75)]{12711}

En conclusion, la anomalia se resuelve por las restricciones que propone el modelo en
cuestion, con la traza resultante siendo

COMM

¢ {i1}

[(x <= 50)
PROP [( <_‘50) ig,ia}
SO (2 50)) L (@ 75)

[

{
{11}
IRt (R G S

PROP ( “ 50)

5y
5y
i,
I,
Andlogo a lo que ocurre en Ej. el predicado SNAPSHOT ISOLATION (SI) también

previene esta irregularidad. Nuevamente, ocurre que SI —> PSI.

» Ejemplo 3.5.3. Consideramos la ejecucion, previamente presentada en Ej. cuya
descripcion es

T 2 T3 Ty
x =10 |y =10 |zl :=y + 30 | z2 :=x + 40

—

En base a ésta descripcion, presentaremos una traza en la cudl T1 es conocida por T3 y
To es conocida por T4. Luego, se propaga T1 hacia io, decidiendo que T1 sea ordenado antes
que To. Esto provoca una reescritura de la historia conocida por T4, cuyo comportamiento
hubiese cambiado en caso de haber tenido conocimiento sobre Tq.
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La traza inicia con el ingreso de T1 y Ty a las réplicas i1 e ia, respectivamente

COoMM (= <_‘10)]{11}

COMM [( <_‘10)]{11} [(yHlO)}{l2}

Los pasos siguientes son stmétricos sobre las transacciones Tg y Ty

O (@ = 10)) 5 - [y = 10)) 8220 - (2 <3000
O (2 = 10)] 2 - [y 0 10)] 822 - (2 e 30) TR (20 4 40)) 22

En este ultimo paso ocurre la reescritura: se propaga T1 a is, arbitrando T1 antes de To

I (2 e 10) 5002 [(y 45100182+ [(21 40 30) 8 L [(2 < d0)] 122

Asi, obtenemos como resultado la traza

e X, (@ 10

O [ = 10)] ) [(y - 10)) 82

2 (@ = 10018 - [(y = 10)] 82+ [(21 = 308

s [ = 10) 5 [y 100152 - [(21 44 30) 8 [(2 4 40)] 22
S (@ 5 10) 8 (g 0100152 - [(21 44 30) 5 (2 4 40)] 22

Para resolver la inconsistencia, debemos impedir que historias paralelas converjan de
manera tardia alterando la historia previa de alguna de ellas. El modelo de consistencia
PREFIX CONSISTENCY (PC) es el indicado para este tipo de escenarios. Revisitamos la traza
aplicando dicho modelo.

Andalogo a otros ejemplos, el modelo permite que los primeros casos ocurran sin alteraciones.
Es trivial chequear que el comMmIT de Ty lo cumple ya que el estado en ese momento es
vacio. Asimismo el caso de To es sencillo: basta tomar S = To y observar que el resto de
las condiciones se cumplen trivialmente puesto que og = o1 = €. No tan trivial es el caso
de T3, para verlo tomamos og =€,S =Ty y oy = Ta. Asi, el predicado < se verifica puesto
que las condiciones de que dependen de oy se vuelven triviales y la restante también, que
depende unicamente de o1, debido a que posee una unica transaccion. Finalmente, como
T3 =T, se cumple T.I = {i1} C S.I. Por lo tanto, los commits de dichas transacciones
ocurren sin problemas

coMM (2 H10)}{11}

COMM [( HlO)]{ll} [(yHlO)]{m}
SO (@ 10)] L [y = 10012 (21« 30))1

En este punto, el modelo prohibe el commit de T4 a is. S1S = Ty 0 S = T3, nunca
podrd cumplir T4.I C S.I. Caso contrario, S = Tq, pero ninguna combinacion de oy y o1
posible logra satisfacer el resto de las condiciones. Las vias por las cudles si se habilitaria
el ingreso de T4 al sistema son (i) que T4 arribe a una réplica fresca y (ii) que arribe a
i1. Exploramos la opcion (ii) dado que la (i) es trivial.
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Previo a poder impactar T4 en i1, debemos reordernar las transacciones en i1 para poder
satisfacer las condiciones de <. Bdsicamente, agrupamos el prefijo formado por T1- T3 a
la izquierda

S (@ e 10)] 2 - (21 =30 - [(y e 10012

El estado resultante permite llevar adelante la operacion. Basta tomar T1-Ts =09-S y
= To para verificar las condiciones de ©. Ahora bien, el hecho de que T4 arribe a iy le
permite observar el impacto de T1, por lo tanto zo = x + 40 = 50

M, (@ 10)E

L [z = 10)]) L [(y =10 ]{12}

O (@ 1005 [y 4 10)] 2 - [(21 ¢ 30)]

S (@ 4 10015 (2 30)}{“} [(y = 10))12)

O (@ 1008 (20 3001 - [(y ¢ 10)] 82 - [ (25 ¢ 50

De esta manera, el model prohibe la unién de estas historias de manera tardia. Asi, se
previene la anomalia, arrojando como traza final

e s [(x ¢ 10)]E
O (@ 4+ 10)] 5 - [(y 10)1{”}
S [ 4= 10) 5 - [y 4 100158 - [(21 430015
B (2 10)] 8 (21 0 30)) 0 - [(y o 10)]
s (4= 10) 5+ (21 0 30)] £+ [(y 4= 10)] 62+ (2 4 50)]

Comparte con el ejemplo anterior que el predicado SNAPSHOT ISOLATION (SI) prevee esta
inconstistencia. De modo andlogo, la propiedad SI = PC se sostiene.

» Ejemplo 3.5.4. Ezaminamos la siguiente ejecucion, descripta originalmente en Fj. .

Ty To T3

:= 60
y := 60

"

if (x +y > 100) {
x :=x - 100

if (x +y > 100) {
y =y - 100

} }

Proponemos, en base a la descripcion, una traza bifurcal. Em primera instancia, la
transaccion T1 altera el estado de los objetos x ey. La bifurcacion de la historia desencadena
en que las transacciones To y Ts ocurran de manera concurrente, con ambas observando
unicamente las modificaciones hechas por T1. En ultima instancia, desemboca en la errénea
actualizacion a raiz de Tg.

La traza comienza con el arribo de T1 a las réplicas i1 y i

SO, [(x 4+ 60) - (y = 60))1

PR, [(x 4 60) - (y < 60))17 )
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Posteriormente, To altera el estado, previamente leyendo los objetos x e y, determinando
que debe restar 100 a x, lo que es lo mismo que colocar —40 en dicho objeto

SO, (@ 4= 60) - (y « 60)] 152 L (2 o —a0)) )

Como 4ltima transicion, se presenta la anomalia proveniente de que Ts no conoce el
impacto de Ta, proponiendo también una actualizacion a —40 del objeto y

O (@ +460) + (y <= 60)] 1142 (@ e —40)1 5 L [(y = —a0)] {22

La cadena resultante final de la ejecucion bajo el modelo operacional

e 2, (2 = 60) - (y = 60)] 1
PR, [(x 4 60) - (y < 60))1H 2
SO [(x 44 60) - (y < 60)] L (@ e —a0))
B [ 41 60) « (y = 60)J5) (@ ex —40)] 5 - [(y = —20)] 52

Este tipo de ejecuciones no son contempladas por los anteriores modelos de consistencia
puesto que las transacciones To y Ts no comparten subconjunto de objetos ni réplicas
conocidas. Ante este escenario, una forma posible de resolver la anomalia es a través de
la serializacion de la historia, garantia que provee el modelo SERIALISABILITY (SER). Fl
modelo prohibiria, en la ultima ejecucion de COMMIT, que la transaccion Ts se ejecute en
la réplica io. De esa manera T3.I g Ts.1, llevando a la cadena a ser inconsistente con el
modelo.

Los primeros pasos ocurren como en la cadena original

M [(x 4 60) - (y = 60)])

PRP L (@ 4= 60) - (y < 60)] 1120

O, (@ 4= 60) - (y = 60)] 1152 L (2 —a0) )

Pero esta tendencia no se mantiene. Para que T3 pueda ser impactada en io, debe ocurrir
que T3.1 C T1.I A To.I C T1.I. Esta proposicion no se cumpliria, puesto que T3.I =
{is2} € To.I. Para poder llevar adelante esta operacion, primero se debe propagar To a iz

P [( 4+ 60) - (y ¢ 60)] 1042 [(2 4= —a0)]fH 2

Asi estdn dadas las condiciones para impactar Ts, que bajo este contexto es una transaccion
vacia ya que la unica escritura estd atada a una condicion que no se cumple. Es decir, al
conocer los efectos de T, ahora la transaccion Ts evalia la condicion x+y = (—40)+60 =
20 <= 100, por lo tanto no ejecuta su potencial unica escritura

2 [(w 4 60) - (y = 60)]5 ) - [( e —a0) - 1Y

De esta manera, T3 no altera el sistema de manera andomala. La traza resultante es
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160) « (y = 60)]1)

1 60) - (y - 60) L2

<160) « (y <+ 60)] 1) - (& = —a0)) {1

1 60) - (y = 60)] 42 [(2 o —a0)) {12

7 160) - (y = 6O - (o —A0) 1 - [



4. CORRECTITUD

4.1. Revisitando ejecuciéon abstracta

Las ejecuciones abstractas a utilizar asocian sus eventos 1 a 1 con transacciones commiteadas
en el sistema, previamente habido quitado la informacién relacionada con las réplicas:

d = [up ..o up)

El mapeo de la funcién OP es de eventos de £ a operaciones §. Escribimos a ~ ¢ cuando
el resultado de quitar a « la decoraciéon de réplicas es §. Es decir a =T; = T = 4.

Un cabo suelto por aclarar es VAR(e) = 0P(e).X. Es un reemplazo sintactico que impacta
unicamente la definicién del axioma NoCONFLICT bajo ejecucién abstracta. De aqui en
adelante, utilizamos la nueva definicion.

4.2. Construccién de ejecuciones abstractas

La construcciéon de las ejecuciones abstractas transaccionales se hace a través del mecanismo
que denominamos extension de una ejecucion abstracta A = (£,0P, VIS, AR) con un evento
fresco e, donde fresco implica e ¢ &.

A% E = (EU{e}, 0Ple 8], VISU (E x {e}), ARU (E x {e}))

Amplia £ con e. La funcién OP contempla la nueva correspondencia de e con d. El evento
e estd asociado a una transaccién 0 y la misma observa el conjunto de eventos downward
closed E C & respecto al orden total AR|g. Por ende, tanto VIS como AR son unidos al
conjunto E X e. Si bien tanto arbitracion como visibilidad se extienden de la misma manera,

notar que ambos conjuntos no necesariamente son iguales, ya que la propagaciéon cambia
) J—
la arbitraciéon pero no la visibilidad. El siguiente lema muestra que la operacién &

genera ejecuciones abstractas.

e>d
Lema 1. Si A es una ejecucion abstracta —> A @ E es una ejecucion abstracta.

Demostracion. Probamos que el resultado cumple todas las propiedades de ejecucion
abstracta. De manera inductiva, sea A = (£, 0P, VIS, AR) una ejecucién abstracta y E C £
downward closed tal que AR|g es un orden total.

el>d
Tomo A=A ¢ E= (£, 0P, VIS, AR'). Debemos verificar todas las propiedades de Def.
1. 0P’ = 0P[e — 0]. Como OP: E— Ty d €T = 0P : &' — T.

2. VIS’ = VISU (E x {e}) = VISU {(¢/,e) | &’ € £}. Sabemos que VIS es aciclica y
la extensién (E x {e}) no genera ciclos nuevos ya que todos los elementos son de la
forma (_,e), y e es fresca. Por lo tanto, VIS es aciclica.

3. AR’ = AR U (Ex{e}). Por construccién, sabemos que VIS C ARy (Ex{e}) C (Ex{e}).
Por lo tanto, VIS’ C AR’. Veamos que AR’ es strict prefix order:

23
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(COMMIT-E) (STR-E)
i A
U@Til} e fresca o= 09 09 — o, o,= 0
>T; i A
o =2ty a-el>Ti{1} o = o

(PROPAGATION-E)
T =TI~ TIU{i}] 1(00,T,01) arb(og:epT -01) o01:00=02:01 V_>S€02.i¢S.I

7[00 -e- 1]

op-ed>T-01+09 op-e>T -0q-09

Fig. 4.1: Semantica operacional con decoracién de eventos

= TRANSITIVIDAD: AR es transitiva. Como e es fresca, las tinicas tuplas en que
son contenidas por AR’ de manera que e aparece en alguna componente son
(_,e). Por lo tanto, tomamos a,b € E Ac =e: (a,b) € AR’ A (b,c) € AR". Por
construccién, sabemos que b € E y que E es downward closed respecto de AR|g.
Formalmente:

Ve' €E, " €& : (&) e AR = &’ €E

Tomando ¢ = b y ¢’ = a obtenemos que a € E = (a,c) € E x {e} C AR
Por ende, AR’ es transitiva.

= ANTISIMETRA: AR es antisimétrico y la extensiéon contiene tnicamente tuplas
(_,e), con e fresca. No puede presentarse el caso que dos tuplas distintas
cumplan (e, ) € AR’ A (_,e) € AR". Por lo tanto, AR’ es antisimétrica.

= DOWNWARD TOTALITY: AR es strict prefix order. Resta ver que:
Ve',e” € E. (e/,e) € AR' A (e”,e) € AR = (&/,e”) € AR' V (e, €’) € AR/

Esta propiedad se cumple ya que AR|g es un orden total y AR|g C AR C AR'. Esto
verifica que AR’ es downward total.

O]

Para poder enlazar una ejecucién abstracta a un estado, hace falta un mecanismo que
relacione un evento e con una transaccién T. Para ello, introducimos:

A= eba w o= Tleg,er, ... ex| | A

Una versién decorada de la seméantica dada en Fig. Este sistema de transicion esta
dado por 2 tipos de labels: el primero asocia un evento a una transaccion, y el segundo
representa una sincronizacién que ordena totalmente los eventos eg, eq, ... , €k.

La seméntica operacional decorada estd dada por la Fig. La regla coMMIT-E
extiende coMMIT con la asociacién evento-operacién mencionada previamente, tomando
un evento e fresco. Por otro lado, se modifica PROPAGATION, obteniendo PROPAGATION-E,
para no so6lo agregar la decoracion del evento e a la operacién propagada sino también
contemplar la arbitracién que se produce al aplicar esta regla. Siendo ¢ la extraccién de la
secuencia de eventos que se encuentran en o, la construccién 7o - e - 01| indica el orden
total de los eventos de gg, seguidos por e y finalmente por oy.
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(A-COMMIT) (A-ARBITRATION)
e fresca PRLAEINGY Tleoer, el I
. c—— 0 AR’ = ARU [eq, e1,... , ek
T
(A0) = (A& Ey,0) ((€,0P, VIS, AR),0) — ((£,0P, VIS, AR'),o")

Fig. 4.2: Reglas bajo Coherencia

4.3. Correspondencia entre estados y ejecuciones abstractas

Los estados de interés sobre los cudles queremos operar son aquellos que se dicen bien
formados, los que efectivamente pueden ser construidos partiendo de un sistema en blanco.

Definicién 4 (Estado bien formado). Un estado o estd bien formado si 3 t tal que

t - . .
€ = 0. Escribimos wi(o) cuando un o cumple el predicado y caracterizamos con o al
conjunto de los estados bien formados.

La nocién de coherencia nos va a permitir asegurar cuando un estado bien formado
puede corresponderse con una ejecucion abstracta. En el futuro, utilizamos el conjunto
Ei ={e|e>T €0 Aie€ T.I} que simplemente apila el conjunto de eventos que son
conocidos por la réplica i.

Definicién 5 (Coherencia). Sean A = (£,0P, VIS, AR) una ejecucion abstracta y o un
estado tal que wf(o). Decimos que A es coherente respecto a o, notado como (A, o), si
cumple la conjuncion de:

1 lol = €]
2.epT€co < ecf
3. (el,e) MR <= Vo' =0,/ =0p- (e bT)-01:-(e >T)- 09

4. ¥V i,AR|g, es un orden total

Estas condiciones garantizan: que se correspondan 1 a 1 las transacciones en el estado a
las operaciones en la ejecucién abstracta; que dos operaciones e y e’ estén relacionadas
en AR si y sélo si las mismas aparecen arbitradas en o; finalmente que las operaciones en
cada réplica determinen un orden total.

Ahora que podemos asociarlos, detallamos como ocurren las transformaciones de ambos
a la par.

Lema 2. Sean A = (£,0P, VIS, AR) una ejecucion abstracta y o que verifica wt (o), tal que
(A, o). Entonces:

. el « / erd / . .
1. Si o —— o' entonces (A @& Ei,0'), cona~§ yoa.i=i.

T[eo,e1,.-- rex]

2. Sio o' entonces (A',0') donde A’ = (£,0P, VIS, AR') y
AR’ = AR U [eo,el, ce ,ek].

La primer premisa asegura que al commitear una nueva transaccion a o, la extensién de A
es consistente a la misma. La segunda indica que al arbitrarse los eventos [eg, eq, ... , €],
el conjunto AR contempla ese cambio. Estas premisas arrojan como resultado el sistema de
transiciones de Fig. Como mencionamos anteriormente, se puede ver que A-ARBITRATION
es una transiciéon en la cudl inicamente se extiende el conjunto AR, por lo tanto VIS C AR.
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Demostracion. Realizamos un andlisis inductivo, asumiendo que se cumple para A, con
separacion por casos en la regla aplicada.

T . .7 . el o
Item 1. La tnica reduccién que aplica es (A-commiT). De esta manera, 0 —— o’ y

ol=0-ep> Tii}. Por definicién de estado bien formado, wf(c’) se cumple.
e> T,
Ademas, A" = A @ E; es una ejecucién abstracta por Lem. |1, Debemos comprobar que

las propiedades de Def. |5| se verifican:

1.
o' =0 - e DTii}] Por definicién
=|o|+|e> T?}\ Por propiedades de ||
=&+ e DT?}| Por Def. [f]
= €] + [{e}| Por Def. Bl
= |EU{e}| Por propiedades de ||
=€

2. e’DT?}EU’ — el = e’DTii}ea Ve=e

= El caso &' > Tii} € o se verifica ya que (A4,0).
s El caso € = e se verifica debido a que e es el evento que es agregado a la

— D>
ejecucién abstracta mediante _@_.

3. Sabemos que la propiedad se sostiene para (a,b) € AR. Dado que
AR’ = AR U (E; x {e}), resta ver que se cumpla para (e’,e) € (E; x {e}). Es decir:

(e,e)e AR <—= Vo"=0"0"=0p:-(e>T)-01:-(e>T):- 09

Sabemos que e €E; C & <= (e/>T') € g, por Def. 2. Por otro lado, ocurre que
{i} CT.I1INT.I#0 <= Por Def. [2| no se pueden swappear.

4. Debemos mostrar que V j.AR|g, es un total order,conEj = {e |[e>T €0 A j € T.I}.

= j#1i = AR'[g; = ARJg;. Por lo tanto, se cumple.

» j = i. Notamos que AR'|g, = AR|g, U (E; X {e}). Se puede observar facilmente
que se cumplen las propiedades de totalidad sobre AR’|g, considerando que AR|g,
es total y es extendido con el conjunto E; x {e}, que tiene a e como elemento
maximal.

Item 2. De manera andloga, observamos que (A-PROPAGATION) es la tinica reduccién

que aplica. Sean 0 = 0g-e>T-01-00y T' = T[I — T.IU{i}], tenemos que o o0 e il o

con o’ =o0g-e>T -01-09. Ademss,

(1) arb(og-e>T - 01)
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(1) o1-09 =09+01

() V_>S€o09.1¢S.I

Nuevamente, debemos comprobar que las propiedades de Def. [5| se verifican:

1.

2.

4.4.

Dado que OP = 0P/, se comprueba trivialmente.

Dado que E = E/, se comprueba trivialmente.

. Sabemos que se cumple para AR. Dado que AR" = AR U [0y - e + 01|, resta ver la

conjuncién de:

(eg,e) €log-e 01 <= Vo' =0",0"=0;(eg pTp) 0] (e >T) 09

(e,e1) €fog-e o1 <= V" =0",0"=0-(epT):-0"-(e1 >T1):04

=) de cada sentencia se verifica teniendo en cuenta arb(og-e> T’ - 01) y Def.
Como ey € 0g y e1 € 01, ese es el tnico orden posible en el que pueden aparecer en

o'.

<) comenzamos analizando el primer sélo si. El antecedente, en conjuncién con
Def. |3| implica arb(o( « (eg > Tp) - 0 + (e > T') - d¥). Por otra parte, habiamos
asumido (I). En consecuencia, tomando o9 = o( - eg> To - 0} tenemos que eg € oy, lo
que significa (eg, e) € [0g-e-01]. El segundo sdlo si se corrobora de manera andloga,

observando que o1 = o’ - e1 > Ty - 04,

. Debemos mostrar que V j.AR|g; es un total order,conE; = {e |e> T € o A j € T.I}.

= j#1i = AR/|g; = AR|g,. Por lo tanto, se cumple.

» j=1i. Llamo T"=T[I+~ T.IU{i}]. Tenemos que E} = E; U {e} dado que
i€ T .IyenrT €0, esto tltimo por Def. [f|2. Adicionalmente, por (I) y (III),
inferimos que Ve’ € E;. e’ € [0g - e - g1]. Por lo tanto, como [o( - e - 07| estd
totalmente ordenado, AR'|g, es total.

Correctitud y completitud de la caracterizaciéon operacional

Mostraremos las pruebas de que la caracterizacién operacional propuesta es correcta y
completa con respecto a las ejecuciones abstractas. En lo escrito a continuacién, decoramos
las reducciones con las siglas de los modelos de consistencia para referirnos a que dichas

. . . . - B t
transiciones respetaron dicho modelo. Siendo C un modelo, escribimos —¢ 0 =¢ para
indicar 1 o mas reducciones respetando C.

Lema 3 (Correctitud TV). Si (0, €) =1v (A, o) entonces A = (£,0P, VIS, AR) y VIS es una
relacion transitiva.

Demostracion. Induccion en el largo n > 0 de la derivacion =y

s n=0 A4A=(0 = VIS = = VIS transitiva trivialmente.
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» n =k -+ 1. Asumimos que (), ¢) =1y (A, o) tal que A = (£,0P, VIS, AR) y VIS es una
relacién transitiva, en k pasos. Derivo en 1 paso (A, o) —1y (A’,0'), por lo tanto
(0, €) =y (A, 0’) en k + 1 pasos. Sea A" = (£/,0P', VIS’ AR/).

La prueba se sigue por andlisis de casos sobre la ultima computacion.
o> T e'>T
o (a-commIT). (A, 0) —1v (A @ Ei,0’) entonces 0 — o¢’. La tnica regla que
aplica es (commIT-E). Para que VIS’ sea transitiva debe ocurrir que:

(a,b) € VIS’ A (b,c) € VIS = (a,c) € VIS

Recordamos que VIS’ = VIS U (E; x {e’}). Inmediatamente notamos que no
existen tuplas (e’,_) en VIS, por ende no puede ocurrir que a = &' Vb = ¢’ =
{a,b} € £. Por otra parte, c £e’ = c € & = (a,c) € VIS ya que VIS es
transitiva por hip6tesis inductiva. Analizamos el caso ¢ = €.

Ya que las tnicas tuplas (—,e’) € VIS’ son las que pertenecen a (E; x {e’}),
ocurre que b € E;. Bajo el mismo razonamiento, debo ver que a € E;.

Sea j = OP(b).i. Sabemos que a € {a' | (a’,b) € VIS’ A j € OP(a’).I} =E; C €.
En consecuencia, j € 0P(a).I == 0P(b).I C 0P(a).I. Ademés, i € 0P(b).I ==
0P(c).I C 0P(a).I.

En resumen, i € OP(c).I C 0OP(b).I C OP(a).I == a € E;. Por lo tanto,
(a,c) € VIS

o (A-ARBITRATION). Por definicién, VIS = VIS'. Por hipdtesis inductiva, VIS’ es
transitiva.

O]

Lema 4 (Completitud TV). Sea A = (£,0P, VIS, AR) una ejecucion abstracta, tal que VIS
es transitiva. Entonces:

Jo, A" = (£,0P, VIS, AR') tal que (D, €) =1y (A’,0), AR C AR’ y VIS es transitiva
Demostracion. La prueba se realiza por induccion en el tamano de &, es decir, |€| = n.

= n = 0. Este caso se mantiene trivialmente, basta tomar ¢ = €. Por lo tanto £ = (),
AR=10y VIS =0.

» n=k+ 1. Sea e un elemento maximal en AR. Luego, definimos & = &£\ {e} ¥y
Algr = (E€',0P|g/, VIS|er, AR|er). Chequear que Algs es una ejecucion abstracta donde
VIS|gr es transitiva es inmediato por HI. Como e es maximal, podemos definir

AR = AR|¢ U (&' x {e}) con ' C &

Por hipétesis inductiva sobre AR|g/, sabemos 3o/, AR” tal que (0, e) =1y (A", 0’),
con A" = (€' 0P|¢/, VIS|er, AR”), VIS|es transitiva y AR|er C AR”. La prueba se lleva
adelante mostrando que es posible realizar la siguiente computacién:

<A//, O'/> =TV <.A/, O'>
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Sea i una réplica fresca. Consideremos OP(e) = [uj+...-u,] =0 &~ a = [ug+...up];. La
estrategia para construir la computacién es (i) propagar cada transacciéon relacionada
a e en AR a la réplica i (ii) hacer el commit de e también en la réplica i.

Paso (i). Proponemos el siguiente mecanismo para propagar las transacciones de &'
a la réplica i, que se tomd fresca.

Sea ol =[el > T, ... el > Tl ] la subsecuencia ordenada tal que eé € &'. La misma
representa todas las transacciones en o relacionadas a e en AR. A continuacién,
aplicamos la regla (A-ARBITRATION) m veces para propagar cada Té- a la réplica 1i.

En la iteracién 1 tomamos:

op = €
01 = €
o2 t.q. o’ =00 (el pTiI TLITU{i}]) 01 - 09

T[o0 - e - 1]
Entonces ¢’ ————— o/ con AR} = AR".

Siendo 1 < j < 1, en la iteraciéon j tomamos:
! l ! !
UO = [61DT17... ,e]_1[>T]_1]
o = €

oy t.q. o’ =o09- (eé I>T§-[I — Tg.I U{i}]) o102

~ o~
T[ao~ej~01]

t ! — 5 g I = ! . el . .
Entonces O'J 0'] con AR] ARJ 1 U [0’0 ej 01]

Notar que VIS no fue alterado, por definicién de (A-ARBITRATION). Por lo tanto, en
cada iteracién j se cumple t(oy, Té, 01) =000 Té‘ con j € {1,...,m}. El modelo de
consistencia se sostiene en todas las iteraciones. Como resultado parcial, tenemos

(A" 0"y =1y (A" o)) con A = (€' 0P|g/, VIS|gr, AR )

Paso (ii). Buscamos realizar una ultima computacién (A2 o) —s1y (A’, o) utilizando

(A-coMMIT), con la transaccién correspondiente a e siendo la commiteada. Para ello,
primero notamos:

o eesfresca. e ¢E = Por Def.[f2) e > — ¢ o7,.

e>T;y

ol —= 0. Debemos ver que se cumple ¢/, © T} con T = 4.

VSeol . TieSI = TICSI <= por (i
Vie{l,...,m} TieThl = TICTLI

Sabemos, por (i) y por definicién de T, que:
Ti=ieTLIATI={i} CTLI

Por lo tanto, se cumple la condicién.
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Por definicién de extensién de ejecucion abstracta, obtenemos:

ed>d

A=A @ Ei=( & U{e},
OP|er[e — ¢,
VIS|er U (Es x {e}),
AR! U (E; x {e}) )

Siendo E; = {e' | &'>T' €0/, A i€ T.I}. En conclusién, ocurre:

e &'U{e}=¢

e OP|c/[e — &] = 0P

e VIS|gr U (E; x {e}) = VIS
e AR C AR’ debido a:

AR = AR|gr U (& x {e})
C AR" U (&' x {e}) Por HI
C ARY U (&' x {e}) Por (A-ARBITRATION)
C AR” U (&' x {e}) Por (A-ARBITRATION)

AR’

Lema 5 (Correctitud NC). Si (0, €) =c (A, o) entonces
Ve,e' € E.e e AOP(e).X N OP(e') X # D = (e,e') € VISV (e/,e) € VIS
Demostracion. Induccion en el largo n > 0 de la derivacion = y¢

= n = 0. Se deduce trivialmente a partir de que £ = ().

» n=k+ 1. Asumimos que (0, €} =yc (A, o) tal que A = (£,0P, VIS, AR) y se cumple
la propiedad enunciada, en k pasos. Derivo en 1 paso (A,o) —ye (A’,0’), por lo
tanto (0, €) =nc (A’,0’) en k + 1 pasos. Sea A’ = (£/,0P', VIS', AR).

La prueba se sigue por analisis de casos sobre la ultima computacién.
e > T e'bT!

o (a-commIt). (A,0) —pp (A @ Ei,o0’) entonces o — o’. La tnica regla
que aplica es (coMmMmIT-E). Por hipdtesis inductiva, sabemos que para todo par
de eventos en £ la propiedad se cumple. Debemos verificar que se sostiene en
relacién al evento fresco e’. Es decir:

Ve € £.0P(e') X N OP(e)X# 0 = (&',e) € VIS' V (e,€') € VIS’
Lo que, por Def. [52, es equivalente a:

Ver Teo. T'XNTX#D = (e,e) e VIS'V (e, &) € VIS
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Por (coMMIT-E), sabemos que o © T:{Li} LY (TxXNTX = T.4iCT.I),
teniendo en cuenta que T’ es la transaccién siendo commiteada.

TiCTI = Te€E = (e, &) e (E;s x{e'}) CVISU(E; x {e’}) =VIS
e (A-ARBITRATION). Se desprende trivialmente de la hipdtesis inductiva y los
hechos & = £ y VIS’ = VIS.

O]

Lema 6 (Completitud NC). Sea A = (£,0P, VIS, AR) una ejecucion abstracta que verifica
el predicado NC. Entonces:

Jo, A’ = (€,0P, VIS, AR') tal que (D, €) =nc (A’,0), AR C AR y
Ve,e' € £.e e’ AOP(e).X N OP(e') X # D = (e,e') € VISV (¢/,e) € VIS
Demostracion. La prueba se realiza por inducciéon de manera andloga a Lem. ]

Lema 7 (Correctitud PP). Si (), ) =pp (A, o) entonces A = (£,0P, VIS, AR) y AR; VIS C
VIS.

Demostracion. Induccion en la longitud de la derivacion =pp
= n=0. AR=VIS=( = AR;VIS=() = AR;VIS C VIS se satisface trivialmente.

= n =k + 1. Entonces,
<®, €> —pp <A, O'> —>Ppp <.A/, O',>

Usando hipétesis inductiva, sabemos que vale (0}, €) =pp (A, o) con A = (£,0P, VIS, AR)
v AR; VIS C VIS, para k pasos. La prueba se sigue por analisis de casos sobre la tiltima
computacion.

e>T
T
o regla (A-commrr). (A, ) —pp (A @ Ej,o’) entonces 0 =% o
ed>d
Por definicién de A @ Ej, conE; ={e’ |e'>T €0 A i € T'.I} tenemos

(i) VIS’ = VIS U (E; x {e}).
(ii) AR' = ARU (E; x {e})
Por lo tanto, tenemos que probar que
AR’;vIS Cvis
Entonces,
AR;VIS' C VIS’ <= (ARU (E; x {e})); VIS’ C VIS’ por (ii)
<= AR;VIS' U (E; x {e}); VIS’ C VIS’ distribuyendo

Notar que e es fresco, por lo tanto 7 (e,_) € VIS’ = VISU (E; x {e}). Entonces,
(E; x {e}); VIS’ C VIS’ = (). Luego, resta probar AR; VIS’ C VIS'. En particular,

AR;VIS' C VIS’ <= AR;VISU (E; x {e}) CVISU (E; x {e})) por (i)
<= AR;VISUAR; (E; x {e}) CVISU (E; x {e}) distribuyendo

Hay dos casos:
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o AR;VIS C VISU (E; x {e}). Es inmediato por hipotesis inductiva.
o AR;(E; x {e}) C VISU (E; x {e}). La tnica posibilidad para la transiciéon
e>T; / .
o — o' es que haya ocurrido la regla (commIT), y por lo tanto, se cumpla

la condicién o © T?}. El caso interesante es cuando hay algo arbitrado, es
decir, 0 = 0 - S - o1 por lo tanto:

00+S o A ((TICSI)V(e.INT.I=0))
Luego, hay dos casos:
1. (e”,€') € AR con €’ € E;.
(", ey eAR < V" =0,0"=0( (" bS) 0] (e >S5)-0) Def. [
<« S’ INSI#0 Def. 2

Ademds, como e’ € E;, significa que {i} € S.INS".I, y por lo tanto,
{i} C€ S'.1, lo que significa que e” € E;.

2. 0. INT.I = () implica que AR; (E; x {e}) = 0, por lo que se cumple
f C VIs.

o regla (A-ARBITRATION). Entonces, (A, o) —pp (A',0’) con A" = (€,0P, VIS, AR/)

Tleo,e1,... ,ex]

y AR" = AR U [eg, e1, ... ,ex|. Ademds, o o’. Vamos a probar que

AR’; VIS C VIS

notando que la Unica regla que aplica es (PROPAGATION), por lo tanto:

Tlog e o]

oc=ogp-ed>T-01-09 o =0¢-T 0109

sabiendo que:
(i) =TI~ T.IU{i}],
) 09 © T’ (primera parte del predicado 7),
(iii) VS € 7. S.I C T.I (segunda parte del predicado 7),
) arb(og-erT -01),
) o1-09 =09+ 071
(vi) V_>S €092.i ¢S.1.
Primero usando la definicién de AR/, tenemos:

(AR U [e(), e1,... ,ek]);VIS C VIS
que distribuyendo:

AR; VIS U [eg,eq,...,ex|; VIS C VIS

Luego, por hipétesis inductiva tenemos que AR; VIS C VIS, por lo que nos resta
probar:
[eo, €1,..., ek];VIS C VIS

notando que existe un j € [0---k] tal que e; = ey
[e0,e1,...,ex] =T[og - e - 1] = {(e/,e)|e €09} U{(e,&")|e" € 01}

Hay dos casos a probar:
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o Ve’ € 0g.(e,e”) € VIS entonces (e’,e”) € VIS. Este caso se prueba usando
la condicién (ii), ya que esto significa que vale o9 @ T', con o9 =0, -S -0}
y por lo tanto

o4+S <oy A (TICSI)V(00.INT.I=0))

Por Def. sabemos que existe e’ > S’ € 0 < €” € £, y en particular,
como (e,e”) € VIS implica que existe una réplica, tal que S”.i € T'.I.
Entonces, S”.i € T.I C S.I, lo que significa que (e’,e”) € VIS.

o Ve € g1.(e”,¢’) € VIS entonces (e, e’) € VIS. Luego, por condicién (iv) de
la regla de propagacién, sabemos que arb(e > T’ - 01), es decir, existe una
réplica j tal que VS € o1.{j} C T".INS.I. Ademads por la regla (iii) tenemos
que VS € 01. S.I C T.I Entonces, hay dos posibilidades:

- j # i. Entonces, las transacciones ya estaban arbitradas, por lo que
(e,e”) € AR, entonces la prueba es inmediata usando HI.

- j = i. Este no puede ser un caso valido, ya que al momento de que ocurre
la computacion asociada al evento e” los eventos en o, en este caso, e y
e’ garantizaban que las transacciones asociadas S’ y T respectivamente,
cumplian (T.I C S.IVv S.I C T.I) lo cual contradice a que estas
transacciones no estuvieran ordenadas.

O

Lema 8 (Completitud PP). Sea A = (£,0P, VIS, AR) una ejecucion abstracta que verifica
AR; VIS C VIS. Entonces:

Jo, A’ = (€,0P, VIS, AR') tal que (D, €) =pp (A’,0), AR C AR’ y AR'; VIS C VIS
Demostracion. La prueba se realiza por inducciéon de manera andloga a Lem. O

Lema 9 (Correctitud TOTV). Si (), €) =orv (A, o) entonces VIS es total.

Demostracion. Induccién en el largo n > 0 de la derivacion =gty

= n=0.VIS=( = VIS es total trivialmente.

» n =k + 1. Asumimos que (0, €) =1orv (A, o) tal que A = (£,0P,VIS,AR) y VIS es
total, en k pasos. Derivo en 1 paso (A, o) —rory (A, 0’), por lo tanto (0, €) =1o1v
(A’ 0"} en k + 1 pasos. Sea A’ = (£',0P’, VIS’ AR').

La prueba se sigue por anélisis de casos sobre la tltima computacién.
o> T /oT!
o regla (A-commiT). (A,0) —pp (A @ E;, o) entonces 0 — ¢’. La tinica regla
que aplica es COMMIT — E. Debemos comprobar que VIS’ = VIS U (E; x {e’}) es
total. Para ello, comprobamos las propiedades:

o TRANSITIVIDAD: Va,b,c € £'. (a,b) € VIS’ A (b,c) € VIS — (a,c) € VIS’

Notamos que a # e Ab # € debido a que no puede ocurrir que (e’,_)
por ser e’ fresca. Entonces a € £ Ab € £. Por otra parte, si c € &, la
propiedad se cumple trivialmente por hipétesis inductiva. Consideramos el
caso restantea € EAbEEAc=¢.
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Llamamos 0P(a) = T y 0P(c) = T’. Por COMMIT —E, 0 © T{} 22% T/.1 C
T.I. Por lo tanto, 1 = T'i e T'I CTI = TE€E = (ac)€
(E; x {e'}) C VIS,

o ANTISIMETRIA: Va,b € . (a,b) € VIS’ A (b,a) € VIS’ =— a =D
No puede ocurrir (a,b) € VIS’V (b,a) € VIS’ dado que A’ es una ejecucién
abstracta y por lo tanto VIS’ es aciclica. La proposicién se cumple trivialmente
para todo a,b € £’.

o TOTALIDAD: Va,b € £’. (a,b) € VIS’ A (b, a) € VIS’

Sitomo a € £EADb € €&, la propiedad se cumple trivialmente por hipdtesis
inductiva. Otro caso trivial es a = b = e’. Consideramos, sin pérdida de
generalidad, a € EAb = ¢’. Si b = &/, la tinica alternativa es que a € E; por
construccién de VIS’ teniendo en cuenta que e’ es fresca. Siendo T = 0OP(a)
y T = 0P(b), por COMMIT — E se cumple o © Tii} 2 71 CT.I. Por lo
tanto, 1 =T.1i € T'.ICT.I — a€E; — (a,b) € (E; x {&'}) CVIS"

o (A-PROPAGATION). Observando que VIS’ = VIS, por hipdtesis inductiva, se
verifica trivialmente.

O]

Lema 10 (Completitud TOTV). Sea A = (&,0P,VIS,AR) una ejecucion abstracta que
verifica VIS es total. Entonces:

Jo, A" = (£,0P, VIS, AR) tal que (0, €) =rorv (A',0), AR C AR’ y VIS es total
Demostracion. La prueba se realiza por inducciéon de manera andloga a Lem. ]

Lema 11 (Correctitud PSI). Si (D, €) =ps1 (A, o) entonces A = (£,0P, VIS, AR), tal que
VIS es transitiva y Ve,e’ € £.e £ e’ AOP(e).X N OP(e') X # 0 = (e,e’) e VISV (e,e) €
VIS.

Demostracion. Induccién en la longitud de la derivacion =-pst

s n=0.& =0 = VIS =0 por lo que se satisface inmediatamente.

= n =k + 1. Entonces,
(0,€) =pst (A, 0) —pst <-A/7UI>

Usando hipétesis inductiva, para k pasos sabemos que vale (), ¢) =ps1 (A, o) con
« A= (E,0P,VIS, AR),
o VIS transitiva y

o Ve,e'€€.e £ NOP(e).X N OP(e).X#A () = (e,&) € VISV (¢/,e) € VIS.
La prueba se sigue por analisis de casos sobre la tltima computacién.
e>T / el>Ti /
o regla (A-commMmIT). (A, 0) —pst (A @ Ej,0’) entonces 0 — o’.

epdd
Por definicién de A @ E;j, con E; ={e’ | '>T €0 A i€ T'.I} tenemos
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(i) VIS’ =VISU (E; x {e}).
(ii) AR = ARU (E; x {e})
(iii) & =& U{e}
Por lo tanto, tenemos que probar que (I) VIS’ es transitiva y (II) que vale
Ve',e" € E.e' " NOP(e/).X N OP(e”) X # D = (e/,e") e VIS’V (e”,¢) € VIS,
Como la unica posibilidad para la transicién o LTi o’ es que haya ocurrido la
. . {i}
regla (comMmIT), entonces sabemos que se cumplié la condiciéon o © T;:

VSeo. (TXNSX#A0PVTieSI) = T.ICSI

Luego, como el antecedente se cumple, en particular T.i € S.TI vale. En consecuencia,
la prueba para mostrar que la visibilidad es causal, es decir la condicién (I), es
inmediata usando Lem. [3| el caso para la regla (A-coMmwmIT).

El caso para mostrar que no hay conflictos, es decir (II), se desprende de saber
que T.I C S.T implica T.i € S.I. Por lo tanto, se demuestra usando Lem. [5] el
caso para la regla (A-coMMmIT).

o regla (A-ARBITRATION). Entonces, (A, o) —pp (A',0’) con A" = (£,0P, VIS, AR')

y AR" = ARU[ep, e1, ... ,er]. Ademds, o Tleoer- ekl o’. Entonces, tenemos que
probar que (i) VIS’ es transitiva y (ii) Ve,e’ € £.e # e AOP(e).X N 0P(e’).X #
) = (e,e’) € VISV (&', e) € VIS. La tnica regla que aplica es (PROPAGATION),
por lo tanto vale que

VSeo. (TXNSX#A0PVT.ieSI) = T.ICSI

Luego, como el antecedente se cumple, en particular T.i € S.I vale. En consecuencia,
la prueba para mostrar que la visibilidad es causal, es decir la condicién (i), es
inmediata usando Lem. 3] el caso para la regla (A-ARBITRATION).

El caso para mostrar que no hay conflictos, es decir (ii), se desprende de saber
que T.I C S.T implica T.i € S.I. Por lo tanto, se demuestra usando Lem. [5] el
caso para la regla (A-ARBITRATION)

O]

Lema 12 (Correctitud SI). Si (0,e) =51 (A, o) entonces A = (£,0P, VIS, AR) tal que
AR;VIS C VIS yVe,e' € £.e # &' AOP(e).XNOP(e/) X # D = (e, &) € VISV (e/,e) € VIS

Demostracion. Induccion en la longitud de la derivacion =gt

s n=0.& =0 = VIS = AR = ) por lo que se satisface inmediatamente.

= n =k + 1. Entonces,
<®, 6> —sI <A, 0'> —sI <.A/, O'/>

Usando hip6tesis inductiva, para k pasos sabemos que vale ((), ) =s1 (A, 0) con
« A= (E,0P,VIS, AR),
e AR;VISCVISYy
o Ve,e/€€.e#e NOP(e)X N OP(e/)X# D = (e, &) e VISV (¢/,e) € VIS
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La prueba se sigue por analisis de casos sobre la tltima computacién.

e> T .
o regla (A-commiT). (A,0) —s1 (A @ Ej,o’) entonces o RN
epd
Por definicién de A @ Ej, con E; ={e’ |e'>T €0 A i€ T.I} tenemos

(i) VIS’ = VISU (E; x {e})
(ii) AR" = ARU (E; x {e})
(i) & =EU{e}
Por lo tanto, tenemos que probar que
(I) AR’;VIS' C VIS
(Il) Ve',e”" € &' e’ #&” ANOP(e/).X N OP(e”) X #0 = (&/,€") e VIS’V (&”,¢') € VIS’
Como la tnica posibilidad para la transicién o Ta o' es que haya ocurrido la
regla (comMIT), entonces sabemos que se cumpli6é la condicién o & Tii}:

AR; VIS C VIS A
(Ve,e’ € E.e e’ NOP(e)X N OP(e/).X # 0 —> (e,e’) € VISV (¢,e) € VIS)
En consecuencia, la prueba para mostrar que la condicién (I), es inmediata
usando Lem. [7] el caso para la regla (a-commir). De manera andloga, para

mostrar que no hay conflictos, es decir cumplir la condicién (II), usamos Lem.
el caso para la regla (A-comMIT).

o regla (A-ARBITRATION). Entonces, (A, o) —pp (A',0’) con A" = (€,0P, VIS, AR/)
y AR" = AR U [eg,eyq,...,er|. Ademds, o Tleo.er, ok]
que probar que
(I) AR’;VIS C VIS
(IT) Ve,e’ € E.e #e' ANOP(e).X N OP(e/).X# D = (e,e’) € VISV (e/,e) € VIS
La tnica regla que aplica es (PROPAGATION), por lo tanto vale que

o’. Entonces, tenemos

AR; VIS C VIS A
(Ve,e’ € E.e £/ NOP(e)X N OP(e').X # 0 = (e,e’) € VISV (¢, e) € VIS)

Luego, como el antecedente se cumple, usamos el mismo razonamiento que para
la regla (commrr), la condicién (I) vale usando Lem. (7} el caso para la regla (A-
ARBITRATION), mientras que el caso (II) que expresa que no hay conflictos, se
demuestra por medio de Lem. [5] el caso para la regla (A-ARBITRATION)

O

Teorema 4.4.1 (Correctitud). Si (0, €) =¢ (A, o) entonces A= (€,0P,VIS, AR), tal que
C=CC 1y TrANSVIS

C =PSI y (TrRANSVIS A NOCONFLICT)
C=PC vy PREFIX

C=SI y (PrEFIX A NOCONFLICT)

C = SER y TOTALVIS

Demostracion. La prueba es inmediata usando los lemas anteriores. ]
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Presentamos un framework operacional que permite especificar modelos de consistencia
transaccional sobre bases de datos replicadas. La ventaja de esta caracterizacion es la
simplicidad con la que uno puede alcanzar dichas garantias instanciando dos operadores.
En particular, nuestro enfoque operacional ofrece una base tedrica para desarrollar técnicas
que permiten razonar sobre la correctitud de los programas que correr sobre bases de datos
replicadas con transacciones.

Por otro lado, remarcamos que nuestro modelo sienta las bases al desarrollo de posibles
implementaciones, en contraposicién a los modelos axiométicos existentes. Por lo tanto, si
bien no damos detalles de implementacién a bajo nivel, damos las condiciones necesarias
para alcanzar distintos niveles de consistencia a partir de una méquina operacional.

Nuestro modelo presenta la definicién de estado de una manera simple: una secuencia
de transacciones. Esencialmente este estado sélo puede ser modificado por tres reglas, de
las cudles sélo la propagacién es no trivial. Si bien esta solucién no contempla los casos
de error, es una primera propuesta, pero planeamos dar una versién robusta de nuestro
modelo como parte del trabajo futuro. Remarcamos, que nuestro framework respeta un
principio fundamental: un disefio poco acoplado y altamente cohesivo, por lo que considerar
el caso para rollback significa agregar una nueva regla, sin alterar las preexistentes.

Hemos ilustrado el uso del modelo especificando varios modelos de consistencia existentes
y encapsulandolos a través de los operadores. También hemos validado este modelo con las
especificaciones axiomaticas propuestas en [7] demostrando la equivalencia que hay entre
estos. Otro punto a remarcar, es que nuestro framework describe exactamente cémo se
altera el estado sistema generando en cada paso, una extensién correcta con respecto al
modelo de consistencia a alcanzar. Si bien los operadores paramétricos que utilizamos son
efectivamente predicados, estos son quiénes restringen las computaciones. Este enfoque
es la principal diferencia con [7]. Alli desarrollan un modelado operacional en el que se
generan las posibles trazas (sobreaproximacién) para luego descartar las que no cumplen
ciertas garantias de consistencia, similar a la técnica generate-and-test.

En cuédnto al trabajo futuro, planeamos ofrecer un modelo operacional més a bajo nivel,
considerando operaciones de lectura. Esto significa agregar restricciones adicionales para
razgonar sobre la correctitud de los programas al realizar lecturas. Por ejemplo, considere
una lectura en una transaccion. Esta debe asegurar leer la tltima escritura vista que
puede ser hecha en la misma transaccién, o en otra transaccién realizada por una misma
sesién o incluso otra. Esto agregaria valor a nuestro modelo. Ademés planeamos considerar
semaforos sobre las réplicas para introducir nuevas transacciones. Esto es, mecanismos para
bloquear una réplica que procesa una transaccion.
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