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Resumen

En este trabajo se propone la simulaciéon de los procesos de trans-
porte iénico dentro de celdas electroquimicas delgadas (ECD) mediante
un modelo de dos especies disueltas en fluidos de viscosidad variable
y en condiciones galvanoestaticas. La descripcién mateméatica de ECD
consiste en un modelo macroscépico tridimensional constituido por las
ecuaciones de Nernst-Planck del transporte idnico de las especies involu-
cradas con sus reacciones quimicas incorporadas, la ecuacién de Poisson
del campo eléctrico y las ecuaciones de Navier-Stokes para el fluido. En
el modelo numérico se estudiara la evolucién de la concentraciéon de las
especies y del potencial electroestatico en el medio utilizando diferencias
finitas para el método iterativo de solucién del problema algebraico en un
modelo pseudo tridimensional que contiene dos formas de acercamiento a
la geometria del problema considerando una visién desde el eje perpendi-
cular al plano de los electrodos y al campo eléctrico (modelo horizontal)
y otra paralela a los ejes que contienen los electrodos (modelo lateral).
El trabajo en condiciones galvanoestaticas, méas cercano al dominio ex-
perimental, introduce no pocas complicaciones a ser resueltas, pero la
principal es la de trabajar con condiciones de borde variable, un tipo de
problema de condicién de contorno variable con el tiempo que requiere
una resolucién iterativa del problema y una malla mucho mas fina.

Los resultados numéricos son validados contra datos experimentales
realizados en el Laboratorio de Sistemas Complejos para casos de trans-
porte en un alto rango de viscosidades del fluido contenido en la celda. El
modelo sirve también como aproximacion al transporte en tejidos biol6gi-
cos, en estrecha analogia con los modelos matematicos desarrollados para
problemas de ECD.



Abstract

In this work, the simulation of the ion tranport process in thin-layer
electrochemichal deposition (ECD) is carried out using a two-species
model for fluids with variable viscosity under galvanostatic conditions.
The mathematical description of ECD is given by a macroscopic three-
dimensional model consisting of the Nernst-Planck equation for ion tran-
port for the involved species together with their chemical reactions, the
Poisson equation for the electric field and the Naviers-Stokes equations
for fluid motion. In the numerical model the species concentration and
the electrostastic potential evolution is studied using finite differences by
means of an iterative method for the solution of the algebraic problem
in a pseudo three-dimensional model which approaches the problem geo-
metry in two ways, the first one considers a view from the perpendicular
axis to the electrodes and the electric field (top view model) and the
second one is parallel to the axis containing the electrodes (side view
model). The simulation of galvanostatic conditions, a closer approach to
many experimental conditions, introduces not few problems being the
difficultest one solving a variable boundary condition system, a kind of
time-dependent boundary condition problem which requires an iterative
solution and a much finer mesh.

Numerical results are corroborated with experimental data obtained
at the Laboratorio de Sistemas Complejos for the study of transport in a
high and wide range of fluid viscosity. The model can be also employed to
study biological tissues, in a near analogy to ECD mathematical models.
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Capitulo 1

Introduccion

La electrodeposicién quimica (ECD!) juega un rol importante en una
gran variedad de problemas fisicos, quimicos, biolégicos y tecnoldgicos [1].
Las aplicaciones actuales de la ECD van desde experimentos de cons-
truccién de nanocables, nanotubos o microcables construidos mediante
deposicién electroquimica de metales [2,3], hasta el estudio de tratamien-
to electroquimico de tumores en donde se utilizan dos o més electrodos
de platino insertados en el tumor por los que se hace circular una co-
rriente [4]. Muchos de los fenémenos involucrados en ECD son conocidos
desde hace siglos aunque el comportamiento del sistema, sobre todo lo
que hace al crecimiento de patrones, la interaccién entre la conveccién
y la migracién y la interrelacién entre las fuerzas eléctricas y gravitato-
rias en la celda hacen que una descripcién tedrica del sistema completo
presente puntos ain no totalmente elucidados. A través de la simulacién
numérica se puede avanzar en el conocimiento de los procesos funda-
mentales involucrados y explicar asi, algunas de las situaciones que se
observan experimentalmente [5, 6].

ECD consiste en la aplicacién de una diferencia de potencial entre dos
electrodos (por ej. de cobre) paralelos inmersos en un electrolito (por ej.
solucién de sulfato de cobre). En esas condiciones dentro de la solucién
se produce una reaccién quimica por la cual resulta una migracién de
iones metélicos al catodo en donde se reducen y depositan. Por otro lado
en el anodo se produce la electrodisolucién, por lo que iones metélicos se
incorporan a la solucién. Las variaciones en la densidad del electrolito,
dan lugar a gradientes de concentracién y a la generacién de fuerzas de
empuje que producen la conveccién del fluido. Concomitantemente, las
fuerzas eléctricas generan movimiento de fluido denominado electrocon-
veccion (7).

Los andlisis tedricos y experimentales del problema se abocan a la

!ElectroChemical Deposition.



descripcién de los efectos, dentro de la soluciéon y dentro del depésito
formado, de la concentracién de las especies entre los electrodos depen-
diendo de la composicién quimica de la solucién, los campos eléctricos, la
geometria de la celda y las variaciones en viscosidad del fluido. Los expe-
rimentos se realizan sobre celdas especialmente disefiadas y los crecimien-
tos se analizan usando técnicas de procesamiento digital de imédgenes. El
avance de frentes de concentraciéon y de pH caracteriza la composicion
quimica de la celda. Por otra parte la simulacién numérica del proble-
ma permite aproximarse a los fendmenos electroquimicos en detalle, bajo
cierto nimero de idealizaciones, para analizar el comportamiento del sis-
tema en forma controlada, poniendo atencién en detalles particulares del
mismo. Situacién que no es posible alcanzar en un experimento de labo-
ratorio.

En el presente trabajo se desarrolla un modelo computacional bidi-
mensional aplicado a la simulaciéon de ECD en celdas delgadas. El mo-
delo resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que descri-
ben tedricamente el problema. Estas son las ecuaciones que gobiernan
la mecénica de fluidos (Navier-Stokes), las ecuaciones diferenciales que
gobierna la electrodeposicién quimica (Nernst-Planck) y la ecuacién de
Poisson que describe el comportamiento del campo electroestatico dentro
de la celda. Si bien la simulacién del fenémeno de ECD es un problema
que abarca las tres dimensiones caracteristicas de la celda electrolitica,
bajo determinadas circunstancias, es posible en la instancia numérica
reducir el nimero de dimensiones de dicho problema permitiendo un
tratamiento reducido en complejidad y tiempo computacional, sin pérdi-
da de rigurosidad fisica en cuanto a la interpretacién de los resultados
obtenidos. Modelos unidimensionales previos simulan la distribucién de
concentracién de iones entre las placas y considera la interaccién de la
difusién, la migracién y el campo eléctrico y presenta especial cuidado
en el analisis de las capas limites que se forman tanto en el &nodo como
en el citodo [8,9]. Estos modelos propuestos pueden utilizar condiciones
potencioestéticas (diferencia de potencial constante entre los electrodos)
y condiciones galvanoestéticas (corriente constante sobre la celda). Es-
te dltimo caso reviste una mayor complejidad desde el punto de vista
computacional ya que supone un problema de contorno no constante que
involucra a la ecuacién de Poisson. El modelo computacional incluido
en esta tesis es una aproximacion bidimensional galvanoestatica del pro-
blema sobre fluidos electroliticos de viscosidades variables. En particular
todos los resultados se contrastan con experimentos? realizados en solu-
ciones de sulfato de zinc, electrodos de zinc, condiciones galvanoestaticas

2Los experimentos han sido llevados a cabo en el Laboratorio de Sistemas Com-
plejos.
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y diferentes agregados de poliéxido de etileno (PEO?) o glicerol lo que
resulta en fluidos de viscosidades que recorren el rango de la viscosidad
del agua pura hasta 234 veces la misma. Se estudia el impacto de la
viscosidad en el tranporte i6nico, en especial la conveccién. Para ello, se
analiza la evolucién de los frentes gravitoconvectivos y de la electrocon-
veccién cerca del catodo.

Otra ventaja de los modelos bidimenionales sobre los unidimensiona-
les es que sobre los primeros es posible incluir un crecimiento del depédsi-
to en forma efectiva y analizar la interaccion del electrodepédsito con los
campos de velocidades y eléctricos. Existen numerosos modelos de creci-
miento aplicados a ECD, los cuales tratan, dependiendo de los pardme-
tros implicados, de reproducir las diferentes morfologias que toman los
electrodepésitos [10-12]. Tanto tedrica como experimentalmente se ob-
serva que bajo determinadas circunstancias que dependen de la fisica del
problema: tamafio y espesor de la celda electrolitica, concentracién de
electrolito y tipo de fluido, la forma del depdsito puede pasar de denso
a ramificado e incluso se pueden obtener ramas aisladas unas de otras
(o spikes) que evolucionan en forma controlada y paralela. De este modo
suponer spikes distribuidos sobre el citodo permite analizar el perfil de
concentraciones, campo eléctrico y campos convectivos del fluido alrede-
dor de una porcion singular del depdsito.

El resto de este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el
proximo capitulo, se realiza una descripcion fenomenolégica de ECD y el
objeto de estudio de los experimentos con los que el modelo es validado.
El modelo matematico es presentado en el capitulo 3. En el capitulo
4, se desarrolla el modelo numérico. Los resultados son expuestos en el
capitulo 5. Finalmente, las conclusiones son presentadas en el Capitulo
6.

3PolyEthylene Oxide
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Capitulo 2

Descripcion fenomenolégica
de electrodeposicion en celda
delgada

Una celda electrolitica consta de una solucién en la cual se hallan
inmersos dos electrodos ! , metélicos en este caso, y entre los cuales se
aplica una diferencia de potencial. La solucién empleada es una sal disuel-
ta en agua. En los experimentos aqui descriptos se ha utilizado sulfato
de Cobre o Zinc. La sal, al disolverse en agua, se disocia en sus iones
constituyentes. Si se trata de sulfato de zinc (ZnSQO,), por ejemplo, la
solucién acuosa tendra disueltos los iones 2 Zn?* y SO,~2. Al aplicarse
una diferencia de potencial entre los electrodos, la corriente circula por la
celda mediante el movimiento de electrones en los conductores metélicos
(electrodos, cables, etc) y mediante el movimiento de iones en la solucién,
los cationes se mueven hacia al cdtodo (electrodo negativo) y los aniones
hacia el dnodo (electrodo positivo) (ver figura 2.1). En la interfaz solu-
cién/electrodo tienen lugar reacciones de éxido/reduccién. En el dnodo,
M (en los experimentos descriptos aqui puede tratarse de Zinc o Cobre)

se oxida,
M — M?* 4 2¢7, (2.1)

es decir que cede 2 electrones y el catién M?* se incorpora a la solucién.
Mientras tanto, en el catodo, ocurre una reduccion,

M?** +2¢~ — M, (2.2)

LConductor eléctrico utilizado como una de las dos terminales para conducir co-
rriente a través de un medio conductor [13].

2 Atomo o grupo de dtomos que porte una o mas cargas eléctricas positivas o
negativas. Los iones cargados positivamente se denominan cationes mientras que los
negativamente cargados, aniones. [13]
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Fuente

Cétodo Anodo

<«—2Zn so’.'_‘.
2+

«—12Zn SQ’;—-—-»

Figura 2.1: Esquema de celda electrolitica. Solucién acuosa de ZnSOy4. Los
cationes se mueven hacia el cdtodo, mientras que los aniones al dnodo.

este catién se retira de la solucién y se deposita en el electrodo 3 . M4s
adelante, se volvera sobre este fenémeno.

El movimiento de los iones a través del fluido se produce por tres
procesos caracteristicos denominados modos de transporte:

= Difusion: Proceso que resulta del movimiento aleatorio de molécu-
las por el que se produce un flujo neto de materia desde una regién
de mayor concentracién a una de menor concentracién. Un flujo
puede ser de materia o bien de energia. [13]

s Migracion: Es la transferencia de masa que ocurre cuando, bajo
la accién de un campo eléctrico aplicado, fuerzas eléctricas actian
en los iones o especies cargadas. Puede ser considerado como una
difusién en una direccioén privilegiada, donde el flujo estd gobernado
no por un gradiente de concentracién, sino por uno en el potencial
electroestético. [14]

= Conveccion: Es la transferencia de masa que tiene lugar cuando se
forman corrientes en el fluido. En ECD, la convecciéon puede ser
debido al campo gravitatorio o eléctrico. [13]

Cabe destacar que estas tres formas se combinan y dan lugar a un com-
plejo mecanismo de transporte.

En ECD la celda consiste en una fina capa de solucién confinada entre
dos placas de vidrio paralelas (ver figura 2.2). Los electrodos (metdlicos,
de alambre o chapa) se encuentran en los dos extremos de la celda sepa-
rados por una distancia L que varia entre lcm y 1.5cm. El espesor de los
electrodos, d, define el grosor de la celda. Usualmente L es 20 veces d, de

3En las condiciones del fenémeno a ser explicado, la reaccién mencionada puede
considerarse como reaccién principal, siendo despreciable la generacién de protones
en el 4nodo y de hidrégeno en el catodo.
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Figura 2.2: Esquema de celda utilizada en las experiencias de ECD. [15]

aqui el nombre de celda delgada. Por la simetria del sistema el ancho de
la celda w, no es relevante. En los experimentos descriptos es igual a 2.5
cm.

Las experiencias pueden realizarse en condiciones potencio o galva-
noestaticas. La primera configuraciéon implica que la diferencia de po-
tencial electréstatico o diferencia de voltaje aplicado entre los electrodos
es constante a lo largo del tiempo, mientras que en condiciones galva-
noestéaticas se aplica una diferencia de potencial variable tal que la co-
rriente que circula por la celda es constante. La primera configuracién
implica que la diferencia de potencial electréstatico o diferencia de vol-
taje aplicado entre los electrodos es constante a lo largo del tiempo,
mientras que en condiciones galvanoestéticas la corriente que circula por
la celda es constante.

Al aplicarse una diferencia de potencial entre los electrodos, se desarro-
llan gradientes de concentracién en las cercanias de los mismos, mientras
que en el seno de la solucién la concentracién permanece constante. En el

CATHODE

Figura 2.3: Representaciéon esquemaética de las diferencias de densidad que se
producen en las cercanias de los electrodos en contraposicién al seno de la
solucién. (7]

anodo, la concentracién se ve incrementada por arriba de su nivel inicial
debido al transporte de aniones hacia el electrodo y la disolucién del dno-
do aportando iones con carga negativa. En el cdtodo, la concentracién
decrece a medida que los cationes son reducidos y depositados y también
por el movimiento de los aniones hacia el anodo. Estas variaciones de
concentracién conducen a variaciones de densidad (ver figura 2.3), y al
desarrollo de rollos convectivos de origen gravitatorio en los electrodos.
El porque de estos rollos gravitoconvectivos puede ser explicado de

14



la siguiente manera. En el dnodo, la concentracién se ve acrecentada de
su valor inicial. Por accién de la gravedad, el fluido es méas denso en la
parte inferior de la celda y menos denso en la parte superior. Entonces,
se produce un flujo ascendente para equilibrar esta situacién. A su vez,
la concentracion sigue creciendo, por lo que se produce un flujo descen-
dente. Luego, el proceso vuelve a repetirse. En la figura 2.4, se muestra
un rollo gravitoconvectivo observado experimentalmente. Ambos rollos,
tanto el catédico como el anddico, evolucionan a lo largo de la celda. Es
importante notar que el rollo catdédico se ve perturbado a medida que el
depdsito crece.

A medida que pasa el tiempo, los frentes de concentracién avanzan.

Figura 2.4: Movimiento convectivo visualizado a través de particulas trazado-
ras. Vista lateral de la celda mostrando las trayectorias en un plano vertical
en condiciones donde la gravitoconveccién es dominante. [7]

Desde el catodo, la regién donde la concentracion es menor que la inicial
avanza hacia al &nodo. Desde el anodo, el frente donde la concentracién
es mayor que la inicial avanza hacia el catodo. Esto puede ser apreciado
en la figura 2.5.

15
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Figura 2.5: Evolucién del frente anddico y catédico para diferentes tiempos
(filas) y concentraciones (columnas) La posicién del frente es el punto donde
hay una clara diferencia de colores entre un gris y blanco. Imégenes capturadas
utilizando el método de Schlieren. [15]
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Figura 2.6: Dos ejemplos de morfologia: (a) jerarquia por ramas, y (b) densa-
mente ramificada. [15,16].

Figura 2.7: Movimiento convectivo visualizado a través de particulas traza-
doras. La celda es vista desde arriba mostrando las trayectorias en un plano
horizontal en condiciones donde la electroconveccién es dominante. [7]

Al cabo de unos instantes de iniciado el experimento, y dependiendo
de los pardmetros del mismo, se observa la formacién de un depdsito.
Como se explicé anteriormente, los cationes se reducen y depositan en el
catodo produciendo un agregado metalico. Dependiendo de la geometria
de la celda, la concentracion, el potencial aplicado y otros parametros, el
depdsito puede ser fractal, dendritico o densamente ramificado. Cuando
las ramas o dendritas crecen como un frente uniforme en contraposicion
con una jerarquia por tamafio de ramas, como se ilustra en la figura 2.6,
el depésito es denominado densamente ramificado.

El depésito se desarrolla como un agregado tridimensional de delgados
filamentos metdalicos. En los extremos de estos filamentos se concentran
fuerzas coulombicas. Cada filamento permite que el fluido penentre por
su extremo y sea eyectado por los lados, generando un vértice impulsado
por fuerzas eléctricas. En el quasi plano del crecimiento, se tiene un par
de vértices contrarotantes, como se muestra en la figura 2.7.
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En la realizacion de los experimentos fisico-quimicos en ECD se em-
plean diversas técnicas 6pticas que realzan los diferentes parametros re-
levantes del sistema y mediante la captura digital de imdgenes puede
seguirse la evolucién temporal de cada uno de ellos. Para el seguimien-
to del movimiento del fluido, se agregan particulas trazadoras. Para el
estudio del comportamiento de los frentes gravitoconvectivos se consi-
dera el frente andédico ya que el mismo no se encuentra perturbado por
el depésito. La figura 2.8a muestra el dispositivo experimental utilizado
para el seguimiento de particulas, mientras que para visualizar gradien-
tes de concentracion se utiliza el método de Schlieren (ver figura 2.8Db).
Cabe aclarar que el rollo gravitoconvectivo se extiende hasta la frontera
del frente anddico, ya que no hay este tipo de conveccién en el seno de
la solucién donde la concentraciéon es homogénea y no hay movimiento
convectivo. La técnica de Schlieren es una técnica de contraste diferencial
que permite detectar la posicién del frente al resaltar las zonas donde la
concentracién es homogénea y donde no lo es.

.CCD H s
Z

Figura 2.8: Dispositivos experimentales. (a) es empleado para el estudio de
particulas, mientras que (b) es utilizado para el estudio de los frentes gravito-
convectivos. L1 y L2 son lentes, K una cuchilla, CCD una video camara, M
un microscopio y S una fuente de luz. [15]

Por lo tanto, estudiando el avance de los frentes anddico o catddi-
co se puede conocer el tamano del rollo gravitoconvectivo. Varios estu-
dios [7,17,18] han reportado que inicialmente este rollo crece o avanza
con una dependencia temporal de t*/°, mientras que posteriormente lo
hace siguiendo una ley de ¢!/2.

El estudio de la conveccion en ECD es de suma relevancia ya que de-
termina el régimen del fluido y por lo tanto del transporte iénico. Una
forma de analizar este fenémeno es modificando la viscosidad de la so-
lucién. Los experimentos revelan que al aumentar la viscosidad, el mo-
vimiento convectivo se ve atenuado y los gradientes de concentracién se
acentdan [15,19,20]. Para modificar la viscosidad se realizan agregados de
glicerol o PEO. Al utilizar agregados de glicerol, la constante dieléctrica
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de la solucién se ve modificada y se produce un aumento de la resisti-
vidad. En este medio, una mayor viscosidad de la solucién implica una
mayor resistencia o resistividad. De este modo para que circule la misma
corriente en dos celdas con diferente agregado de glicerina y por lo tan-
to diferente viscosidad, es necesario aplicar una diferencia de potencial
mayor para el caso de mayor viscosidad. Esto puede ocasionar que el
aumento del campo eléctrico enmascare la amortiguacién que produce la
viscosidad en la electroconveccién [20, 21].

En contraste al glicerol, el PEO no modifica sensitivamente la resis-
tividad de la solucién y por lo tanto el efecto de la modificacién de la
viscosidad sobre la conveccién resulta mas nitido.

Pero por otro lado el agregado de glicerol, a diferencia del PEO no
produce efectos superficiales marcados, los efectos superficiales condicio-
nan la morfologia y ésta afecta la electroconvecciéon. Con el objeto de
independizar el efecto sobre la electroconveccién de la morfologia del
depésito suelen utilizarse electrodos con dedos o puntas y se eligen con-
diciones donde el tiempo de aparicién del depésito sea largo [22].

Por lo expuesto, para el estudio experimental del efecto de la vis-
cosidad debieron realizarse modificaciones de ésta, con el agregado de
diferentes sustancias quimicas y de este modo obtener resultados que
permitan validar los resultados numéricos, para luego extender éstos a
rangos no asequibles experimentalmente.
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Capitulo 3

Modelo matematico

En este capitulo, se brinda una descripcién matematica del modelo
fenomenolégico discutido en el capitulo 2. Una vez introducido el modelo,
se realiza un anélisis dimensional con el fin de reducir su complejidad.
Luego, dos modelos bidimensionales caracteristicos son presentados como
una aproximacién al modelo tridimensional. Finalmente, se especifican
las condiciones de contorno e iniciales.

3.1. Desarrollo del modelo

A continuacién, se presentan y explican las ecuaciones que descri-
ben los fenomenos involucrados en ECD en celda delgada [14,23-25]. La
primer ecuacion,

oC;
ot

modela la conservacién de la masa, donde C; y J; son la concentracion
y el flujo ! , respectivamente, de la especie <. Intuitivamente la variacién
de la concentracion, en un punto e instante dado, es la suma de lo que
entra y sale desde y hacia cada direccién. El flujo de cada especie es
cuantificado por la ecuacién de Nernst-Planck,

= . %, (3.1)

Ji = —DiVC’i = uiC¢V¢ + Ci’U, (32)

donde ¢ es el potencial electroestatico, v la velocidad del fluido, D; la
constante de difusién y u;2 la movilidad iénica. El primer término del lado
derecho de la igualdad es el que modela el transporte por difusién. Cuan-
do la concentracion es homogénea en dos puntos vecinos, el gradiente es
nulo y por lo tanto no hay transporte difusivo de materia. El segundo

1La velocidad de migracién de una propiedad se mide por su flujo, siendo la can-
tidad que pasa a través de una unidad de area por unidad de tiempo.

2A lo largo de una misma experiencia son constantes. Modificando ciertos pardme-
tros del medio, si podrian variar de experiencia en experiencia.
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término estd asociado al transporte por efecto de las fuerzas eléctricas,
o transporte por migracién. De la misma manera, este término colabo-
ra al flujo cuando hay una diferencia de potencial. Por dltimo, se tiene
el término convectivo que considera el campo de velocidades del fluido.
La variacion del campo eléctrico esta relacionado a la distribucién de la
carga por la ecuacién de Poisson,

F
2 — — — . .
Vi = —— Ei zC;, (3.3)

donde F es la constante de Faraday, € la constante dieléctrica del medio
y 2% la carga de la especie. Para conocer la velocidad del fluido, se uti-
lizan ecuaciones de la-mecénica de fluidos. En particular, la ecuacién de
Naviers-Stokes para fluidos incompresibles,

1 L I
4o +v.Vv=—-——VP+vViv+=+-2 (3.4)
ot Po Po Po

V=0, (3.5)

donde P es la presién y v la viscosidad cinemaética. Se dice que un fluido
es incompresible si su densidad no varfa (o lo hace despreciablemente).
Los forzantes f. y f, representan la acciéon de fuerzas externas sobre el
sistema. El primero,

f.=eE) _ zC;, (3.6)

considera los efectos del campo eléctrico sobre el fluido, donde e es la
carga elemental y E el campo eléctrico. El segundo forzante, que modela
la accién del campo gravitatorio, esta dado por

f, = —psg, (3.7)

donde g es la constante de gravedad. Se realiza una aproximacién de
tipo Boussinesq para la densidad p del fluido, resultando funcién de la
concentracion iénica y un valor promedio py:

= po(]- =+ EiaiACi) (38)
1 0p
Q; = Py ac’z (39)

El sistema (3.1)-(3.5), con condiciones iniciales y de contorno apro-
piadas, es valido para un dominio de tiempo-espacio definido por G =
[¢(t)z(0,t)], donde ((t) es una regién tridimensional.

Utilizando la ecuacién (3.5) y la siguiente identidad,

3Tanto z; como u; son cantidades con signo. Para el caso de los cationes son
positivas mientras que para los aniones son negativas.
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V x (VxV¥)=V(V.¥) -V,

la presién es eliminada y el sistema (3.1)-(3.5) queda en términos de la
vorticidad €2 y la funcién de corriente U:

V=N x
D =N v
Las ecuaciones de Naviers-Stokes resultan en

= +v.VQ = Q.Vv+vV3iQ + Z {ﬁ(f(vq x Vo)
b e (3.10)

—a;V X (g.C’i)]

Q=—-v2V

Esta transformacién es habitual y su desarrollo completo puede consul-
tarse en [26,27]. La vorticidad y funcién de corriente son funciones utili-
zadas en dindmica de fluidos. La vorticidad es una medida de la velocidad
de rotacién de un fluido mientras que la funcién de corriente expresa las
lineas de transporte de fluido. La formulacién en términos de ellas per-
mite un mejor estudio del movimiento convectivo del fluido.

Con el objetivo de caracterizar el comportamiento del sistema, se
introducen las siguientes variables adimensionales:
=gl ¥V =yl =m0 =vju v =vlu s v =wiy
Ci=Ci/Co; A=A/Cy; ¢ =¢/Po; t' =to= To/uo;

donde (u,v,w) son las componentes cartesianas de la velocidad y las
variables con subindice son valores de referencia. El sistema resultante
(ver apéndice A), omitiendo los subindices, resulta:

aC;
= ==V (3.11)
V2¢ = POZZ,‘C,‘ (313)
o0 i
o +Vx(Q2xv)= EV Q+Z [G%(Vd) x VC;)
i (3.14)
Gy (VX G) |
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Q= -y°v (3.15)

v=yxU (3.16)

M;, Pe;, Re, G, y G, son nimeros adimensionales y serdn presentados
en la préxima seccién. Operando sobre las ecuaciones (3.11)-(3.12), se
tiene que

886: = W . = MO & Plevzc,- _V(Cw) (3.17)

Especializando esta ecuacion para cationes y aniones, resulta en dos ecua-
ciones donde la concentracién catiénica y aniénica se denomina C'y A res-
pectivamente. Reemplazando (3.16) en estas dos ecuaciones y en (3.14),
se obtiene un sistema cerrado de cinco ecuaciones y 5 incégnitas: C, A,
¢, Q y U. Las primeras tres son escalares y las restantes vectoriales.

3.2. Los numeros adimensionales

El objetivo de adimensionalizar es obtener un sistema de ecuaciones
que no dependa més que de un nimero reducido de pardmetros y poder
as{ resolver variadas situaciones fisicas con tan solo leves modificaciones
al sistema a través de esos nimeros. Cada uno de estos niimeros condensa
informacién sobre la relaciéon que hay entre diferentes propiedades del sis-
tema. Es por ésto que sus valores pueden ser representativos, definiendo
y caracterizando configuraciones y la prevalecencia de ciertos fenémenos.

En la tabla 3.2, se define el conjunto de nimeros adimensionales uti-
lizados en el modelo. A continuacién, se describe el significado y efecto
de cada numero sobre el sistema:

s Migracion: Transporte por fuerzas eléctricas. Su incremento, de-
jando constante el resto de los nimeros, hace mas relevante esta
forma de transporte.

» Peclet: Asociado a la difusién. Su incremento, dejando constante el
resto de los nimeros, relega esta forma de transporte.

» Poisson: Este nimero es de suma relevancia ya que gobierna la
naturaleza de la perturbacién de todo el sistema al ser el término
fuente de la ecuaciéon de Poisson. Su incremento significa que la
diferencia de carga local es més relevante para el problema.

= Reynolds: Relacion entre la velocidad y la viscosidad. Su incremen-
to, dejando el resto de los nimeros constante, resulta en un mayor
movimiento convectivo.
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Simbolo Denominacién Definicién

1 ®o

M; Migracién
ToUQ

Pe; Peclet %1
(2

m%C’Oe

Po Poisson ——
egePg

Re Reynolds ZLVUO

eCOQDO

G. Grashof eléctrico 5
PO

e i
Gy, Grashof gravitatoio @—t—ggﬂ
0

Cuadro 3.1: Definicién y denominacién de los nimeros adimensionales

s Grashof eléctrico: Fuerzas eléctricas involucradas en la conveccién.
Su incremento, dejando el resto de los nimeros constante, tiene
como resultado una mayor electroconveccién.

» Grashof gravitatorio: Analogo al nimero de Grashof eléctrico, salvo
que la fuerzas involucradas son de origen gravitatorio.

3.3. Dos modelos bidimensionales

La descripcién tridimensional es especializada en dos modelos bidi-
mensionales. El primero, denominado Modelo horizontal, es utilizado para
estudiar configuraciones donde la conveccién es predominantemente de
origen eléctrico. Mientras que el segundo, Modelo lateral, es utilizado en
el caso donde la gravitoconveccién prevalece. [25]

En la figura 3.3, se puede apreciar la disposicién que corresponde a
cada modelo. Esta aproximacion se realiza considerando la simetria del
sistema, geometria de la celda y su orientacion respecto de la fuerza de
gravedad. El modelo horizontal es invariante a la fuerza gravitatoria ya
que la gravedad es normal al plano de la celda. En el modelo lateral, las
fuerzas gravitatorias y eléctricas son coplanares.

El empleo de los dos modelos bidimensionales permiten tratar por
separado el caso donde cada una de las formas de conveccion es prevale-
ciente sin perdida de rigurosidad fisica.

A continuacién se presenta ambos modelos, especializando el subindice
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1 = C, A para cationes y aniones, respectivamente. De aqui en més, la
concentracién cationica se escribe como C, y la aniénica como A. Para la
descripcién de los modelos, se utiliza Q = (wg, wy, w,) y ¥ = (¥g, Yy, )
en coordenadas cartesianas.

Modelo lateral

Figura 3.1: Caracterizacién de las celdas que definen los modelos bidimensio-
nales. El dominio sobre el cual estd definido cada modelo es la interseccién de
la celda con el plano mostrado. [25]

3.3.1. Modelo horizontal

El presente modelo es derivado del sistema (3.11)-(3.16) haciendo
tender la coordenanda vertical, z, a cero. El sistema resultante, funcién
de z e y, viene dado por

oc 1 ouC  ovC

— 2 —
= posVIC+MoV(CVY) - (F- + 5

T ) (3.18)
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0A 1 s OuA OvA
E = P_eAV A— MAV(AV¢) — (B_x + 8—y)

V24 = Po(A-C)
Bw, Ow,  Bw, 8C A, 0¢

= 1 2
T _H)ay —Rev wZ_i_Ge(By 8y)8ac

oC 0A 0¢
el Ty
&y, &Y,
w: = (G * )
_ o,
_ o,
YT T

3.3.2. Modelo lateral

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Continuando con el procedimiento descripto, se hace tender x a cero.

De esta manera, se obtiene:

80 L
B Y Ot MO -

04 1 _,
B = e T A= MR~ |

ol i 8wC)
dy 0z

OvA i 8wA)

dy 0z

V2¢ = Po(A—-C)

0A oC

Owy 1
D gA a_y o ch 3_y

+v +w =

2 —
ot dy 0z Rev et

oC 0A 0¢ oC 0A 0¢
+Ge(§; 5;)8—31 e(a—y—a—y)g
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W= — O (3.31)

dy
Si bien no es posible desacoplar las fuerzas gravitatorias de las eléctricas,
se tendran en cuenta tnicamente las primeras al analizar los resultados
provenientes de este modelo. El término electroconvectivo resultoé ser des-

preciable en las condiciones experimentales de este problema.

El sistema final a resolver consiste en las ecuaciones (3.18)-(3.24) para
el modelo horizontal y el sistema (3.25)-(3.31) para el modelo lateral con
condiciones iniciales y de contorno que se discuten a continuacion.

3.4. Condiciones de contorno e iniciales

El modelo se completa especificando las condiciones de contorno e
iniciales. Las condiciones iniciales fijan el valor de todas las funciones
a t = 0. Las condiciones de contorno definen los valores que toman las
diferentes funciones en el borde del dominio. En la figura 3.4, se ilustran
los contornos y se define el dominio. Las ecuaciones que especifican las
condiciones son formuladas en el el domino z — y (modelo horizontal).
Sin embargo, el modelo lateral no estd definido en el mismo dominio. Sus
condiciones son andalogas a las abajo presentadas, estando definidas en

i =&

3.4.1. Condiciones de contorno
Aniones

Los aniones no participan de ninguna reaccién quimica sobre los elec-
trodos. Por lo tanto, se exige que su flujo normal al catodo y anodo sea
nulo. Entonces para el ciatodo, se pide que

0= J%(z,0) = J2(z,0) = MyAZ2 — — 22 (3.32)

donde el superindice n y z del flujo indica la componente del flujo en la
direccién normal y en x, respectivamente * . Para el 4nodo, andlogamente
se tiene que
0 1 0A
0= Ji(z,1) = JZ(z,1) = MAAa—Zj - P—eA‘Z—y (3.33)
En los bordes laterales, tanto izquierdo como derecho, se exige que la
derivada normal sea nula. Para el borde izquierdo,

4El término Cv no aparece en 3.32 ya que, por las condiciones mas adelante espe-
cificadas, la velocidad es nula en los contornos.
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1 Anodo
Borde Borde
izquierdo derecho
Spike
04
Catodo
0 X

Figura 3.2: Denominacién de los contornos y su dominio.

0A 0A

e B)
En el borde derecho,

0A 0A

on  Ox (1,y) =0 @30)

Cationes

Se exige derivada normal nula en el catodo, es decir

0= oCc oC

 dn Oy

Anélogamente a las condiciones de los aniones para los bordes laterales,
se tiene

(z,0) (3.36)

BA A
on ~ oz 0¥ =0 (3:37)
BA A
5 =5 (Ly)=0 (3.38)

En el 4nodo, se asume que la reaccion quimica preponderante es la disolu-
cién del mismo generando cationes. La cantidad de cationes que ingresan
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en la solucién, es proporcional a la corriente aplicada en la celda. Por lo
tanto el flujo de cationes en el 4nodo viene dado por

J 0¢ 1 oC
ez o 1w Bl — e _
7C JC(LE, ) Ccay ec By (3 39)

donde J es la densidad de corriente ® adimensional.

Potencial electroestatico

En el catodo, se exige la condicién de equilibrio electroquimico en la
interfaz cédtodo/solucién, que viene dada por

kT

zcedo

¢(£L’,y) e ln[zCC(x)y)]v (340)

donde k es la constante de Boltzmann y 7" la temperatura. Al igual que
los iones, en los bordes laterales se tiene que

o0 _ 08, | _
0 0o, .
" (3.4)

En el anodo,

é(z,1) = JL(t / / ded?jm (3.43)

donde L(t) = 1 — F(t) y F(t) es una funcién del tiempo que repre-
senta el avance del frente catédico. El factor L(t) toma en cuenta la
caida del potencial electostético / voltaje producido por la evolucién del
depésito. F(t) es definida como el punto més cercano al cdtodo donde la
concentracién en una cierta seccion de la celda ha alcanzado un umbral
que es funcién de la concentracién inicial. Esta formulacién caracteriza
un depésito densamente ramificado que avanza homogéneamente (ver fi-
gura 2.6b). Las caracteristicas eléctricas del sistema para este tipo de
morfologia fueron reportados en [28].

Es importante notar que el potencial no depende de la viscosidad de la
solucién. Como se discutié anteriormente, cuando se emplean agregados
de glicerina y al aumentar la viscosidad, el potencial si es funcién de la
viscosidad. La condiciéon de contorno modela las caracteristicas eléctricas
de una celda con una solucién como PEO o agar.

5La densidad de corriente viene dada por el cociente entre la corriente aplicada y
la superficie de la celda.
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Funcion de corriente y velocidad

Se asume que el depésito y las paredes de la celda son planos e im-
permeables. Por lo tanto, en todos los bordes se exige que
ov
P—=re i1 () 44
on Bt
El valor de la velocidad, segin se desprende de las ecuaciones (3.44) y
(3.23)-(3.24), es nulo.

Vorticidad

En todo borde como paredes de la celda y depésito, se asume que
éstos son fijos y no hay deslizamiento sobre los mismos. Las condicio-
nes de borde para la vorticidad, se deducen a partir de (3.44) y (3.15).
Se brindan detalles de la aproximacién numérica a esta condicién en el
préximo capitulo.

3.4.2. Condiciones iniciales

En el instante inicial, ¢ = 0, la fuente eléctrica viene de ser activada.
Entonces todavia, idealmente, no hay gradientes de concentracién por lo
que ésta es homogénea e igual a uno. El potencial electroestatico es una
funcién lineal creciente partiendo del catodo hacia el anodo. La velocidad
es nula ya que a t = 0 el fluido est4 en reposo. A partir de (3.22), se infiere
que la vorticidad es nula. Para la funcién de corriente, a partir de (3.23)
y (3.24), sus derivadas parciales son nulas. Por lo tanto, es una funcién
constante a t = 0. Finalmente, la funcién de corriente es un potencial
de velocidad, entonces se fija su valor de referencia y condicién inicial en
cero.

3.4.3. El depésito

Un spike, como el que se puede apreciar esquematicamente en la figura
3.4, es la modelizacién de una dendrita en un régimen donde el depésito
evoluciona con una morfologia de jerarquia por ramas o en un caso més
extremo donde las ramas son paralelas. Matematicamente, se trata como
un contorno con condiciones analogas al catodo.
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Capitulo 4

Modelo numérico

El sistema de ecuaciones que conforman el modelo matematico, pre-
sentado en el capitulo anterior, no posee soluciones analiticas [29]. Es
por esto que es necesaria la utilizacién de técnicas que permitan obte-
ner soluciones aproximadas. La discretizacién de las ecuaciones permite
expresar el problema antes diferencial como uno algebraico y resolverlo
computacionalmente utilizando métodos iterativos.

A continuacién, se presenta el método de discretizacion conocido co-
mo diferencias finitas junto con su motivacién y alguna de sus propie-
dades y caracteristicas. Una vez introducido el método, se procede con
la discretizacién de las ecuaciones (3.18)-(3.24) y condiciones de borde.
Finalmente, se describe el algoritmo de calculo y los criterios de conver-
gencia utilizados.

4.1. Diferencias finitas

Sea u(z) una funcién y z;, z;;; dos puntos pertenecientes a su do-
minio tal que h = z;;; — z;. La derivada primera de u en z; puede ser
aproximada como

u(Tip1) — u(x;
U (z;) ~ ( ZH)h (z:) (4.1)
La idea subyacente es aproximar la tangente por la secante (ver figu-
ra 4.1). Si h es pequetio, (4.1) pareceria intuitivamente una buena apro-
ximaciéon. Este esquema se denomina en adelanto y se desprende del
polinomio de Taylor. Si u satisface las hipétesis de Taylor, el polinomio

de Taylor de primer orden alrededor de z; para u es
(z — x;)?
2 b

u(z) = u(z;) + o' (i) (2 — =) +u"(€) T3 < € €241 (42)

(4.3)

Especializando esta ecuacién y obviando el término de error, se puede
despejar u/(z;) y llegar a (4.1). El error de esta aproximacién es propor-
cional a h [30,31] y de ahora en mas se notard como O(h).
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Un esquema centrado para la derivada primera es considerar un tercer
punto z;_1, tal que z; — x;_; = h, y definir

u/(xz) i U($i+1)2—hu(xi-1) (44)

Se puede deducir esta expresion especializando el polinomio de Taylor

T (X)A

fu(xig)

fueg

Y

4] Xi+ X

Figura 4.1: Aproximacién de la derivada primera.

de primer orden alrededor de z; en ;11 y z;—1, y luego operar sobre las
dos ecuaciones, claro estd obviando los términos del error. La precisiéon
de esta aproximacién es O(h?) [30,31].

La aproximacién de las condiciones de borde amerita una mayor pre-
cisién ya que son cruciales en la estabilidad del sistema. Es por esto que
para la aproximacién de una derivada primera en un borde, a diferencia
de (4.1) 6 (4.3), se utilizaran tres puntos. En un borde izquierdo, sean

W (zo) = a - u(zo) + 0 - u(zr) + v - u(z2), (4.5)

y el polinomio de Taylor de segundo orden alrededor de z, especializado
en r; y T, respectivamente,

w(z) = u(z;) + ' (z)(z — ;) + u"(()(x—_éf—i—ﬁ, z; < ¢ < xziyq (4.6)
h? h3
u(z1) = w(zo) + u'(w0)h + U”(l'O)E + UIII(C1)§7 o <G <1
' (4.7)
/ " 2 n 8h3
u(x2) = u(wo) + ' (w0)2h + u”(x0)2h" + u (Cz)_g]—, o < G2 < 1o
' (4.8)
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Reemplazando (4.7) y (4.8) en (4.5), obviando los términos de error, se
obtiene la siguiente ecuacion

2
' (zo) = (a+LB+7) u(zo) + (hB + 2h7) - u'(xg) + (%—ﬁ + 2h27) - u” (o),

quedando definido un sistema con tres incégnitas a, By «v y tres ecua-
ciones al exigir que el primer y tercer término se anulen y el coeficiente
del segundo sea igual a uno. Despejando, se obtiene

o) = —% (Bulo) — du(zy) + ulzz)), (4.9)

Para un borde derecho, solo varia el signo, se tiene que

w (%) = %(311,(:5”) — du(Tp-1) + U(Tn-2)), (4.10)

La precisién de estos esquemas es O(h?).

u(x)A
U(Xi+1)/

)
h " h
Xi-1 Xm1 ¥ Xm2 Xi# ;

Figura 4.2: Aproximacién de la derivada segunda.

Para calcular la derivada segunda de u, primero se aproxima la deri-
vada primera en dos puntos (ver figura 4.2),

W(Ti1) — u(x;)

u/(xml) S h
o (Tmy) = u(z:) —hu(xi_ﬂ’
donde z,,. = ?%’m Y Ty = .’l)i+2xi—1’ luego
U”(JS-) N u/(zxml) - u'(a:m2) _ w(@igr)—u(z)  w(@s)—u(zi—1)
1 — h h
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w(zip1) — 2u(z;) + u(zi—q)
h2
Esta expresién puede ser deducida utilizando el polinomio de Taylor de

segundo orden alrededor de z; y especializando en z;,.; y z;_;. Su preci-
sién es O(h?) [30,31].

U (z;) ~ (4.11)

4.2. Discretizacion

El dominio espacial es discretizado de manera uniforme utilizando el
mismo intervalo, h, en ambas direcciones (ver figura 4.3). En la direc-
cién z, el dominio discreto es {z;}, con ¢ = 0..43, resultando en i + 1
nodos. De manera similar, en la direccién y se tiene {y;} con j = 0..5;5
y jJ + 1 nodos. El dominio temporal es también uniformemente dividido
en intérvalos de longitud k. El catodo estd definido por j = 0, el 4nodo
por 7 = jj y los bordes laterales por i = 0 y ¢« = ¢i. La discretizacion es
realizada en el dominio z — y el cual corresponde al modelo horizontal.
Se puede trabjar en el dominio y — z, solo haciendo un reemplazo de
variables.

El desarrollo del tratamiento de la concentracién catiénica sera pre-

¥ ilr

ij+1

i-1,j ij i+1,j

-

Figura 4.3: Malla utilizada para la discretizacién. Se muestra el nodo %, j y sus
vecinos.

sentado, pero no serd asi para la concentracién aniénica por ser muy
similar al anterior. Para el caso de la vorticidad, no se haré el desarrollo
completo y se hard énfasis cuando se utilice un concepto diferente a los
antes presentados.

Como anteriormente se dijo, el spike representa un contorno y se
aplican las mismas condiciones que en el cdtodo. Como éstas serdn pre-
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sentadas, se obviara su especializacion para el spike.

Ahora si, se procede a la discretizacién propiamente dicha, basada
en [16,32].
Potencial electroestatico

Refrescando la ecuacién de Poisson (3.20),

¢ 0%
’p= —+ — = Po(A—
V¢ e + Oy? o(A-C),
se aplica un esquema centrado (ver (4.11)) para la aproximacién de la
derivada segunda, obteniéndose

¢(i+1,j;;¢(i,j) _ ¢(i,j>—"f’<i-1,j) ¢(i,j+1;l—¢(i,j> S ¢(i,j)—;f(i,j—1)
- + : = Po(A¢i5)—C.j))
—A4PGig) + P+1.5) T Pi-15) t Plij+1) + Plii-1)
h2

Esta ecuacion es valida para el interior del dominio, es decir para ¢ =
lii—1lyj=1.j—1

En los bordes laterales, se exige que g—f = 0. En ¢ = 0, aplicando (4.9),
se tiene

= Po(A¢j) — Cij)

1

0=—o

(3d0,5) — 495 + D)

Despejando resulta

49,5 — P2,
¢(o,j):—(1])3 = (4.12)

En ¢ = i, de manera andloga se llega a

_ APui-1,5) — Pui-2,)

Pliij) = 3 (4.13)
En el catodo, j = 0,
kT
P(i0) = =g = In[2cCi )] (4.14)
En el dnodo, j = jj,
1
Pigi) = JJoRoL(t) T (4.15)
Zi Zi;o Z;Jzo #
Ry es tal que satisface
1
¢im'cial = ¢(7'a.7.7)(t = 0) = JminjoRoL(t) = e
Zi Zi=0 }io —1\‘4(:‘“31
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donde J,,;,, es el valor de la menor densidad de corriente utilizada en las
simulaciones. La condicién de contorno para el potencial electroestati-
co en el d4nodo dado por la ecuacién (3.43) resulta en valores que no
permiten una correcta evolucién del modelo numérico. Es por esta razéon
que el factor Ry es incorporado, permitiendo especificar el valor inicial
del potencial. La eleccién del valor para ¢iiciq fue realizada de manera
empirica y es presentado en el proximo capitulo.

Estas ecuaciones especializadas en todo el dominio, tanto su interior
como su contorno, definen un sistema algebraico que es resuelto iterativa-
mente utilizando una técnica de relajacién deterministica llamada SOR
(Successive Over Relaxation) [33].

Si se denota n como el indice temporal y j como el nivel de iteracién
interna ! , el método de Gauss-Seidel deviene en

1 j+1 j j+1 W?Po . ini1 +1
8y = 2t 1) TPy gy Pl-) — (A —Chy) (416)

Las ecuaciones de borde pueden ser escritas de la misma menera, por
ejemplo (4.12) deviene en

j+1
N 46, 5 — ¥
Pl =——g———

El método SOR aplicado a (4.16) resulta en

j+1 g4l J

By = Wiy T (1~ W),

donde 0 < w < 2 es el pardmetro de relajacién. Expresiones similares
son utilizadas en las demés ecuaciones ya presentadas y las que en breve

seran presentadas.

Para cada funcién a ser aproximada, hay un expresién iterativa de
la forma de la ecuacién (4.16) o de la forma que se obtiene al despe-
jar (4.28), ecuacién que serd presentada mds adelante. Estas expresiones
iterativas son ejecutadas hasta que se satisface un criterio de convergen-
cia que es funcién del nivel de iteracién interna actual y anterior. Una
vez satisfecho este criterio, debe satisfacerse otro criterio pero esta vez
que es funcion del nivel temporal actual y anterior. De ser satisfecho, se
procede a la iteracion interna considerando la solucién obtenida como la
correspondiente al nivel temporal anterior.

Mas detalles sobre los criterios de convergencia serdn presentados en la
secciéon 4.3.

INotar que j como subindice denota el nivel espacial y como supraindice el nivel
iterativo.
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Concentracion de cationes

Por comodidad, se muestra de nuevo (3.18):

oC 1 5 ouC  ovC
5t = Pe CV C+ McV(CV¢) — (—— Ep + By —)
Desarrollando,
oC 1 PC ¢ 0¢ 0¢ ouC  ovC
— = + M,
5 = Poslom T o) T C(a (Cax)+a (C3,) ~ (G T3,
(4.17)
Primero, se discretiza -2 = a—¢) de la siguiente manera:
¢(z+11) (i) PGid) ¢(z 1,4)
0,06,  Clu+ii )
(C Bx) - (4.18)
donde,
Cliv1,5) + Ciij
Clistg = (+IJ)2 = (4.19)
Cli) + Cli-1)
Getp=—"7" (4.20)
Reemplazando 4.19 y 4.20 en 4.18 y reordenando, resulta
o
Bz(car) (4.21)
Cit1,) (Prr) = $a.9)) + Clii) (Bi-1) — 286ii) + Pi+1,9)) + Climr) (Pig) — Pi-1))
2h?
(4.22)
De manera anéloga,
0¢
4.2
5 (C3h) = (423)
Cij+) (PG540 — Baid) + Clai) (Pi-1) = 280.9) + Phii+n) + Clii—1) (S, — biii-1)
2h?
(4.24)

La discretizacién de o2 Cz -+ 2 es similar al caso del potencial electro-
Oz a p
estatico, resultando en

?C  9°C _ —4Cuj + Cavry) + Cli-15) + Clig+n + Ci-n

5 T = (4.25)

El término convectivo es discretizado utilizando un esquema centrado,

entonces 5 (C ) (C )
U)@i+1,5) — \LU)(-1,5)
ox 5 T 2h ’
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¥s
0 Cv i — (Cv 3 A
oy 2h
Recordando que la velocidad es calculada a partir de la funcién de co-
rriente, u = 37/"’ yoU= 8’/’2 , se tiene

_ Yag+1) — Yag-1)

(4.26)

S Yr1g) — Ve-14)
’ 2h
Ahora, se analiza la discretizacion del operador diferencial temporal. Si
se llama P a todos los términos del lado derecho de las ecuaciones (4.22)-
(4.27) que corresponden al nivel de iteracién k, y @ a los que corresponden
al nivel k + 1, entonces

(4.27)

n+lj+1l
%_tq C'(z,]) - ?i:j) ~ Pn—f-l,k +Qn+1,k+1 (4.28)

: i s . : . 1,j+1
A partir de esta expresiéon se deriva el esquema iterativo para C(T;) il

La expresion resultante es véalida para los puntos interiores del dominio.
El criterio de convergencia es discutido en la préxima seccion.

En los bordes laterales se exige que = 0, entonces
4C 1 5 — Ca4
Clog) = “’”3 i (4.29)
4Cii-1,5) — Clii-2,
Clisg) = o) 3 Go2) (4.30)
En el ciatodo, j = 0, debe valer g—‘ﬁ = {,
4Cu1y — Ci
Clay = —B 2 (431)
En el anodo, se exige que
J 0p 1 oC
— = J= 1 M, .
s Jelh, 1) = Ccay Pec By (4.32)

Las derivadas son aproximadas utilizando (4.10) al tratarse de un borde
derecho. La discretizacién resulta en la siguiente expresion

—2hJJg + 4C = 5.
C(ZZ,]) . zce Pec( (ii—1,j5-1) (i4-2,5))

Pec ol MC’(Qb(z,]]) 4¢('L,JJ-1) * ¢(m]“2)

(4.33)
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Concentracion de aniones
Tanto en el cdtodo como en el d4nodo se exige que J4 = 0. Entonces,

441 — Au
3 — MaPes(3d0) — 4bi1) + Hi2))

Aio) = (4.34)

4A;i-1) — A(i,jj—2)
3 — MaPea(3d 5 — 4b3.ji-1) + Di.ji-2)

En los bordes laterales se exige derivada normal nula, lo que resulta en

A gg) = (4.35)

44619 — Agi-ap

Aguig) = s (4.36)
y
445 — A,
Ay = —=2—220 (4.37)
Funcién de corriente
Escribiendo (3.22),
0%, %Y,
== ae? oy? )

y procediendo de manera usual, queda definido
2

. h . .
” +1
Vaep) = 79 T (%(m TVl + Vel Usligen) (438)

El valor de esta funcién es cero en todo el contorno.

Vorticidad

La expresién para el calculo de la vorticidad es hallada a partir de
(3.22);

8wz+u8wz+v(9wz :—Vsz—FG oC 0A 0¢ Ge oC 0A, 0¢

ot or 0y  Re (8y _@)%_ 8_:5_%)8?;

Todas las derivadas espaciales son discretizadas utilizando un esquema
centrado. Para el modelo lateral, se agregan los términos ch 20 Y ch oy
que son tratados de la misma manera. El operador diferencial temporal
es tratado de la misma manera que ha sido hecho para el caso de la
concentracién de cationes.

El segundo y tercer término del lado izquierdo de la igualdad son
discretizados de la siguiente manera:

Oow, Wa(i41,j) — Wz(i—1,5) 1
e = U(s,j) oh = %(u(i-l-l,j)wz(wl,j) - u(i—l,j)wz(i——l,j))

u
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Este esquema se denomina descentrado y su utilizaciéon permite una con-
vergencia més réapida del sistema [26].

La condicién de contorno involucra la aproximaciéon de una derivada
de segundo orden y es deducida a partir de w, = _(a;;p; + a;j;z) (ecua-
cién (3.22)) y las condiciones de contorno de la funcién de corriente,
W, =0y 88% = 0 (ecuacién (3.44)). Aquf se ilustra la deduccién en el
anodo. Como 7, = 0, entonces

9%,
3

W, = _( dy?

Luego, utilizando un punto imaginario, (i, jj + 1), se tiene que

Ve — 25  Yeii-n
wz(z’].j) - _( h]2 )7
y como ¥, = 0,
Va(igi+y + Yeqii-1)
Wiz = = 12 )
Pero como % = 0, entonces ¥,; jj+1) = Yz(,jj—1)» legdndose a
_sz 1,77—1
W (i,jj) = ——’—“h(;” : (4.39)

Anélogamente, en el catodo y bordes laterales, se llega respectivamente
a

—2%@,1)
wz(w) — T, (440)
—2¥205)
wz(()’j) = T, (441)
2%z (ii-1)
wz(iiyj) = ————]{‘2—_ (442)

4.3. Criterios de convergencia

Para cada paso de iteracién interna, el sistema converge si el residuo
satisface la siguiente condicién:

Rt = mtx 59 — w27 <10, w00, A (449
) ’ :

Si no se puede satisfacer luego de 20.000 iteraciones, se interrumpe la
rutina de céalculo. Luego de cada iteracién interna, se debe satisfacer otra
condicién:

7-\)'tr—:mpora,l = méX Iwn+1 - wa,j)l < 575 X 10_2: w = ¢a Ca A’ 1[)7("-)
2y

(4,9)
(4.44)
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Si luego de 500 iteraciones no se satisface el criterio, se interrumpe. Cada
vez que esta condicién se cumple, se considera que ha transcurrido un
lapso de tiempo k. Luego se recalcula el potencial electroestatico utili-
zando la ecuacién (4.15) y se procede a una nueva iteracién interna. Este
ultimo criterio ha sido establecido de manera de suavizar los pronuncia-
dos gradientes que las condiciones de contorno variables con el tiempo
generan.

El valor minimo de los residuos como la cantidad maxima de iteraciones
han sido determinados empiricamente.
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Capitulo 5

Resultados y discusion

En este capitulo se presentan y discuten los resultados de la aplica-
cién del modelo, andlisis y procesamiento de la salida en condiciones de
viscosidad variante para dos escenarios bien definidos en ECD que ante-
riormente han sido descriptos. En los casos en que se disponen, resultados
experimentales son exhibidos a modo de corroboracion.

La préxima seccién presenta la configuraciéon utilizada en las simula-
ciones numéricas. En secciones posteriores, los perfiles de concentracién y
potencial electroestético son analizados a modo de validar estas variables
en condiciones galvanoestaticas. Luego, son presentados los resultados
de la simulacién numérica para el anélisis de la conveccién gravitatoria,
los frentes gravitoconvectivos, la electroconveccion en las cercanias del
catodo, los perfiles de velocidad y el impacto de la viscosidad en estos
fenémenos.

5.1. Configuracién

Los resultados de las simulaciones a ser presentados en el presente
capitulo son llevadas a cabo en diferentes condiciones. Ademés de los dos
modelos bidimensionales ya mencionados, las principales variables son la
viscosidad y la densidad de corriente. Seis medios de diferente viscosidad
para una soluciéon de ZnSQO, son simulados, partiendo de la viscosidad de
una solucién acuosa diluida, vy, hasta 234,60 veces la misma. La densidad
de corriente toma dos valores diferentes.

Estos escenarios estan experimentalmente caracterizados por los parame-
tros fisico-quimicos (ver cuadro 5.1) que definen los nimeros adimensio-
nales y que a su vez gobiernan el modelo numérico. Para las diferentes
condiciones de viscosidad por medio de agregados de PEO o glicerol, el
cuadro 5.2 exhibe el valor de estos parametros. En funcién de ellos, los
numeros adimensionales toman los valores que el cuadro 5.3 retne.

En la mayoria de los casos, se simulard un medio cuya resistividad
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Simbolo Descripcién Unidad Valor
(01 Potencial de referencia 174 -
o Longitud de referencia cm 1
Uug Velocidad de referencia cm/s 2,49 x 1073
Co Concentracion de referencia mol /em3 T e
v Viscosidad cinematica del fluido cm? /s 1 -
7 Viscosidad del agua pura g/em~1s71 0,01
P) Densidad del fluido g/em? -
€ Constante dieléctrica relativa del agua - 78
€0 Constante de permisividad del vacio C/N -m? 8,85x ~12
e Carga de un electrén ¢ 1,60x 19
K Constante de Boltzmann N-m/K 1,38x %
lg| Aceleracién gravitatoria cm/s? 980,66
T Temperatura de referencia K 298
Za Nro. de cargas de anién - 2
zc Nro. de cargas de cation - 2
i Movilidad iénica m2/V - s -
D; Difusién cm?/s -

Cuadro 5.1: Pardmetros experimentales: valor y unidad en sistema cgs segin
corresponda.

es independiente de la modificacién de la viscosidad salvo que se indique
lo contrario. Segiin ésta sea independiente o no, (andlogo a agregados
de PEO o glicerol respectivamente para experimentos fisicoquimicos), se
utilizan Po y G, correspondientes a cada situacién.

P. / v/ 1 2,50 6,05 22,94 62,00 234,60
P) 1 1,0740 1,972 1,1821 1,2093 1,2358
5. | PEO 0,030 0,030 0,030 0,030 0,030 0,030
TP 0,030 0,075 0,18 0,69 1,860 7,05
A BOx10F [ 33107 | G0x10~" | 24%10°° | 1.3%x10~° | 2,3x10°°
Lo 55x10~% [ 2,2x107% [ 1,4x107% | 3,6x1075 | 9,0x10~% | 3,5x10°°
Dy 1,0x107° | 4,2x107% [ 1,8x10~° [ 4,6x10~7 | 1,7x10~7 | 4,5x10~¢
D¢ 710" [ 28x107° [ 1Ll | 31107 ° | 1,1x107" | 38x10~

Cuadro 5.2: Pardmetros experimentales en funcién de la viscosidad

El rango de valores de los nimeros adimensionales refleja la dispa-
ridad de escalas de los procesos involucrados en ECD resultando en un
problema numérico stiff o rigido ! [16,19,20,32]. En particular, el valor
de Poy G, utilizado en las simulaciones (ver cuadro 5.4) difiere del valor

1Se dice que un problema o ecuacién es stiff si para ciertos métodos numéricos es
numéricamente inestable, salvo que que el tamaifio del paso temporal sea extremada-
mente pequefio. Si bien no hay una definicién formal de stiff, la idea principal es que
una ecuacién incluye un término o factor que hace variar rapidamente la solucién.
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experimental, pero guardando la misma relacién en funcién de la visco-
sidad. Estos valores corresponden a la simulaciéon de un escenario donde
la solucién es mas diluida.

Los valores presentados en los cuadros 5.3 y 5.4 corresponden a una
densidad de corriente J = 16 mA/cm?. Si se utiliza una densidad tres
veces mayor, J = 48 mA/cm? M; y G, se triplican mientras que Po
decae a un tercio.

Los parametros para cada una de las dos variantes del modelo son
mostrados en el cuadro 5.4. El paso espacial, h, queda definido en ambos
casos por las dimensiones de la celda. El modelo lateral utiliza una escala
temporal, k, un orden mas grande que la del modelo horizontal. Esto se
debe a que el primero simula fenémenos como la evolucién de los frentes
gravitoconvectivos, proceso que abarca la evolucién de todas las variables
del sistema durante un periodo extendido, mientras que la electroconvec-
cion es un fenémeno de otra magnitud y ademas suele ser estudiada en
una ventana temporal més pequeiia [15,25]. El valor de ¢jn;ciq empleado
en uno y otro modelo obedece a consideraciones similares. El modelo la-
teral graba en disco 5 cuadros mientras que el modelo horizontal graba
100 por unidad de tiempo. Siempre se utilizaran estos valores, salvo que
se indique lo contrario.

P. /v/w 1 2,50 6,05 22,94 62,00 234,60
My 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20 0,20
Mc 0,13 0,13 0,13 0,13 0,13 0,13
Pey LT 29,2 70,1 268 724,0 2740
Pec 17,6 44,0 106,5 403,9 1.091,0 4130

Po PEO | 1,2510™ | 1,210 | 1.2x10™ [ 1,210 | 1,2x10™ | 1,2%10'°

Glh. | 12x10°° | 48x10° | 20x10° | 52x10® | 1,9x10° | 5,1x10"
Re 1,2x1072 | 5,3x107% | 2,3x10°3 | 6,4x10~% [ 1,9x10~% | 6,6x10~5

G PEO | 4,7x10™" | 4,4x10™ | 4,2x10™1 | 4,0x10! | 3,7x10™* | 3,8x101
© I Gl | 4rxi0T | 1,.ix10™ | 2h5x16™ | 9.1x10™ | 23x10°° | 9.0x10%
Gy, 7,1x10% | 7,1x10% | 7,1x10%* | 7,1x10* | 7,1x10? | 7,1x10%
[ 4,7x10% | 4,7x10% | 4,7x10* | 4,7x10* | 4,7x10* | 4,7x10%

Cuadro 5.3: Numeros adimensionales.

Modelo i J] h & ¢im‘cial Jmin Po Ge G!]i
lateral 20 | 400 [ 0,05 | 0,01 0,75 16 | 300 = 1,00x 107

horizontal | 400 | 200 | 0,005 | 0,001 | 0,10 16 | 300 | 1,00x10% -

Cuadro 5.4: Pardmetros del modelo numérico.
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5.2. Evolucién de la concentracion y el po-
tencial electroestatico

El objetivo de esta seccién es mostrar el comportamiento del modelo
en sus dos variantes en lo que concierne a la evolucién de la concentracion
i6nica y potencial electroestético.

Estos tres campos son graficados en todo el dominio de la celda pa-
ra un mismo tiempo en la figura 5.1 para cada variante del modelo. Es
apreciable el desarrollo de gradientes de concentracién en las cercanias
de los electrodos. Los campos en la figura 5.1a muestran una simetria en
la direccién z dado que no hay ninguna fuerza que intervenga en dicha
direcciéon. En cambio, la figura 5.1b, que corresponde al modelo lateral,
no presenta esta simetria (en la direccién z) para la concentracién i6nica.
Esta diferencia se debe al efecto producido por la gravedad. La parte baja
de la solucidn (z = 0), en las cercanfas del dnodo, es més densa que la
parte superior (z = 20). En el cédtodo ocurre lo contrario, tal como fue
ilustrado en la figura 2.3. En la préxima seccién, la conveccién produci-
da por estas diferencias de densidad podra ser apreciada analizando la
funcién de corriente.

La figura 5.2 muestra el perfil de los campos en un corte en la direc-
cién y que atraviesa el medio de la celda (por x o z). Se puede apreciar la
evolucién de los perfiles de concentracion y potencial electroestatico pa-
ra tres instantes de tiempo. Inicialmente, la concentracién es homogénea.
Miés tarde, se generan gradientes de concentracion en las cercanias de los
electrodos. En el cdtodo la concentracién es menor y en el 4nodo ma-
yor que en el seno de la solucién donde ésta es homogénea. Al mismo
tiempo, el potencial electroestatico exhibe una curvatura muy pronun-
ciada. Finalmente, los perfiles de concentracién ya no poseen una regién
homogénea, encontrandose el sistema cerca del estado estacionario (figu-
ra 5.1a). La dltima serie temporal de la figura 5.2b revela que los aniones
se han retirado del cidtodo y que el sistema todavia no estd cerca del
estado estacionario. Es importante recalcar que la evolucién del siste-
ma es similar a la observada en modelos potencioestaticos presentados
en [9,16,32] y coincide con predicciones tedricas.
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(b) Modelo lateral, J = 48 mA/cm?, v = 6,051, t = 100.

Figura 5.1: Concentracién de cationes, aniones y potencial electroestético.
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(b) Modelo lateral, J = 48 mA /cm?, v = 6,05v.

Figura 5.2: Evolucién de los perfiles de concentracion catiénica, aniénica y po-
tencial electroestatico en una seccién por el medio de la celda en tres instantes
de tiempo.
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La evolucién del potencial electroestatico en el dnodo es exhibida en
la figura 5.3. Se toma su valor normalizado en la posicién media del
anodo ya que el modelo horizontal? y en gran medida el modelo lateral
presentan una simetria en la direccién de los electrodos para este campo.
El potencial decae conforme pasa el tiempo en gran medida por el avance
del frente de concentracién, modelando asi el avance del depédsito en una
morfologia densamente ramificada en condiciones galvanoestaticas. En
el periodo final, la funcién es quasi constante, sugiriendo proximidad al
estado estacionario (figura 5.3a). En constraste, la evolucién en el modelo
lateral sugiere que seguiria descendiendo en tiempos posteriores.

1 T T T T T T T T T T

085t -

09 H B

085 H H

08 4

I 1 I L I I L ] 1 I
0 005 041 015 02 025 03 035 04 045 05
t

(a) Modelo horizontal, J = 16 mA/cm? y v = 1.

1 T T T T T T T T T

075 1 I 1 1 1 1 I 1 1
1] 20 40 60 80 100 120 140 180 180 200

t
(b) Modelo lateral, J = 48 mA/cm? y v = 6, 05v4.

Figura 5.3: Evolucién del potencial electroestético en el dnodo.

2Dado que se quiere estudiar estas variables en un periodo extendido de estudo,
y de acuerdo a lo que se discutié en la seccién anterior, por tnica vez el modelo
horizontal utiliza k = 0,01, dnormar = 0,75.
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5.3. Conveccién gravitatoria

El movimiento convectivo, generado por los gradientes de concentra-
cién y la accién de la gravedad, es estudiado empleando el modelo lateral.

La evolucién y avance de los rollos gravitoconvectivos se puede apre-
ciar en las figuras 5.4 y 5.5 para las diferentes condiciones de viscosidad
para un mismo tiempo. Cada figura corresponde a una densidad de co-
rriente de 16 y 48 mA /cm? respectivamente. Las figuras muestran curvas
de nivel de la funcién de corriente con valor diferente a cero (notar que
esta era su condicién inicial). Ambas figuras revelan una gran similitud
con las observaciones experimentales de la figura 2.4.

El avance de los rollos se torna maéas lento cuando la viscosidad es
mayor y la corriente estd fija. Comparando las figuras, puede observar-
se que al incrementar la densidad de corriente y mantener la viscosidad
fija, el tamafio del rollo es mayor, resultado de un campo eléctrico més
fuerte. Desde el punto de vista del modelo, esto se debe al hecho que los
numeros de migracion son méas grandes cuando la corriente es mayor, re-
sultando en un fortalecimiento de este modo de transporte y la evolucién
mas rapida del frente de concentracién que es lo que en parte genera la
gravitoconveccion.

Cuando la condicién de corriente es 48 mA /cm? (figura 5.5) y la visco-
sidad es mayor o igual a 6, 05, se puede observar que no hay movimiento
convectivo en las inmediaciones del catodo y el rollo estd desplazado. En
esta regién, la concentracién anidnica es nula y la catiénica es ligeramen-
te mayor a cero y semi constante (ver mismo instante de tiempo en la
figura 5.2b). Entonces los gradientes de esta regién son préacticamente
nulos, haciendo que los términos gravitoconvectivos de la ecuacién 3.28
también lo sean y asi explicando la ausencia de movimiento convectivo.
El mismo argumento puede también ser aplicado cuando la viscosidad es
ain mayor. La figura 5.6a muestra el perfil de la concentraciion iénica
para el mismo instante de tiempo cuando la densidad de corriente es 16
mA /cm? y la misma viscosidad. Se pueden apreciar gradientes cerca del
catodo, explicando por qué el rollo no se encuentra desplazado en dichas
condiciones.

Anteriormente se habia mencionado que una mayor viscosidad traia
aparejado gradientes mas pronunciados. Esta propiedad puede ser apre-
ciada al comparar las figuras 5.2b y la figura 5.6b.

La evolucién de los frentes de concentraciéon es mostrada en las figu-
ras 5.8 y 5.9, una para cada densidad de corriente y cada una de ellas
para las diferentes condiciones de viscosidad. Las imégenes son obtenidas
graficando curvas de nivel de la concentracién aniénica cuyos valores di-
fieren del seno de la solucién. Ambas figuras guardan gran similitud con
la figura 5.7 obtenida experimentalmente y reproducida de [7]. A medida
que aumenta la viscosidad, estas isolineas se vuelven mas curvadas reve-
lando gradientes mas pronunciados. Si se toma una misma condicién de
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viscosidad y densidad de corriente en la figura 5.4 0 5.5 y en la figura 5.8
0 5.9, se puede apreciar que la posicién més lejana de una zona densa del
rollo gravitoconvectivo en la figura 5.4 desde alguno de los electrodos es
similar a la posicién en la figura 5.8 donde se observa la curva de nivel
méas lejana. Esta curva es el lugar mas cercano al seno de la solucion
donde hay diferencias de concentraciéon. Todo esto muestra una vez mas
la superposicién de los gradientes de concentracién y el movimiento con-
vectivo.
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Figura 5.4: Rollos gravitoconvectivos para diferentes viscosidades. Modelo la-
teral, t = 100, J = 16 mA /cm?.

ol



50 100 150

300 350 400

50 100 150

200 250 300 350 400
250w o
T T T
- i 1 1 1
50 100 150 200 250 300 350 400
6,05 v o
T ] L
% ] 1 1
50 100 150 200 250 300 350 400
22,94 Va
40 1 1 1 T
20+
] ] ] I g :
300 400 500 600 700 800
62,00 v &

Figura 5.5: Rollos gravitoconvectivos para diferentes viscosidades. Modelo la-

teral, t = 100, J = 48 mA /cm?.
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Figura 5.6: Perfiles de concentracién catidnica y anidnica en una seccién por
el medio de la celda. Modelo lateral, t = 100.

<7

Figura 5.7: Medicién interferométrica mostrando lineas de densidad constante
cerca del danodo en tres momentos. L = 18mm, w = 1lmm, d = 0,25mm,
[ZnSO4] = 0,2M y J = 48 mA /cm?. [7]
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Figura 5.8: Curvas de nivel de concentracién aniénica para diferentes viscosi-
dades. Modelo lateral, t = 100, J = 16 mA /cm?.
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Figura 5.9: Curvas de nivel de concentracién aniénica para diferentes viscosi-
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5.4. Evoluciéon de los frentes gravitocon-
vectivos
Los resultados numéricos aqui presentados y observaciones experi-

mentales que sirven a modo de validacion provienen parcialmente de [21].
Para realizar un seguimiento del frente gravitoconvectivo lo més rea-

Figura 5.10: Evolucién espacio temporal de los frentes gravitoconvectivos. Mo-
delo lateral, J = 48 mA/cm?, v = 1y

lista posible, se emula la técnica experimental de Schlieren. La figura 5.10
es generada de la siguiente manera: para cada paso de tiempo se calcula
el promedio de la concentraciéon en la direccién z para cada posicién de y,
obteniéndose un arreglo unidimensional. Luego, se calcula el gradiente en
la direccién y. Finalmente, a partir de estos arreglos unidimensionales, se
construye una matriz donde cada par de filas consecutivas corresponden
a pasos de tiempos consecutivos. Esta matriz es graficada en una escala
de grises mostrando la evolucién espacio-temporal.

La figura 5.11 se construye tomando un arreglo unidimensional como

Figura 5.11: Emulacién numérica de los frentes gravitoconvectivos en una celda
vista desde arriba.

los que conforman la figura 5.10 y replicdndolo en la direccién z. Es-
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ta imagen guarda similitud con la visualizacién experimental de frentes
presentada en la figura 2.5. Es importante notar que los frentes gravito-
convectivos avanzan homogéneamente, en especial el anédico que no es
perturbado por el depésito. Es por esta razén que es vélido reducir el
analisis numérico a una dimensién. Es valido, también, considerar solo el
frente de concentracién ya que en la seccién anterior se mostro la super-
posicién entre éste y el frente gravitoconvectivo.

Para cada par de condiciones de viscosidad y corriente, se genera una

T T T T T T T T T T 1
20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
t

(a) J = 16 mA/cm?

048
0,40

0,35

. o o
& 8
N T

Frente anédico (%)
o
8
1

0,15

(b) J = 48 mA /cm?

Figura 5.12: Evolucién del frente gravitoconvectivo anddico para diferentes
viscosidades. Modelo lateral.

matriz como la graficada en la figura 5.10. La evolucion del frente anddico
gravitoconvectivo es el conjunto de pares tiempo y posicién obtenidos a
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partir de una curva de nivel. Con el objetivo de medir comparativamente
en diferentes condiciones de viscosidad y densidad de corriente, se utiliza
la misma curva de nivel (su valor es 0,0012). Dicha curva de nivel es elegi-
da arbitrariamente, pero se observa el mismo comportamiento cualquiera
ésta sea.

La figuras 5.12a y 5.12b muestran la evoluciéon del frente gravitocon-
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(a) J = 16 mA /cm?
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2 r, 6,05v,
[
i N 22,94y,
S e e 62,00,
0,01

(b) J = 48 mA/cm?

Figura 5.13: Evolucién del frente gravitoconvectivo anédico en escala lo-
garitmica para diferentes viscosidades. Modelo lateral.

vectivo anddico para dos densidades de corriente. Aqui también se puede
observar que para una misma densidad de corriente, cuando la viscosidad
aumenta, el frente evoluciona mas lentamente. Para la misma condicién
de viscosidad, cuando la densidad de corriente es mayor, el frente avanza
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més velozmente. En todas las condiciones los frentes arrojan la misma
forma funcional.

Con el objetivo de analizar la dependencia temporal del avance del
frente, las figuras 5.13a y 5.13b muestran su evolucién del en escala lo-
garitmica. Salvo en los primeros instantes, el frente evoluciona proporcio-
nalmente a t%® mientras que para tiempos posteriores su evolucién tiende
a1,

Las figuras 5.14a y 5.14b muestran el avance del frente gravitocon-
vectivo anddico para soluciones de glicerol y PEO observado experimen-
talmente. Las figuras 5.15a y 5.15b muestran en escala logaritmica la
evolucién del frente solo para soluciones de PEO. De nuevo aqui, salvo
por los primeros segundos, la dependencia temporal es inicialmente %8
y finalmente t*®. Sin embargo, en la figura 5.15b la dependencia final es
t%%5  se conjetura que esto se debe al hecho que la longitud de celda no
permitié un completo seguimiento del frente.

Debido a limitaciones experimentales actuales en el LSC, se estudia-
ron soluciones con una viscosidad maxima igual a 22,95vy. Aqui se si-
mulé medios con una viscosidad hasta 234, 60v. Los resultados obtenidos
para estas condiciones arrojaran la misma forma funcional encontrada en
condiciones de viscosidad més bajas. De acuerdo a consideraciones tedri-
cas, se espera que experimentalmente, en esas condiciones, se alcanzaria
el mismo comportamiento funcional del frente.
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Figura 5.14: Evolucién del frente gravitoconvectivo anédico para soluciones de
PEO y glicerol. Observaciones experimentales.
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5.5. El movimiento electroconvectivo en las
cercanias del catodo

Para estudiar la electroconveccion, y el efecto de la variacién de la
viscosidad sobre ella, se emplea el modelo horizontal.
Segtn lo explicado en el capitulo 2, extremando las condiciones ex-

200

Figura 5.16: Configuracién de malla utilizada para el estudio de la electrocon-
veccién.

perimentales que llevan al desarrollo de una morfologia por jerarquia de
ramas, se puede obtener un depdsito con ramas paralelas. También, es
usual colocar spikes en el dispositivo experimental que no son el produc-
to de la electroeposicién, sino que son parte de la configuracién. Con el
objetivo de simular estas condiciones es que se utiliza una malla como la
mostrada en la figura 5.16. Los tres spikes, de cuarenta nodos de largo
y uno de ancho, estan distribuidos uniformemente en la direccion z. De
aqui en mas, siempre que se utilice el modelo horizontal se estara utili-
zando esta configuracién.

En la figura 5.17, se puede apreciar la concentracién catiénica en esta

Figura 5.17: Concentracién de cationes en la configuracion con spikes. Modelo
horizontal, J = 16 mA /cm?, v = vy, t = 0,04.

configuracién y los fuertes gradientes que se producen alrededor de los
spikes.

62



x 10

1.5 15

y 0 150 5

(a) =19 (b) v = 2,500,

Figura 5.18: Funcién de corriente en una regién ampliada de la celda. Modelo
horizontal, J = 16 mA /cm?, t = 0,04.

Con el fin de analizar el impacto de la viscosidad en el movimiento
convectivo, se analiza la funciéon de corriente en una regién ampliada de
la celda donde se encuentra un spike. La figura 5.18 muestra la funcion
de corriente para dos viscosidades, 14 y 6,051, en un mismo instante de
tiempo. La funcién tiene un maximo y minimo a cada lado del spike. La
diferencia de signo indica que hay un movimiento rotacional en direccio-
nes opuestas. Se puede observar que cuando la viscosidad es mayor, los
maximos absolutos son menores.

En la figura 5.19, se muestra el movimiento convectivo observado ex-
perimentalmente en las cercanias de un spike en una soluciéon de PEO.
Al aumentar la viscosidad, se observa una amortiguacién del flujo circu-

lante.
La figura 5.20 reune seis subfiguras, una para cada condicién de

it .

(a) v = 6,051, (b) v = 22,941y

Figura 5.19: Flujo convectivo en las cercanfas de un spike. Solucién de PEO,
L = 10mm, w = 25mm, d = 0,25mm, J = 16 mA/cm? y [ZnSO4] = 0,1M.

viscosidad, correspondientes a un mismo instante de tiempo. Cada sub-
figura, que exhibe las curvas de nivel de la funcién de corriente y campo
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eléctrico® y la posicién del spike, muestra un par de vértices contraro-
tantes uno a cada lado del spike y la interacciéon de éste con el campo
eléctrico. La figura estd organizada en tres pares de figuras, un par por
fila. Cada par grafica un conjunto diferente de curvas de nivel para la
funcién de corriente. La razén de diferentes curvas es el hecho que esta
funcién, en el rango de viscosidad que va de vy a 234 vy, varia significati-
vamente haciendo dificil encontrar una escala donde mostrar magnitudes
tan dispares.

El tamano del vértice al pasar de la subfigura 5.20c a 5.20d se redu-
ce, justamente cuando la viscosidad es mayor. Lo mismo sucede en los
otros dos pares de subfiguras. Podria surgir la pregunta si el movimien-
to convectivo (o la funcién de corriente) se ve amortiguado al pasar de
una viscosidad de 2,51 a 6,051, y si también ocurre lo mismo al pasar
de 22,041y a 62,00v,. La respuesta es afirmativa y puede ser probado
graficando las mimas curvas de nivel para cada uno de estos dos pares
de viscosidad o graficando tridimensionalmente la funcién de corriente, o
bien como se ha realizado en la préxima seccién donde se puede apreciar
el cuadro entero al analizar el campo de velocidades en una seccién que
atraviesa el vértice para todo el rango de viscosidad.

3El campo eélctrico es proporcional al gradiente del potencial electroestatico.
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y 6,70 x 10~2, 6,80 x 10~°
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y 6,81 x 107° para (e) y (f). Tambfen se superponen curvas de nivel del campo

eléctrico. Modelo horizontal, J = 16 mA/cm?, t

0,04.
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5.6. Velocimetria

En esta seccién, se analiza el perfil de velocidades generado por la
convencion gravitatoria y eléctrica. En la primera parte se presentan los
resultados del modelo lateral, mientras que en la segunda parte los del
modelo horizontal.

5.6.1. Modelo lateral

La relevancia del flujo gravitoconvectivo puede ser apreciado estu-
diando el campo de velocidades en las cercanfas de un electrodo [25]. La
figura 5.21 corresponde al perfil de velocidades para la componente v,
perpendicular al campo gravitatorio. Se grafica un corte vertical de di-
cha componente a una distancia del catodo donde se encontré el maximo
absoluto del flujo hidrodindmico?* para un mismo tiempo. Se puede apre-
ciar la atenuacién de la velocidad a medida que aumenta la viscosidad.
La posicién donde se halla el maximo absoluto del flujo hidrodindmico
puede variar levemente en funcién de la viscosidad, siendo en todos los
casos y = 3, excepto en uno donde y = 4.

La figura 5.22, es andloga a la figura 5.21, mostrando el perfil de ve-
locidades para la componente w (paralela a los electrodos) en el punto
donde se encontré el maximo absoluto del flujo hidrodindmico para un
mismo tiempo. También aqui, el punto donde se encuentra el méximo
absoluto del flujo hidrodindmico puede variar en funcién de la viscosi-
dad, pero una vez maés esta variacién es muy pequena, siendo z = 17 o
z=18. -

Las predicciones tedricas indican que la velocidad méxima es propor-
cional a la inversa de la viscosidad. Para corroborar si la velocidad sigue
este comportamiento, se graficé la velocidad maxima proveniente de las
figuras 5.21 y 5.22 en funcién de 1/v. La figura 5.23 muestra dos gréficos,
uno para cada componente de velocidad, y el resultado de aplicar una
regresion lineal. Se puede observar un satisfactorio ajuste lineal.

4El flujo hidrodindmico es una medida de la cantidad de fluido que transpone una
regién por unidad de area y tiempo. Se define como la derivada normal en la direccién
perpendicular al drea sobre la que se desea calcular la cantidad de fluido que pasa.

66



01 005 by 0.05 04

Figura 5.21: Componente v de la velocidad en un corte paralelo al catodo y
cercano a éste. Modelo lateral, J = 48 mA/cm?, t = 1,60.
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Figura 5.22: Componente w de la velocidad en un corte perpendicular a los
electrodos. Modelo lateral, J = 48 mA/cm2, t = 1,60.
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Figura 5.23: Velocidad méxima en funcién de la inversa de la viscosidad para
cada componente. v es normalizada por 1. Se muestra el resultado de una
regresién lineal. El coeficiente de correlacién es 0,97543 y 0,99979; y el desvio
estdndar es 1,24 x 1072 y 1,55 x 1073 para (a) y (b) respectivamente.
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5.6.2. Modelo horizontal

La figura 5.24 muestra el perfil de velocidad para las dos componentes
de velocidad en las diferentes condiciones de viscosidad para un mismo
tiempo, en un corte en la direccién x paralelo al cdtodo un poco mas
alla de los tres spikes, en y = 45. En todas las condiciones, cuando una
componente de velocidad alcanza un maximo absoluto, la otra compo-
nente es nula. Recordando que la funcién de corriente es un potencial de
velocidad y que la velocidad en cada componente es la derivada parcial de
éste en la direccién perpendicular segin muestran las ecuaciones (3.23)
y (3.24), entonces el valor de v es nulo cuando 9v,/0x también lo es.
Las curvas de nivel de la funciéon de corriente mostradas en la seccion
anterior, para visualizar vértices, son por definicién una regién donde la
funcién vale lo mismo. Entonces v solo puede ser nulo en el extremo su-
perior y inferior del vértice, lo mismo puede ser argumentado para u en
los extremos laterales, mostrando un perfil de velocidad que corresponde
a un movimiento vorticoso.

En esta configuracién, se produce también un amortiguamiento del
campo de velocidad a medida que la viscosidad es mayor. En la figu-
ra 5.25 se muestran los méximos de cada componente en funcién de 1/v.
Se puede apreciar que la velocidad decae proporcionalmente a la inversa
de la viscosidad.

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
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Figura 5.24: Perfil de velocidades en un corte donde y = 45 para las diferentes

condiciones de viscosidad. Notar la disparidad de escalas producida por la
variacién de la viscosidad. Modelo horizontal, J = 16 mA /cm?, t = 0,04.
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Figura 5.25: Velocidad méxima en funcién de la inversa de la viscosidad para
cada componente. v es normalizada por 1. Se muestra el resultado de una
regresion lineal. El coeficiente de correlacién es 0,99296 y 0,99654; y el desvio
estandar es 4,79 x 1077 y 4,11 x 1077 para (a) y (b) respectivamente.
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5.7. Electroconveccion en un medio de re-
sistividad variable

Todos los resultados presentados anteriormente corresponden a la si-
mulacién de un medio cuya su resistividad es constante e independiente
de la viscosidad. Aqui se presentan los resultados de la simulacién de
un medio diferente, donde al incrementar la viscosidad, la resistividad
del medio se incrementa, en analogia a una solucién con agregados de
glicerol, y por lo tanto para aplicar una misma densidad de corriente
constante, la diferencia de potencial requerida es mayor.

Se analiza el perfil de velocidades de igual manera que en la sec-
cién 5.6.2 para dos viscosidades, vy y 22, 9414. Se utiliza arbitrariamente
Ginicial = 0,1 ¥ Piniciar = 0,2 respectivamente. La figura 5.26 muestra la
amortiguacién que se produce al pasar a una viscosidad mayor.

x10 |

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

] 100 200 300 400 0 100 200 300 400

Figura 5.26: Perfil de velocidad en un medio de resistividad variable. Modelo
horizontal, J = 16 mA /cm?, t = 0,04.

73



Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de esta tesis se ha desarrollado un modelo para simular el
fenémeno de electrodeposicion en celdas delgadas con dos especies mévi-
les en el que se resuelve el sistema de ecuaciones de transporte de iones
sujetos a difusién, migracién, y conveccién. Esta tltima se produce ma-
yormente por fuerzas gravitatoria y eléctricas, dominantes en cada uno
de los dos escenarios de estudio denominados modelo lateral y modelo
horizontal. A diferencia de otros modelos, en este trabajo se propone la
resolucién en condiciones galvanoestaticas, las que permite un acerca-
miento mas realista a las condiciones experimentales. En particular, se
posibilité el estudio de la evolucién de frentes gravitoconvectivos para
diferentes condiciones de densidad de corriente.

Para resolver este sistema de ecuaciones se propuso la conjuncién de
diversos esquemas de discretizacién con criterios de convergencia adecua-
dos que permitieron la resolucion, bajo condiciones de contorno variable
con el tiempo, del problema de Poisson, una ecuacion de extremada ri-
gidez en escenarios similares. El modelo fue utilizado para la simulacién
bajo condiciones de alta viscosidad, las que producen gradientes muy
pronunciados, introduciendo una gran inestabilidad numérica. Los méto-
dos utilizados y los ajustes empleados en el modelo permitieron resolver
el sistema de manera satisfactoria.

Paralelamente el modelo fue constantemente contrastado con resul-
tados medidos en el laboratorio, obteniéndose coincidencias adecuadas.
En particular se destaca que la evolucién temporal del frente gravito-
convectivo sigue la misma ley tanto para soluciones acuosas como para
soluciones de viscosidad de hasta 234,60v,. Por otro lado los avances de
los frentes son mas rédpidos para condiciones de corriente mas altas. Si
bien en trabajos previos [19,20] se ha reportado que al utilizar condi-
ciones de viscosidad menores, el incremento del campo eléctrico (como
consecuencia de la variacién de la resistividad de la celda por agregados
de glicerol) compensa el efecto amortiguador de una mayor viscosidad
sobre la electroconveccion, aqui se ha demostrado que el efecto de una
mayor viscosidad prevalece cuando la resistividad de la celda no es mo-
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dificada y también cuando es efectivamente modificada pero trabajando
en un rango de viscosidades mas altas, lo que sin duda constituye uno de
los aportes méas novedosos de esta tesis.

El estudio del transporte iénico en viscosidades ain mayores que las
aqui estudiadas resulta en un problema inestable ya que los nimeros
adimensionales que dependen de la viscosidad vuelven el sistema muy
rigido. Una mejora seria incluir un modelo de malla y paso temporal va-
riable utilizando un esquema implicito de diferencias finitas para mejorar
las condiciones localmente (especialmente en el 4nodo) sin densificar la
malla de modo de convertir el problema en inabordable desde el punto
de vista del tiempo involucrado en la resolucién computacional [34,35].

Por otro lado considerar la presencia de un medio poroso inmerso en
la celda permitiria extender el rango de aplicabilidad del modelo a siste-
mas biomédicos de gran desarrollo en estos momentos.
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Apéndice A

Adimensionalizacion del
sistema

A.1. Propiedades

Sean z y u argumentos, y z = c(u) entonces

dy dy 1

dx du ¢ (u)
3 1 ,d d
2y —yc'(u) — %c"(u))

dx? 3 (u) ( du?

Sean y y u funciones tales que y = c(u) entonces

dy B du

dz dscc (u)

d*y d*u du., ,
a2 d2© (u) + (@) ' (u)

(A.3)

(A.4)

La formulacién adimensional propuesta en la pagina 22 es de la forma
c(u) = a.u, donde a es una constante. Entonces, la especializacién de las

identidades (A.1)-(A.4) viene dada por

dy  dy1
dr ~ du'a
d?y _ d*y 1
dz?  du?’a?
dy  du

™ = 0
d?y  d*u

T = 20

A.2. Desarrollo

Las variables adimensionales estdan dadas por
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=xfxe ;Y =y/x0; 7 =220 ;¥ =ufup ; vV =v/up ; W =w/ug ;
=C/Co; A=A/Cy; ¢ = /o ; t' =ty = zo/uo;

Ahora si, se trabaja con la ecuacién (3.3) de la pagina 21,

Vi = —g Z %Gy,

y se desarrolla su lado izquierdo y se aplican las propiedas antes presen-
tadas,

82 ¢ 82 ¢ 82 ¢ ¢0 82 ¢I 82 ¢I 62 ¢/
24 - i
o= Oz? * o0y? * 822 =~  gy? (8:6’2 * 0y * 82’2)

por A6y A.8
¢0 2 41 F € '
= —V“ % = —— E z;C; o ——C E z;C.
) 1“1 0 1“g
) € : G V._ . €g€ P
F_€0 y Ci = CoC;

2
V24 = _ z5Coe Z %Cl = POZ zC!

€0

Retomando las ecuaciones (3.1)- (3.2) de la pagina 20,

oC;
- ok
Ji = —DiCdié == ,LL,VC, + Ci’U,

Operando sobre estas ecuaciones, se tiene que

aact’i =-V- Ji = DiV2Ci + M,V(CZV(ﬁ) == V(CZV)
Nuevamente se aplican las propiedades,
aC; B Co 0C; i
5 = o D;V*C; + u1;V(C;V¢) — V(C;v)
por A5y A.7
_ D CO 12 11 _
T =2 ——V=C; + u;V(C;V¢) — V(Civ) -
por A6y A.8 por A5, A6, ATy A8
D CO 12 11 K- CO ¢0 1( ) o
$0 v C -'L'O v (C V ¢ ) (CzV) ~
por A5y A7
Dx Co vl2cl Hi- CO b0 V/(C/V/¢ ) CO V/(C/ /)
0 0
oC] D;

_ ¥l M,QSO INT! AN T (Y
57 vxouov C;,+ v (C’,-ng) V'(Civ'")

to—uo

oc; 1

ot P, €;

(CiV'¢) = V(Civ')

&0



Finalmente, se transforma la ecuacién (3.10),

z;e

& eva- QVv+uv2n+Z[
Po

= (VC; x Vo)

—o;V x (g.Ci)]

Aplicando las propiedades, se llega a

UL L vn' . Ly 4 Lo — V2
toxg ot xO o IO
i Z [Z@e(cov C/ V ¢) a: V' x (gCOCI):|
Po ' '
Reordenando,
Yo O ﬂ’ivﬁvﬂ’ = U_(FQ’,V’V’ e — V2
toxo ot iE() -'L'O2 IO
z;eCy P r 7 i a;.8.Co o, ’ }
+ V'C; x V'¢') - ——V' x (C]
Z [ PoZo? ( ?) Zo ()

i

Recordando que ty = 41 se divide ambos miembros por % el

7
88?, V.V = QY + %vﬂn'
oo

2eCo®y ., Lo 0:.8.Co.xo_, ,}

Ve x V') — B8 Tog (o

+Y [ EE00 #) - 2B 20y < ()

Finalmente,
oY

/ I ). X7 _]-__ 20y Navial Y
oy TV =@V + =V Q—%—;[Gezz(VC’ixV(ﬁ)

-G,V % (©)
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