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Resumen

Una de las formas más comunes de representar terrenos es mediante el uso de trian-

gulaciones. Una triangulación es una subdivisión del plano en triángulos en la que los

vértices de dichos triángulos son puntos con una altura determinada. Existen muchas

maneras distintas de obtener una triangulación y cada una de ellas define impĺıcitamen-

te la forma de interpolar alturas para puntos que no estén entre los muestreados. Es

por esto que, a la hora de triangular terrenos, es muy importante elegir la triangulación

cuidadosamente.

Una de las caracteŕısticas deseables de una triangulación es que sus triángulos posean

buena forma. Es por esto y por la eficiencia computacional con la que pueden calcularse

que, en Sistemas de Información Geográfica (GIS), se ha impuesto como estándar de

triangulación la triangulación de Delaunay (DT por su nombre en inglés, Delaunay

Triangulation). Pero, esta última, posee ciertas limitaciones. Dado que sólo se preocupa

por la forma de los triángulos, ignora otros criterios que pueden ser importantes para

muchos usos de terrenos y hasta puede dar lugar a representaciones que disten mucho

del terreno original.

Si bien seŕıa deseable poder modificar la triangulación de Delaunay, su definición

hace que, en general, sea única. Para solucionar esta limitación, Gudmundsson et al.

[1] propusieron las triangulaciones de Delaunay de alto orden o Higher Order

Delaunay Triangulations (HODTs) que son una generalización de las DTs.

La mayoŕıa de los trabajos existentes sobre HODTs se centran es aspectos teóricos y

algoŕıtmicos: pretenden determinar la complejidad computacional de optimizar criterios

sobre HODTs. Sin embargo, existen pocos trabajos que estudien HODTs desde el punto

de vista práctico y, es en este último aspecto, donde radica la importancia del presente

trabajo.

El objetivo de esta tesis es estudiar cuán útiles son las triangulaciones de Delaunay

de alto orden en la práctica, de manera experimental con terrenos reales y criterios

de optimización concretos, y aśı poder determinar si son realmente útiles en el terreno

práctico de GIS.



Abstract

One of the most common ways to represent terrains is by using triangulations. A

triangulation is a subdivision of the plane into triangles in which the vertices of these

triangles are points with a specific height. There are many different ways to build a

triangulation and each one implicitly defines how to interpolate heights for points that

are not among those sampled. This is the reason why it is so important to choose a

triangulation very carefully.

One of the desirable features of a triangulation is that its triangles are well shaped.

This is one of the reasons why, in Geographic Information Systems (GIS), the Delaunay

Triangulation (DT) is commonly used. The other reason is that it can be calculated in

an efficient way. But DTs have certain limitations. Since they only take care about the

shape of the triangles, they ignore other criteria that may be important for many terrain

uses and may even lead to representations that fall far short of the original terrain.

Despite it would be desirable to modify the Delaunay Triangulation, its definition

makes it generally unique. To overcome this limitation, Gudmundsson et al. [1] proposed

the Higher Order Delaunay Triangulations (HODTs) which are a generalization

of the DTs.

Most existing work on HODTs focus on their theoretical and algorithmic features:

they try to determine the computational complexity of optimizing criteria over HODTs.

However, there are only a few studies on HODTs from a practical point of view, and in

this lies the importance of this work.

The aim of this thesis is to study how useful Higher Order Delaunay Triangulations

are in practice, making experiments with real terrains and specific optimization criteria,

in order to determine if they are really useful in the practical field of GIS.
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7.1.2. Selección de puntos espećıficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

7.1.3. Métricas de error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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Caṕıtulo 1

Introducción

Tanto en GIS como en Geometŕıa Computacional, las triangulaciones son estructuras

de suma importancia y, uno de sus principales usos, es el modelado de terrenos. Una

triangulación es una partición de un conjunto de puntos o región del plano en triángulos

de manera que los vértices de esos triángulos son puntos del conjunto. Estos puntos son

usualmente muestras del terreno real, obtenidas experimentalmente.

Para un conjunto de puntos dado existen muchas triangulaciones posibles y pueden

obtenerse de distintas maneras en función de los criterios que se desea que las mismas

cumplan y de las caracteŕısticas de los terrenos cuyas alturas estamos interpolando.

Una triangulación muy conocida y utilizada es la triangulación de Delaunay (DT

por su nombre en inglés, Delaunay Triangulation). Sus principales propiedades son:

a) la circunferencia circunscrita de cada triángulo no contiene ningún punto del con-

junto dentro y

b) maximiza el menor ángulo sobre todas las triangulaciones posibles

Una caracteŕıstica importante y deseable en las triangulaciones es que los triángulos

que la conforman tengan buena forma (es decir, que se asemejen a equiláteros). La

triangulación de Delaunay posee esta propiedad y es ésta una de las razones por las

cuales es ampliamente utilizada en GIS.

Sin embargo, la triangulación de Delaunay puede poseer determinadas caracteŕısticas

que hagan que el modelo del terreno obtenido no sea fiel al terreno cuya muestra de

puntos se está interpolando. Aśı por ejemplo, puede haber creado depresiones (pozos)

en la representación que no existen en el terreno real. A estas alteraciones que dan

1
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(a) (b)

Figura 1.1:
(a) Un valle interrumpido por un artifact.

(b) Versión corregida al realizar el flip del eje que generaba el artifact. [1]

ciertas caracteŕısticas a la representación pero que no existen en el terreno real se les

llama artifacts. Se puede observar en la Figura 1.1 un ejemplo gráfico de un artifact.

Algo deseable seŕıa entonces poder modificar la triangulación para poder conseguir

una representación más real, ya sea eliminando estos artifacts o incorporando otras

propiedades deseables (como ser: reducir el número de mı́nimos locales o hacer que las

lineas de drenaje coincidan con los ejes).

El problema es que, dado un conjunto de puntos no degenerados1, la triangulación

de Delaunay está completamente definida (es decir, es única) y se concentra sólo en

conseguir triángulos con buena forma. Esto hace que no haya suficiente flexibilidad para

modificar la triangulación y aśı poder conseguir una representación más fiel al terreno

real.

Lo que se busca entonces es conseguir triangulaciones que no pierdan la propiedad

de tener triángulos con buena forma pero que, adicionalmente, permitan incorporar

otros criterios deseables. Es en este marco que se introducen, por Gudmundsson et

al [1], las triangulaciones de Delaunay de alto orden o Higher Order Delaunay

Triangulations (HODTs). Estas últimas son una extensión de las triangulaciones de

Delaunay que permite más flexibilidad en la selección de los triángulos a utilizar.

Mientras que las triangulaciones de Delaunay exigen que los ćırculos que se forman

con los vértices de los triángulos estén vaćıos, las HODTs permiten tener a lo sumo k

puntos dentro de ellos, donde k es el orden de la triangulación. A estas últimas se les

llama triangulaciones de Delaunay de orden k o k-order Delaunay Triangulation

(k-OD).

Cuando k es cero las HODTs coinciden con las triangulaciones de Delaunay. A medida

que k aumenta éstas difieren más entre si pero hay más triangulaciones posibles. Aśı por

1Un conjunto de puntos P es no degenerado si no hay 3 puntos de P en la misma ĺınea, ni 4 en una
misma circunferencia.
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ejemplo, si bien para k relativamente pequeño las formas de los triángulos se mantiene

más o menos buena, la cantidad de triangulaciones posibles no es mucha, por lo que las

limitaciones para conseguir triangulaciones más fieles son más altas.

En otras palabras, las HODTs brindan una solución de compromiso entre la calidad

de los triángulos, la cantidad de triangulaciones posibles y el costo computacional para

generarlas. Al haber más triangulaciones, es factible optimizar parámetros que sean

importantes para su aplicación pero más costosa es su generación.



Caṕıtulo 1. Introducción 4

Objetivos

Desde que las HODTs fueron propuestas, ha habido varios estudios sobre algoritmos

para optimizar distintos criterios. De hecho, la mayoŕıa de los trabajos que existen

sobre HODTs, se centran en aspectos teóricos y algoŕıtmicos: pretenden determinar la

complejidad computacional de optimizar criterios sobre HODTs. Sin embargo, existen

pocos trabajos que estudien HODTs desde el punto de vista práctico.

El objetivo de la tesis es estudiar la utilidad práctica de las HODTs experimentando

con terrenos reales y criterios de optimización concretos. La mayoŕıa de los trabajos

sobre HODTs están motivados por la utilidad práctica que, teóricamente, posee esta

familia de triangulaciones. Pero casi no existen trabajos que analicen si esta supuesta

utilidad es realmente tal.

Uno de los trabajos más importantes sobre este tema es [2] donde se estudian criterios

sobre depresiones y valles. Biniaz et al. tienen un trabajo sobre slope fidelity en [3] (donde

se analiza cuán fielmente se representa la pendiente del terreno) y otro sobre depresiones

[4].

Al d́ıa de hoy se conocen muchos criterios que pueden ser optimizados eficientemente

para las HODTs (al menos para k=1)[5]. Se han desarrollado algoritmos eficientes para

encontrar HODTs que optimicen determinados criterios, pero casi ninguno de estos

métodos se ha implementado. Tampoco se ha evaluado si la mejora que se obtiene al

utilizar HODTs es significativa.

Algunas preguntas que vamos a contestar en el presente trabajo son:

¿Qué mejoras se obtienen con el uso de HODTs en terrenos reales?

¿Cuán complicado es utilizar HODTs en terrenos reales? Es decir, ¿cuán dif́ıcil es

implementar los algoritmos necesarios para trabajar con HODTs?

¿Cuán útiles son los algoritmos propuestos? ¿Existen algoritmos heuŕısticos que

den resultados similares?

¿Cuáles son los criterios que más se benefician con el uso de HODTs?

La pregunta mas general seŕıa: ¿son las HODTs realmente útiles en la práctica?
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Organización del informe

El presente trabajo se compone, a grandes rasgos, de las siguientes etapas:

Caṕıtulo 2. Preliminares

El objetivo de este caṕıtulo es comprender para qué se usan los modelos digitales

de terrenos en GIS y Geometŕıa Computacional y cuál es su importancia en esta

área.

Caṕıtulo 3. Triangulaciones: definiciones y propiedades

Este caṕıtulo comprende el estudio de la literatura preexistente sobre triangula-

ciones en el ámbito de GIS. Se presentan aqúı las definiciones y propiedades sobre

las triangulaciones más utilizadas.

Caṕıtulo 4. Optimización de triangulaciones: heuŕısticas y algoritmos

El objetivo de este caṕıtulo es comprender cuáles son las posibles optimizaciones

que pueden realizarse sobre triangulaciones (antes, durante y después de su cons-

trucción) y conocer algunos de los algoritmos y heuŕısticas existentes para realizar

dicha tarea.

Caṕıtulo 5. Optimización de triangulaciones: criterios

El objetivo de este caṕıtulo es comprender cuáles son algunos de los criterios

más importantes en la práctica. Se presenta una breve descripción de los criterios

encontrados en la literatura consultada, un análisis comparativo entre cada uno

de ellos y una selección de aquellos que se estudiaron, analizaron e implementaron

en el presente trabajo.

Caṕıtulo 6. Implementación

El presente trabajo incluye la implementación de un software capaz de leer datos de

elevación y construir triangulaciones de alto orden. Para esto fue necesario interio-

rizarse sobre los formatos y estándares que se utilizan para representar terrenos en

GIS y las distintas fuentes disponibles para obtener datos de elevaciones. Se realiza

en este caṕıtulo una breve reseña de las herramientas utilizadas para esta tarea,

detalles relativos a la implementación de los algoritmos para los criterios seleccio-

nados, la obtención y manipulación de datos y la realización de experimentos con

terrenos reales, de distintos tipos y caracteŕısticas, con el objetivo de determinar

qué efecto tiene el uso de HODTs.
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Caṕıtulo 7. Resultados

Este caṕıtulo contiene una breve reseña de los resultados obtenidos luego de la

implementación descripta en el caṕıtulo anterior.

Caṕıtulo 8. Conclusiones

En este caṕıtulo pueden encontrarse las conclusiones del trabajo realizado, los

resultados obtenidos y el trabajo futuro que surge de esta tesis.



Caṕıtulo 2

Preliminares

La demanda de representaciones de terrenos para la realización de análisis hidrológi-

cos sobre los mismos se ha visto incrementada de manera considerable en los últimos

tiempos. Actualmente resulta necesario estimar ciertas caracteŕısticas como la profun-

didad de un flujo o su velocidad. Estas caracteŕısticas son de suma importancia dado

que de eso depende el transporte de sedimentos y nutrientes de terrenos y, aunque estos

pueden ser predichos en forma razonable, no se puede esperar que los modelos de cali-

dad de agua sean adecuados para simular dicho transporte. El control topográfico del

movimiento del agua entre campos es fundamental para la predicción de dichos flujos.

Una gran deficiencia de muchos modelos hidrológicos y de calidad de agua es su actual

imposibilidad de representar los efectos en los terrenos tridimensionales de los procesos

de flujo y la variabilidad espacial h́ıdrica.

Hay también una gran demanda de técnicas simples para asistir a la administración

diaria de los campos. Se requiere, por ejemplo, la identificación de áreas susceptibles a

distintos tipos de peligros ambientales y degradaciones tales como la erosión, la sedimen-

tación, la salinización y las inundaciones, entre otras. Aśı mismo, es necesario acceder y

manejar la productividad biológica y su diversidad entre los campos. Muchos sistemas de

información geográficas e inventarios de recursos han sido desarrollados para almacenar

información topográfica como datos base para el uso en el análisis de recursos de agua

y problemas biológicos.

Los atributos topográficos pueden ser primarios o secundarios. Los primarios son

calculados directamente desde los datos del terreno e incluyen variables tales como la

elevación o la pendiente. Los atributos secundarios o compuestos involucran combina-

ciones de atributos primarios y son ı́ndices que describen o caracterizan la variabilidad

espacial de procesos espećıficos en terrenos, tales como la distribución del agua o la

erosión potencial de la tierra.

7
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Algunos de los atributos topográficos y su significancia hidrológica son presentados

por [6]. A continuación se presentan algunos de los atributos más utilizados:

Atributo Definición Significancia hidrológica

Altitud Elevación Clima, tipo de vegetación, enerǵıa.

Pendiente Gradiente Aceleración del flujo, tasa de erosión y de-

cantación

Inclinación del plano Contour curvature Convergencia o divergencia de flujos

Cuadro 2.1: Atributos topográficos primarios [6]

2.1. Sistemas de información geográfica

Los sistemas de información geográfica son actualmente la principal manera de

manipular, almacenar y acceder a los datos. Esto se debe principalmente a que:

poseen información integral en un solo sistema,

ofrecen un framework consistente para el análisis de la variación espacial a lo largo

de terrenos,

dan conocimiento geográfico para manipular y desplegar dicha información de di-

versas formas (incluyendo mapas) y

permiten realizar conexiones entre entidades basadas en la proximidad geográfica

y caracteŕısticas que son vitales para conocer y manejar tanto actividades como

recursos.

2.2. Modelos digitales de terrenos

Un modelo digital de un terreno (DTM por su nombre en inglés, Digital Terrain

Model) es un modelo topográfico de la superficie de un terreno que puede ser manipulado

computacionalmente. Un DTM puede definirse como un arreglo ordenado de números

que representan atributos del terreno que desea modelarse.

2.2.1. Modelos digitales de elevación

Los modelos digitales de elevación, o Digital Elevation Models (DEMs), son un

subconjunto de los DTMs. En el caso particular de los DEMs los atributos son las

elevaciones.



Caṕıtulo 2. Preliminares 9

Existen numerosos organismos gubernamentales, como United States Geological Sur-

vey (USGS) y Australian Surveying and Land Information Group (AUSLIG), que pu-

blican información de elevación para ciertas zonas geográficas. Estos datos son la fuente

de información que se utiliza para la construcción de los DEMs.

Existen diferentes tipos de DEMs:

Grid-based Networks: es una grilla regular de celdas triangulares o rectangulares.

La más utilizada es la grilla rectangular. Se puede observar en la Figura 2.1 un

ejemplo gráfico de este tipo de DEM.

(a) (b)

Figura 2.1:
(a) Grilla regular de celdas.

(b) Representación del relieve de un terreno utilizando un Grid DTM.

• Pros: son estructuras sencillas, fáciles de usar y eficientes computacional-

mente. Por esto es que son muy utilizadas actualmente.

• Contras: no pueden manejar fácilmente cambios abruptos de elevación. El

tamaño de las celdas de la grilla afecta los resultados obtenidos y la eficiencia

computacional (cuanto más pequeñas las celdas, mejor resultado pero mayor

costo de cómputo). No son apropiadas para muchas aplicaciones hidrológicas

ni geomorfológicas y, dado que la grilla es regular y debe ser ajustada en zonas

geográficamente accidentadas, la redundancia puede ser significativa en áreas

suaves dentro del mismo terreno.

Triangular Irregular Networks (TINs): usualmente se utilizan muestras de puntos

espećıficos de la superficie como picos, crestas o quebradas. Con ellos se forma una

red irregular de puntos, que son almacenados como un conjunto de coordenadas
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(x, y, z). El área elemental es el triángulo definido por los tres puntos y es conocido

como una cara o facet. Se puede observar en la Figura 2.2 un ejemplo gráfico de

este tipo de DEM.

(a) (b)

Figura 2.2:
(a) Triangulación de una red irregular de puntos.

(b) Representación del relieve de un terreno utilizando TINs.

• Pros: se pueden obtener representaciones más fieles al terreno real. Se puede

utilizar una mayor cantidad de puntos para representar las zonas geográfica-

mente accidentadas sin tener redundancia en el resto del terreno.

• Contras: puede ser dif́ıcil determinar computacionalmente algunos atributos

del terreno. Generalmente se utiliza la triangulación de Delaunay para obtener

este modelo, pero a veces puede producir resultados poco fieles al terreno y

es necesaria cierta inspección visual o manipulación manual para corregirlo.

Contour-based Networks: se utiliza un conjunto de curvas de nivel para representar

ĺıneas en el terreno que se encuentran a una determinada altura. Estas pueden ser

utilizadas para subdividir el área en poĺıgonos irregulares delimitados por curvas

de nivel adyacentes y contiguas. Se puede observar en la Figura 2.3 un ejemplo

gráfico de este tipo de DEM.
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(a) (b)

Figura 2.3:
(a) Conjunto de curvas de nivel.

(b) Representación del relieve de un terreno basada en curvas de nivel.

• Pros: pueden obtenerse automáticamente usando un proceso de barrido y

vectorización.

• Contras: este método requiere un orden de magnitud mayor de almacena-

miento de datos y no provee ventajas computacionales.
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Triangulaciones: definiciones y

propiedades

La representación de superficies a través de triangulaciones es un recurso utilizado

en una amplia gama de aplicaciones. En GIS, las Triangular Irregular Networks (TINs)

son una de las técnicas de modelado digital de terrenos más utilizada para la recons-

trucción y representación de superficies.

Son estructuras simples y fáciles de almacenar: una triangulación es una colección de

triángulos y un triángulo puede ser representado por tres puntos en el espacio. Adicio-

nalmente, su alta capacidad de capturar detalles significativos del terreno las hace muy

atractivas a la hora de modelar terrenos digitalmente.

Triángulos

Un triángulo es un objeto geométrico con tres esquinas, tres bordes y tres ángulos

y se encuentra uńıvocamente definido por tres puntos no colineales p1, p2 y p3 (con

pi = (xi, yi) un punto del plano).

La circunferencia circunscrita de un triángulo es el único ćırculo que contiene en su

borde a los tres puntos p1, p2 y p3 que forman al triángulo en cuestión. Este último,

se encuentra contenido dentro del disco circular generado por este ćırculo. El centro del

ćırculo es el único punto c en el plano que es equidistante de p1, p2 y p3 y se le llama

circuncentro.

12
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Triangulaciones

Para que una colección de triángulos sea considerada como una triangulación es ne-

cesario, desde el punto de vista teórico y práctico, imponer ciertas restricciones. Más

precisamente, se deben hacer cumplir ciertas restricciones para que una triangulación

sea una subdivisión de un dominio Ω en una colección de triángulos conectados que no

se solapen.

Los triángulos de una triangulación están formadas por puntos dados en el dominio

Ω de interés. Estos puntos pueden estar dados o pueden ser seleccionados por algún

procedimiento adecuado para dicha tarea. En la mayoŕıa de los casos, se comienza el

proceso de triangulación contando con un conjunto dado de puntos P. Para todo pi ∈ P,

se cumple que pi pertenece al dominio Ω. Este último es una porción o región del plano

que debe estar delimitada por un poĺıgono convexo.

Algunas consideraciones a tener en cuenta:

Cada vez que de ahora en más se utilice la palabra punto, nos estaremos refi-

riendo a la posición geométrica en el plano de un vértice de un triángulo en una

triangulación.

El vértice (o nodo) de una triangulación denota un elemento topológico. La topo-

loǵıa de una triangulación depende de las relaciones entre sus vértices, aristas y

triángulos.

Asociamos los puntos pi, pj y pk con los vértices vi, vj y vk respectivamente.

Un único triángulo 4i, j, k en una triangulación T es atravesado por los tres vérti-

ces vi, vj y vk simultáneamente.

Se asume sin pérdida de generalidad, que los bordes no están ordenadas (es decir

que ei,j y ej,i representan el mismo borde entre vi y vj).

En general, podŕıamos darle el nombre de triangulación a cualquier colección de

triángulos en el plano. Sin embargo, existen razones prácticas y teóricas por las que

estamos interesados en la familia de triangulaciones que cumple con los siguientes requi-

sitos:

1. No existe ningún triángulo 4i, j, k en la triangulación T que sea degenerado. Es

decir que pi, pj y pk no son colineales.

2. Los interiores de dos triángulos cualquiera de T no se intersecan.
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3. Los ĺımites de dos triángulos cualquiera de T sólo pueden cruzarse en un borde

común o en un vértice común.

4. La unión de todos los triángulos de una triangulación T es igual al dominio Ω

sobre el cual se define T .

5. El dominio Ω debe ser conexo.

6. La triangulación T no puede dejar ningún punto de P sin triangular.

7. Para todo vértice vi en la frontera de Ω existen exactamente dos aristas de contorno

que tienen vi como un vértice común.

Consideramos, a lo largo del presente trabajo, que una triangulación es aquella que

cumple con los requisitos antes descriptos.

Un detalle importante al trabajar con triangulaciones digitalmente es el tamaño de

la misma, es decir, el número de ejes, nodos y triángulos que ésta posee. Otro detalle

relevante es el tamaño de los ángulos internos de cada triángulo. Por razones que se

explicarán más adelante, a menudo se tratan de evitar triángulos con ángulos pequeños.

Dado un conjunto de puntos P, existen muchas triangulaciones posibles. Los distintos

tipos de triangulaciones existentes se distinguen por sus caracteŕısticas y su construcción.

En particular, en esta sección presentamos las definiciones y propiedades de dos familias

triangulaciones muy conocidas: la triangulación de Delaunay y las triangulaciones de

Delaunay de alto orden.
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3.1. Triangulación de Delaunay

Como ya vimos, una triangulación es una partición de un conjunto de puntos P
(muestreo de una región del terreno) en triángulos. Una de las triangulaciones más

conocidas y utilizadas es la llamada triangulación de Delaunay (DT, por su nombre

en inglés Delaunay Triangulation). A continuación se presenta su definición y algunas

de sus propiedades más importantes.

3.1.1. Definición

Una de las caracteŕısticas deseables en una triangulación es que los triángulos que la

componen posean buena forma (es decir, sea parecidos a equiláteros). Más espećıfica-

mente, si comparamos todas las posibles triangulaciones construidas a partir del mismo

conjunto de puntos, es posible que se prefiera aquella que posee un triángulo con el ángu-

lo máximo más pequeño, o de forma alternativa, se puede preferir una con un triángulo

que tiene el mayor ángulo mı́nimo. Estos criterios son conocidos como el criterio MinMax

angle y MaxMin angle respectivamente.

Una triangulación que es óptima respecto al criterio MaxMin angle y que se define en

la envolvente convexa de un conjunto de puntos se llama triangulación de Delaunay.

Este tipo particular de triangulación ha sido ampliamente estudiado en la literatura.

Tiene muchas caracteŕısticas interesantes y hay una extensa lista de beneficios teóricos

que la misma posee. La triangulación de Delaunay es fácil de calcular. Esto hace que se

diferencie de otros tipos de triangulaciones que son estudiadas únicamente en el plano

teórico y que son dif́ıciles de calcular.

3.1.2. Propiedades

La triangulación de Delaunay posee varias caracteŕısticas:

Es única (si el conjunto P es no degenerado1).

Para cada triángulo, la circunferencia que une todos sus vértices no contiene ningún

punto de P adentro.

Al maximizar el ángulo más chico, no posee muchos triángulos largos y angostos

(slivers). Tiene en su mayoŕıa triángulos parecidos a equiláteros.

1Un conjunto de puntos P es no degenerado si no hay 3 puntos de P en la misma ĺınea, ni 4 en una
misma circunferencia.
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La suma de los radios de todos los ćırculos contenidos en la triangulación es mı́nima.

Para la función x2 + y2 (que es visualmente como una depresión) la triangulación

de Delaunay minimiza la función de error Lp2, para cualquier 1 ≤ p <∞.

Para las funciones x2 + a ∗ y2, con a > 1 (que son visualmente como un valle)

la triangulación de Delaunay deja de ser óptima. Cuanto más grande es a, mejor

es la aproximación al terreno con triangulaciones que posean triángulos largos y

angostos, ya que la relación entre las derivadas direccionales es mayor.

Triángulos largos y angostos (slivers)

Una de las propiedades más importantes que caracteriza a la triangulación de Delau-

nay es la buena forma de sus triángulos. Predominan en ella los triángulos similares a

equiláteros. La forma de los triángulos es muy importante: triángulos largos y angostos

deben ser evitados ya que implican realizar una interpolación entre puntos muy alejados,

lo que puede resultar en un error considerable.

Si bien no hay una definición cuantitativa estándar de un sliver, suele definirse como

descriptor de la forma un δ, en función de la base y la altura del triángulo, que es cero

para los equiláteros.

Sin embargo, Rippa [7] probó que los triángulos largos y angostos (slivers), pueden

ser muy útiles para representar algunas superficies (como las cónicas por ejemplo).

Pros: son útiles para representar superficies que poseen una dirección preferida

(es decir, aquellas que poseen una segunda derivada muy grande en una dirección

respecto a otra dirección).

Contras:

• El error numérico al trabajar con este tipo de triángulos es alto y, por tanto,

es muy dif́ıcil saber si un punto está dentro o fuera del mismo.

• Son poco estéticos al graficarse. Por lo general se grafican como una superficie

discontinua.

2Las definiciones formales de cada una de estas métricas se encuentran en: Apéndice A. Métricas de
error.
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3.2. Triangulaciones de Delaunay de alto orden

A continuación se presenta la definición formal de las triangulaciones de Delaunay

de alto orden o Higher Order Delaunay Triangulations (HODTs) y sus propiedades

más importantes.

3.2.1. Definición

Las HODTs son una clase de triangulaciones que extienden la definición de Delaunay.

Se utilizan en el modelado de terrenos reales con un conjunto de puntos del plano con

elevaciones.

Un triángulo de un conjunto de puntos P se dice de orden k si la circunferencia

comprendida entre todos sus vértices contiene, a lo sumo, k puntos de P adentro. Una

triangulación del conjunto P de puntos es una triangulación de Delaunay de orden k

(k-ODT) si cada triángulo de la triangulación es de orden k.

La triangulación de Delaunay estándar es una 0-ODT. Para cada entero positivo k

puede haber varias triangulaciones de Delaunay de orden k. Por definición, cualquier

k-ODT es también una k′-ODT con k′ ≥ k.

3.2.2. Propiedades

En esta sección se presentan algunos resultados importantes extráıdos de la literatura

consultada, muchos de los cuales fueron utilizados como base de conocimiento para

la implementación de los algoritmos propuestos. Antes de poder enunciarlos debemos

presentar algunas definiciones básicas.

Sea P un conjunto de puntos del plano no degenerado y sean u, v y w ∈ P:

Un eje uv es un eje de Delaunay de orden k, o k-order Delaunay edge (k-OD

edge), si existe un ćırculo entre u y v con a lo sumo k puntos de P dentro.

Un triángulo 4uvw es triángulo de Delaunay de orden k, o k-order Delaunay

triangle (k-OD triangle), si existe un ćırculo entre u, v y w con a lo sumo k

puntos de P dentro.

Una triangulación de P es una triangulación de Delaunay de orden k, o k-order

Delaunay triangulation (k-ODT) de P si todo triángulo de la triangulación es

k-OD triangle.
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Un k-OD edge uv se dice que es útil si existe una k-ODT que incluye a uv.

Un k-OD triangle 4uvw se dice que es válido si no contiene ningún otro punto

de P dentro y sus tres ejes son útiles.

Dada una triangulación T de P y dos ejes e1 y e2 en T , decimos que e1 y e2 son

independientes si no pertenecen al mismo triángulo en P.

Sea P un conjunto de puntos del plano no degenerado y sean s, p, u, v y w ∈ P:

Cada eje de un k-OD triangle es un k-OD edge.

Cada eje de una k-ODT es un k-OD edge útil.

Cada k-OD edge que no es un 0-OD edge interseca un Delaunay edge.

Para cada k-OD edge uv y cualquier Delaunay edge sp que interseca uv, el ćırculo

C(u, v, s) contiene a p.

Los ejes de Delaunay que intersecan un k-OD edge útil −→uv están conectados con a

lo sumo k vértices en cada lado del k-OD edge.

Todo eje 1-ODT útil interseca a lo sumo a un eje útil de orden 1.

Toda 1-ODT puede obtenerse a partir de la triangulación de Delaunay realizando

flips de ejes independientes de Delaunay.

Una 1-ODT óptima con respecto a la minimización del número de mı́nimos locales,

puede obtenerse en tiempo O(nlog n), realizando flips de ejes independientes de

Delaunay (siendo n la cantidad de vértices de la DT).

Sea uv un eje de Delaunay. El número de k-OD edges útiles en una triangulación

T que intersecan a uv es O(k).

En [1] se prueba que, para determinar si un eje uv es útil, alcanza con analizar dos

triángulos. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que uv es un eje vertical. Sea

uv un k-OD edge y sea s1 un punto de P que es el primer punto a la izquierda

(o derecha) de −→vu, tal que el ćırculo C(u, s1, v) no contiene ningún punto a la

izquierda (o derecha) de −→vu. Si 4us1v no es un k-OD triangle, entonces −→uv no es

útil.

Es decir que, si el primer triángulo a la izquierda de −→uv 4us1v, es un k-OD triangle,

y lo mismo ocurre en el lado derecho de −→uv, entonces uv es útil (ver: Figura: 3.1).



Caṕıtulo 3. Triangulaciones: definiciones y propiedades 19

Figura 3.1: Si uv es útil entonces 4us1v es un k-OD triangle [1].

Sea n el número de puntos en P. La complejidad de calcular todos los ejes útiles

de orden k en P es O(nk2 + nlog n).
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Optimización de triangulaciones:

heuŕısticas y algoritmos

Obtener la aproximación óptima de una superficie en algunos casos, si bien es deseable,

es un problema computacionalmente dif́ıcil de resolver. Es por esto que, en la práctica, se

utilizan ciertas heuŕısticas y algoritmos para llegar a obtener una triangulación cercana

a la óptima, según el criterio que se busca optimizar.

En la literatura consultada se encontraron optimizaciones que pueden aplicarse en las

distintas etapas de la construcción de una TIN: antes, durante y después.

La etapa inicial para el cálculo de una TIN es la selección de puntos. La siguiente etapa

consiste en triangular estos puntos (para lo cual, generalmente, se utiliza la triangulación

de Delaunay). Estas dos etapas pueden ser combinadas en paralelo o en serie con distintas

variantes en cada una de ellas. Se presenta en la Sección 4.1 un análisis de las opciones

encontradas en la bibliograf́ıa consultada con sus ventajas y desventajas.

Como vimos, la triangulación más conocida y utilizada en la práctica es la triangu-

lación de Delaunay. Su éxito radica en la eficiencia computacional con la que puede

calcularse y las buenas propiedades que ésta posee. Sin embargo, la triangulación de De-

launay puede poseer determinadas caracteŕısticas que hagan que el modelo del terreno

obtenido no sea fiel al terreno cuya muestra de puntos se está interpolando.

Se presenta en la Sección 4.2 el conjunto de algoritmos y heuŕısticas recopilados de

la literatura consultada que proponen realizar a la triangulación de Delaunay (o cual-

quier otra triangulación ya construida) ciertas modificaciones con el objetivo de obtener

aproximaciones más fieles al terreno original.

20
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Aśı mismo, existen ciertas modificaciones que pueden hacerse a una triangulación ya

construida, y posiblemente optimizada, por ejemplo: se puede querer eliminar ciertos

bordes, ejes, nodos o triángulos que no se desea que estén presentes en el modelo obte-

nido. Un detalle de algunas de estas posibles optimizaciones y técnicas de reducción de

datos se presenta también en Sección 4.2.
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4.1. Optimizaciones precedentes a la construcción de una

triangulación

El objetivo detrás de la construcción de una TIN es construir una interpolación lineal

de la superficie, o Piecewise Linear Interpolating Surface (PLIS), triangulando un sub-

conjunto de los puntos de muestra del terreno original y tratando de optimizar algún

criterio adicional.

La razón por la que se toma un subconjunto de los puntos de muestra es para eliminar

los puntos del conjunto original que son coplanares (o casi coplanares), para eliminar

puntos del borde y para optimizar recursos como espacio en disco, memoria, ancho de

banda, etc.

La generación de una TIN, por lo general, involucra los siguientes dos pasos:

1. Selección de puntos: se seleccionan los puntos de interés (o specific points), como

pueden ser puntos en valles, crestas de montaña, etc.

2. Triangulación: se triangulan los puntos seleccionados en la etapa anterior, gene-

ralmente utilizando la triangulación de Delaunay, para aśı obtener una TIN.

Las dos etapas antes descriptas pueden ser combinadas en paralelo o en serie con

distintas variantes en cada una de ellas. Cabe destacar que, el presente trabajo, no se

concentra en la etapa de selección de puntos sino en la etapa de triangulación y sus

posteriores optimizaciones. No obstante, se incluye en este informe el análisis de ciertos

métodos que involucran a las dos etapas con el objetivo de tener en cuenta las posibles

optimizaciones que pueden realizarse incorporando variantes al proceso de selección de

puntos.

Si bien la realización del proceso de selección y triangulación por separado es un

método sencillo de entender, sufre de algunas desventajas:

Cuando el filtro utilizado para la selección de puntos es pequeño resulta muy

sensible a errores de datos y variaciones de la superficie.

El proceso de selección de puntos es estático. Cada vez que un punto es elegido e

insertado en la TIN la configuración de la misma se modifica y, en consecuencia,

cambia también la importancia de los puntos restantes no utilizados aún.

Todos los esfuerzos computacionales utilizados para la selección de los puntos es-

pećıficos a triangular, lo cual puede ser muy costoso, se descartan y no se reutilizan.
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Sin embargo, hay muy poco trabajo hecho sobre la combinación de las dos etapas. La

mayoŕıa de las investigaciones se concentran en el estudio de las etapas por separado.

En [8] se realizó un análisis de los siguientes métodos propuestos:

VipDt: en este esquema se separa la selección de puntos del proceso de triangu-

lación. Los puntos que se utilizan se generan con el comando VIP (very impor-

tant points [9]) en ARC/INFO1. Se utiliza como criterio de triangulación el de

Delaunay.

SgiDt: en este esquema se realiza el proceso de selección de puntos y de triangula-

ción en simultáneo utilizando un algoritmo goloso de inserción gradual de puntos

(SGI por su nombre en inglés, sequential greedy insertion). Se utiliza como criterio

de triangulación el de Delaunay.

PgiDt: es un esquema similar al anterior. La única diferencia es que en este esque-

ma la selección de puntos se realiza en paralelo: se utiliza un algoritmo goloso de

inserción paralela de puntos (PGI por su nombre en inglés, parallel greedy inser-

tion). Este último fue presentado por Garland y Heckbert en 1995 y consiste, en

ĺıneas generales, en seleccionar e insertar más de un punto en cada pasada.

Para las pruebas se utilizaron dos DEMs. Para cada uno de ellos se construyeron

TINs de 2500, 5000 y 10000 puntos. Para medir la calidad de la aproximación obtenida

se utilizó como ground truth un muestreo aleatorio de 900 puntos y las métricas de error

utilizadas fueron mean absolute error y root mean square error2 .

A partir de las pruebas realizadas en [8] se llega a las siguientes conclusiones:

El método SgiDt construyó representaciones significativamente más fieles al terreno

original que VipDt. Esto se observó tanto para áreas planas, como para áreas

geográficamente accidentadas.

Aunque los dos esquemas seleccionan muchos puntos en áreas geográficamente

accidentadas, pudo verse que SgiDt seleccionó puntos en forma considerable en

áreas planas también.

VipDt seleccionó muchos puntos en áreas geográficamente accidentadas muy pe-

queñas y alrededor de los bordes.

1ARC/INFO es un sistema de información geográfica muy completo desarrollado por Esri. Posee una
gran variedad de comandos que pueden ser ejecutados tanto desde ĺınea de comandos como desde una
interfaz gráfica de usuario. Es un sistema pago y es ésta una de las razones por las cuales en este trabajo
se utiliza QGIS en lugar de ARC/INFO (para más detalles ver: Caṕıtulo 6).

2Las definiciones formales de cada una de estas métricas se encuentran en: Apéndice A. Métricas de
error.
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El método SgiDt resultó preservar mejor la estructura topográfica de los terrenos

de las pruebas.

Como era de esperarse PgiDt, resultó ser más rápido.

PgiDt construyó TINs de menor calidad que los otros dos esquemas propuestos.

Como conclusión final, de los tres esquemas comparados, SgiDt resultó ser el mejor.

Cabe destacar que, si bien se pueden utilizar distintos criterios para la selección de

puntos espećıficos, para el presente trabajo la selección se realizó en forma aleatoria y

siguiendo un esquema similar aVipDt (es decir, se realizaron por separado las etapas de

selección y triangulación).
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4.2. Optimizaciones de triangulaciones preexistentes

Se presentan en esta sección el conjunto de algoritmos y heuŕısticas, recopilados de

la literatura consultada, que proponen realizar a la triangulación de Delaunay (o cual-

quier otra triangulación ya construida) ciertas modificaciones con el objetivo de obtener

aproximaciones más fieles al terreno original. Algunas de las modificaciones propuestas

son:

Realizar el agregado a la triangulación de ejes o nodos que se desea que estén en la

triangulación final. Se presenta en la sección Constrained triangulations una breve

reseña de algunas heuŕısticas utilizadas para realizar esta tarea aśı como también

algunas definiciones formales relevantes.

Construir triangulaciones de alto orden que optimicen algún criterio. En la sección

Optimización de triangulaciones de alto orden se presentan algunos criterios que se

pueden incorporar en la construcción de k-ODTs, ciertas propiedades particulares

de las 1-ODT que justifican que algunos de esos criterios pueden ser optimizados

cuando k es 1 y una descripción detallada de un algoritmo exacto para este caso.

Aplicar heuŕısticas de optimización local con el objetivo de mejorar alguna métrica

en particular. En la sección Procedimientos de optimización local se presenta una

breve descripción de algunas de estas técnicas.

También es posible que se desee realizar una depuración sobre triangulaciones ya

construidas, y posiblemente optimizadas, eliminando nodos, ejes o triángulos que no

aporten información adicional o que resulten irrelevantes para el modelo final obtenido.

El objetivo detrás de esta técnica es obtener una triangulación con menor densidad de

datos cuya lectura, procesamiento y representación sea más eficiente (ver: Métodos de

reducción de datos).
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4.2.1. Constrained triangulations

Una TIN es una forma natural de representar diferentes estructuras topográficas.

Existen casos en los que se desean incorporar ciertos puntos espećıficos (picos, pozos,

etc.) o segmentos (valles, lagunas, etc.) con el objetivo de obtener una representación

más fiel al terreno original.

Afortunadamente, la operación de agregar un nuevo punto p a una triangulación

de Delaunay no suele ser una operación costosa ya que, por lo general, se trata de un

proceso local. En muchos casos, la región afectada por el agregado de este punto (también

llamada zona de influencia de p), se encuentra acotada.

Los bordes predefinidos se denominan comúnmente constrained edges o break lines.

Éstos se utilizan con frecuencia en triangulaciones para la representación de los ŕıos, sur-

cos, valles y lagunas. Una triangulación que contiene constrained edges recibe el nombre

de constrained triangulation.

4.2.1.1. Constrained DT

La triangulación de Delaunay se puede generalizar para dar lugar a la inclusión de

constrained edges o break lines. La extensión de la triangulación de Delaunay que incluye

ciertos constrained edges se denomina Constrained Delaunay Triangulation (CDT).

Los constrained edges pueden representar los ŕıos, caminos, ĺımites de lagos, sierras o

cualquier otra caracteŕıstica similar del terreno cuyo muestreo de puntos se está inter-

polando.

Las CDTs pueden ser calculadas en forma similar a como se construyen las triangu-

laciones de Delaunay convencionales. De hecho, algunos algoritmos necesitan sólo ser

modificados ligeramente para poder tener en cuenta la incorporación de los constrained

edges. Existen tanto algoritmos incrementales para el cálculo de una CDT (que involu-

cran conceptos y algoritmos más sencillos y flexibles) como no incrementales. Ejemplos

de estos últimos son: estrategias de divide and conquer y otros algoritmos estáticos que

tratan todas las restricciones al mismo tiempo.

En cualquiera de los casos antes mencionados, la construcción de una CDT involucra,

al menos, dos operaciones básicas:

la inserción de un constrained edge en una CDT existente, y

la inserción de un nuevo nodo (o punto espećıfico) en un CDT existente.
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La forma más sencilla de realizar la construcción de una CDT consiste en utilizar

sólo las dos operaciones antes descriptas y seguir una estrategia incremental. Esta es-

trategia comienza con la construcción de la triangulación de Delaunay y continúa con

la incorporación en serie de cada uno de los constrained edges que se desea incorporar.

En ĺıneas generales, existen dos enfoques diferentes para incorporar un eje (o break

line) al construir una CDT:

Agregar puntos extras al insertar las break lines que permitan dividirlas, con el

objetivo de preservar el criterio de Delaunay. La ventaja de este método es que

la triangulación resultante sigue siendo una DT y, por consiguiente, mantiene sus

propiedades (por ejemplo, los triángulos con buena forma). Sin embargo, el núme-

ro y la posición de los puntos que dividen a las break lines resultan dif́ıciles de

determinar.

Otra opción es no agregar puntos adicionales y, por consiguiente, puede no pre-

servarse el criterio de Delaunay. En este caso lo que se puede hacer es utilizar un

chequeo de visibilidad que gúıe el proceso de triangulación. Dos vértices i y j de

una triangulación T se dicen visibles si el segmento que los conecta no interseca

ningún otro eje de T . En esta construcción, un triángulo 4 pertenece a la CDT si

y sólo si no existe otro vértice dentro de la circunferencia de 4 que sea visible por

todos los 3 vértices que forman 4. Este método genera una única triangulación

(si el conjunto de puntos es no degenerado) y puede contener un gran número de

slivers.

En [10] y [11] se presenta una descripción más precisa de los algoritmos mencionados.

No se incluye aqúı el detalle los algoritmos existentes para la construcción de CDTs ya

que no fueron implementados en el presente trabajo.

4.2.1.2. Constrained HODTs

Existe un concepto similar al mencionado en la sección anterior pero aplicado a las

HODTs. Se presenta aqúı una definición formal de las Constrained High Order Delaunay

Triangulations o Constrained HODTs

Antes de mencionar la definición formal de una Constrained HODT se recuerdan

algunos conceptos importantes:

Dado un conjunto de puntos P, el orden de un eje comprendido entre dos puntos

p, q ∈ P es el mı́nimo número de puntos dentro de cualquier ćırculo que pase por

p y q.
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El orden útil de un eje es el mı́nimo orden de la triangulación que incluye a dicho

eje (es decir, es el orden de un eje útil).

Dado un conjunto de puntos P de tamaño n y un conjunto E de ejes que no se

intersecan con los puntos de P. Si cada eje de E tiene un orden útil k o menor, entonces

existe una triangulación de P y E que tiene orden a lo sumo 2k − 2. Esta triangulación

es una Constrained High Order Delaunay Triangulation.

En [12] se presenta el algoritmo para calcular el orden de una triangulación y uno

para completar una triangulación sobre un conjunto de puntos P con un conjunto de

ejes E minimizando el orden de la misma. Nuevamente, no se presenta aqúı el detalle de

estos algoritmos ya que no forman parte de los algoritmos implementados en el presente

trabajo.
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4.2.2. Optimización de triangulaciones de alto orden

En esta sección se presentan algunos métodos que permiten construir triangulaciones

de alto orden que optimizan algún criterio particular. A diferencia de las triangulaciones

de Delaunay, que son únicas para un conjunto de puntos no degenerado, existen muchas

posibles HODTs para el mismo conjunto de puntos. Se puede intentar entonces incorpo-

rar ciertos criterios en la construcción de las HODTs sin sacrificar demasiado la buena

forma de los triángulos, que es otra de las buenas propiedades que posee la triangulación

de Delaunay.

Como vimos, la triangulación de Delaunay es óptima respecto al criterio de maxi-

mización del mı́nimo ángulo de cada uno de sus triángulos. No obstante, existen otros

criterios que se puede desear optimizar en una triangulación: minimizar el número de

mı́nimos locales, minimizar el número de extremos locales, maximizar el área de un

triángulo, maximizar el ángulo de cada vértice, minimizar la longitud total de los ejes,

etc.

Muchos de estos criterios pueden ser optimizados para 1-ODT, por lo que se presentan

a continuación algunas optimizaciones posibles para triangulacionaciones de orden 1.

Aśı mismo, se presentan ciertos resultados encontrados en la literatura consultada sobre

las optimizaciones de algunos criterios para k−ODTs cuando k > 1.

4.2.2.1. Optimización de triangulaciones de orden 1

Muchos criterios pueden ser optimizados para las triangulaciones de orden 1. Esto se

debe a que las 1-ODT poseen una estructura especial. Si se quitan de la triangulación

de Delaunay todos los ejes útiles de orden 1, la subdivisión de los puntos del plano

resultante contiene sólo triángulos y cuadriláteros convexos. Es decir que estos triángulos

y cuadriláteros son fijos: están presentes en todas las triangulaciones de orden 1 de ese

conjunto de puntos.

Se denominan flippables las diagonales de los cuadriláteros convexos que verifican

ser (ambas) ejes útiles de orden 1. Los cuadriláteros que las contienen reciben la misma

denominación (ver: Figura 4.1).

Debido a la estructura especial que poseen las 1-ODT es que, por ejemplo, se pueden

minimizar en tiempo O(nlog n) criterios como la cantidad de mı́nimos locales. Lo mismo

ocurre al minimizar el área máxima de los triángulos, minimizar la longitud total de los

ejes y algunos otros criterios presentados en [1]. En esta sección se presentan algunos de

los métodos propuestos para realizar estas optimizaciones.
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(a) (b) (c)

Figura 4.1:
(a) Triangulación de Delaunay.

(b) 2-ODT: los triángulos gris claro son de orden 1 y los gris oscuro de orden 2.
(c) Estructura de la 1-ODT con las diagonales flippables marcadas con ĺıneas punteadas.

[5]

Muchos de los estudios y trabajos existentes sobre criterios de optimización sobre

1-ODT involucran mediciones sobre triángulos individuales. En [5] se presenta un algo-

ritmo exacto de optimización de criterios para 1-ODT que, a diferencia de los trabajos

anteriores sobre el tema, tiene en cuenta mediciones que involucran a más de un triángu-

lo: se toman en cuenta pares de triángulos que comparten ya sea ejes o vértices. Cabe

destacar que, los criterios sobre los que se concentra este algoritmo son del tipo MinMax

o MaxMin.

Dado que el presente trabajo cuenta con una implementación de este algoritmo, se

presenta en esta sección una explicación detallada del mismo.

Método de optimización para criterios del tipo MinMax o MaxMin

El objetivo de este algoritmo exacto es hallar una triangulación óptima respecto a una

función de medición M (definida para una triangulación T ) dentro de todas las posibles

triangulaciones de Delaunay de orden 1 para un conjunto de puntos P. La función de

medición M debe ser de la forma M(T ) = maxq∈T µ(q) siendo q un cuadrilátero (no

necesariamente flippable) de T . Cabe destacar que, se utiliza µ(e) (para cualquier e un

eje de T ) para denotar µ(q) cuando e sea una diagonal de q.

Una 1-ODT posee cuatro tipo de ejes (además de los ejes pertenecientes a la envolvente

convexa de T ):

Ejes entre dos triángulos fijos.

Ejes entre un triángulo fijo y un cuadrilátero flippable.

Ejes entre dos cuadriláteros flippables.

Ejes flippables.
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En consecuencia, existen O(n) posible valores para M(T ), los cuales pueden ser de-

terminados y ordenados en tiempo O(nlog n).

El problema de minimizar M(T ) es transformado en una serie de instancias 2-SAT.

Este último se utiliza para responder la siguiente pregunta:

¿Existe alguna triangulación T de orden 1 tal que M(T ) ≤ µ0 ?

Como existen O(n) posibles valores para µ0, se puede realizar búsqueda binaria para

encontrar el más chico. Esto puede resolverse en forma eficiente ya que la función que se

está optimizando es local para los cuadriláteros (M(T ) = µ(q) para algún cuadrilátero

q). Como la cantidad de cuadriláteros (flippable o no) es lineal en n, el conjunto de

todos los posibles valores de M(T ) se puede calcular en tiempo lineal una vez que los

cuadriláteros flippables fueron identificados. Luego de eliminar algunas diagonales, se

modelan los cuadriláteros como variables y se les asignan un valor de verdad dependiendo

de sus diagonales.

(a)

x1

x2
x3

x6

x7

x5x4

(b)

x1

x2
x3

x6

x7

x5x4

(c)

Figura 4.2:
(a) Los ejes fijos y cuadriláteros flippables de toda 1-ODT.

(b) Variables para cada cuadrilátero.
(c) Clausulas para crear la instancia de 2-SAT. [5]

A continuación de define el proceso de eliminación. Sea S una subdivisión de P,

que resulta de eliminar de la triangulación de Delaunay de P los ejes flippable (ver:

Figura 4.2(a)). Se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que µ0 está fijo.

Para cada uno de los ejes e de S que se encuentran entre un triángulo fijo y un

cuadrilátero flippable, se decide cuál de las dos diagonales del cuadrilátero induce µ(e) >

µ0. Si las dos lo hacen, entonces se puede responder no. Si una de las dos induce µ(e) >

µ0, entonces se fija la otra diagonal en S. Si ninguna de las dos lo hace, entonces se

continúa con la iteración sobre el resto de los ejes que se encuentran entre un triángulo fijo

y un cuadrilátero flippable. Este paso, pudo haber convertido cuadriláteros flippables

en dos triángulos fijos en S.

El siguiente paso consiste en realizar la verificación con las diagonales de los cua-

driláteros flippables de S. Si las dos diagonales inducen µ(.) > µ0, entonces se puede
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responder nuevamente no. Si una las dos diagonales induce µ(.) > µ0, entonces se fija la

otra obteniendo dos nuevos triángulos en S. Y si ninguna de las dos lo hace, entonces

se continúa iterando.

Luego se procede a verificar el valor de µ para los ejes entre triángulos fijos. Si alguno

de ellos induce µ(.) > µ0, entonces se puede responder nuevamente no.

Aún resta resolver el problema para los ejes entre cuadriláteros flippables de S. Para

cada cuadrilátero q, se introduce una variable booleana xq (ver: Figura 4.2(b)). Una de

las diagonales de q representa el valor true y la otra el false. Sea e un eje de S entre dos

cuadriláteros q y r. Por cada posible combinación de diagonales de q y r que induzcan

µ(e) > µ0 (por ejemplo, true en q y false en r), se coloca una clausula (¬xq ∨ xr) (ver:

Figura 4.2(c)). Se obtienen aśı O(n) clausulas, ya que hay a lo sumo 4 clausulas para

cada eje entre cuadriláteros. La conjunción de todas estas clausulas es la instancia de

2-SAT que se debe resolver, cuyo costo de resolución es lineal.

El proceso de búsqueda del valor óptimo se realiza haciendo búsqueda binaria

sobre todos los posibles valores de M(T ) (lo cual es O(log n)). Para cada uno de ellos

se busca resolver la instancia de 2-SAT antes propuesta (que es lineal). Como resultado,

la complejidad del algoritmo resulta O(nlog n)

Método de optimización para el criterio de minimización del número de

mı́nimos locales

Minimizar el número de mı́nimos locales es sencillo cuando se trata de triangulaciones

de orden 1. Si se reduce al mı́nimo el número de mı́nimos locales, se reduce el número

de artificial dams. Cabe destacar que, se asume que se cuenta con la triangulación de

Delaunay de un conjunto de puntos no degenerado y que, para cada vértice de dicha

triangulación, se conoce la altura.

La inserción de un eje útil de orden 1 a la DT de la cual se parte (con la correspondiente

eliminación del eje de Delaunay que interseca) para eliminar un mı́nimo local, no puede

impedir que se retire cualquier otro mı́nimo local.

Sean v, y, u y s los vértices de un cuadrilátero convexo de la triangulación de Delaunay

original de tal manera que vy, yu, us, sv y ys son ejes de dicha triangulación. Se asume,

sin pérdida de generalidad, que uv es eje útil de orden 1 ya que, en caso contrario, la

única posibilidad seŕıa dejar a ys como eje en la nueva triangulación. Si hay un mı́nimo

local en u o v, el mismo puede ser eliminado realizando un flip que ponga en contacto

a u y v. En particular, si en u o en v hay un mı́nimo local entonces ambos son más

bajos que y y s y hasta incluso el otro entre u y v que no es el mı́nimo local puede ser
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más bajo que el mı́nimo que se desea eliminar. Los únicos dos vértices que pierden a

un vecino por el flip realizado son y y s ya que se pierden entre śı como vecinos. Cabe

destacar que, esta operación, no puede incorporar nuevos mı́nimos locales ya que u y v

permanecen conectados.

De lo anterior se deduce una de las propiedades ya enunciadas en el Caṕıtulo 3: una

1-ODT óptima con respecto a la minimización del número de mı́nimos locales, puede

obtenerse en tiempo O(nlog n), realizando flips de ejes independientes de Delaunay

(siendo n la cantidad de vértices de la triangulación original).

Método de optimización para el criterio de minimización del número de

extremos locales

El número de extremos locales (mı́nimos y máximos) también puede ser minimizado

de manera eficiente sobre triangulaciones de orden 1. Anteriormente se presentó un

método para reducir la cantidad de mı́nimos locales en una 1-ODT realizando flips de las

diagonales de algunos cuadriláteros convexos de la triangulación de Delaunay, de manera

tal que esos intercambios permitan conectar los vértices más bajos del cuadrilátero entre

śı. Pero si lo que se desea es minimizar los mı́nimos y máximos locales no se puede utilizar

este método ya que puede ser que una diagonal de un cuadrilátero convexo de un mı́nimo

local adicional y la otra diagonal de un máximo local.

Sea S un conjunto de ejes que contiene a todos los ejes que deben estar en cualquier

triangulación de orden 1. El conjunto de puntos que no poseen vecinos más bajos o

vecinos más altos son extremos locales en S. Sea G un grafo definido como G = (M,A),

dondeM es el conjunto de nodos que representan el extremos locales y dos nodos x e y

se conectan en G si representan puntos en la misma cara de cuadrilátero tal que: una de

las diagonales hace que x no sea un extremo local y la otra diagonal hace que y no sea

un extremo local (ver: Figura 4.3).

Figura 4.3: Extremos locales que aparecen conectados por un ciclo en el grafo
bipartito.[1]



Caṕıtulo 4. Optimización de triangulaciones: heuŕısticas y algoritmos 34

Cualquier cara de un cuadrilátero en S define al menos un arco en G y, este arco,

conecta un mı́nimo local con un máximo local. Esto se debe a que cualquier eje de un

cuadrilátero en una triangulación sólo puede evitar un extremo local si los dos puntos

más altos y los dos puntos más bajos son opuestos entre si en el cuadrilátero. Un eje de

la triangulación sólo puede hacer que el segundo punto más alto deje de ser máximo y

el otro eje sólo puede hacer que el segundo punto más bajo deje de ser mı́nimo.

G es entonces un grafo bipartito, ya que cada arco conecta un mı́nimo local a un

máximo local. Por cada arco se puede optar por hacer que uno de sus nodos deje de ser

un extremo local eligiendo la triangulación adecuada para el cuadrilátero representado

por el arco. Para cada nodo incidente a un único arco en G se puede optar por eliminar

un extremo local sin perder la condición de mantener el número mı́nimo de extremos

locales. Si no existen nodos conectados a un solo nodo adicional entonces existe un ciclo

que los une a todos. Dado que el grafo es bipartito todos sus ciclos tienen longitud par

(ver: Figura 4.3). Se toma cualquier ciclo sin importar su longitud. Todos los nodos

en ese ciclo pueden dejar de ser extremos: se asigna un cuadrilátero (representado por

el arco) a un extremo incidente de S y se elige el eje en la triangulación que le haga

perder su condición de extremo local. Se puede repetir este procedimiento hasta que

queden nodos con un único eje incidente en G, o incluso ciclos completos, hasta que

se eliminen todos los extremos locales posibles. Luego de realizar este procedimiento se

completa la triangulación obtenida a partir de S de cualquier manera. Este algoritmo

goloso e incremental convierte la subdivisión S en una 1-ODT que minimiza el número

de mı́nimos y máximos locales.

De lo anterior se deduce que una triangulación de orden 1 óptima respecto al criterio

de minimización del número de extremos locales se puede obtener en tiempo O(nlog n)

(siendo n la cantidad de puntos de la triangulación original).

Es importante destacar que, no todos los criterios pueden ser optimizados eficiente-

mente para las triangulaciones de orden 1. En [5] se prueba que algunas optimizaciones

son NP-hard aún cuando el dominio son las 1-ODTs.

Aśı mismo, existen métodos para optimizar otros criterios sobre triangulaciones de

orden 1 de manera eficiente pero no se presentarán en este trabajo (algunos de ellos se

pueden encontrar en [5]).

4.2.2.2. Optimización de triangulaciones de orden k (con k > 1)

No es sencillo obtener resultados de optimización generales para todos los criterios

enumerados anteriormente, dado un valor de k > 1. Se presentan a continuación algunos

resultados obtenidos de la literatura consultada.
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Cuando k es lo suficientemente grande como para que cada par de puntos defina

un eje útil (como k = n − 3), entonces ciertos criterios pueden ser optimizados. Por

ejemplo, para el criterio de reducir al mı́nimo el número de mı́nimos locales, se puede

para cada punto colocar un eje nuevo que lo conecte con el mı́nimo global (en los casos

no degenerados) y, de este modo, en la nueva triangulación queda un sólo mı́nimo local.

Para reducir al mı́nimo el ángulo máximo y algunos otros criterios, diferentes resultados

óptimos se presentan en [13].

En [1] se presenta un método de optimización para el criterio de minimización del

número de extremos locales para k-ODTs y se enuncia el siguiente resultado. Sea m el

menor número de mı́nimos locales (o extrema) en cualquier k-ODT de un conjunto de

puntos P. Existe un algoritmo que calcula en tiempo O(nlog n+nk3) una k-ODT de P
con un máximo de O(mk2) mı́nimos locales (o extrema).

En [5] se enuncian un método no exacto para la optimización del criterio de maximi-

zación del número de ejes convexos sobre triangulaciones de orden k puede ser ejecutada

en tiempo 22
O(k)

2O( 1
ε2

)n, para cualquier constante ε > 0.

En [14] se muestra que para k ≤ 2 se pueden obtener todas las posibles triangulaciones

de orden k (si el conjunto de puntos en no degenerado) con los siguientes tiempos:

O(n2) como tiempo de ejecución por cada output y

O(nlog) n) como tiempo de procesamiento.
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4.2.3. Procedimientos de optimización local

Existen ciertas heuŕısticas conocidas que se utilizan para llegar a obtener una trian-

gulación cercana a la óptima, según el criterio que se desea optimizar. A continuación

se detallan algunas de las técnicas de optimización local que se utilizan a modo de

heuŕısticas con el objetivo antes propuesto.

4.2.3.1. Técnica basada en el intercambio de ejes

Lawson [15] sugiere un procedimiento simple de optimización local (LOP por su nom-

bre en inglés, Local Optimization Procedure) para la construcción de una nueva trian-

gulación en base a una triangulación preexistente. El procedimiento opera sobre los ejes

de la triangulación original y propone realizar ciertos intercambios (flips) sobre los mis-

mos, según la optimización de algún criterio predefinido. El método recibe el nombre de

edge-flip y nos referiremos a él como método de Lawson, nombre que hace referencia al

autor del procedimiento en cuestión.

Tal como su nombre lo indica, la operación básica de este método es el intercambio de

ejes. Se asigna a cada eje interno un costo, que depende del criterio a optimizar. Dado

un cuadrilátero convexo, se decide intercambiar el eje de la diagonal e que pertenece a la

triangulación original por la otra diagonal e′ si y sólo si e′ produce una triangulación con

un costo más chico que e. Para el caso de los cuadriláteros que no son convexos, como

existe para ellos una única triangulación posible, resultan por si mismos óptimos y, por

tanto, no son analizados por el método. Tampoco se tienen en cuenta para el análisis en

este método a los ejes de los bordes de la triangulación.

Sea e un eje de T una triangulación del conjunto de n puntos S. Denotamos al costo

de T como C(T ) y el costo de e en T como µ(T , e). Sea q = 41 ∪42 con 41 y 42 dos

triángulos de T unidos por e y, se asume, que q es convexo. Sea e′ la otra diagonal de q

y sea T ′ la triangulación que se obtiene de reemplazar e por e′ en T .

Por definición, se dice que un eje e de T es localmente óptimo cuando:

e es un eje del borde de T ,

e es la diagonal de un cuadrilátero q no convexo, o

e es la diagonal de un cuadrilátero q convexo y C(T ) ≤ C(T ′).

Análogamente, decimos que T es localmente óptima si todos sus ejes son localmente

óptimos.
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La función de costo C(T ) puede definirse en forma atómica. En este caso se tienen en

cuenta el eje e, el cuadrilátero q y, eventualmente, la vecindad de q (en caso de que la

operación de intercambio afecte los costos de los ejes de la misma).

C(T ) se puede definir también teniendo en cuenta el costo de todos los ejes de T . Dos

ejemplos de este tipo de funciones de costo, muy utilizadas en la literatura consultada,

son:

La norma L1 de la suma de los costos de los ejes de T :

C(T ) =
∑

µ(T , e),

para todo e eje en T y siendo µ(T , e) el costo de eje e en T .

La norma L2 de la suma de los costos de los ejes de T al cuadrado:

C(T ) =
√∑

µ(T , e)2,

para todo e eje en T y siendo µ(T , e) el costo de eje e en T .

La selección de una función de costo de ejes µ que sea apropiada depende tanto de

las caracteŕısticas del terreno como del criterio que se desee optimizar.

La aplicación sucesiva de este método en una triangulación converge en un número

finito de pasos a una triangulación localmente óptima. No obstante, se debe tener en

cuenta que un eje puede ser intercambiado más de una vez durante el proceso. Esto puede

darse si uno de los bordes del cuadrilátero el eje e como diagonal se intercambia después

de que e fue intercambiado por e′. Dado que el número de posibles triangulaciones de un

conjunto de puntos finito es finito, el método de Lawson converge, después de un número

finito de intercambio de ejes, a una triangulación localmente óptima.
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Se presenta a continuación el pseudocódigo del método de Lawson:

Algorithm 1: edge-flip(S)

Input: Conjunto de vértices S
Output: Triangulación T localmente óptima

Construir una triangulación inicial T (0) con los vértices de S.

T ← T (0)

while T no es localmente óptima do
Se toma un eje interno e de T , que no es localmente óptimo.

Se toma q como el cuadrilátero convexo formado por los dos triángulos de T que

contienen a e como eje común.

Se intercambian las diagonales de q, reemplazando e por la otra diagonal e′, y se

obtiene una nueva triangulación T ′.
T ← T ′

end

Si se asume que las mediciones y el intercambio de ejes se pueden hacer con costo

O(1) entonces el costo de cada iteración es O(n) ya que se realiza una iteración completa

para cada eje y las operaciones dentro de cada iteración son constantes. Pero, para

determinar la complejidad algoŕıtmica de este método, es necesario poder acotar la

cantidad de iteraciones totales y esto depende del criterio seleccionado. Se sabe, en base

a la literatura consultada, que cuando se trata del criterio de Delaunay la cantidad

de pasos es O(n2), pero no resulta trivial obtener esta cota cuando el criterio es otro.

Decimos entonces que la complejidad de este método es O(n ∗ l) siendo n es la cantidad

nodos de S y l una cota para la cantidad total de iteraciones del ciclo.

Cabe destacar que, en el método de Lawson se puede utilizar como triangulación

inicial T (0) a la triangulación de Delaunay. Es ésta combinación una de las herramientas

más utilizadas en la literatura para generar triangulaciones y sobre la cual se basa el

desarrollo de los algoritmos implementados en el presente trabajo.

4.2.3.2. Técnica basada en la inserción de ejes

Se presenta aqúı otra técnica para obtener triangulaciones localmente óptimas: edge-

insertion o método de inserción de ejes. En ĺıneas generales, este método consiste en

insertar un nuevo eje a la triangulación que se desea optimizar, borrar los ejes existentes

que intersecan al nuevo y volver a triangular el poĺıgono resultante que contiene a ese

eje.

Sea S un conjunto de puntos tal que x, y, z ∈ S. Se denota como xy al segmento que

une x e y y 4xyz al triángulo cuyos vértices son x, y y z.
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Se define una función de medición µ que mapea en T a cada triángulo 4xyz con

un valor real µT (4xyz). Algunos ejemplos de funciones de medición son: el ángulo más

grande o más pequeño, la altura y la pendiente, entre otros.

El criterio de medición µ define en si mismo una forma de comparación de triangula-

ciones que depende de la combinación que se elija de las mediciones µ sobre los triángulos

de la triangulación.

Sean T y T ′ dos triangulaciones sobre el mismo conjunto de puntos S. Se dice que T ′

es una mejora de T (denotado T ′ ≺ T ) cuando:

µ(T ′) < µ(T ) o

si µ(T ′) = µ(T ) entonces, el conjunto de triángulos 4xyz ∈ T ′ que inducen ese

valor de µ(T ′), es un subconjunto propio de esos triángulos en T .

La triangulación T se dice óptima para µ si no existe ninguna mejora de T .

A continuación se presenta la especificación formal del mecanismo de inserción de

un eje en una triangulación preexistente. El mismo recibe una triangulación A sobre el

conjunto de puntos S y un qs, con q, s ∈ S.

Algorithm 2: edge-insertion(A, qs)

Input: Triangulación A, qs

Output: Triangulación B que contiene el eje qs

B ← A
Agregar qs a B y remover de B todos los ejes que intersecan qs.

Volver a triangular los poĺıgonos construidos en el paso anterior.

Devolver B.
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Se presenta a continuación el pseudocódigo del método de inserción de ejes:

Algorithm 3: edge-insertion(S)

Input: Conjunto de vértices S
Output: Triangulación T localmente óptima

Construir una triangulación inicial A con los vértices de S.

repeat
T ← A
for todos los pares q, s ∈ S do
B ← edge− insertion(A, qs)
if B ≺ A then
A ← B
Salir del for.

end

end

until T = A;

Devolver T.

Es importante destacar que, el método edge-insertion es igual al método edge-flip

cuando la cantidad de ejes que se intersecan es igual a uno.

Si se asume que la complejidad de calcular los costos en T es constante entonces la

complejidad del algoritmo es O(n8). Esto se debe a que:

cada iteración tiene un costo de O(n5) ya que la operación individual de insertar

un eje tiene un costo de O(n3) si se re-triangula la triangulación con un algoritmo

de programación dinámica y

la cantidad de veces que ese ciclo puede ejecutarse es O(n3) ya que existen

(
n

3

)
posibles triángulos en S y cada iteración descarta de forma permanente al menos

uno de ellos cuando se encuentra una mejora de la triangulación actual.

En [16] se presenta una versión más sofisticada de este algoritmo que tiene complejidad

O(n3) ó O(n2log n) dependiendo de la condición de comparación entreA y T . Aśı mismo,

se presentan alĺı ciertas definiciones y propiedades que se derivan de la aplicación de este

mecanismo sobre triangulaciones.

No se presenta aqúı el detalle de cada una de ellas ya que no se implementa este método

en el presente trabajo. Aqúı nos concentramos en la implementación de optimizaciones

de criterios sobre HODTs que involucran métricas sobre varios triángulos y el método

de inserción de ejes no se puede utilizar para resolver este tipo de problemas ya que la
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inserción de un eje de orden k en una triangulación y la posterior re-triangulación de los

poĺıgonos afectados con ejes de orden k es un problema dif́ıcil de resolver.

4.2.3.3. Técnica centrada en vértices

Un ejemplo de una variación del método de Lawson es el método de optimización

local basado en vértices (VBLOP por si nombre en inglés, vertex based local optimization

procedure) presentado por Brown en [17]. Este método utiliza funciones de costo sobre

los vértices a diferencia del método de Lawson que lo hace sobre los ejes.

Sea S un conjunto de n puntos y sea pi cada uno de esos puntos con i = 1, ..., n. Sea

T una triangulación de los puntos de S. Un ejemplo para una posible función de costo

sobre vértices para T seŕıa:

C(T ) =
n∑

i=1

µ(T , pi)

Donde µ es la función de costo del vértice pi en T .

Se presenta a continuación el pseudocódigo del método de optimización local basado

en vértices:

Algorithm 4: VBLOP(S)

Input: Conjunto de vértices S
Output: Triangulación T localmente óptima

Construir una triangulación inicial T con los vértices de S.

repeat

for i desde 1 hasta n do
Verificar cada eje que contiene a pi y, si no es localmente óptimo, realizar el flip

de los ejes que corresponda en T .

Salir del for.
end

until se haga al menos un flip;

Devolver T .

Cabe destacar que, cualquier función de optimización sobre ejes puede ser generada

por otra que utilice los vértices.
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4.2.4. Métodos de reducción de datos

En algunos casos las triangulaciones construidas y optimizadas tienen datos irrele-

vantes. Tener muchos puntos o triángulos no relevantes en aproximaciones de superficies

es poco eficiente. Existen métodos que buscan reducir la densidad de los datos para

obtener una triangulación que represente lo mismo que la original pero que no contenga

redundancia de datos.

Dada una triangulación de una superficie lo que se busca es eliminar triángulos en

forma iterativa. Existen varios aspectos que fundamentan este tipo de métodos:

Un guardado y procesamiento de datos más eficiente.

Uso de los puntos necesarios (ni más ni menos) para la representación de la forma

geométrica que desea modelarse.

Un posible método de reducción de datos es el método de eliminación de triángulos.

Dada una triangulación de la superficie T se le asigna un peso a cada triángulo, depen-

diendo de la curvatura principal de sus vértices. Un triángulo es asociado a una región

de la superficie con baja curvatura, si la suma de las curvaturas absolutas de todos sus

vértices es baja. Esta medida se utiliza como un peso para determinar la relevancia del

triángulo en T .

El proceso de eliminación de triángulos en forma iterativa comienza con el cálculo de

los pesos de los triángulos de la triangulación inicial. Se elimina el de menor peso (o

menor relevancia) y se lo reemplaza por un nuevo punto. Se vuelve a triangular la región

afectada y se vuelven a calcular los pesos de los nuevos triángulos, dando lugar aśı a la

próxima iteración.

De esta forma, la triangulación vaŕıa en forma iterativa y la densidad local de los

triángulos refleja la curvatura de la superficie. Las superficies con poca curvatura serán

representadas con triángulos relativamente grandes mientras las superficies con mayor

curvatura presentarán más densidad de datos en su representación.

Es posible además tener en cuenta tanto la estimación de la curvatura en los vértices de

los triángulos como los ángulos interiores del mismo. Esta fórmula se utiliza para evitar

los triángulos largos y angostos. Adicionalmente, se puede especificar el porcentaje de

triángulos que puede eliminarse o la tolerancia de error soportada.

El método de eliminación de triángulos no requiere ninguna estructura de datos ni

información adicional a la ya dada para la construcción de la triangulación a depurar.
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Se presenta a continuación el pseudocódigo del método de eliminación de triángulos

Algorithm 5: Reducción de triangulaciones mediante borrado iterativo de triángulos.

Input: Conjunto T de N triángulos (con información del vecindario)

Conjunto V de vértices (incluyendo la curvatura principal)

Un porcentaje p ∈ [0,100]

Output: Conjunto T ′ de triángulos y uno V ′ de vértices (reducciones de los T y V

originales)

Computar el peso de cada triángulo en T .

while El número de triángulos sea mayor que (p/100) * N do
Determinar el triángulo Ti con menor peso.

Remover Ti de la triangulación.

Computar una primera re-triangulación.

Mejorar la re-triangulación maximizando el mı́nimo ángulo.

Computar los pesos de todos los triángulos.

end

Como puede observarse, el criterio de corte del algoritmo utiliza el porcentaje p reci-

bido como parámetro. Sin embargo, se podŕıa utilizar, en algunos casos, algún cálculo

de error teniendo en cuenta las distancias entre los puntos de la triangulación original y

la reducida. El algoritmo en este caso debeŕıa detenerse cuando se excedió la tolerancia

del error previamente establecida.
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Optimización de triangulaciones:

criterios

Si bien las triangulaciones de Delaunay poseen triángulos con buena forma y son

óptimas respecto al criterio MaxMin angle no son, necesariamente, la mejor opción

para representar ciertos tipos de terrenos. En este caṕıtulo nos concentraremos en la

construcción de triangulaciones que son óptimas respecto de ciertas funciones de costo

local y global que se encuentran diseñadas para reflejar las propiedades del modelo f́ısico

subyacente del que se ha tomado la muestra de puntos.

Motivación

Sea T una triangulación de un conjunto de puntos (no degenerado) P del plano de

tamaño n. Cada punto pi ∈ P (pi = (xi, yi), con i = 1, ..., n) posee un valor real asociado

zi. Se asume que los datos del conjunto {(xi, yi, zi)} son las muestras de alguna función

subyacente, o superficie, que se desea modelar.

Sea S01 (T ) el espacio finito de funciones definido como:

S01 (T ) = {f ∈ C0(Ω) : f |4i ∈ Π1, i = 1, ...,m}

donde cada 4i es un triángulo de T , Π1 es el conjunto de funciones polinomiales lineales

a donde la restricción de f sobre ti pertenece y m es la cantidad de triángulos de T .

Ω representa el dominio triangulado por T y C0(Ω) el espacio de funciones continuas

definidas en Ω, que no poseen derivadas continuas sobre los ejes de los triángulos de T .

S01 toma el 1 de Π1 y el 0 de C0.

44
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Sean z1, ..., zn los valores reales asociados a cada uno de los puntos de P. La condición

de interpolación f(xi, yi) = zi determina una única surface triangulation en S01 . Es

decir que, f es la única surface triangulation que define un polinomio lineal sobre cada

triángulo 4i en T y que interpola al conjunto {(xi, yi, zi)}:

f |4i ∈ Π1, i = 1, ...,m

f(xi, yi) = zi, i = 1, ..., n

con Π1 el espacio de polinomios lineales. Notar que m = 2n−h−2, siendo h la cantidad

de puntos en la envolvente convexa de P.

Cabe destacar que f depende directamente de la triangulación T seleccionada por lo

que se la denota como fT .

Sea F1(x, y) = (tanh(9y − 9x) + 1)/9 la función que se desea triangular, cuya repre-

sentación gráfica se muestra en la siguiente figura:

Figura 5.1: Función de prueba F1(x, y) = (tanh(9y − 9x) + 1)/9. [11]

Si se trata de aproximar la superficie generada por F1 utilizando la triangulación de

Delaunay T y tomando como P a los puntos de una cuadŕıcula como muestra la Figura

5.2, se obtiene la siguiente aproximación:
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(a) (b)

Figura 5.2:
(a) Triangulación de Delaunay T de un conjunto de puntos seleccionado sobre una

cuadŕıcula.
(b) Curvas de nivel de la aproximación fT a F1.[11]

Y supongamos que se construye otra triangulación T ′ sobre el mismo conjunto de

puntos pero utilizando el método de Lawson con el criterio ABN y la norma L1 y define

la función fT ′ sobre T ′ como muestra la figura Figura 5.3.

(a) (b)

Figura 5.3:
(a) Triangulación T ′ construida utilizando el método de Lawson con el criterio ABN y

la norma L1.
(b) Curvas de nivel de la aproximación f ′T a F1.[11]

Las curvas de nivel de fT ′ son claramente más exactas que las de fT e indican que fT ′

es más suave, en cierto sentido, que fT . En muchas aplicaciones se preferiŕıa fT ′ a fT y,

por consiguiente, la triangulación T ′ a T (aunque T ′ no posea la propiedad equiangular

que śı poseen las de triangulaciones de Delaunay). Más aún, se puede observar en la

Figura 5.3 (a) que T ′ posee varios triángulos que son largos y angostos.
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Las observaciones anteriores sugieren que es deseable buscar alternativas a los cri-

terios de Delaunay para decidir si una triangulación es óptima. En particular, resulta

importante la búsqueda de criterios que utilicen los valores de los datos {zi}.
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5.1. Triangulaciones dependientes de datos

En el caṕıtulo anterior se presentó el método de Lawson como procedimiento para ob-

tener triangulaciones localmente óptimas, respecto a algún criterio predefinido, partiendo

de una triangulación arbitrariamente construida. En particular, si se definen funciones

de costo local que tienen en cuenta los valores del conjunto de datos muestreados {zi} se

obtienen las triangulaciones llamadas triangulaciones dependientes de datos (DDT

por su nombre en inglés, Data Dependent Triangulations).

La definición y selección de estas funciones de costo local dependen del criterio que

se desee optimizar y de la superficie que desea aproximarse.

Concepto general

Sea T una triangulación arbitraria del conjunto de los puntos (no degenerado) P con

valores de datos asociados {zi} y fT la surface triangulation definida sobre T . Para cada

borde interior ei de T se asocia una función de costo local µ(T , ei) que mapea ei con un

valor real en T .

En general, el costo local asociado con un borde interior T se encuentra relacionado

con una medida sobre la superficie del entorno de ese eje en la triangulación. Un ejemplo

de esto último es: el ángulo entre las normales de los dos triángulos que comparten al eje

ei. Varias funciones de costo local se presentan y se comparan en las siguientes secciones.

En función de los costos de cada uno de los ejes de T se puede construir un vector

indicador V definido como:

V = (µ(T , e1), .., µ(T , ej))

siendo j la cantidad total de ejes en T . Notar que j = 3n− h− 3, siendo h la cantidad

de puntos en la envolvente convexa de P.

La calidad de la triangulación T se encuentra determinada por la medida del vector

indicador utilizando alguna norma apropiada. Se pueden utilizar las normas L1 y L2 (tal

como se sugiere en el caṕıtulo anterior) dando lugar aśı a la definición de las siguientes

funciones de costo global de valores reales en T :

CLp(T ) = p

√√√√ j∑
i=1

µ(T , ei)p, p = 1, 2
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No obstante se puede utilizar como función de costo global cualquier otra que se desee.

En el Apéndice A se definen algunas posibles normas que pueden ser utilizadas como

funciones de costo global.

Diferentes triangulaciones definidas sobre el mismo conjunto de puntos P se pue-

den comparar mediante la comparación de sus funciones de costo global asociadas. La

triangulación óptima respecto al criterio de medición µ dentro de todas las posibles

triangulaciones de P será aquella que posea el valor de la función de costo global más

pequeño.

Los criterios dependientes de datos que se presentan en la siguiente sección inducen

una función de costo local asociada a un borde interior ei de una triangulación T que

se puede calcular utilizando la información geométrica asociada a los dos triángulos que

comparten a ei. El entorno que rodea a ese eje se denomina vecindad de ei. Por lo

tanto, el efecto de intercambiar ei por e′i en T y la consecuente transformación de T
a una nueva triangulación T ′, se puede comprobar localmente. La Figura 5.4 muestra

resaltados los ejes cuyos costos se ven afectados por el intercambio de ei en T .

Figura 5.4: Ejes que deben ser verificados al intercambiar ei.[11]

De lo anterior puede deducirse que, para las funciones de costo global antes mencio-

nadas, basta con realizar la verificación de las funciones de costo de la vecindad del

eje a intercambiar para obtener su valor y aśı poder determinar la calidad de la nueva

triangulación obtenida con respecto a la anterior.
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5.2. Criterios dependientes de datos

Un criterio de triangulación elige dentro de todas las posibles, su triangulación pre-

ferida y define una función de orden en el conjunto. Se dice que T ′ < T (es decir que T ′

es más chica que T ) cuando el criterio prefiere a T ′ antes que a T .

Se dice que una triangulación T ′ del conjunto de puntos P es óptima respecto a un

determinado criterio si T ′ ≤ T , para toda triangulación T de P.

La triangulación óptima para un conjunto de puntos P respecto a un criterio dado

siempre existe, pero puede ser muy costoso hallarla. Es por esto que, en la práctica,

se suelen buscar las triangulaciones localmente óptimas utilizando como herramienta de

construcción de las mismas alguno de los métodos presentados en el caṕıtulo anterior

(asociando un criterio a una función de costo local).

En esta sección se presenta una clase de criterios que se pueden utilizar como funciones

de costo local. Los criterios que se presentan a continuación se denominan criterios

dependientes de datos ya que utilizan para su definición los valores del conjunto {zi}
antes presentado. Más espećıficamente, el diseño de las funciones de costo local µ(T , ei)
asociado a cada eje ei de una triangulación T que se utilizan para las funciones de costo

global se calcula utilizando la información de los dos triángulos t1 y t2 que comparten

el eje ei en T (ver: Figura 5.5).

Figura 5.5: Información geométrica de la vecindad de ei que puede ser de utilidad
para definir las funciones de costo local. El eje ei es la diagonal del cuadrilátero con-
vexo definido por dos triángulos t1 y t2. Q1(x, y) y Q2(x, y) son las ecuaciones de los
planos definidos por t1 y t2. El vector n = (nx, ny) es un vector unitario ortogonal a la

proyección de ei en el plano (x, y).[11]
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Como notación común para las funciones de costo local que se presentan a continua-

ción, se utilizan los dos planos Q1 y Q2 asociados a los triángulos t1 y t2. Es decir, Q1

y Q2 son las restricciones de la surface triangulation fT a t1 y t2 respectivamente.

A continuación se presentan algunas de las posibles funciones de costo, que aparecen

en la literatura consultada, para criterios dependientes de datos.

5.2.1. Angle Between Normal (ABN)

Sean n(1) y n(2) los vectores normales a los planos Q1 y Q2 respectivamente, tal como

se muestra en la Figura 5.5. Los vectores normales son los gradientes de la superficies

impĺıcitas qi(x, y, z) = −aix− biy + z = 0, i = 1, 2 de Q1 y Q2.

n(i) = ∇qi(x, y, z) =

(
∂qi
∂x

,
∂qi
∂y

,
∂qi
∂z

)
= (−ai,−bi, 1), i = 1, 2

La función de costo ABN se define como la medida del ángulo θ entre n(1) y n(2) y

θ se puede expresar como el siguiente producto escalar:

cos θ =
n(1).n(2)

||n(1)||2 ||n(2)||2

En función de lo anterior, se obtiene la siguiente función de costo:

µABN (T , e) = θ = cos−1
n(1).n(2)

||n(1)||2 ||n(2)||2
= cos−1

a1a2 + b1b2 + 1√
(a21 + b21 + 1)(a22 + b22 + 1)

La función de costo antes definida mide, se cierta forma, la suavidad local del eje ei

en T . La idea detrás de aplicar algún método de optimización local con función de costo

local µABN es suavizar la superficie de la representación obtenida: el objetivo es obtener

una representación con normales que exhiban pocos cambios al pasar por los ejes de la

triangulación.

5.2.2. Piecewise Linear analog of Curvature (PLC)

Esta función de costo fue presentada por Brown en [17]. A diferencia del criterio

anterior, en donde la asignación de costo es por ejes, este se centra en los vértices (ver

VBLOP). Brown en su trabajo menciona haber probado diversas funciones de costo por

vértices, pero presentó la que funcionó en sus pruebas mejor que ABN. Se presenta su

definición formal a continuación.
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Sea T una triangulación de P y sea u un vértice de T . Sean s1, ..., sm ejes en T que

contienen a u, ordenados en sentido horario. Sea ni = si × s(i+1)mod m para i = 1, ...,m

(si u no está en el borde) o para i = 1, ...,m− 1 (si u está en el borde). Es decir que, ni

son normales a los triángulos adyacentes a u. Se define n =
∑

i
ni
||ni||2 y se define:

µPLC(T , u) =
∑
i

(
cos−1

n.ni
||n||2 ||ni||2

)2

Figura 5.6: n1 y n2 son los vectores normales a los triángulos adyacentes a u y n es
la suma de las normales normalizadas.[17]

En [17] se mencionan variantes de este criterio. Una de ellas consiste en modificar

la fórmula para que no calcule la inversa del coseno. La otra variante consiste en no

normalizar las normas de los triángulos adyacentes, es decir tomar n =
∑

i ni. Según

las pruebas presentadas en [17], ambas variantes resultaron ser peores que la definición

de PLC enunciada y, es por esto que, se utilizó esta última como definición formal del

método propuesto por Brown.

5.2.3. Refined Angle Between Normals (WABN)

Esta función de costo fue presentada por Weisz et al. en [18]. Es una modificación del

criterio ABN antes descripto que propone incorporar a la función de costo la longitud

del vector ei. Es decir:

µWABN (T , ei) = ||ei||2. cos−1
n(1).n(2)

||n(1)||2 ||n(2)||2
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Donde n(1) y n(2) se definen como en el criterio ABN.

Al igual que para ABN, lo que este criterio tiene como objetivo es suavizar la represen-

tación obtenida y, la motivación por la que surge esta variante, es el hecho de que para

ABN los ejes de triángulos largos y angostos con un mismo valor de µ son considerados

igual de buenos (o malos). En el caso de WABN el costo de un eje de mayor longitud

es mayor que otro de menor longitud. Es decir que el criterio prefiere ejes cortos a ejes

largos (que tengan el mismo valor de µABN ) tendiendo a evitar slivers.

5.2.4. Jump Normals Derivatives (JND)

Sea n = (nx, ny) un vector unitario en el plano xy ortogonal a la proyección de ei

sobre el plano xy (ver: Figura 5.5). La derivada de Qi en la dirección de n se define por

el siguiente producto escalar:

∂Qi/∂n = ∇Qi.n = (∂Qi/∂x, ∂Qi/∂y).(nx, ny) = ainx + biny

La función de costo JND, presentada en [19], se define como:

µJND(T , ei) = |∂Q1/∂n− ∂Q2/∂n| = |(a1 − a2)nx + (b1 − b2) + ny|

Este es un criterio muy similar a ABN. Tanto JND como ABN son criterios que, en

cierto sentido, están relacionados a la minimización de la curvatura media.

5.2.5. Deviations from Linear Polynomials (DLP)

La definición formal de esta función de costo según [19] es:

µDLP (T , ei) =

∥∥∥∥∥
(
Q1(x2, y2)− z2
Q2(x1, y1)− z1

)∥∥∥∥∥
Esta función de costo mide la distancia vertical entre el plano Q1 y el vértice p2 y

vice versa para Q2 y p1 (para alguna ‖.‖ norma definida en <2).

5.2.6. Distances From Planes (DFP)

En este caso, la distancia utilizada en la definición de la función de costo DLP se

reemplaza por la distancia normalizada entre p1 y p2 con Q2 y Q1 respectivamente. En
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[19] se presenta la siguiente definición:

µDFP (T , ei) =

∥∥∥∥∥
(
dist(Q1, p2)

dist(Q2, p1)

)∥∥∥∥∥
La distancia entre el plano Q(x, y) = ax+ by + c y un punto pi = (xi, yi, zi) se define

como:

dist(Q, pi) = |Q(xi, yi)− zi|/(a2 + b2 + 1)1/2

Tanto este criterio como el anterior miden la distancia entre cada plano asociado a

uno de los dos triángulos y el otro punto del cuadrilátero. La diferencia entre ellos radica

en la forma en que miden esta distancia. En DLP se mide la distancia vertical, mientras

que en DFP se usa la distancia normalizada (es decir, la distancia entre el punto y el

punto más cercano del plano).

La diferencia entre DLP y DFP es notoria cuando la distancia vertical es muy distinta

de la distancia normalizada. Es el caso, por ejemplo, de un cuadrilátero con forma de

valle y planos muy inclinados. En este caso, el ángulo entre las normales se encuentra

cerca de los 180◦ por lo que la distancia vertical puede ser muy grande y la distancia

normalizada muy pequeña. Esta diferencia puede indicar la preferencia de un criterio a

otro.

En ambos casos (y al igual que ocurre con ABN y JND) al minimizar estos valores

se intenta que los dos triángulos sean lo más coplanares posibles. Notar que, como

se menciona en [11], estas funciones dan cero cuando los triángulos son coplanares, y

aumentan cuando lo son menos. La forma de medir cuan no coplanares son es en lo que

las cuatro difieren. Esto se debe a que estos cuatro criterios se presentan en Dyn et al.

[19] y alĺı se concentran en criterios que permitan obtener terrenos suaves (en el sentido

de continuidad C1).
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5.2.7. Análisis comparativo y resultados

Como vimos, existen varios criterios que se utilizan para generar DDTs. No es el obje-

tivo encontrar uno que sea óptimo para todas las triangulaciones sino identificar cuáles

son útiles en función de las caracteŕısticas del terreno a modelar, pudiendo aśı elegir uno

u otro para conseguir una representación más fiel que la que produce la triangulación

de Delaunay.

En [19], por ejemplo, se presentan una gran variedad de criterios y heuŕısticas para

generar triangulaciones, muchas de las cuales se pusieron a prueba con funciones ma-

temáticas F (x, y) como funciones subyacentes a las superficies que se desea aproximar

con las triangulaciones obtenidas. Pudo deducirse, en función de estas pruebas, que no

hay ningún esquema que funcione mejor que otro para todas las funciones de prueba

F (x, y) utilizadas.

En la literatura consultada se presentan diversas variantes de los criterios y heuŕısticas

antes enunciados, aśı como también, pruebas y análisis que pueden ayudar a deducir

en qué casos algunos criterios son más apropiados que otros. Cabe destacar que, para

comprar triangulaciones producidas con distintos criterios se utilizan métricas como

las mencionadas en el Apéndice A. Para realizar esta tarea es necesario tomar una

muestra del terreno real (o función subyacente) como ground truth para poder medir las

distancias entre esos puntos y la representación obtenida tras es proceso de triangulación

seleccionado.

A continuación presentamos una reseña de las pruebas encontradas y su correspon-

diente análisis comparativo.

Sea T una triangulación de puntos y E(T ) el conjunto de ejes internos de T .

Nombre C(T ) Método

ABNL1 CABNL1

∑
e∈E(T ) µABN (T , e) Lawson con T 0 = DT

ABNL2 CABNL2

√∑
e∈E(T ) µABN (T , e)2 Lawson con T 0 = DT

WABNL1 CWABNL1

∑
e∈E(T ) µWABN (T , e) Lawson con T 0 = DT

WABNL2 CWABNL2

√∑
e∈E(T ) µWABN (T , e)2 Lawson con T 0 = DT

Cuadro 5.1: Algunas variantes de funciones de costo global para DDTs en función de
los criterios antes definidos.

En [18] se presenta un análisis comparativo entre: DT, ABNL1 , ABNL2 , WABNL1 y

WABNL2 . Las pruebas se realizaron sobre funciones matemáticas como funciones sub-

yacentes a la superficie a modelar, con vectores de 33 puntos aleatorios como muestra
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y se tomaron las métricas de error con L2 − error. Como resultado de estas pruebas se

pudo deducir que:

Ninguno de ellos funcionó sistemáticamente mejor que el otro. Más aún, hubo un

caso en que DT dio mejores resultados.

Comparando ABNL1 con WABNL1 funcionó mejor en más casos WABNL1 . Y lo

mismo ocurrió en la comparación entre ABNL2 y WABNL2 , pero no por mucho.

Más allá de que fue mayor la cantidad de veces en que WABNL∗ funcionó mejor

que ABNL∗ , las métricas de error no distan tanto entre śı.

En Brown [17] se presenta un análisis comparativo entre: DT, PLC y ABN (usan-

do VBLOP como heuŕıstica para ambos casos y con DT como triangulación inicial).

Las pruebas se realizaron sobre una base de 100 puntos aleatorios, usando funciones ma-

temáticas como funciones subyacentes a la superficie que se desea modelar y las métricas

de error se tomaron con MAE. Las funciones que se utilizaron como objetivo a modelar

representan superficies con una dirección preferida que son superficies que, por sus carac-

teŕısticas, en general no resultaron ser bien aproximadas utilizando DT. Como resultado

de esas pruebas pudo deducirse que:

DT resultó ser una mala aproximación para casi todas las superficies de prueba

(es decir, DT puede ser una mala aproximación para superficies con una dirección

predefinida). Existen casos en donde, si la superficie no posee una dirección prefe-

rida, DT funciona mejor que PLC y ABN, pero las aproximaciones son similares

en cualquier caso.

PLC permitió obtener aproximaciones de mejor calidad que ABN, aunque ambas

resultaron mejor que DT. Existen casos en donde ABN funciona mejor que PLC

pero, al igual que antes, las aproximaciones resultan ser similares entre si.

PLC, si bien funcionó mejor, requirió más iteraciones que ABN. No obstante, cabe

destacar que, a igual cantidad de iteraciones PLC funciona mejor que ABN.

Las primeras 3 iteraciones de VBLOP resultaron ser las más importantes, no jus-

tificándose realizar las últimas iteraciones ya que las mismas proveen mejoras poco

significativas.

En Dyn et al. [19] se presenta un análisis comparativo entre: ABN, JND, DLP y DFP.

Las pruebas dieron más satisfactorias para ABN y JND que para las dos últimas y es por

esto que se realizaron pruebas más exhaustivas para los primeros criterios. No obstante,
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cabe destacar que tanto para DLP como DFP se obtuvieron, en algunos casos, mejores

aproximaciones que con DT.

Los experimentos numéricos que se presentan en [19] se centran en funciones ma-

temáticas como funciones subyacentes a las superficies a modelar, una base de 100 pun-

tos con distribución uniforme como puntos de muestra de dicha superficie y se midió el

error con MAE. Se presenta un análisis comparativo entre los criterios ABN y JND,

utilizando como funciones de costo global las normas L1, L2 y L∞. Nos referiremos a

estas variantes como: ABNL1 , ABNL2 , ABN∞, JNDL1 , JNDL2 y JND∞. Para algunas

funciones matemáticas ninguno de estos criterios funcionó mejor (o considerablemente

mejor) que la DT. En otros casos, se observaron mejoras y los que mejor funcionaron

fueron ABNL2 en primer lugar y JNDL2 en segundo lugar.

De toda la literatura consultada el único trabajo que presenta resultados con pruebas

sobre terrenos reales es [8]. En este caso se utilizaron dos DEMs:

El primero cubre un sector del área de Kinzel Springs, Tennessee. Esta área

se caracteriza por ser geográficamente accidentada. Es una superficie con mucha

variación de alturas ya que se vio afectada por el movimiento tectónico de placas

y numerosas erosiones fluviales causadas por ŕıos que desembocan en el valle. Pre-

senta dos cadenas montañosas principales una en el sudoeste y otra en el noreste.

Puede verse en la Figura 5.7 la imagen de este terreno.

El segundo DEM cubre una porción del área de Moorehead SE, Iowa. Esta área

es más llana que la del primer DEM ya que fue una región que se vio moldeada

por la erosión causada por el derretimiento de glaciares. Puede verse en la Figura

5.8 la imagen de este terreno.

En [8], se presenta un análisis comparativo entre los siguientes criterios:

SgiDt: esquema en el que se realiza el proceso de selección de puntos y de triangu-

lación en simultáneo (para su definición ver la Sección 4.1 del caṕıtulo anterior).

Como criterio de triangulación se utiliza el de Delaunay.

MinAbnDdt: se construye como triangulación inicial la triangulación de Delaunay

y se procede al proceso de reconstrucción de la misma minimizando el costo de la

función ABN.

MaxAbnDdt: cabe destacar que el método anterior funciona bien si se asume que

la superficie a modelar es suave, pero por lo general en GIS se trata con superficies

a las que se les incorporan puntos espećıficos que producen grandes cambios de
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Figura 5.7: Kinzel Springs, Tennessee. [8]

curvatura. Es por esto que, si se utilizan muchos de estos puntos, el ABN de dos

triángulos de la triangulación debeŕıa ser maximizado en lugar de minimizado.

Este esquema implementa esta idea.

Hybrid: uno de los mayores problemas de las triangulaciones dependientes de datos

es que contienen demasiados slivers. Como un intento de resolver este problema se

plantea un modelo h́ıbrido diseñado para combinar las ventajas de la triangulación

de Delaunay y las DDTs. En este esquema h́ıbrido existen dos reglas de intercambio

de ejes:
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Figura 5.8: Moorehead SE, Iowa. [8]

1. El criterio de generación de DDTs utilizando como función de costo la L1 del

error.

2. El criterio de Delaunay (es decir, verificar que el ćırculo circunscrito por cada

triángulo quede vaćıo).

El uso de estas dos reglas durante el proceso de triangulación depende del promedio

de las proporciones (aspect ratio) entre los triángulos adyacentes. Si el promedio
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supera un determinado threshold, entonces se utiliza la regla número 2. En caso

contrario, se utiliza la número 1. Se utiliza como threshold predefinido al valor

máximo de las proporciones de la TIN generada utilizando el esquema SgiDt

antes descripto.

Para cada uno de los dos DEMs se construyen TINs en función de un muestreo de 2500,

5000 y 10000 puntos. Se utilizó como ground truth un muestreo aleatorio de 900 puntos

y las métricas de error utilizadas fueron MAE y RMSE. A continuación se presenta el

detalle de la ejecución de cada una de estas pruebas para cada una de las funciones de

costo mencionadas:

MAE RMSE

DEM Criterio 2500 pts 5000 pts 10000 pts 2500 pts 5000 pts 10000 pts

Kinzel SgiDt 5,765 3,562 2,055 7,455 4,539 2,634

Springs MinAbnDdt 6,075 3,743 2,242 8,028 4,957 3,155

MaxAbnDdt 20,220 13,180 9,499 28,950 19,667 14,284

Hybrid 11,560 6,806 3,633 15,610 9,250 4,976

Moorehead SgiDt 1,175 0,643 0,326 1,512 0,838 0,430

MinAbnDdt 1,234 0,677 0,341 1,627 0,912 0,467

MaxAbnDdt 4,298 2,679 1,691 6,304 4,007 2,690

Hybrid 2,964 1,587 0,785 3,944 2,122 1,078

Cuadro 5.2: Tabla de resultados. [8]

En función de los resultados mencionados se pudo concluir que:

A medida que aumenta el tamaño de la muestra con la que se construye cada TIN

los valores tanto el MAE como el RMSE decrecen.

Las magnitudes de los errores para Moorehead SE (superficie suave) resultaron

mucho más chicas que para Kinzel Springs (área geográficamente accidentada).

Tanto MinAbnDdt como MaxAbnDdt generaron TINs con errores más grandes

que la triangulación original. El proceso de suavización y empinamiento empeoró la

situación. Esto produce una contradicción con el resultado obtenido por [19] ya que

alĺı se muestra que utilizar ABN mejora la aproximación de la superficie obtenida.

La razón de esta discrepancia puede radicar en que la función utilizada en los

experimentos de Dyn et al. [19] para sus pruebas posee primera derivada continua

y no oscila mucho entre puntos.
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El éxito tanto de MinAbnDdt como de MaxAbnDdt se encuentra directamente re-

lacionado con las caracteŕısticas del terreno a modelar. MinAbnDdt funcionó mejor

para terrenos suaves y MaxAbnDdt para terrenos geográficamente accidentados.

Pudo verse que las DDTs tienden a generar triangulaciones cuyos triángulos son

finos y largos, lo cual en algunos casos puede ser algo no deseado.

Si bien el método h́ıbrido funcionó mejor que MinAbnDdt y MaxAbnDdt, no me-

joró los resultados de SgiDt.

En [8] también se realizó un análisis comparativo entre las TINs generadas utilizando

las métricas: L1 − error y L2 − error. Los resultados favorecieron a la primera ya que

la segunda métrica es más sensible a errores mayores.
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5.2.8. Conclusiones

En función de la literatura consultada, lo visto y analizado en las secciones anteriores,

se puede llegar a las siguientes conclusiones sobre los criterios dependientes de datos:

Pueden generar aproximaciones con triángulos angostos y largos.

No puede decirse que un criterio funcione sistemáticamente mejor o peor que otro.

Dependiendo del caso la triangulación de Delaunay puede ser una mejor aproximación.

Criterio Análisis

ABN No puede decirse que sea mejor o peor que DT pero hubo

varios casos en los que produjo mejores aproximaciones.

Busca preservar la suavidad y empinamiento del terreno.

MinAbnDt Funciona mejor en superficies suaves o planas.

MaxAbnDt Funciona mejor en superficies geográficamente accidentadas.

WABN En algunos casos funcionó mejor que ABN pero no por mu-

cho (las aproximaciones son similares).

JND Al igual que ABN, se encontraron casos donde funcionó me-

jor y otros donde funcionó peor que el resto de los criterios.

PLC Produce aproximaciones similares a ABN.

Según Brown en [17] funcionó en general mejor que ABN y

hasta incluso mejor que otras funciones de costo presentadas

en dicho trabajo.

DLP En varios casos construyó peores aproximaciones que ABN

y JND.

DFP En varios casos construyó peores aproximaciones que ABN

y JND.

Modelo h́ıbrido En algunos casos funcionó mejor que el resto de los crite-

rios pero, en general, construyó peores aproximaciones que

SgiDt.
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5.3. Selección de criterios

El objetivo de esta sección es presentar el conjunto de criterios seleccionados para ser

implementados en el presente trabajo. El detalle de cada uno de estos criterios se presenta

en las secciones anteriores y los detalles de implementación concretos se presentan en el

Caṕıtulo 6.

Como se mencionó anteriormente, mientras muchos métodos de triangulación conven-

cionales usan sólo la distribución de los puntos en <2, la construcción de triangulaciones

dependiente de datos sugiere la inclusión de determinados datos (como son las elevacio-

nes) asociados a cada uno de los puntos que se desea triangular. Esto permite incorporar

a la construcción de triangulaciones ciertas caracteŕısticas del terreno a modelar. En par-

ticular, en el presente trabajo, nos concentramos en la construcción de triangulaciones

de alto orden que optimicen los criterios seleccionados utilizando el método de Lawson

para su construcción.

En la literatura consultada se encontraron casos en donde las DDTs mejoran la calidad

de las triangulaciones obtenidas con respecto a la tradicional triangulación de Delaunay.

Es por esto que, el presente trabajo, se concentra en la implementación de este tipo de

criterios como base para la construcción de HODTs.

Varios de los criterios dependientes de datos y sus correspondientes casos de prue-

ba fueron presentados en [19]. Muchas de las pruebas numéricas que se presentan en

dicho trabajo evidenciaron ciertas mejoras en las aproximaciones generadas utilizando

DDTs respecto de la triangulación de Delaunay. Tanto en [19] como en [20] se presentan

resultados que favorecen a ABN como criterio a seleccionar. Más aún, en la literatu-

ra consultada se encuentra como criterio predominante el de ABN. Es por esto que el

presente trabajo incluye una implementación del mismo.

No obstante, la minimización o maximización del criterio ABN puede no funcionar

bien en algunos casos. Wang et al. en [8] sugieren que el éxito de estas métricas se

encuentra influenciado por las caracteŕısticas geométricas de las superficies a modelar.

Más allá de que existan casos en donde ABN no funcione bien es uno de los criterios

más relevantes en la literatura consultada.

El segundo criterio que se seleccionó para ser implementado en el presente trabajo es

JND. Como vimos, es un criterio muy similar a ABN y es otro de los criterios que más

aparece en la literatura consultada. Existen pruebas, realizadas en dichos trabajos, en

las que funciona mejor que utilizar la triangulación de Delaunay y es por esto que, el

presente trabajo, incluye una implementación del mismo.
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El tercer criterio seleccionado para ser implementado es WABN. Es una variación

muy simple del criterio ABN que según [18] funciona en algunos casos mejor que ABN

ya que tiene en cuenta, además de la curvatura, la forma de los triángulos.

Aśı mismo, cabe destacar que, para el presente trabajo se asume que el conjunto de

vértices es dato, por lo tanto, los criterios utilizados en [8] que se basan en aprovechar la

etapa de selección de puntos del terreno no se tendrán en cuenta, aunque consideramos

que se debeŕıa explorar más ese camino dado que tanto en [8] como [21] se muestra que

la mayoŕıa de las mejoras significativas se pueden conseguir al realizar la selección de

puntos en paralelo con la triangulación.

Como vimos, en [17] se presentó el criterio llamado PLC. Si bien, según las pruebas

realizadas en ese trabajo, PLC funcionó en varios casos mejor que ABN, este criterio no

fue implementado y forma parte del trabajo futuro del presente trabajo.
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Implementación

El presente trabajo incluye la implementación de un software capaz de leer datos de

elevación y construir triangulaciones de alto orden que optimicen los criterios previa-

mente seleccionados.

El objetivo de este caṕıtulo es presentar el conjunto de herramientas utilizadas para

realizar esta tarea, los detalles relativos a la implementación de los algoritmos para los

criterios seleccionados, la forma de obtención y manipulación de datos utilizada y la

manera en que realizaron los experimentos con los terrenos seleccionados.

El objetivo final de cada una de las etapas involucradas en el desarrollo realizado es

determinar, en base a pruebas sobre terrenos reales (de distintos tipos y caracteŕısticas),

qué efecto tiene el uso de HODTs en la práctica.

Una de las formas de construcción de triangulaciones de alto orden implementadas

consiste en modificar la triangulación de Delaunay con el método de Lawson como

heuŕıstica para generar triangulaciones que optimicen localmente el conjunto de cri-

terios seleccionados en el Caṕıtulo 5. Los pseudocódigos completos de estos algoritmos

se presentan en la Sección 6.1.

En la Sección 6.2 se presenta una reseña de las herramientas utilizadas para las im-

plementaciones realizadas incluyendo tanto información sobre cada una de ellas como

indicaciones de las etapas del desarrollo para las cuales fueron de utilidad.

En la Sección 6.3 se presentan ciertos detalles de implementación concretos. Estos

últimos incluyen detalles referentes a la adaptación del software existente para el ma-

nejo de triangulaciones de Delaunay para que soporte triangulaciones de alto orden,

la implementación ciertos algoritmos particulares, las optimizaciones realizadas para el

cálculo del error y las manipulaciones de los datos propuestas para mejorar los resultados

obtenidos.

65
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6.1. Pseudocódigo de algoritmos implementados

Como vimos, la triangulación de Delaunay es única si el conjunto de puntos del cual

se parte es no degenerado. Se plantean como extensión de la triangulación de Delaunay

las triangulaciones de alto orden que, al relajar el criterio de que no haya puntos dentro

de las circunferencias circunscritas por cada triángulo, pueden no ser únicas y permitir

aśı la incorporación de ciertos criterios a su construcción con el fin de obtener una mejor

aproximación a la superficie que se está modelando.

Una forma de incorporar estos criterios es utilizando el método de Lawson que permite

obtener triangulaciones localmente óptimas en función del criterio que se desee optimizar.

La idea general de los pseudocódigos propuestos para ser implementados es aplicar el

método de Lawson, tomando como triangulación inicial la triangulación de Delaunay, y

en cada paso realizar los intercambios de ejes correspondientes (dependiendo el criterio

que se desee optimizar) para aśı llegar a una triangulación de orden k localmente óptima

respecto a dicho criterio.

Como vimos en el Caṕıtulo 5 los criterios seleccionados para ser implementados son:

ABN, WABN y JND. Cada uno de estos criterios conlleva a la definición de su corres-

pondiente función de costo local (para más detalles ver Sección 5.2):

ABN: µABN (T , e), WABN: µWABN (T , e) y JND: µJND(T , e), para e ∈ ejes(T ).

Como funciones de costo global C∗(T ) se utilizaron las siguientes:

Máximo: Cmax∗(T ) = max{µ∗(T , e)|e ∈ ejes(T )}.

Mı́nimo: Cmin∗(T ) = min{µ∗(T , e)|e ∈ ejes(T )}.

Norma L1: Csum∗(T ) =
∑

e∈ejes(T ) µ∗(T , e).

Donde ∗ ∈ {ABN, JND, WABN}.

Para decidir si intercambiar o no un eje se utilizaron heuŕısticas golosas que maximizan

o minimizan alguna de las funciones de costo global antes mencionadas. En particular,

las heuŕısticas utilizadas fueron:

GreedyMinMax*: heuŕıstica golosa que minimiza la función de costo global Cmax∗(T ).

GreedyMaxMin*: heuŕıstica golosa que maximiza la función de costo global Cmin∗(T ).
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GreedyMinSum*: heuŕıstica golosa que minimiza la función de costo global Csum∗(T ).

GreedyMaxSum*: heuŕıstica golosa que maximiza la función de costo global Csum∗(T ).

Aśı, por ejemplo, al referirnos al algoritmo GreedyMinMaxABN con k = 8 nos

estamos refiriendo a la heuŕıstica que, partiendo de la triangulación de Delaunay, aplica

el método de Lawson y realiza el intercambio de un eje si ese flip minimiza el valor

del ABN del eje que posee el máximo valor de ese criterio y si además la triangulación

resultante queda de orden a lo sumo 8. La formulación formal de esta heuŕıstica es:

GreedyMinMaxABN: heuŕıstica golosa que minimiza la función de costo global

CABN (T ) = max{µABN (T , e)|e ∈ ejes(T )}.

A continuación se presenta el pseudocódigo general para la heuŕıstica golosa de mini-

mización para la función de costo global C∗(T ):

Algorithm 6: GreedyMin para C∗(T )

Input: Conjunto de vértices S y el orden máximo de la triangulación k

Output: Triangulación T de orden k localmente optima

Construir una triangulación inicial T 0 con los vértices de S.

T ← T 0

while T cambie do
Elegir un eje e de T que no haya sido verificado antes.

if esF lippable(e, T ) then

Obtener la triangulación T ′ intercambiando al eje e por e′ en T .

if order(T ′) ≤ k then
cT ← C∗(T )

cT ′ ← C∗(T ′)
if cT ′ < cT then

T ← T ′

Marcar el nuevo eje e′ de la triangulación como verificado.

else
Marcar e como verificado.

end

else
Marcar e como verificado.

end

else
Marcar e como verificado.

end

end
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Donde el predicado esF lippable(T , e) es verdadero cuando el eje e es la diagonal de

un cuadrilátero convexo en T y la función order(T ) calcula el orden de la triangulación

T .

Notar que el método propuesto es muy similar al método de Lawson pero incorpora la

noción del orden de la triangulación a construir. Como vimos en el Caṕıtulo 5 el método

de Lawson original tiene complejidad teórica O(n∗ l) (siendo l una cota para la cantidad

total de iteraciones del ciclo) si se asume que las mediciones y el intercambio de ejes

dentro de cada ciclo se pueden realizar en tiempo O(1).

Si bien la implementación propuesta mantiene el tiempo O(1) para el flip de cada

eje, tanto el ajuste del cálculo del costo de cada triangulación tras el intercambio como

el cálculo del orden de un eje se hace en tiempo O(n). Si bien se puede determinar en

tiempo constante cuál es la circunferencia que determina el orden de la triangulación (en

base a una de las propiedades antes descripta), para descubrir que puntos caen dentro

de dicha circunferencia se deben recorrer, en el peor caso, todos los puntos de la misma.

Por lo tanto, la complejidad de la implementación propuesta para el método de Lawson

aplicado a triangulaciones de orden k es O(n2∗l) (siendo l una cota para la cantidad total

de iteraciones del ciclo). En este caṕıtulo se presentan algunos detalles de implementación

que hacen posible mantener esta complejidad algoŕıtmica.

Cabe destacar que, se presentó el pseudocódigo para las heuŕısticas del tipo GreedyMin

pero, para las heuŕısticas del tipo GreedyMax, basta con tomar negativos los costos

globales.

El método antes presentado asume una pre-selección del criterio (o función de costo)

que se desea optimizar. En el presente trabajo se utilizaron las variantes de las heuŕısticas

golosas descriptas para cada función de costo local seleccionada.

Aśı mismo, se cuenta con una implementación del algoritmo exacto de optimización

para criterios del tipo MinMax o MaxMin para triangulaciones de orden 1 presentado

en la Sección 4.2.2.1.
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6.2. Herramientas utilizadas

En esta sección se presentan las herramientas utilizadas para las implementaciones

realizadas. Se presenta a continuación una reseña de cada una de las etapas involucradas

en el desarrollo y las herramientas utilizadas en cada una de ellas:

Los algoritmos implementados fueron probados en base a muestras de terrenos

reales por lo que fue necesario contar con cierta información geográfica que se

obtuvo de los datos provistos por la agencia United States Geological Survey.

Los datos geográficos fueron pre-procesados para poder ser manipulados en forma

digital. Esta tarea fue realizada con la herramienta Quantum GIS.

La implementación de triangulaciones de alto orden con las heuŕısticas y criterios

seleccionados aśı como también la manipulación de los datos geográficos en forma

digital se realizó utilizando Computational Geometry Algorithms Library.

6.2.1. United States Geological Survey (USGS)

Existen muchas agencias que se encargan de obtener y proveer información geográfica

de manera gratuita y sencilla, entre ellas se destaca la United States Geological Survey

(USGS).1 En Wang et al. [8] se utilizó este recurso como fuente de datos para la realiza-

ción de las pruebas presentadas en dicho trabajo y la misma se utilizó para la obtención

de los datos geográficos de los terrenos con los cuales se realizaron las pruebas.

La información provista por la USGS puede ser accedida desde el sitio de GeoCom-

munity.2 En particular, los datos de los terrenos utilizados para las triangulaciones cons-

truidas se pueden obtener a partir de las siguientes referencias:

Terreno de Moorhead SE (Iowa):

http://data.geocomm.com/catalog/US/61058/569/group4-3.html

Terrenos de Kinzel Springs (Tennessee), Blockhouse y Cades Cove:

http://data.geocomm.com/catalog/US/61084/1972/group4-3.html

Cabe destacar que, en el Caṕıtulo 7, se presenta una descripción detallada (acom-

pañada de las imágenes correspondientes) para cada uno de estos terrenos.

1http://www.usgs.gov
2http://data.geocomm.com

http://data.geocomm.com/catalog/US/61058/569/group4-3.html
http://data.geocomm.com/catalog/US/61084/1972/group4-3.html
http://www.usgs.gov
http://data.geocomm.com
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Los datos obtenidos de dichas agencias se encuentran en algún formato estándar de

los sistemas de información geográfica. Dado que la biblioteca CGAL, utilizada para

implementar los algoritmos, cuenta con un formato propio para cargar triangulaciones

de Delaunay fue necesario realizar cierto pre-procesamiento de los datos geográficos

obtenidos de dicha fuente. En la sección siguiente se presenta el pre-proceso realizado y

los detalles de la herramienta utilizada.

6.2.2. Quantum GIS (QGIS)

Quantum GIS 3 (QGIS) es una IDE de sistemas de información geográfica open source

y múltiple plataforma que permite manipular diferentes tipos de datos (tanto vectoriales

como mapa de bits o raster), crear, editar, realizar análisis y exportar datos espaciales,

realizar cartograf́ıa y exploración interactiva de datos espaciales, entre otras.

Se utilizó esta herramienta para poder obtener los puntos de cada terreno con su

respectiva elevación (input de los algoritmos implementados). El procedimiento que se

siguió fue el siguiente:

Importar el archivo con extensión ∗.DFF (obtenido de la USGS) en QGIS.

Generar en QGIS un GEOTiff seleccionando un rectángulo del terreno cargado

que sea lo más amplio posible.

Realizar una selección aleatoria de puntos sobre la superficie generada en el paso

anterior. Cabe destacar que, en el presente trabajo, se cuenta con varios conjuntos

de puntos de distintos tamaños.

Utilizar el plug-in de QGIS llamado Point Sampling Tool4 para agregar la elevación

a los puntos anteriormente seleccionados.

Exportar los puntos con elevación a un formato simple de parsear para generar el

input de los algoritmos implementados. El formato que se utilizó es GeoJson.

Finalmente, los archivos en formato GeoJson fueron transformados (mediante un

parser sencillo realizado en Java) al formato que utiliza CGAL para generar trian-

gulaciones.

3http://www.qgis.org
4http://hub.qgis.org/projects/pointsamplingtool

http://www.qgis.org
http://hub.qgis.org/projects/pointsamplingtool
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6.2.3. Computational Geometry Algorithms Library (CGAL)

Los algoritmos propuestos fueron desarrollados en C++ utilizando la biblioteca CGAL.

Esta biblioteca open source provee un acceso sencillo, eficiente y confiable a algoritmos

geométricos para diferentes áreas de aplicación. Es utilizado en bioloǵıa molecular, mo-

delos médicos y biof́ısicos, geoloǵıa y geof́ısica, astronomı́a, métodos numéricos, compu-

tación gráfica y sistemas de información geográfica, entre otras.

CGAL contiene una implementación completa para el manejo de triangulaciones de

Delaunay pero, en el presente trabajo, se realizó una extensión de la misma para uso de

triangulaciones de alto orden. Los detalles relativos a esta extensión se encuentran en

la siguiente sección. Puede encontrarse la documentación completa de la biblioteca en

http://www.cgal.org.

http://www.cgal.org
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6.3. Implementación de algoritmos

Se presentan en esta sección los detalles de implementación concretos sobre triangu-

laciones de alto orden y detalles relativos al cálculo del error numérico de las triangula-

ciones obtenidas con los algoritmos antes descriptos.

6.3.1. Triangulaciones de alto orden en CGAL

Los algoritmos propuestos fueron desarrollados en C++ utilizando la biblioteca CGAL

mencionada anteriormente. CGAL contiene una implementación completa para el ma-

nejo de triangulaciones de Delaunay pero se realizó una extensión de la misma para

poder incorporar el uso de triangulaciones de alto orden. A continuación se presenta un

detalle de las clases y las correspondientes adaptaciones que fueron necesarias para la

incorporación de HODTs a CGAL.

Una de las estructuras provistas por CGAL para el manejo de triangulaciones es la

Delaunay triangulation 2.5 Esta estructura fue utilizada en el presente trabajo como base

para la implementación de todos los algoritmos propuestos. Esta estructura se encuentra

parametrizada por los siguientes atributos:

Los rasgos geométricos (GT por su nombre en inglés, Geometric Traits) que definen

diferentes primitivas y operaciones elementales.

Una estructura de datos que define los vértices y caras de la triangulación.6

Para generar la triangulación de Delaunay inicial se utilizo esta estructura (Delau-

nay triangulation 2 ) la cual fue inicializada con los puntos muestreados de los terrenos.

Como primer paso se crea una instancia de dicha clase vaćıa, y se utiliza la función insert

para ir agregando los puntos a la misma. Dicha función tiene la siguiente aridad:

std::ptrdiff t CGAL::Delaunay triangulation 2<Traits, Tds>::insert(PointInputIterator

first, PointInputIterator last)

Donde los parámetros first y last son instancias de la clase CGAL::Istream iterator<T,Stream>

provista por CGAL la cual lee de un archivo, en el formato antes descripto, los puntos

a insertar.

5El detalle de esta clase se puede encontrar en
http://www.cgal.org/Manual/latest/doc html/cgal manual/Triangulation 2 ref/
Class Delaunay triangulation 2.html.

6Para más información ver http://doc.cgal.org/latest/Triangulation 2/index.html#title4.

http://www.cgal.org/Manual/latest/doc_html/cgal_manual/Triangulation_2_ref/Class_Delaunay_triangulation_2.html
http://www.cgal.org/Manual/latest/doc_html/cgal_manual/Triangulation_2_ref/Class_Delaunay_triangulation_2.html
http://doc.cgal.org/latest/Triangulation_2/index.html#title4
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Cabe destacar que CGAL define una triangulación en base a sus vértices (vertex ) y

sus caras (face o facet7) y no en base a los ejes.

Una cara contiene tres vértices numerados con 0, 1 y 2. Esta numeración define impĺıci-

tamente un sentido de recorrido de vértices. A su vez, una cara tiene caras vecinas o

neighbors numeradas de igual forma.

Dada f una cara de una triangulación y v un vértice de f, se definen las siguientes

funciones en CGAL:

f.index(v) para obtener el ı́ndice de v en f .

f.vertex(i) (i ∈ {0, 1, 2}) para obtener, análogamente, un vértice de f a partir de

su ı́ndice.

f.neighbor(i) (i ∈ {0, 1, 2}) para obtener la cara vecina a f opuesta al vértice de

ı́ndice i.

cw(i) para obtener el ı́ndice del vecino del vértice i-ésimo en sentido horario (clock-

wise). Se calcula como (i+ 2) %3.

ccw(i) para obtener el ı́ndice del vecino del vértice i-ésimo en sentido antihorario

(counterclockwise). Se calcula como (i+ 1) %3.

En la figura Figura 6.1 se puede ver un ejemplo gráfico de estas funciones.

Figura 6.1: Representación gráfica de la cara f , su i-ésimo vértice v y su vecindad.
http://doc.cgal.org/latest/TDS 2/index.html#fig TDS 2D Fig neighbors1

Un eje e de una triangulación T en CGAL es representado por una tupla 〈f, v〉 tal

que e es el eje opuesto al vértice v dentro de la cara f . Sea f ′ = f.neighbor(i) siendo v

7Estrictamente hablando, facet representa una cara en dos dimensiones mientras que face puede ser
utilizada para nombrar una cara en cualquier dimensión. Sin embargo, en la documentación de CGAL,
se utilizan indistintamente.

http://doc.cgal.org/latest/TDS_2/index.html#fig__TDS_2D_Fig_neighbors1
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el vértice número i de f en T entonces, el eje e = 〈f, v〉, es el eje compartido entre f y

f ′.

Como se mencionó anteriormente, una triangulación en CGAL cuenta con una estruc-

tura de datos que, además de definir los vértices y caras de una triangulación, provee:

iterators: métodos para iterar todos los vértices, ejes y caras de una triangulación

y

circulators: métodos para visitar todos los vértices, ejes y caras incidentes a un

vértice en la triangulación.

También se definen ciertos handles8 (vertex handle y face handle) los cuales permiten

acceder a los vértices y caras de una triangulación sin necesidad de realizar un manejo

de punteros en C++.

La estructura de datos cuenta adicionalmente con métodos para modificar una trian-

gulación. Entre ellas se cuenta con la función flip cuya aridad es la siguiente:

void TriangulationDataStructure 2::flip(face handle fh, int i)

Donde fh es el face handle de f (definido como antes) y el eje que se intercambia es

e = 〈f, v〉 siendo i el ı́ndice de v en f . Cabe destacar que, este método altera el orden

de los vértices antes descripto ya que la triangulación es modificada tras su ejecución

(cambia la diagonal del cuadrilátero formado por f y f ′ de e a e′).

Este método fue el que se utilizó para realizar el intercambio de ejes en los algoritmos

implementados.

Cabe destacar que, es responsabilidad de quien lo llame verificar que el cuadrilátero

cuya diagonal se está intentando intercambiar sea convexo, de no ser aśı, el resultado

no está determinado. Es por esto que la función esF lippable(T , e), mencionada en el

pseudocódigo antes descripto, verifica que e sea la diagonal de un cuadrilátero convexo.

Es importante destacar que, la clase Delaunay triangulation 2, si bien tiene un método

para verificar si se cumple la condición de Delaunay, permite ser modificada mediante el

método flip sin importar si se pierde la condición de Delaunay permitiendo aśı obtener

una triangulación de orden k con k > 0.

Dado que los puntos utilizados tienen altura, es necesario realizar la proyección sobre

el plano (x, y) para obtener una triangulación de Delaunay en dos dimensiones. Para ello

8Para mayor información ver http://doc.cgal.org/latest/Circulator/classHandle.html.

http://doc.cgal.org/latest/Circulator/classHandle.html
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se utilizó el Projection traits xy 3 9 como Geometric Traits, el cual realiza exactamente

dicha proyección sin perder los datos de elevación.

De esta forma, es posible construir una triangulación de Delaunay en dos dimensiones

sin perder los datos de elevación, los cuales se utilizan posteriormente para realizar los

cálculos de costo que determinan los intercambios de ejes que deben realizarse para

obtener una triangulación de alto orden localmente óptima según el criterio que se desea

optimizar.

CGAL provee métodos para generar y almacenar la triangulaciones en archivos de

texto plano. El formato utilizado de los archivos a partir de los cuales se construyen

las triangulaciones de Delaunay consta de tres columnas, separadas por espacios o tabs,

donde cada una de ellas representa las coordenadas (x, y, z) de los puntos respectivamen-

te. Como se mencionó anteriormente, fue necesario implementar un programa sencillo

para transformar los datos generado por QGIS al formato esperado por CGAL.

Adicionalmente se cuenta con una consola interactiva que permite ejecutar cada uno

de los algoritmos propuestos con sus posibles variantes. Esta interfaz interactiva recibe

una serie de parámetros los cuales permiten cambiar fácilmente los puntos (tanto de los

terrenos como del ground truth), el orden máximo permitido y las diferentes heuŕısticas

y criterios implementados. Aśı mismo se crearon diversos scripts para realizar las ejecu-

ciones de las pruebas en forma automática. Para más detalle de los parámetros, el uso

del ejecutable y los scripts ver el Apéndice B.

Se implementó un programa para visualizar las triangulaciones optimizadas por los

algoritmos ejecutados. Para esto se realizó una extensión de un programa que provee la

biblioteca CGAL que permite visualizar y modificar triangulaciones de Delaunay para

que soporte triangulaciones de alto orden. Algunas de las imágenes mostradas en el

Caṕıtulo 7 fueron generadas con esta herramienta.

6.3.2. Cálculo del error

Algo deseable es poder comparar la calidad de las aproximaciones obtenidas con las

triangulaciones de alto orden generadas por los algoritmos propuestos. Tal como se indica

en el Apéndice A existen diversas métricas de error que pueden ser utilizadas para esta

tarea.

Una parte fundamental del cálculo del error es tomar las medidas de las distancias

entre el terreno real y la representación obtenida. Para esto se toma una muestra de

9El detalle de esta clase se puede encontrar en
http://www.cgal.org/Manual/latest/doc html/cgal manual/Kernel 23 ref/
Class Projection traits xy 3.html.

http://www.cgal.org/Manual/latest/doc_html/cgal_manual/Kernel_23_ref/Class_Projection_traits_xy_3.html
http://www.cgal.org/Manual/latest/doc_html/cgal_manual/Kernel_23_ref/Class_Projection_traits_xy_3.html
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distintos puntos de control que conforman el ground truth (puntos del terreno real) y para

cada uno de ellos se mide la distancia que los separa del triángulo correspondiente en la

representación obtenida. Estas distancias pueden ser utilizadas para obtener las métricas

de las distintas funciones de error como ser MAE y RMSE (entre otras presentadas en

el Apéndice A).

Para realizar las mediciones entre los puntos del ground truth y la triangulación ob-

tenida en CGAL se utilizaron dos métodos que se detallan a continuación.

Resultó necesario obtener la cara de la triangulación contra la cual se debe medir la

distancia al punto del terreno real muestreado. Para esto se utilizó el siguiente método

de a clase Triangulation 2 (la cual es superclase de Delaunay Triangulation 2 ):

Face handle CGAL :: Triangulation 2 < Traits, Tds >::

locate(const Point& p, Face handle f = Face handle()) const

Éste permite encontrar la cara que contiene al punto p. El parámetro f es opcional y

se utiliza como hint para optimizar la búsqueda. Lo que se busca es la cara que contiene

a las coordenadas x e y del punto p sin tener en cuenta su altura.

Para medir la distancia entre el punto del terreno real y la cara del triángulo que

debeŕıa contenerlo se utilizó la función de CGAL squared distance(obj1, obj2), donde

obj1 y obj2 son dos objetos geométricos arbitrarios, y retorna la distancia al cuadrado

entre ellos. Las combinaciones válidas para utilizar este método son:

Para objetos geométricos en dos dimensiones obj1 y obj2 pueden ser del tipo:

Point 2, Line 2, Ray 2, Segment 2 ó Triangle 2.

Para objetos geométricos en tres dimensiones obj1 y obj2 pueden ser del tipo:

Point 3, Line 3, Ray 3, Segment 3 ó Plane 3.

Ya que el método antes descripto se utiliza para medir la distancia entre el punto del

ground truth en 3 dimensiones y las caras de los triángulos de la triangulación. Se utilizan

como objetos a comparar Point 3 y Plane 3 donde el primero representa al punto del

terreno real y el segundo es el plano de la cara de la triangulación que contiene a la

proyección del punto p en <2.
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Resultados

En el presente trabajo se implementaron los algoritmos de construcción de triangu-

laciones de alto orden propuestos en el Caṕıtulo 6 y se realizaron pruebas con terrenos

reales. Se presentan en este caṕıtulo el conjunto de resultados obtenidos en las distintas

instancias de prueba para cada uno de los algoritmos presentados.

En la Sección 7.1 se presentan los terrenos utilizados y algunos detalles referentes

a las instancias de prueba utilizadas aśı como también algunos estudios y resultados

preliminares que fueron de utilidad para definir las instancias de prueba definitivas.

En la Sección 7.2 se presenta el conjunto de resultados necesarios para poder responder

a las preguntas planteadas como objetivo del presente trabajo:

¿Qué mejoras se obtienen con el uso de HODTs en terrenos reales?

¿Cuán complicado es utilizar HODTs en terrenos reales? Es decir, ¿cuán dif́ıcil es

implementar los algoritmos necesarios para trabajar con HODTs?

¿Cuán útiles son los algoritmos propuestos? ¿Existen algoritmos heuŕısticos que

den resultados similares?

¿Cuáles son los criterios que más se benefician con el uso de HODTs?

Y la pregunta más general: ¿son las HODTs realmente útiles en la práctica?

En la Sección 7.3 se presentan, en base al análisis realizado con los resultados obteni-

dos, las respuestas a los interrogantes planteados.

77
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7.1. Preliminares

El objetivo de esta sección es presentar la definición de las instancias de prueba

utilizadas para poner a prueba los algoritmos implementados. Esto incluye: definir los

terrenos que se van a utilizar, definir la manera en que se realiza la selección de puntos

y el cálculo de error y plantear las métricas que serán utilizadas para responder a las

preguntas previamente especificadas.

7.1.1. Terrenos

Las pruebas fueron realizadas sobre cuatro terrenos reales cuyas caracteŕısticas se

detallan a continuación:

Kinzel Springs, Tennessee (KS): esta área se caracteriza por ser geográficamen-

te accidentada. Es una superficie con mucha variación de alturas ya que se vio

afectada por el movimiento tectónico de placas y numerosas erosiones fluviales

causadas por ŕıos que desembocan en el valle. Presenta dos cadenas montañosas

principales una en el sudoeste y otra en el noreste. El área muestreada posee una

amplitud vertical de aproximadamente 850 metros. La dimensión del sector del

terreno muestreado es de 13915 kilómetros de alto y 10361 kilómetros de ancho.

Se puede ver la imagen de este terreno en la Figura 7.1.

Moorehead SE, Iowa (MH): esta área es más llana que la anterior ya que fue una

región que se vio moldeada por la erosión causada por el derretimiento de glaciares.

El área muestreada posee una amplitud vertical de aproximadamente 100 metros.

La dimensión del sector del terreno muestreado es de 13915 kilómetros de alto y

11293 kilómetros de ancho. Se puede ver la imagen de este terreno en la Figura

7.2.

Blockhouse, Tennessee (BH): esta área se encuentra ubicada en la intersección

de dos ŕıos y, en lo que respecta a variación de alturas, es un punto intermedio

entre los dos terrenos anteriores. El área muestreada posee una amplitud vertical

de aproximadamente 550 metros. La dimensión del sector del terreno muestreado

es de 13915 kilómetros de alto y 11311 kilómetros de ancho. Se puede ver la imagen

de este terreno en la Figura 7.3.

Cades Cove, Tennessee (CC): esta área es un valle formado por la erosión de la

cordillera montañosa que lo rodea. El área muestreada posee una amplitud vertical

de aproximadamente 1000 metros. La dimensión del sector del terreno muestreado
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es de 13915 kilómetros de alto y 11293 kilómetros de ancho. Se puede ver la imagen

de este terreno en la Figura 7.4.

Figura 7.1: Kinzel Springs, Tennessee: 35.75 N, 35.625 S, -83.875 W y -83.75 E.



Chapter 7. Resultados 80

Figura 7.2: Moorehead SE, Iowa: 41.875 N, 41.75 S, -95.875 W, -95.75 E.
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Figura 7.3: Blockhouse, Tennessee: 35.75 N, 35.625 S, -84 W, -83.875 E.
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Figura 7.4: Cades Cove, Tennesse: 35.625 N, 35.50 S, -83.875 W, -83.75 E.

Los dos primeros terrenos son los que en Wang et al. [8] se utilizaron para realizar

las pruebas de los criterios presentados. Es por esto que sirvieron como punto de control
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para los resultados obtenidos. No obstante, para contar con mayor diversidad de pruebas

se buscaron terrenos con amplitudes diferentes con el objetivo de poder realizar una

comparación más exhaustiva de los criterios implementados.

7.1.2. Selección de puntos espećıficos

Para cada uno de los terrenos mencionados se tomaron muestras de puntos seleccio-

nados aleatoriamente. Con este muestreo se generaron 3 conjuntos de 2500 y 3 de 5000

puntos en base a los cuales se construyeron las triangulaciones de Delaunay iniciales.

Al realizar las primeras pruebas sobre los terrenos seleccionados se observó que, en

ciertos casos, ya en la triangulación de Delaunay los valores máximos de todos los crite-

rios eran extremadamente elevados en triángulos cercanos a los bordes. Esto provocó que,

tanto las heuŕısticas GreedyMinMax* como el algoritmo exacto con objetivo MinMax,

prácticamente no realizaran cambios a la triangulación inicial ya que resultaba imposible

minimizarlo.

Se implementó un programa para visualizar las triangulaciones optimizadas por los

algoritmos ejecutados para verificar que la razón de esa limitación radicaba en que

los triángulos que maximizaban el criterio se encontraban en el borde. Para esto se

realizó una extensión de un programa que provee la biblioteca CGAL que permite vi-

sualizar y modificar triangulaciones de Delaunay para que soporte triangulaciones de

alto orden.

Luego de realizar dicha visualización se pudo observar que, para todos los criterios, los

máximos se encontraban en la zona cercana a los bordes y pertenećıan a cuadriláteros

formados por triángulos extremadamente angostos y largos.

Para evitar que los slivers encontrados alteren el resultado final de la heuŕıstica se

optó por ignorar los puntos espećıficos que se encuentren próximos a los bordes. Del

conjunto de puntos muestreados se utilizan todos para la construcción de la triangulación

de Delaunay inicial. A partir de esta contrucción se ejecuta el método de Lawson para

el cual los puntos ignorados no son tenidos en cuenta. Es decir, aquellas diagonales que

pertenezcan a cuadriláteros que posean al menos un extremo fuera del área seleccionada

no se consideran flippables. El cálculo del error y los demás cálculos posteriores a la

ejecución de este método también se hacen en función de los puntos no ignorados.

Los puntos seleccionados para ser descartados son los que se encuentran a una sepa-

ración del 5 % del borde del cuadrado más pequeño que incluye a todos los puntos del

terreno seleccionado. Se probó con varios porcentajes para todos los terrenos utilizados

para garantizar un buen balance entre la cantidad de puntos descartados y la ubicación
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de los ejes con valor máximo para cada criterio. El objetivo es tener la mayor canti-

dad de puntos posibles descartando los slivers que afectan la eficacia de las heuŕısticas

propuestas.

En la siguiente figura se muestra un ejemplo del conjunto de puntos seleccionados

para ser triangulados:

Figura 7.5: Triangulación de Delaunay en base a un muestreo aleatorio de KS de
un tamaño de 2500 puntos. El conjunto de puntos seleccionados se encuentra en el
área marcada con rojo. El resto de los puntos (pertenecientes al borde del 5 %) son

descartados.

A continuación se muestran diferentes visualizaciones de triangulaciones de Delau-

nay tanto considerando el borde como descartando el 5 % del mismo. El criterio cuyas

métricas se visualizan es ABN y los cuadriláteros resaltados corresponden a los valores

máximos y mı́nimos de dicho criterio.
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(a) (b)

Figura 7.6: (a) Triangulación de Delaunay en base a un muestreo aleatorio de KS de
un tamaño de 2500 puntos sin descartar el borde. El cuadrilátero con máximo valor de

ABN se marca en color azul y el mı́nimo en color amarillo.
(b) Se muestra lo mismo que en (a) pero ocultando los ejes para poder visualizar mejor

los cuadriláteros.

(a) (b)

Figura 7.7: Triangulación de Delaunay en base a un muestreo aleatorio de KS de un
tamaño de 2500 puntos descartando los puntos del borde (5 %). El cuadrilátero con

máximo valor de ABN se marca en color azul y el mı́nimo en color amarillo.
(b) Se muestra lo mismo que en (a) pero ocultando los ejes para poder visualizar mejor

los cuadriláteros.

Se puede ver en la Figura 7.6 (b) que el cuadrilátero que contiene como diagonal al eje

con mayor valor de ABN se ubica en el borde y se compone de triángulos extremadamente

largos y angostos (se desplazan verticalmente casi a lo largo de toda el área triangulada).



Chapter 7. Resultados 86

Esto hace imposible minimizar este valor mediante la realización de flips cuando se limita

el orden de la triangulación final (e incluso, en varios casos, sin limitarlo). El máximo

valor de ABN cuando se considera el borde en la triangulación (Figura 7.6) es de 174,6◦,

muy cercano al máximo teórico de 180◦ y se encuentra ubicado en el borde. Cuando se

filtran los puntos espećıficos y el borde es descartado (Figura 7.7) el máximo valor es de

81,59◦ y el cuadrilátero se ubica en un área interna.

Cabe destacar que, el cuadrilátero cuyo valor de ABN es el mı́nimo, se encontró dentro

del área considerada en ambos casos (por lo que coinciden en ambas figuras).

A continuación se muestra la mejora obtenida en la triangulación de Delaunay me-

diante la ejecución del método de Lawson, sin considerar los bordes del conjunto de

puntos espećıficos y sin limitar el orden de la triangulación final.

(a) (b)

Figura 7.8: (a) Triangulación optimizada utilizando el método de Lawson la heuŕıstica
GreedyMinMaxABN. La triangulación original fue una DT construida en base a un
muestreo aleatorio de KS de un tamaño de 2500 puntos descartando los puntos del

borde (5 %) (mismo caso que las imágenes anteriores).
(b) Se muestra lo mismo que en (a) pero ocultando los ejes para poder visualizar mejor

los cuadriláteros.

En este caso, el valor máximo del área considerada pudo ser disminúıdo hasta 70,87◦.

Es interesante mencionar que, en este caso, la mejora se obtuvo realizando únicamente

3 flips por lo cual la triangulación resultante es similar a la DT de la cual se partió para

realizar las optimizaciones.

En base a estos resultados se decidió, en todas las pruebas, realizar la exclusión de los

puntos que se encuentran a 5 % del borde. Es decir, las muestras reales son de un 5 %

menos del tamaño mencionado.



Chapter 7. Resultados 87

7.1.3. Métricas de error

Tal como se mencionó en el Caṕıtulo 6, luego de realizar las optimizaciones propuestas,

se tomaron diversas métricas de error para determinar el grado de fidelidad con el que

cada triangulación generada con los algoritmos implementados representa al terreno que

se desea modelar.

Para realizar esta tarea se generaron, para cada terreno, tres conjuntos de 900 puntos

(seleccionados aleatoriamente) los cuales fueron utilizados como ground truth. Las métri-

cas de error implementados fueron: RMSE, MAE, L1 y L2.1 Para obtener un único

valor para cada una de estas métricas de error se realizó el promedio de las métricas

correspondientes de cada uno de los archivos seleccionados como ground truth.

7.1.4. Orden máximo

Como vimos en las secciones y caṕıtulos anteriores, a partir de una muestra de puntos

determinada se construye una triangulación de Delaunay que se toma como triangula-

ción inicial para la ejecución del método de Lawson. Tal como se puede observar en los

pseudocódigos presentados en el Caṕıtulo 6 se realiza un intercambio de eje si, además

de mejorar la métrica propuesta, no se supera un determinado orden (orden máximo de

la triangulación final). El objetivo final de los algoritmos propuestos es construir una

triangulación de orden k localmente óptima respecto a algún criterio.

Se probaron las ejecuciones de las heuŕısticas propuestas para distintos valores de k.

En particular, podemos diferenciar estas instancias de prueba en dos grupos:

Orden máximo k prefijado: se limita el orden de la triangulación resultante a k,

para k = 1, 2, ..., 50.

Orden máximo ∞: no se limita el orden de la triangulación final. Es decir, se

realizan tantos flips como veces se mejore el criterio terminando la ejecución ante

la primera iteración en la que la triangulación no presente cambios.

Al final de cada ejecución, cuando la heuŕıstica termina y retorna una triangulación

localmente óptima respecto al criterio seleccionado, se calcula el orden de la triangulación

obtenida. Este valor es útil en cualquiera de las dos instancias antes descriptas ya que:

Si el orden se encuentra prefijado, al ser el orden máximo, se puede obtener un

triangulación final de orden menor. Esto implicaŕıa que con un orden máximo

menor se puede obtener la misma mejora que con el prefijado.

1Para más detalle ver Apéndice A.
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Si el orden es ∞, se necesita saber el orden de la triangulación final para tener

una idea del punto de estabilización del algoritmo y, de alguna forma, el orden de

la triangulación donde se puede obtener la máxima mejora del criterio posible y

cual es esa mejora realmente. Con esta información podemos llegar a tener noción

de cuan lejos está la mejora de una triangulación de orden relativamente pequeño

respecto a la posible mejora total obtenida (con las implicaciones de pérdida de la

buena forma de los triángulos que las triangulaciones de ordenes más altos poseen).

7.1.5. Valores obtenidos

Al finalizar cada una de las ejecuciones realizadas, en base a la combinación de las

instancias y heuŕısticas previamente presentadas, se tomaron las siguientes mediciones:

Orden: orden final de la triangulación obtenida.

Max value: valor máximo del criterio seleccionado para optimizar.

Min value: valor mı́nimo del criterio seleccionado para optimizar. En algunos casos,

el mı́nimo valor llegó a ser 0◦ por lo que fue necesario tomar, adicionalmente, otra

métrica: cantidad de mı́nimos.

Sum value: suma de los valor del criterio seleccionado para optimizar.

Errores: valores para cada una de las métricas de los errores tomadas como se

indicó en la Sección 7.1.3.

Tiempo: tiempo consumido por el algoritmo (sin tener en cuenta el cálculo del

error final).

Cantidad de flips: cantidad de intercambios de ejes realizados cuando se ejecuta el

método de Lawson.

Cantidad de iteraciones: cantidad de ciclos completos realizados cuando se ejecuta

el método de Lawson.
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7.2. Resultados y análisis comparativo

El objetivo de esta sección es presentar tanto el conjunto de resultados obtenidos en

función de los algoritmos ejecutados sobre las instancias de prueba antes descriptas como

un análisis comparativo entre las distintas métricas tomadas para cada caso.

7.2.1. Tiempo de ejecución

En esta sección se presenta el conjunto de resultados relativos al tiempo de ejecución

de los algoritmos ejecutados con su correspondiente análisis.

En la mayoŕıa de los casos se pudo observar una tendencia de incremento del tiempo de

ejecución a medida que se incrementa el orden máximo de las ejecuciones. No obstante,

si bien esto fue una tendencia casi general, hubo varios casos en que el comportamiento

no siguió dicha tendencia. Se pueden observar en el cuadro de la Figura 7.9 los siguientes

eventos:

1. Entre los órdenes máximos 5 y 6 si bien se aumenta el orden final de la triangulación

(de 1 a 6 respectivamente) y se mantiene la cantidad de flips realizados, se puede

ver que los tiempos disminuyen en lugar de aumentar: el tiempo de ejecución pasa

de ser de 20 segundos a 14 segundos (ver filas resaltadas con celeste en la Figura

7.9).

2. Hubo casos en donde, si bien el orden máximo aumentó, el tiempo de ejecución

se mantuvo constante aśı como también el orden final de la triangulación y la

cantidad de flips realizados. Un ejemplo de esto puede verse en las filas resaltadas

con violeta en la Figura 7.9. En este último caso los ordenes máximos de ejecución

son 13 y 14 y se mantuvo todo constante con tiempos de 17 segundos en ambos

casos.

3. En otros casos, si bien aumenta el orden máximo de ejecución y se mantienen

constantes los órdenes finales y la cantidad de flips se puede observar que el tiempo

de ejecución se incrementa. Por ejemplo, es el caso del orden máximo 27 y 28 en

donde el orden final de la triangulación fue 6 y la cantidad de flips 3 para ambos

casos pero los tiempos fueron 18 y 19 segundos respectivamente (ver filas resaltadas

con amarillo en la Figura 7.9).
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Figura 7.9: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMa-
xABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos del terreno BH.
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Cabe destacar que, si bien para dar una evidencia concreta de estos eventos se tomó co-

mo ejemplo la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMaxABN sobre un muestreo aleatorio

de 2500 puntos del terreno BH, estos eventos se pudieron observar en varios casos más.

Esto da una idea de que no hay una monotońıa creciente en las curvas de evolución del

tiempo en función del orden máximo de ejecución.

Se puede ver en la Figura 7.10 que hubo casos (destacados con color violeta) en donde

los tiempos de ejecución se mantuvieron constantes mientras que el orden máximo, el

orden final y la cantidad de flips aumentaron.

Figura 7.10: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSu-
mABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos del terreno BH.
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En base a lo anterior y si se observan los resultados del siguiente cuadro se puede ver

que el tiempo de ejecución no se encuentra asociado ni orden final de la triangulación ni

orden máximo ni a la cantidad de flips. No obstante, se puede observar que fijado el orden

final de la triangulación, a medida que se aumenta el orden máximo (pero el resultado

final sigue siendo el mismo), el tiempo, cantidad de flips e iteraciones se comportan de

forma creciente.

Se puede ver que existen ejecuciones en que la triangulación final queda de un orden

mucho mayor, realizándose más intercambios de ejes, en tiempos más cortos que en otros

casos. No obstante, se puede observar que hay una relación entre el tiempo de ejecución

y la cantidad de iteraciones.

Figura 7.11: Cuadro correspondiente a la ejecución de las heuŕısticas GreedyMaxMi-
nABN y GreedyMaxSumABN sobre muestreos aleatorios de 2500 y 5000 puntos del

terreno BH.

Se pudo observar también que los tiempos de ejecución, aśı como también el resto de

los parámetros, vaŕıan en función de la muestra de puntos de un tamaño determinado

para un mismo terreno. Se puede ver en las tablas presentadas en la Sección 1 del

Apéndice C cómo para un mismo terreno y una misma heuŕıstica los comportamientos

de los parámetros medidos fueron completamente diferentes dependiendo de la muestra

aleatoria tomada inicialmente. Se puede ver que los tiempos de ejecución en función del

orden máximo de ejecución vaŕıan ampliamente aśı como también la cantidad de flips,

la cantidad de iteraciones y el orden de las triangulaciones finales en cada caso.

En la Figura 7.12 se puede observar la curva de tiempos de ejecución en función del

orden máximo de ejecución para cada uno de los muestreos tomados en las tablas pre-

sentadas en la Sección 1 del Apéndice C. Se puede ver, por ejemplo, que para el muestreo

de nombre terreno3 los tiempos de ejecución fueron considerablemente más altos que en

el resto. Los comportamientos de las curvas fueron diferentes entre las distintas muestras

de un mismo tamaño del mismo terreno pero siempre con una tendencia mayoritaria-

mente creciente a medida que se aumenta el orden máximo y final de ejecución (aunque

se observen mesetas y pequeños tramos decrecientes).
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Figura 7.12: Gráfico correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMi-
nABN sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y terreno3 ) del terreno
BH. En el eje x se observa el orden máximo de ejecución y en el eje y los tiempos de

esa corrida para la heuŕıstica y el terreno indicado.

Figura 7.13: Gráfico correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMi-
nABN sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y terreno3 ) del terreno
BH. En el eje x se observa el orden máximo de ejecución y en el eje y la cantidad de

iteraciones de esa corrida para la heuŕıstica y el terreno indicado.

Se puede ver en la Figura 7.13 que los tiempos vaŕıan en sintońıa con la cantidad de

iteraciones ya que el comportamiento de las curvas en este caso es muy similar a las de
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la Figura 7.12. Se puede ver que las curvas de ambos gráficos siguen la misma tendencia

y dependen de la muestra de puntos original. Como era de esperarse y en función de

lo observado se pude deducir que los tiempos de ejecución se encuentran directamente

relacionados con la cantidad de iteraciones.

Figura 7.14: Cuadro correspondiente a la ejecución de las heuŕısticas del GreedyMin-
Max en base a todos los criterios y sobre muestreos de 2500 y 5000 puntos del terreno
CC. En el eje x se observa el orden máximo de ejecución y en el eje y los tiempos de

esa corrida para la heuŕıstica y el terreno indicado.

Una tendencia que se puede observar en los resultados obtenidos es que para muestras

de mayor tamaño los tiempos son mayores siendo las diferencias no tan notorias en los

primeros órdenes y no tan aśı para órdenes máximos más altos. Esto se puede observar

en el cuadro de la figura anterior en donde se ve que las heuŕısticas sobre las muestras de

5000 puntos evidencian tiempos de ejecución mayores para todas las heuŕısticas respecto

a las ejecuciones sobre muestras de 2500 puntos.

En particular, otra tendencia observada es que los tiempos de ejecución (para un

mismo muestreo y una misma heuŕıstica) del criterio JND fueron menores que los del

criterio ABN aunque por lo general no por mucho y que, a su vez, los de ABN fueron

menores que WABN caso en que la diferencia fue más notoria. Cabe destacar nuevamente

que existen instancias y casos puntuales no espećıficos donde esto no se cumple.
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Por lo general, cuando los órdenes máximos son bajos estas tendencias no se mantie-

nen.

Figura 7.15: Cuadros correspondiente a la ejecución de las heuŕısticas del GreedyMin-
Max, GreedyMaxMin, ExactoMinMax, ExactoMaxMin en base a todos los criterios y

sobre muestreos de 2500 y 5000 puntos de cada uno de los terrenos.

Como se puede observar en las tablas de la figura anterior los tiempos del algoritmo

exacto fueron en todos los casos inferiores a los de las heuŕısticas asociadas, en algunos

casos la diferencia fue insignificante pero en otros no tanto. Cabe destacar que, si bien

los resultados de los cuadros son en base a un único muestreo de cada terreno de medidas

2500 y 5000 puntos esto ocurrió en todos los casos.
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Es decir que, si bien intuitivamente se tiende a relacionar el tiempo de ejecución con

la cantidad de flips, el costo temporal de encontrar un flip que mejore la triangulación

original vaŕıa mucho según el terreno y los puntos muestreados, por lo que no hay un

relación directa entre número de flips y tiempo de ejecución. Los tiempos de ejecución

se relacionan directamente con la cantidad de iteraciones sin importar la cantidad de

intercambios que se realice en cada una de ellas. Tampoco se detectó una relación con

el tipo de heuŕısticas, pero śı se encontró una relación entre los distintos criterios para

una misma heuŕıstica. Más aún para las heuŕısticas del tipo GreedyMaxSum o Greedy-

MinSum, en donde se hacen considerablemente más intercambios que para el resto, el

tiempo de ejecución no fue siempre considerablemente mayor que en otros casos.

En base a todo lo evidenciado y los resultados obtenidos se puede realizar el siguiente

análisis:

No hay un patrón muy definido en lo que refiere a tiempos de ejecución. En base

a los resultados obtenidos se pudo ver que hay una tendencia mayoritariamente

creciente a medida que aumenta el orden de la triangulación pero no es determi-

nante ya que se encontraron varias instancias no aisladas en donde esta premisa

no es cierta. Por lo general esta tendencia creciente conlleva a que para el caso de

orden máximo infinito los tiempos sean mayores (no siempre considerablemente

mayores) que en el resto.

Lo que se observó en la gran mayoŕıa de los casos es que a medida que aumenta

el tamaño del terreno y sobre la base de la ejecución de la misma heuŕıstica con

el mismo criterio los tiempos fueron mayores cuando el tamaño de la muestra

aumentó. Cabe destacar que los tiempos de ejecución no sólo dependen del tamaño

del terreno sino también del terreno en śı, no habiéndose encontrado patrones

definidos para cada terreno muestreado.

No se encontraron patrones entre los tiempos de ejecución de cada criterio y cada

heuŕıstica ni se detectaron patrones relacionados con la cantidad de flips.

Cuando el tiempo de ejecución aumenta también lo hace la cantidad de iteraciones.

En lo que refiere a los tiempos de ejecución del algoritmo exacto respecto a la

heuŕıstica correspondiente para orden k = 1 los primeros fueron siempre menores

(a veces considerablemente y a veces no).

Por lo general los tiempos de ejecución (para un mismo muestreo y una misma

heuŕıstica) del criterio JND fueron menores que los del criterio ABN aunque no

por mucho. A su vez, los tiempos del criterio ABN fueron menores que WABN

caso en que la diferencia fue más notoria. Cabe destacar nuevamente que existen
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instancias y casos puntuales no espećıficos donde esto no se cumple (más aún

cuando los órdenes máximos son bajos).
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7.2.2. Análisis del algoritmo exacto para 1-ODT

En esta sección se presentan los resultados y el correspondiente análisis comparativo

entre la ejecución del algoritmo exacto para 1-ODT para criterios del tipo MinMax y

las heuŕısticas GreedyMinMax y GreedyMinSum para orden máximo k = 1 e infinito.

El conjunto de resultados completo que se obtuvo en función de las ejecuciones reali-

zadas y que se utilizó como base para la elaboración del presente análisis se encuentra

en la Sección 2 del Apéndice C.

En función de las ejecuciones realizadas se pudo observar que, en todos los casos, los

maxValue tanto de las heuŕısticas GreedyMinMax como de la ejecución del algoritmo

exacto resultaron ser menores o iguales que el maxValue de la triangulación de Delaunay.

Es decir que, como era de esperarse, tanto la heuŕıstica como el algoritmo exacto no

empeoran el objetivo.

Se pudo observar que existieron únicamente dos casos (de un total de 72) en los que

el algoritmo exacto minimizó el maxValue más que la heuŕıstica GreedyMinMax para

orden máximo 1. Se detallan a continuación los resultados de dichas ejecuciones:

Figura 7.16: Cuadro correspondiente a la ejecución la heuŕıstica GreedyMinMax para
orden máximo 1 e infinito y el algoritmo exacto para los criterios ABN y JND sobre un

muestreo aleatorio de 2500 (terreno3 ) puntos del terreno CC.

Como se puede observar en el cuadro de la figura anterior, en los casos en los que

el algoritmo exacto dio mejores resultados que la heuŕıstica GreedyMinMax para orden
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máximo 1 la mejora fue del 27, 86 % para el algoritmo exacto en el primer caso y del

20, 90 % para el segundo mientras que la heuŕıstica produjo una mejora del 26, 89 % y

17, 34 % respectivamente. En ambos casos las métricas de error (MAE y RMSE) resul-

taron peores en las aproximaciones obtenidas por el exacto tanto respecto a la obtenida

por la heuŕıstica como respecto de la triangulación de Delaunay original.

Si se comparan las magnitudes de los errores para el algoritmo exacto con objetivo

MinMax y la heuŕıstica GreedyMinMax para orden máximo 1 se puede observar que

son similares en todos los casos. En las Figuras 7.17 a 7.20 se puede ver que los com-

portamientos de las magnitudes de error para los distintos algoritmos son similares para

muestras de 2500 de un mismo terreno para un mismo criterio y que ocurre lo mismo

para las muestras de 5000. Más aún las magnitudes no distan mucho del error medido

en la triangulación de Delaunay.

Observando las variaciones de las magnitudes de error y comparando el error de la

triangulación de Delaunay con el de las aproximaciones obtenidas con los dos algoritmos

antes mencionados, se pudo ver que entre todos los casos observados:

El máximo desv́ıo estándar para RMSE fue de 0, 24 y para MAE de 0, 14.

El caso en donde el RMSE tuvo mayor desv́ıo estándar fue con el muestreo aleatorio

de 2500 puntos (terreno1 ) de CC y las magnitudes de los errores fueron de:

• 25, 6943 para la triangulación de Delaunay,

• 25, 6705 para la aproximación obtenida con la heuŕıstica GreedyMinMax-

WABN con orden máximo 1 y

• 26, 0921 para la aproximación obtenida con el algoritmo exacto para triangu-

laciones de orden 1 con objetivo MinMaxWABN.

Para el caso en donde el MAE tuvo mayor desv́ıo estándar con el muestreo aleatorio

de 5000 puntos (terreno2 ) de CC y las magnitudes de los errores fueron de:

• 11, 957 para la triangulación de Delaunay,

• 11, 9614 para la aproximación obtenida con la heuŕıstica GreedyMinMaxJND

con orden máximo 1 y

• 12, 2103 para la aproximación obtenida con el algoritmo exacto para triangu-

laciones de orden 1 con objetivo MinMaxJND.
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Figura 7.17: Gráfico correspondiente a la ejecución del algoritmo exacto con objetivo
MinMax para triangulaciones de orden 1 y de la heuŕıstica GreedyMinMax con orden
máximo 1 sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y terreno3 ) y 5000
(terreno1, terreno2 y terreno3 ) puntos del terreno BH. En el eje x se observan las
métricas de los errores RMSE y MEA de cada aproximación obtenida (incluida la
triangulación de Delaunay) y en el eje y el error medido para la instancia a la cual
corresponde la métrica observada indicando terreno, criterio y tamaño de la misma.
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Figura 7.18: Gráfico correspondiente a la ejecución del algoritmo exacto con objetivo
MinMax para triangulaciones de orden 1 y de la heuŕıstica GreedyMinMax con orden
máximo 1 sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y terreno3 ) y 5000
(terreno1, terreno2 y terreno3 ) puntos del terreno CC. En el eje x se observan las
métricas de los errores RMSE y MEA de cada aproximación obtenida (incluida la
triangulación de Delaunay) y en el eje y el error medido para la instancia a la cual
corresponde la métrica observada indicando terreno, criterio y tamaño de la misma.
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Figura 7.19: Gráfico correspondiente a la ejecución del algoritmo exacto con objetivo
MinMax para triangulaciones de orden 1 y de la heuŕıstica GreedyMinMax con orden
máximo 1 sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y terreno3 ) y 5000
(terreno1, terreno2 y terreno3 ) puntos del terreno KS. En el eje x se observan las
métricas de los errores RMSE y MEA de cada aproximación obtenida (incluida la
triangulación de Delaunay) y en el eje y el error medido para la instancia a la cual
corresponde la métrica observada indicando terreno, criterio y tamaño de la misma.
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Figura 7.20: Gráfico correspondiente a la ejecución del algoritmo exacto con objetivo
MinMax para triangulaciones de orden 1 y de la heuŕıstica GreedyMinMax con orden
máximo 1 sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y terreno3 ) y 5000
(terreno1, terreno2 y terreno3 ) puntos del terreno MH. En el eje x se observan las
métricas de los errores RMSE y MEA de cada aproximación obtenida (incluida la
triangulación de Delaunay) y en el eje y el error medido para la instancia a la cual
corresponde la métrica observada indicando terreno, criterio y tamaño de la misma.
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Si bien no es el objetivo de esta sección analizar los comportamientos de los errores en

general, es importante destacar que para orden máximo 1 las aproximaciones obtenidas

en base a muestras de 5000 puntos poseen un error más pequeño que las obtenidas para

muestras de 2500 puntos. Adicionalmente, se puede observar en las imágenes anteriores

que las métricas de MAE son inferiores a las de RMSE para todos los casos.

Cabe destacar que, si bien las magnitudes de los errores estuvieron muy cercanas, se

pudieron observar los siguientes eventos:

Figura 7.21: Cuadro que muestra el porcentaje de veces que el algoritmo exacto para
triangulaciones de orden 1 con objetivo MinMax mejoró, igualó o empeoró el error
RMSE o MAE respecto de la triangulación de Delaunay y lo mismo para la heuŕıstica

GreedyMinMax con orden máximo 1.

En el cuadro de la imagen anterior se puede ver que, en el caso de la heuŕıstica

GreedyMinMax con orden máximo 1, fueron considerablemente más las veces en que

ambas métricas de error (MAE y RMSE) se mejoraron o igualaron respeto a la trian-

gulación de Delaunay. En el caso del algoritmo exacto fue al revés ya que se puede

observar que se empeoraron las métricas mucho más de lo que se mejoraron o igualaron.

Esto indica que, si bien las magnitudes de los errores estuvieron muy cercanas en los tres

casos, en promedio y en lo que a métricas de error respecta, funcionó mejor la heuŕıstica

GreedyMinMax.

En 24 de 72 casos (es decir en el 33, 33 % de las ejecuciones) no se encontró una trian-

gulación de orden 1 que minimice el maxValue del criterio objetivo de la triangulación

de Delaunay. Los casos encontrados se detallan a continuación:

Hubo casos (12) en donde la heuŕıstica no aplicó cambios pero el exacto śı em-

peorando las métricas de ambos errores (RMSE y MAE):

• MH, terreno 1, ABN, 2500.

• KS, terreno 2, ABN, 2500.

• CC, terreno 3, ABN, 5000.

• MH, terreno 1, ABN, 5000.

• MH, terreno 1, JND, 2500.
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• KS, terreno 2, JND, 2500.

• KS, terreno 1, JND, 5000.

• KS, terreno 3, WABN, 2500.

• CC, terreno 3, WABN, 5000.

• MH, terreno 1, WABN, 5000.

• MH, terreno 2, WABN, 5000.

• MH, terreno 3, WABN, 5000.

Hubo casos (3) en donde la heuŕıstica no aplicó cambios pero el exacto śı mejo-

rando las métricas de ambos errores (RMSE y MAE):

• BH, terreno 3, WABN, 2500.

• KS, terreno 1, WABN, 2500.

• CC, terreno 1, WABN, 5000.

Hubo casos (2) en donde la heuŕıstica no aplicó cambios pero el exacto śı empeo-

rando MAE y mejorando RMSE:

• KS, terreno 3, ABN, 2500.

• MH, terreno 1, WABN, 2500.

Hubo casos (2) en donde la heuŕıstica no aplicó cambios pero el exacto śı empeo-

rando RMSE y mejorando MAE:

• KS, terreno 3, JND, 2500.

• KS, terreno 2, WABN, 2500.

Hubo casos (5) en donde ni la heuŕıstica ni el exacto aplicaron cambios:

• CC, terreno 3, JND, 5000.

• BH, terreno 1, WABN, 5000.

• BH, terreno 2, WABN, 5000.

• CC, terreno 2, WABN, 5000.

• KS, terreno 1, WABN, 5000.

Como se puede observar en base a lo expuesto anteriormente hubo pocos casos en

donde el algoritmo exacto, no habiendo mejorado el objetivo, realiza flips y mejora

alguno de los errores. En la mayoŕıa de los casos se pudo observar que las métricas de

error empeoraron con los cambios realizados en el exacto a diferencia de la heuŕıstica

que, al no realizar cambios, deja la triangulación igual a Delaunay.
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En las imágenes que se presentan en las Figuras 7.22 a 7.25 se pueden observar las

métricas de los maxValue de cada una de las aproximaciones obtenidas tras la ejecu-

ción del algoritmo exacto para 1-ODT para criterios del tipo MinMax y las heuŕısticas

GreedyMinMax y GreedyMinSum para orden máximo k = 1 e infinito para todos los

criterios implementados.

Figura 7.22: Gráfico correspondiente a la ejecución del algoritmo exacto con objetivo
MinMax para triangulaciones de orden 1 y de las heuŕısticas GreedyMinMax y Greedy-
MinSum con orden máximo 1 e infinito sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) y 5000 (terreno1, terreno2 y terreno3 ) puntos del terreno BH.
En el eje y se observan las métricas de los maxValue de cada aproximación obtenida
(incluida la triangulación de Delaunay) y en el eje x la instancia a la cual corresponde

la métrica observada indicando terreno, criterio y tamaño de la misma.



Chapter 7. Resultados 107

Figura 7.23: Gráfico correspondiente a la ejecución del algoritmo exacto con objetivo
MinMax para triangulaciones de orden 1 y de las heuŕısticas GreedyMinMax y Greedy-
MinSum con orden máximo 1 e infinito sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) y 5000 (terreno1, terreno2 y terreno3 ) puntos del terreno CC.
En el eje y se observan las métricas de los maxValue de cada aproximación obtenida
(incluida la triangulación de Delaunay) y en el eje x la instancia a la cual corresponde

la métrica observada indicando terreno, criterio y tamaño de la misma.
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Figura 7.24: Gráfico correspondiente a la ejecución del algoritmo exacto con objetivo
MinMax para triangulaciones de orden 1 y de las heuŕısticas GreedyMinMax y Greedy-
MinSum con orden máximo 1 e infinito sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) y 5000 (terreno1, terreno2 y terreno3 ) puntos del terreno KS.
En el eje y se observan las métricas de los maxValue de cada aproximación obtenida
(incluida la triangulación de Delaunay) y en el eje x la instancia a la cual corresponde

la métrica observada indicando terreno, criterio y tamaño de la misma.
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Figura 7.25: Gráfico correspondiente a la ejecución del algoritmo exacto con objetivo
MinMax para triangulaciones de orden 1 y de las heuŕısticas GreedyMinMax y Greedy-
MinSum con orden máximo 1 e infinito sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) y 5000 (terreno1, terreno2 y terreno3 ) puntos del terreno MH.
En el eje y se observan las métricas de los maxValue de cada aproximación obtenida
(incluida la triangulación de Delaunay) y en el eje x la instancia a la cual corresponde

la métrica observada indicando terreno, criterio y tamaño de la misma.

Se puede observar que el algoritmo que más minimizó el maxValue para todos los

criterios y terrenos fue la heuŕıstica GreedyMinMax para orden máximo infinito. Se

puede ver en las imágenes anteriores que la ĺınea azul, que es la que corresponde a la

ejecución de este algoritmo, se encuentra en la gran mayoŕıa de los casos por debajo del

resto.

Los dos algoritmos que siguen, en orden de mejora, son la heuŕıstica GreedyMin-

Max para orden máximo 1 y el algoritmo exacto. Estos últimos funcionaron peor que

GreedyMinMax para orden máximo infinito (aunque no por mucho), pero mejor que las
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heuŕısticas GreedyMinSum para orden máximo 1 e infinito. Se puede observar que las

ĺıneas verde y amarilla casi no se distinguen entre śı ya que, como se mencionó ante-

riormente, la heuŕıstica GreedyMinMax para orden máximo 1 y el algoritmo exacto se

comportan de manera similar.

En las imágenes anteriores se observa que la diferencia entre la ĺınea verde y las ĺıneas

celeste y bordó (que corresponden a las heuŕısticas GreedyMinSum para orden máximo

1 e infinito respectivamente) es un poco más notoria para los terrenos BH y CC que

para KS y MH.

En las heuŕısticas GreedyMinSum para orden máximo 1 e infinito casi no se produjeron

mejoras que disten del valor máximo de la triangulación de Delaunay. Más aún, no sólo

no mejoró la métrica sino que a veces hasta la empeoró. Se puede observar que la ĺınea

naranja (que corresponde a la triangulación de Delaunay) se encuentra cercana a las

ĺıneas celeste y bordó y, a veces, por debajo de estas últimas.

Donde más distantes se encontraron los resultados de los algoritmos fue en las eje-

cuciones con el criterio WABN. Tanto para ABN como para JND las métricas de los

maxValue se encuentran cercanas y no aśı para el criterio WABN donde las ĺıneas de las

ejecuciones se encuentran más aisladas entre śı.

Si bien el comportamiento de las heuŕısticas GreedyMinSum para orden máximo 1 e

infinito respecto a la minimización del maxValue no fue mejor que otras ejecuciones, las

aproximaciones obtenidas por estas ejecuciones mejoran considerablemente las métricas

de error respecto a la triangulación de Delaunay.

Figura 7.26: Cuadro que muestra el porcentaje de veces que las heuŕısticas Greedy-
MinSum para orden máximo k = 1 e infinito mejoraron, igualaron o empeoraron el

error RMSE o MAE respecto de la triangulación de Delaunay.

Se puede observar en el cuadro anterior que, en todos los casos, el porcentaje de

veces que las heuŕısticas GreedyMinSum mejoraron las métricas de error respecto de la

triangulación de Delaunay fue considerablemente mayor que las veces que la empeoraron

y casi no se registraron casos donde se la igualó. Es decir que, en la mayoŕıa de los casos

las heuŕısticas realizaron cambios que, si bien no contribuyeron a minimizar el maxValue,

śı mejoraron las métricas de error de la triangulación original.
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Figura 7.27: Gráfico correspondiente a la ejecución del algoritmo exacto con objetivo
MinMax para triangulaciones de orden 1 y de la heuŕıstica GreedyMinMax con orden
máximo infinito sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y terreno3 )
y 5000 (terreno1, terreno2 y terreno3 ) puntos del terreno BH. En el eje x se observan
las métricas de los errores RMSE y MEA de cada aproximación obtenida (incluida la
triangulación de Delaunay) y en el eje y el error medido para la instancia a la cual
corresponde la métrica observada indicando terreno, criterio y tamaño de la misma.
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En lo que respecta al análisis de las métricas de error de las ejecuciones de la heuŕıstica

GreedyMinMax para orden máximo infinito, el mismo resulta muy similar al presentado

para el caso de la heuŕıstica GreedyMinMax para orden máximo 1. Las métricas de error

observadas para la heuŕıstica no distan mucho que las observadas para las ejecuciones

del algoritmo exacto.

Como se puede ver en Figura 7.27, el comportamiento de las métricas de error es

muy similar al de la Figura 7.17. Esto se observó tanto en BH como en el resto de

los terrenos. Cabe destacar que, dado que los gráficos son muy similares entre śı, se

presentó únicamente como ejemplo el que corresponde a las ejecuciones realizadas sobre

los muestreos aleatorios tomados de BH.

Al igual que ocurrió con la heuŕıstica GreedyMinMax para orden máximo 1, el máximo

desv́ıo estándar observado tanto para MAE como para RMSE en el caso de la heuŕıstica

GreedyMinMax para orden máximo infinito fue pequeño:

El máximo desv́ıo estándar para RMSE fue de 0, 22 y para MAE de 0, 14.

El caso en donde el RMSE tuvo mayor desv́ıo estándar fue con el muestreo aleatorio

de 2500 puntos (terreno1 ) de CC y las magnitudes de los errores fueron de:

• 25, 6943 para la triangulación de Delaunay,

• 25, 2789 para la aproximación obtenida con la heuŕıstica GreedyMinMax-

WABN con orden máximo infinito y

• 26, 0921 para la aproximación obtenida con el algoritmo exacto para triangu-

laciones de orden 1 con objetivo MinMaxWABN.

Para el caso en donde el MAE tuvo mayor desv́ıo estándar con el muestreo aleatorio

de 5000 puntos (terreno2 ) de CC y las magnitudes de los errores fueron de:

• 11, 957 para la triangulación de Delaunay,

• 11, 9672 para la aproximación obtenida con la heuŕıstica GreedyMinMaxJND

con orden máximo infinito y

• 12, 2103 para la aproximación obtenida con el algoritmo exacto para triangu-

laciones de orden 1 con objetivo MinMaxJND.

Más aún, las instancias donde se observó el máximo desv́ıo estándar para cada métrica

son las mismas en ambas heuŕısticas.

Al igual que se observó en la heuŕıstica GreedyMinMax para orden máximo 1 para el

caso infinito, si bien las magnitudes de los errores estuvieron muy cercanas, se pudieron

observar los siguientes eventos:
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Figura 7.28: Cuadro que muestra el porcentaje de veces que el algoritmo exacto para
triangulaciones de orden 1 con objetivo MinMax mejoró, igualó o empeoró el error
RMSE o MAE respecto de la triangulación de Delaunay y lo mismo para la heuŕıstica

GreedyMinMax con orden máximo infinito.

En el cuadro de la imagen anterior se puede ver que, en el caso de la heuŕıstica

GreedyMinMax con orden máximo infinito, fueron considerablemente más las veces en

que ambas métricas de error (MAE y RMSE) se mejoraron o igualaron respeto a la

triangulación de Delaunay.

En base a todo lo evidenciado y los resultados obtenidos se puede realizar el siguiente

análisis:

Tanto e algoritmo exacto para 1-ODT para criterios del tipo MinMax como las

heuŕısticas GreedyMinMax y GreedyMinSum para orden máximo k = 1 e infinito

no empeoran el objetivo. Es decir que, en todos los casos se minimizó o igualó el

maxValue de la triangulación de Delaunay original.

En 2 de 72 casos el algoritmo exacto minimizó el maxValue más que la heuŕıstica

GreedyMinMax para orden máximo 1, en el resto el maxValue de las aproxima-

ciones obtenidas resultó igual. En los dos casos en donde el exacto minimizó más

el objetivo empeoró las métricas de error MAE y RMSE respecto tanto de la

heuŕıstica GreedyMinMax como de la triangulación de Delaunay original.

Si se compara, para una misma muestra de un mismo terrero y evaluando un mismo

criterio, las métricas de error (MAE y RMSE) para la triangulación de Delaunay,

la aproximación obtenida para el algoritmo exacto con objetivo de tipo MinMax y

la obtenida para la heuŕıstica GreedyMinMax con orden máximo 1 son similares

entre śı. Para las aproximaciones obtenidas en base a muestras de 5000 puntos

se observó un error (tanto en MAE como RMSE) más pequeño que las obtenidas

para muestras de 2500 puntos. Adicionalmente, se puede observar que las métricas

de MAE son inferiores a las de RMSE para todos los casos.

Si bien las magnitudes de los errores estuvieron muy cercanas en los tres casos

mencionados en el item anterior, se pudo observar que (en promedio y en lo que

a métricas de error respecta) funcionó mejor la heuŕıstica GreedyMinMax para

orden máximo 1.
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En el 33, 33 % ni la heuŕıstica GreedyMinMax ni el algoritmo exacto encontraron

una triangulación de orden 1 que mejore el maxValue de la triangulación de Delau-

nay. Dentro de estos casos, la heuŕıstica no generó cambios mientras que el exacto

śı, habiéndose observado pocos casos en donde el algoritmo exacto, sin mejorar el

objetivo, realiza flips y mejora alguno de los errores.

El algoritmo que, en la mayoŕıa de los casos, más minimizó el maxValue fue la

heuŕıstica GreedyMinMax para orden máximo infinito. Los dos algoritmos que

siguen, en orden de mejora, son la heuŕıstica GreedyMinMax para orden máximo

1 y el algoritmo exacto para triangulaciones de orden 1 para criterios del tipo

MinMax. Estos últimos funcionaron peor que GreedyMinMax para orden máximo

infinito (aunque no por mucho), pero mejor que las heuŕıstica GreedyMinSum para

orden máximo 1 e infinito. Esta diferencia fue más notoria para los terrenos CC y

BH, mientras que para KS y MH el resultado de las ejecuciones fue más similar.

Las heuŕısticas GreedyMinSum para orden máximo 1 e infinito casi no produ-

jeron mejoras que disten del valor máximo de la triangulación de Delaunay y

hasta incluso, en algunos casos empeoraron la métrica. No obstante, produjeron

aproximaciones con métricas de error considerablemente más bajas respecto a la

triangulación de Delaunay.

Donde más distantes se encontraron los resultados de los algoritmos fue en las

ejecuciones con el criterio WABN. Tanto para ABN como para JND las métricas

de los maxValue para todas las ejecuciones se encuentran cercanas.

En lo que respecta a las métricas de error de las aproximaciones obtenidas tras

la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax para orden máximo infinito, su com-

portamiento fue similar al observado para la heuŕıstica GreedyMinMax con orden

máximo 1. Las métricas de error son similares al algoritmo exacto pero, en pro-

medio, funcionó mejor la heuŕıstica.

Cabe destacar que, no se incluyó aqúı un análisis similar para el algoritmo exacto para

triangulaciones de orden 1 con objetivo MaxMin ya que la heuŕıstica GreedyMaxMin

incorpora la noción de cantidad de mı́nimos y, por tanto, no resultan comparables.
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7.2.3. Métricas de error

En esta sección se presenta un análisis comparativo entra las distintas métricas de

error de las aproximaciones obtenidas en cada una de las distintas instancias de prueba

antes definida.

Es importante destacar que, para todas las imágenes de esta sección que posean tablas,

se podrá observar una celda sombreada con verde si la métrica de dicha celda es mejor

a la observada en la triangulación de Delaunay, con naranja si es peor y con blanco si

la iguala.

Uno de los factores que se encuentra asociado al comportamiento de las métricas de

error es la heuŕıstica ejecutada. Se puede observar en las imágenes de las Figuras 7.29

a 7.32 que, para un mismo terreno, una misma muestra y un mismo criterio, una métrica

de error puede comportarse de manera diferente en función de la heuŕıstica ejecutada.

Para una misma instancia se puede observar que hubo casos en donde una heuŕıstica

dejó las métricas casi sin alterar (como es el caso de la métrica RMSE para la heuŕıstica

GreedyMinMaxABN de la Figura 7.29) mientras que otras heuŕısticas las mejoró (como

GreedyMinSumABN de la Figura 7.29) o empeoró (como GreedyMaxSumABN de la

Figura 7.29).

No obstante es importante destacar que, el comportamiento de las heuŕısticas antes

mencionado no puede generalizarse para todos los terrenos. Si bien para una misma ins-

tancia una misma métrica puede variar según la heuŕıstica, esta última puede presentar

comportamientos diferentes en distintas instancias.

Se pudo observar que el comportamiento de las métricas de error se encuentra asocia-

do no sólo al algoritmo ejecutado sino también a la muestra asociada. Para un mismo

terreno, una misma heuŕıstica y un mismo criterio, dependiendo del muestreo aleatorio

seleccionado, las métricas de error pueden comportarse en forma completamente dife-

rente.

En las imágenes de las Figura 7.33 a 7.35 se puede observar que para el método

GreedyMinSumABN el comportamiento de la métrica de error RMSE varió entre los

muestreos aleatorios de nombre terreno1 y terreno2 y el muestreo terreno3. Siendo los

tres muestreos aleatorios de 2500 puntos del terreno MH se puede ver que, en el último

caso, la métrica de error de la aproximación obtenida en algunos casos empeoraron

respecto a las de la triangulación de Delaunay original, mientras que en los primeros dos

siempre se mejoró dicha métrica.
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Figura 7.29: Cuadro correspondiente a la métrica de error RMSE de la ejecución de
las heuŕısticas GreedyMinMax, GreedyMaxMin, GreedyMinSum y GreedyMaxSum con
orden máximo 0 a 50 e infinito para el criterio ABN sobre 1 muestreo aleatorio de 2500

puntos (terreno3 ) del terreno CC.
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Figura 7.30: Cuadro correspondiente a la métrica de error MAE de la ejecución de
las heuŕısticas GreedyMinMax, GreedyMaxMin, GreedyMinSum y GreedyMaxSum con
orden máximo 0 a 50 e infinito para el criterio ABN sobre 1 muestreo aleatorio de 2500

puntos (terreno3 ) del terreno CC.
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Figura 7.31: Cuadro correspondiente a la métrica de error L1− error de la ejecución
de las heuŕısticas GreedyMinMax, GreedyMaxMin, GreedyMinSum y GreedyMaxSum
con orden máximo 0 a 50 e infinito para el criterio ABN sobre 1 muestreo aleatorio de

2500 puntos (terreno3 ) del terreno CC.



Chapter 7. Resultados 119

Figura 7.32: Cuadro correspondiente a la métrica de error L2− error de la ejecución
de las heuŕısticas GreedyMinMax, GreedyMaxMin, GreedyMinSum y GreedyMaxSum
con orden máximo 0 a 50 e infinito para el criterio ABN sobre 1 muestreo aleatorio de

2500 puntos (terreno3 ) del terreno CC.
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Figura 7.33: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio ABN sobre 1 muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno1 ) del terreno

MH.



Chapter 7. Resultados 121

Figura 7.34: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio ABN sobre 1 muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno2 ) del terreno

MH.
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Figura 7.35: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio ABN sobre 1 muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno3 ) del terreno

MH.
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Se pudieron observar variaciones en el comportamiento de los errores entre los dife-

rentes criterios:

Hubo casos en los que las métricas de error en las aproximaciones obtenidas con

el criterio ABN se comportaron similares a las de la aproximación de JND pero

diferente a WABN.

Se puede observar un ejemplo de este caso en la Figura 7.36 en donde en todos los

casos las aproximaciones obtenidas con ABN y JND mejoran la métrica respecto

a la triangulación de Delaunay mientras que con WABN en todos los casos (salvo

en uno que se iguala) se empeora dicha métrica .

Hubo otros casos en donde las aproximaciones de ABN se comportaron (en materia

de error) similares a WABN y diferente a las obtenidas con JND.

Se puede observar un ejemplo de este caso en la Figura 7.37 en donde en todos los

casos las aproximaciones obtenidas con ABN y WABN mejoran la métrica respecto

a la triangulación de Delaunay mientras que con JND en algunos casos se mejora

dicha métrica pero en otros se empeora.

Hubo casos en donde, en lo que a métricas de error respecta, las aproximaciones

de los distintos criterios se comportaron igual.

Hubo otros en donde todos los criterios presentaron variaciones entre śı.
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Figura 7.36: Cuadro correspondiente a la métrica de error RMSE de las aproximacio-
nes obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax para los criterios ABN,
JND y WABN sobre 1 muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno1 ) del terreno KS.
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Figura 7.37: Cuadro correspondiente a la métrica de error RMSE de las aproximacio-
nes obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum para los criterios ABN,
JND y WABN sobre 1 muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno1 ) del terreno KS.
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Si se observan los cuadros de las imágenes que se muestran en la Sección 3 del Apéndice

C se pueden destacar los siguientes eventos:

GreedyMinMax: se pudo observar que, para esta heuŕıstica, en la mayoŕıa de

los casos las aproximaciones obtenidas con el criterio ABN y JND se comportaron

similares, por lo general mejorando o igualando la métrica de error, y WABN

distinto a ellos.

Se puede ver en la Figura 7.38 un ejemplo t́ıpico del caso citado. Se puede observar

alĺı que en el muestreo de nombre terreno1 WABN mejora la métrica de error,

mientras que las aproximaciones obtenidas con ABN y JND en la mayoŕıa de los

casos la empeoran. En los muestreos terreno2 y terreno3 ocurre al revés, ABN y

JND mejoran la métrica mientras que WABN la empeora.

Figura 7.38: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1, terreno2
y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de 51) en que
la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación de Delaunay.

No obstante, si bien el comportamiento detectado ocurrió en la mayoŕıa de los

casos, hubo instancias en donde no ocurrió. Se puede observar en la Figura 7.39

que en el muestreo de 2500 puntos del terreno CC de nombre terreno2 los tres

criterios se comportaron similar aunque WABN mejoró en menos casos la métrica

que ABN y JND. En esta misma imagen se puede observar un caso en donde tanto

ABN como JND igualaron mayoritariamente la métrica mientras que WABN la

mejoró en todos los casos.
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Figura 7.39: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1, terreno2
y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra la cantidad de casos (de un total de 51) en que
la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación de Delaunay.

En la Figura 7.40 se puede observar un caso (muestreo de nombre terreno1 ) en

donde ABN y JND mejoraron en su mayoŕıa la métrica pero WABN la igualó.

Figura 7.40: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1, terreno2
y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de 51) en que
la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación de Delaunay.
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En la Figura 7.41 se puede observar un caso (muestreo de nombre terreno3 ) en

donde ABN y JND igualaron en su mayoŕıa la métrica pero WABN la empeoró.

Se observa también que en el caso del muestreo de nombre terreno1 ABN se com-

portó similar a WABN mejorando en la mayoŕıa de los casos la métrica mientras

que JND la empeoró.

Figura 7.41: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1, terreno2
y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra la cantidad de casos (de un total de 51) en que
la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación de Delaunay.

Cabe destacar que se seleccionó, sin pérdida de generalidad, RMSE como métrica

de error en los casos antes mencionados. Aśı mismo se destaca que, los colores que

se utilizaron para resaltar las celdas tienen como objetivo distinguir los compor-

tamientos entre los distintos criterios. Se resaltaron las celdas que dentro de la fila

poseen el máximo valor con verde si mejoraba la métrica de la triangulación de

Delaunay, naranja si la empeora y gris si la iguala.

GreedyMinSum: se pudo observar que, en la gran mayoŕıa de los casos, con los

tres criterios se obtuvieron aproximaciones con un mismo comportamiento obser-

vado en lo que respecta a métricas de error. Más aún en casi todos los casos se

mejoró la métrica respecto de la triangulación de Delaunay. Se pudieron observar

muy pocos casos en donde el comportamiento no coincide con el citado. En par-

ticular, ocurrió para las métricas RMSE y L2 en dónde se observan casos donde

WABN empeoró la métrica mayoritariamente mientras que JND y ABN la mejo-

raron (se puede ver en la Figura 7.42 que esto ocurre en los muestreos de nombre
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terreno1 y terreno2 ). Hubo otros casos en donde los tres criterios empeoraron la

métrica (se puede observar un ejemplo en la misma figura de antes pero con el

muestreo de nombre terreno3 ).

Figura 7.42: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1, terreno2
y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de 51) en que
la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación de Delaunay.

GreedyMaxMin: en el caso de esta heuŕıstica se vio como tendencia que o bien

en los tres criterios se empeoraba mayoritariamente la métrica o bien ABN y

JND se comportaban similar y distinto a WABN (comportamiento similar al de la

heuŕıstica GreedyMinMax).

Se puede observar un ejemplo de esto en la imagen de la Figura 7.43. Adicional-

mente, en esta imagen se puede ver que la cantidad de casos en los que se mejora,

empeora o iguala la métrica se encuentra más distribuido que en las otras heuŕısti-

cas. Se puede ver por ejemplo que, en el muestreo de nombre terreno3, tanto con las

aproximaciones obtenidas con ABN como con JND si bien se mejoró la heuŕıstica

en 27 casos se empeoró en 22.
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Figura 7.43: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1, terreno2
y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de 51) en que
la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación de Delaunay.

Más allá de la tendencia antes mencionada, se encontraron casos en donde el com-

portamiento observado fue diferente.

Se encontraron casos en donde, por ejemplo, JND y WABN se comportaron simi-

lar y ABN distinto. Se puede observar en el muestreo de nombre terreno1 de la

Figura 7.44 que mientras los dos primeros criterios mayoritariamente empeoraron

la métrica ABN la mejoró. Se puede observar también que los casos se encuentran

distribuidos ya que hubo 28 casos en que ABN mejoró la métrica y 18 en los que

se empeoró.

Hubo otros casos en donde los tres criterios mejoraron mayoritariamente la métrica.

Se puede ver un ejemplo de esto en el muestreo de nombre terreno3 de la Figura

7.45.

Hubo casos en donde los tres criterios mayoritariamente igualaron la métrica. Se

puede ver un ejemplo de esto en el muestreo de nombre terreno2 de la Figura 7.46.

Se puede observar nuevamente que los números se encuentran más balanceados que

en las otras heuŕısticas. Para el muestreo de nombre terreno1 de este ejemplo se ve

que si bien mayoritariamente se empeoró la métrica hubo muchos casos en donde

se la igualó y en el caso del terreno3 si bien mayoritariamente se la mejoró hubo

muchos casos donde se la empeoró también.
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Figura 7.44: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1, terreno2
y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra la cantidad de casos (de un total de 51) en que
la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación de Delaunay.

Figura 7.45: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1, terreno2
y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de 51) en que
la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación de Delaunay.
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Figura 7.46: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1, terreno2
y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra la cantidad de casos (de un total de 51) en que
la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación de Delaunay.

GreedyMaxSum: en todos los casos se observó que para esta heuŕıstica todos

los criterios empeoraron mayoritariamente las métricas de error respecto de la

triangulación de Delaunay.

Aśı mismo, se pudo observar que el comportamiento de las métricas de error se en-

cuentra asociado al terreno.
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Figura 7.47: Cuadro correspondiente a la métrica de error RMSE las aproximacio-
nes obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMaxABN sobre 1 muestreo

aleatorio de 5000 puntos para los terrenos BH, CC, MH y KS.
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Se pudieron observar variaciones en una métrica de error para aproximaciones obte-

nidas tras la ejecución de una misma heuŕıstica y un mismo criterio entre los diferentes

terrenos con muestras de un mismo tamaño. Se puede ver en la imagen de la Figura

7.47 que sobre muestras aleatoria de 5000 puntos y ejecutándose en todos los casos la

heuŕıstica GreedyMinMaxABN, cada aproximación mostró comportamientos diferentes

según el terreno:

Para el muestreo del terreno BH (terreno2 ) se puede observar que todas las apro-

ximaciones obtenidas mejoran la métrica de error RMSE respecto de la triangu-

lación de Delaunay.

Para el muestreo del terreno CC (terreno3 ) se puede observar que algunas apro-

ximaciones obtenidas mejoran la métrica de error RMSE respecto de la triangu-

lación de Delaunay, otras la igualan y mayoritariamente se la empeora.

El muestreo del terreno MH (terreno2 ) se comporta similar a BH.

Para el muestreo del terreno KS (terreno3 ) se puede observar que todas las aproxi-

maciones obtenidas igualan la métrica de error RMSE respecto de la triangulación

de Delaunay.

En función de todo lo mencionado anteriormente se puede ver que el comportamiento

de las métricas de error depende de muchos factores: de la heuŕıstica, de la muestra,

del criterio y del terreno. No obstante, si bien se detectaron ciertas variaciones en el

comportamiento existen ciertos hechos generalizables dentro de los casos observados.

Para una misma métrica de error, una misma heuŕıstica, un mismo criterio y una

muestra aleatoria de un mismo tamaño se puede ver que las magnitudes de la métrica

de error mantienen un orden según el terreno.

En algunos casos se observó que MH < BH < KS < CC. Se puede observar en las

imágenes de las Figuras 7.48 a 7.51 que la ĺınea de color amarillo (que representa las

aproximaciones del terreno MH) se encuentra en todos los casos por debajo de la ĺınea

azul (BH) y que esta última a su vez se encuentra siempre por debajo de la ĺınea verde

(KS) que está debajo de la ĺınea naranja (CC).
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Figura 7.48: Cuadro correspondiente a la métrica de error RMSE de las aproximacio-
nes obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMaxABN sobre 1 muestreo
aleatorio de 5000 puntos para los terrenos BH, CC, MH y KS. En el eje x se observa el
orden máximo de la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica de

error para cada terreno.

Figura 7.49: Cuadro correspondiente a la métrica de error MAE de las aproximacio-
nes obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMaxABN sobre 1 muestreo
aleatorio de 5000 puntos para los terrenos BH, CC, MH y KS. En el eje x se observa el
orden máximo de la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica de

error para cada terreno.



Chapter 7. Resultados 136

Figura 7.50: Cuadro correspondiente a la métrica de error L1 de las aproximaciones
obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMaxABN sobre 1 muestreo alea-
torio de 5000 puntos para los terrenos BH, CC, MH y KS. En el eje x se observa el
orden máximo de la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica de

error para cada terreno.

Figura 7.51: Cuadro correspondiente a la métrica de error L2 de las aproximaciones
obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMaxABN sobre 1 muestreo alea-
torio de 5000 puntos para los terrenos BH, CC, MH y KS. En el eje x se observa el
orden máximo de la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica de

error para cada terreno.

En otros se pudo observar que CC < KS, como se ve en la Figura 7.61 para los

muestreos de tamaño 2500. Incluso en una misma instancia se pueden alternar, como en

la Figura 7.62 para los muestreos de 2500 puntos. A veces CC y KS coinciden mucho

entre śı, como en la Figura 7.61, en dónde las ĺıneas de ambos casi ni se distinguen en

las aproximaciones de las muestras de 5000 puntos. Pero, más allá de estas variantes, se

pudo observar que para todos los casos siempre MH < BH < (CC y KS).
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Se pudo observar en forma general que, para un mismo terreno, una misma muestra,

un mismo criterio y una misma heuŕıstica, las magnitudes de los errores mantuvieron

siempre el siguiente orden: MAE < RMSE < L2 < L1. Se tomó como ejemplo, sin pérdida

de generalidad, la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum para el criterio ABN y sobre

el muestreo aleatorio de nombre terreno1 de 2500 puntos de MH. Los datos completos

de esta instancia se pueden ver en la imagen de la Figura 7.33.

Se puede ver en imagen de la Figura 7.53 que MAE < RMSE ya que la ĺınea roja que

representa la primer métrica se encuentra siempre por debajo de la azul (que representa

la segunda). Lo mismo se observa en la imagen de la Figura 7.54, en donde se puede ver

que L2 < L1.

Más aún, se observan en esta instancia los siguientes promedios y desv́ıos estándar:

Figura 7.52: Cuadro correspondiente al promedio y desv́ıo estándar de todas las
métricas de error de las aproximaciones obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica

GreedyMinSumABN sobre 1 muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno1 ) de MH.

Figura 7.53: Cuadro correspondiente a las métricas de error RMSE y MAE de las
aproximaciones obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSumABN sobre
1 muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno1 ) de MH. En el eje x se observa el orden
máximo de la aproximación obtenida y en el eje y las magnitudes de las métricas de

error observadas para cada terreno.
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Figura 7.54: Cuadro correspondiente a las métricas de error L1 y L2 de las apro-
ximaciones obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSumABN sobre 1
muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno1 ) de MH. En el eje x se observa el orden
máximo de la aproximación obtenida y en el eje y las magnitudes de las métricas de

error observadas para cada terreno.

Si se observan los cuadros de la Sección 3 del Apéndice C se puede ver que, en todos

los casos, el comportamiento de RMSE es muy similar a L2 y que MAE es muy similar

a L1. Estos pares de métricas vaŕıan la magnitud pero no el comportamiento.

Si se observa el caso de la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum para el criterio

ABN sobre el muestreo aleatorio de nombre terreno2 de 2500 puntos de MH (datos

presentes en la Figura 7.34) se puede ver que RMSE y L2 presentan un comportamiento

muy similar. Si se observan las imágenes de las Figuras 7.55 y 7.56 se pueden ver que

las curvas de estas métricas en función del orden máximo de la triangulación son casi

idénticas. Lo mismo ocurre con MAE y L1 en las Figuras 7.57 y 7.58.
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Figura 7.55: Cuadro correspondiente a las métricas de error RMSE de las aproxima-
ciones obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSumABN sobre 1 muestreo
aleatorio de 2500 puntos (terreno2 ) de MH. En el eje x se observa el orden máximo de
la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica de error observada

para cada terreno.

Figura 7.56: Cuadro correspondiente a las métricas de error L2 de las aproximacio-
nes obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSumABN sobre 1 muestreo
aleatorio de 2500 puntos (terreno2 ) de MH. En el eje x se observa el orden máximo de
la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica de error observada

para cada terreno.
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Figura 7.57: Cuadro correspondiente a las métricas de error MAE de las aproximacio-
nes obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSumABN sobre 1 muestreo
aleatorio de 2500 puntos (terreno2 ) de MH. En el eje x se observa el orden máximo de
la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica de error observada

para cada terreno.

Figura 7.58: Cuadro correspondiente a las métricas de error L1 de las aproximacio-
nes obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSumABN sobre 1 muestreo
aleatorio de 2500 puntos (terreno2 ) de MH. En el eje x se observa el orden máximo de
la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica de error observada

para cada terreno.
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Cabe destacar que, los dos comportamientos antes mencionados son consistentes con

la fórmula indicada de cada métrica de error. En conclusión, y dado que los comporta-

mientos son similares entre los pares de métricas antes mencionado, se puede determinar

que basta con utilizar las métricas RMSE y MAE para realizar análisis de datos. Es por

esto que, en este informe, utilizamos para el resto de las secciones de análisis y resultados

estas dos métricas únicamente.

En función del análisis realizado basado en los porcentajes que se presentan en los

cuadros de la Sección 3 del Apéndice C, se pudieron observar los siguientes eventos:

ABN

• GreedyMinMax: en todos los casos salvo en 1 se observó que para ambas

métricas de error (RMSE y MAE) el porcentaje de veces que se la me-

joró respecto de la triangulación de Delaunay fue mayor que el de las veces

que se la empeoró o igualó. La excepción a esta regla fue el caso del terreno

CC para las muestras de 5000 puntos en donde, tanto para MAE como para

RMSE, se empeoró la métrica en el 91, 50 % de los casos.

• GreedyMinSum: en todos los casos se observó que para ambas métricas de

error (RMSE y MAE) el porcentaje de veces que se la mejoró respecto de

la triangulación de Delaunay fue mayor que el de las veces que se la empeoró o

igualó.

• GreedyMaxMin: en todos los casos salvo en 2 se observó que para ambas

métricas de error (RMSE y MAE) el porcentaje de veces que se la em-

peoró respecto de la triangulación de Delaunay fue mayor que el de las veces

que se la mejoró o igualó. Las excepciones a esta regla fueron: el caso del

terreno CC para las muestras de 5000 puntos en donde se igualó la métrica

RMSE en un 45, 10 % de los casos y el caso del terreno BH para las muestras

de 2500 puntos en donde se mejoró la métrica de error RMSE en un 55, 56 %

de los casos y MAE en un 56, 86 %.

JND

• GreedyMinMax: en la mayoŕıa de los casos se observó que para ambas métricas

de error (RMSE y MAE) el porcentaje de veces que se la mejoró respecto

de la triangulación de Delaunay fue mayor que el de las veces que se la

empeoró o igualó. Las excepciones a esta regla fueron: el caso del terreno KS

para las muestras de 2500 puntos en donde se empeoró la métrica RMSE en

un 63, 40 % de los casos, el caso del terreno CC para las muestras de 5000

puntos en donde ambas métricas se empeoraron en un 96, 73 % de los casos
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y el caso del terreno KS para las muestras de 5000 puntos en donde MAE

igualó la métrica en un 33, 99 % de los casos.

• GreedyMinSum: en todos los casos se observó que para ambas métricas de

error (RMSE y MAE) el porcentaje de veces que se la mejoró respecto de

la triangulación de Delaunay fue mayor que el de las veces que se la empeoró o

igualó.

• GreedyMaxMin: en todos los casos salvo en 2 se observó que para ambas

métricas de error (RMSE y MAE) el porcentaje de veces que se la em-

peoró respecto de la triangulación de Delaunay fue mayor que el de las veces

que se la mejoró o igualó. Las excepciones a esta regla fueron: el caso del

terreno CC para las muestras de 5000 puntos en donde se igualó la métrica

RMSE en un 50, 33 % de los casos y el caso del terreno BH para las muestras

de 2500 puntos en donde se mejoró la métrica de error RMSE en un 55, 56 %

de los casos y MAE en un 56, 86 %.

WABN

• GreedyMinMax: en 6 de 8 casos se observó que para ambas métricas de error

(RMSE y MAE) el porcentaje de veces que se la mejoró respecto de la

triangulación de Delaunay fue mayor que el de las veces que se la empeoró o

igualó. En el resto de los casos se empeoraron dichas métricas.

• GreedyMinSum: en todos los casos se observó que para MAE el porcentaje

de veces que se mejoró la métrica respecto de la triangulación de Delaunay

fue mayor que el de las veces que se la empeoró o igualó. En el caso de la

métrica RMSE hubo 3 casos de 8 en los que se la empeoró.

• GreedyMaxMin: en todos los casos salvo en 2 se observó que para ambas

métricas de error (RMSE y MAE) el porcentaje de veces que se la em-

peoró respecto de la triangulación de Delaunay fue mayor que el de las veces

que se la mejoró o igualó. Las excepciones a esta regla fueron: el caso del

terreno MH para las muestras de 5000 puntos en donde se mejoró la métrica

RMSE en un 56, 21 % de los casos y MAE en un 64, 05 % y el caso del terreno

CC para las muestras de 5000 puntos en donde se igualó la métrica de error

RMSE en un 42, 48 % de los casos.

En todos los criterios las aproximaciones obtenidas tras ejecutar la heuŕıstica

GreedyMaxSum empeoraron ambas métricas de error en el 100 % de los casos.

Se pudo observar que la magnitud de las métricas de error dependen del tamaño de

la muestra. Como se puede observar en las siguientes imágenes, para un mismo terreno,
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una misma heuŕıstica, un mismo criterio y una misma métrica, siempre las magnitudes

de los errores de las aproximaciones obtenidas para muestras de tamaño 2500 puntos son

mayores que las observadas en muestras de 5000 puntos. Es decir que las magnitudes de

los errores disminuyen a medida que se aumenta la cantidad de puntos utilizadas para

el cálculo de la triangulación.

Figura 7.59: Cuadro correspondiente a la métrica de error RMSE de las aproxima-
ciones obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMaxABN sobre muestreos
aleatorios de 2500 puntos y de 5000 puntos de todos los terrenos. En el eje x se observa
el orden máximo de la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica

de error observada para cada instancia.
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Figura 7.60: Cuadro correspondiente a la métrica de error RMSE de las aproxima-
ciones obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMaxABN sobre muestreos
aleatorios de 2500 puntos y de 5000 puntos de todos los terrenos. En el eje x se observa
el orden máximo de la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica

de error observada para cada instancia.

Figura 7.61: Cuadro correspondiente a la métrica de error RMSE de las aproxima-
ciones obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMinABN sobre muestreos
aleatorios de 2500 puntos y de 5000 puntos de todos los terrenos. En el eje x se observa
el orden máximo de la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica

de error observada para cada instancia.
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Figura 7.62: Cuadro correspondiente a la métrica de error RMSE de las aproximacio-
nes obtenidas tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxSumABN sobre muestreos
aleatorios de 2500 puntos y de 5000 puntos de todos los terrenos. En el eje x se observa
el orden máximo de la aproximación obtenida y en el eje y la magnitud de la métrica

de error observada para cada instancia.

De lo anterior se puede deducir que:

El comportamiento de las métricas de error dependen de la heuŕıstica y de la

muestra, esto es:

• Para un mismo terreno, una misma muestra y un mismo criterio una métrica

de error puede comportarse de manera diferente en función de la heuŕıstica

ejecutada.

• Para un mismo terreno, una misma heuŕıstica y un mismo criterio, depen-

diendo del muestreo aleatorio seleccionado, las métricas de error pueden com-

portarse en forma completamente diferente.

Se pudieron observar variaciones en el comportamiento de los errores entre los

diferentes criterios, observándose los siguientes eventos:

• GreedyMinMax: se pudo observar que, para esta heuŕıstica, en la mayoŕıa

de los casos las aproximaciones obtenidas con el criterio ABN y JND se com-

portaron similares, por lo general mejorando o igualando la métrica de error,

y WABN distinto a ellos. No obstante, si bien el comportamiento detectado

ocurrió en la mayoŕıa de los casos, hubo instancias en donde no ocurrió.
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• GreedyMinSum: se pudo observar que, en la gran mayoŕıa de los casos, con

los tres criterios se obtuvieron aproximaciones con un mismo comportamiento

observado en lo que respecta a métricas de error. Más aún en casi todos los

casos se mejoró la métrica respecto de la triangulación de Delaunay.

• GreedyMaxMin: en el caso de esta heuŕıstica se vio como tendencia que

o bien en los tres criterios se empeoraba mayoritariamente la métrica o bien

ABN y JND se comportaban similar y distinto a WABN (comportamiento

similar al de la heuŕıstica GreedyMinMax). Más allá de la tendencia antes

mencionada, se encontraron casos en donde el comportamiento observado fue

diferente.

• GreedyMaxSum: en todos los casos se observó que para esta heuŕıstica

todos los criterios empeoraron mayoritariamente las métricas de error respecto

de la triangulación de Delaunay.

Aśı mismo, se pudo observar que el comportamiento de las métricas de error se

encuentra asociado al terreno. Se pudieron observar variaciones en el comporta-

miento de una métrica de error para aproximaciones obtenidas tras la ejecución de

una misma heuŕıstica y un mismo criterio entre los diferentes terrenos con muestras

de un mismo tamaño.

Para una misma métrica de error, una misma heuŕıstica, un mismo criterio y una

muestra aleatoria de un mismo tamaño se puede ver que las magnitudes de la

métrica de error mantienen el siguiente orden según el terreno: MH < BH <

(KS y CC).

Se pudo observar en forma general que, para un mismo terreno, una misma mues-

tra, un mismo criterio y una misma heuŕıstica, las magnitudes de los errores man-

tuvieron siempre el siguiente orden: MAE < RMSE < L2 < L1.

El comportamiento de RMSE es muy similar a L2 y que MAE es muy similar a

L1, es por esto que basta con utilizar RMSE y MAE como métricas para realizar

el análisis de resultados.

Para todos los criterios se observó que la heuŕıstica GreedyMinMax en la ma-

yoŕıa de los casos mejoró ambas métricas de error (RMSE y MAE) respecto de

la triangulación de Delaunay más de lo que la empeoró o igualó. Esta cantidad de

casos fue menor en WABN que en ABN y JND.

Tanto para ABN como para JND en las aproximaciones obtenidas con la heuŕıstica

GreedyMinSum se observó que en todos los casos y para ambas métricas de

error (RMSE y MAE) el porcentaje de veces que se la mejoró respecto de la
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triangulación de Delaunay fue mayor que el de las veces que se la empeoró o igualó.

Para WABN ocurrió lo mismo en MAE pero para RMSE hubo 3 de 8 casos que se

empeoró dicha métrica.

Para todos los criterios se observó que la heuŕıstica GreedyMaxMin en la ma-

yoŕıa de los casos empeoró ambas métricas de error (RMSE y MAE) respecto de

la triangulación de Delaunay más de lo que la mejoró o igualó.

Para todos los criterios las aproximaciones obtenidas tras ejecutar la heuŕıstica

GreedyMaxSum empeoraron ambas métricas de error en el 100 % de los casos.

Para un mismo terreno, una misma heuŕıstica, un mismo criterio y una misma

métrica siempre las magnitudes de los errores de las aproximaciones obtenidas

para muestras de tamaño 2500 puntos son mayores que las observadas en muestras

de 5000 puntos.
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7.2.4. Valores obtenidos

En esta sección se presenta un análisis comparativo entre los valores máximos y mı́ni-

mos de los distintos criterios medidos en las aproximaciones obtenidas en cada una de

las distintas instancias de prueba antes definida.

En particular, resulta de interés el análisis del maxValue del criterio en las heuŕısticas

del tipo GreedyMinMax y GreedyMinSum y del minValue del criterio en las heuŕısticas

del tipo GreedyMaxMin y GreedyMaxSum. Es por esto que el análisis presentado en

esta sección se divide en dos: una subsección para maxValue y otra para minValue.

Cabe destacar que no se presenta aqúı un análisis de los valores medidos en las aproxi-

maciones obtenidas tras la ejecución del algoritmo exacto para triangulaciones de orden

1 ya que se realizó un análisis completo del mismo en la Sección 7.2.2.

Análisis del valor máximo (maxValue)

Se presenta aqúı un análisis comparativo entre los valores máximos de los distintos

criterios medidos en las aproximaciones obtenidas tras la ejecución de las heuŕısticas

GreedyMinMax y GreedyMinSum para orden máximo 1 a 50 e infinito.

GreedyMinMax

Se pudo observar que la magnitud y comportamiento del porcentaje de mejora del

maxValue, para las aproximaciones obtenidas tras ejecutar esta heuŕıstica, para un mis-

mo terreno y un mismo criterio vaŕıa dependiendo de la muestra aleatoria sobre la que

se ejecutó la heuŕıstica.

Se puede ver por ejemplo que para el terreno BH y el criterio ABN, para muestras de

un mismo tamaño (en este caso 2500 puntos), el porcentaje de mejora varió considera-

blemente entre una muestra y otra:

Para la muestra aleatoria de nombre terreno1 se observa una mejora del 4, 86 %

hasta el orden máximo 32 y luego de ese orden se mejora en un 16, 29 %, porcentaje

correspondiente a la mejora máxima obtenida en todas las ejecuciones realizadas.

Ver Figura 7.63.

Para la muestra aleatoria de nombre terreno2, en cambio, el porcentaje de mejora

fue mucho más alto y se alcanzó en los primeros órdenes. Se puede ver que para

orden máximo 1 y 2 la mejora fue del 25, 18 %, para orden máximo 3 la mejora fue

de 39, 08 %, para orden máximo 4 la mejora fue de 44, 22 % y en el orden máximo
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16 se alcanza el máximo porcentaje de mejora alcanzada siendo éste de un 44, 92 %.

Ver Figura 7.64.

Para la muestra aleatoria de nombre terreno3 el porcentaje de mejora en magnitud

se asemeja más al obtenido en el terreno1, pero el comportamiento fue similar al

observado en el terreno2 ya que se se alcanzó el máximo porcentaje de mejora

(9, 60 %) en el orden máximo 5. Ver Figura 7.65.

Si bien en la mayoŕıa de los casos se observó una tendencia creciente del porcentaje

de mejora en función del orden máximo y final de ejecución, hubo casos en donde se

incrementó el orden de la triangulación pero el porcentaje de mejora disminuyó.

Si se observa la imagen de la Figura 7.66 correspondiente a la ejecución del algoritmo

GreedyMinMaxABN sobre una muestra aleatoria de 5000 puntos del terreno KS se puede

ver que, si bien en el orden máximo 2 se alcanza el máximo de mejora obtenido (9, 02 %),

a partir del orden máximo 8 en adelante se realizaron flips pero el porcentaje de mejora

obtenido fue menor (2, 51 %).

Hubo casos en los que para un mismo terreno y un mismo criterio al aumentar el

tamaño de la muestra se aumentó el porcentaje de mejora. Un ejemplo de esto es el

caso del terreno BH para las ejecuciones de GreedyMinMaxABN. Si se ve el ejemplo de

la Figura 7.65 (que corresponde a un muestreo aleatorio de 2500 puntos) se puede ver

que el máximo porcentaje de mejora fue de 9, 60 % mientras que en la Figura 7.67 (que

corresponde a un muestreo aleatorio de 5000 puntos) dicho porcentaje fue de (20, 23 %).

Hubo otros casos en los que para un mismo terreno y un mismo criterio al aumentar

el tamaño de la muestra se disminuyó el porcentaje de mejora. Un ejemplo de este caso

es la ejecución de GreedyMinMaxABN sobre muestras del terreno KS. En el caso de

la muestra de 2500 puntos que se observa en la Figura 7.68 la mejora máxima fue del

21, 72 % mientras que para la muestra de 5000 puntos (Figura 7.66) fue de 9, 02 %. En

este mismo ejemplo se pueden ver variaciones no solo en la magnitud de los porcentajes

sino en el comportamiento de los mismos en función del orden máximo de ejecución.

Es decir que, al aumentar el tamaño de la muestra se pudieron observar variaciones en

la magnitud y comportamiento del porcentaje de mejora del maxValue para un mismo

terreno y un mismo criterio.

En las imágenes siguientes se observa el orden máximo y final de ejecución, el maxValue

del criterio observado y el porcentaje de mejora que representa dicho valor respecto al

de la triangulación de Delaunay original. Se resalta la columna maxValue con verde si

la métrica de error RMSE de la aproximación obtenida iguala la observada en la DT,

con naranja si la empeora y con blanco si la iguala.
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Figura 7.63: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno1 ) de BH.
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Figura 7.64: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno2 ) de BH.
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Figura 7.65: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno3 ) de BH.
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Figura 7.66: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 5000 puntos (terreno1 ) de KS.
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Figura 7.67: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 5000 puntos (terreno3 ) de BH.
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Figura 7.68: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno1 ) de KS.
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En base a los resultados obtenidos (y cuya fuente de datos se encuentra en la Sección

4 del Apéndice C) se pudieron observar los eventos que se indican a continuación.

Se presenta aqúı una tabla que muestra el porcentaje de casos en los que el por-

centaje máximo de mejora se alcanzó en aproximaciones con orden final hasta 3

inclusive, hasta 5 inclusive y hasta 10 inclusive.

instancia ≤ 3 ≤ 5 ≤ 10

ABN 2500 41, 66 % 66, 66 % 83, 33 %

ABN 5000 50 % 50 % 75 %

JND 2500 41, 66 % 66, 66 % 83, 33 %

JND 5000 50 % 58, 33 % 75 %

WABN 2500 25 % 25 % 41, 66 %

WABN 5000 25 % 58, 33 % 58, 33 %

ABN 2500: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y el

porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue del

1, 94 % con un desv́ıo estándar de 3, 68.

ABN 5000: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y el

porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue del

2, 64 % con un desv́ıo estándar de 3, 54.

JND 2500: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y el

porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue del

1, 98 % con un desv́ıo estándar de 4, 00.

JND 5000: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y el

porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue del

2, 55 % con un desv́ıo estándar de 3, 37.

De lo anterior se deduce que, para ABN y JND, las máximas mejoras del maxValue se

pueden obtener en aproximaciones de órdenes bajos. Adicionalmente, se puede observar

que, cuando el porcentaje máximo no se consigue hasta el orden máximo 4, el porcentaje

de mejora de estas últimas aproximaciones no dista mucho del máximo total obtenido.

Más aún, hubo muy pocos casos en donde relajar el orden máximo a infinito ge-

neró aproximaciones que posean el porcentaje máximo de mejora observado. Estos casos

fueron:

MH, terreno 1, ABN, 5000: en este caso el porcentaje de mejora máximo (4, 93 %)

se alcanzó en la aproximación de orden final 92. Cabe destacar que, hasta el orden

máximo 4 el porcentaje máximo de mejora obtenido fue de 0 %.
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KS, terreno 1, JND, 2500: en este caso el porcentaje de mejora máximo (25, 08 %)

se alcanzó en la aproximación de orden final 194. Cabe destacar que, hasta el orden

máximo 4 el porcentaje máximo de mejora obtenido fue de 24, 91 %.

CC, terreno 1, JND, 5000: en este caso el porcentaje de mejora máximo (25, 71 %)

se alcanzó en la aproximación de orden final 54. Cabe destacar que, hasta el orden

máximo 4 el porcentaje máximo de mejora obtenido fue de 16, 12 %.

Se puede ver incluso que los valores observados (porcentaje máximo medido, orden

final de las aproximaciones y diferencia promedio entre los porcentajes máximos y el

alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4) en promedio son mejores en las

muestras de 2500 puntos que en las de 5000 puntos.

Para el caso del criterio WABN, si bien se observaron mejoras considerables en el

maxValue de las aproximaciones obtenidas, estas mejoras no se observaron mayoritaria-

mente en órdenes más bajos. En base a los resultados obtenidos (y cuya fuente de datos

se encuentra en la Sección 4 del Apéndice C) se pudieron observar los siguientes eventos:

WABN 2500: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y

el porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue

del 4, 31 % con un desv́ıo estándar de 3, 97.

WABN 5000: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y

el porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue

del 7, 21 % con un desv́ıo estándar de 11, 44.

Adicionalmente, en el caso de WABN (a diferencia de ABN y JND) se obtuvieron

mejoras en varios casos para orden máximo infinito con porcentajes que distan del

máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4.

Más allá de las semejanzas antes mencionadas entre ABN y JND, el comportamiento

de los porcentajes de mejora para un mismo terreno, un mismo criterio y una misma

muestra fue muy parecido en ambos casos. Se pudo observar que:

BH: en los 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos el comportamiento de los por-

centajes de mejora fue muy similar para ambos criterios y la magnitud de los

porcentajes fueron mayores para ABN que para JND. Se puede observar en la

Figura 7.69 que en todos los casos salvo en uno (resaltado con color rojo) cuan-

do un criterio mejora el porcentaje al aumentar el orden máximo de ejecución el

otro también, lo mismo cuando lo iguala o empeora. Ocurrió algo similar para las
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muestras de 5000 puntos a partir del orden máximo 5 pero, en lo que respecta a

las magnitudes de los porcentajes, en algunos casos fue mayor el observado para

ABN y en otros para JND.

CC: en los muestreos aleatorios de 2500 puntos se observó un comportamiento

similar al observado en el terreno BH. Se observan en la Figura 7.70 algunas

variaciones en este comportamiento para los primeros órdenes del muestreo de

nombre terreno1 pero luego el comportamiento general fue el observado. En lo

que respecta a las magnitudes de los porcentajes, en algunos casos fue mayor el

observado para ABN y en otros para JND. Se observó un comportamiento similar

para los muestreos de 5000 puntos de este terreno.

MH: se observa un comportamiento similar al caso del terreno CC para mues-

tras de ambos tamaños. Se puede ver un ejemplo de este caso en la Figura 7.71.

Ocurrió lo mismo para KS (ver Figura 7.72).
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Figura 7.69: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para los criterios ABN y JND sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,

terreno2 y terreno3 ) de BH.
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Figura 7.70: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para los criterios ABN y JND sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,

terreno2 y terreno3 ) de CC.
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Figura 7.71: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para los criterios ABN y JND sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,

terreno2 y terreno3 ) de MH.
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Figura 7.72: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para los criterios ABN y JND sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,

terreno2 y terreno3 ) de KS.
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GreedyMinSum

La idea detrás de esta heuŕıstica es minimizar la suma de los valores del criterio ob-

jetivo como alternativa a la minimización del valor máximo que realiza GreedyMinMax.

Es por esta razón que, en esta sección, se analiza el comportamiento de este criterio

respecto a la minimización del maxValue. El objetivo es comparar, en base a los resulta-

dos obtenidos y analizados, el funcionamiento de esta heuŕıstica con el observado para

GreedyMinMax.

Al igual que en el caso de la heuŕıstica GreedyMinMax, se pudo observar que la mag-

nitud y comportamiento del porcentaje de mejora del maxValue, para las aproximaciones

obtenidas tras ejecutar esta heuŕıstica para un mismo terreno y un mismo criterio, vaŕıa

dependiendo de la muestra aleatoria sobre la que se ejecutó dicha heuŕıstica.

Más aún, dado que en este caso el objetivo es minimizar la suma de los valores del

criterio a optimizar, hubo instancias en las que se empeoró el maxValue. Las mismas se

detallan a continuación:

BH, terreno 1, ABN, 2500: se empeoró el maxValue en un 9, 33 % para los órdenes

máximos 2 a infinito.

MH, terreno 1, ABN, 2500: se empeoró el maxValue en un 4, 08 % para orden

máximo 1.

CC, terreno 2, ABN, 5000: se empeoró el maxValue en un 2, 31 % para los órdenes

máximos 6 a 50.

CC, terreno 3, ABN, 5000: se empeoró el maxValue en un 6, 52 % para los órdenes

máximos 13 a infinito.

BH, terreno 3, JND, 5000: se empeoró el maxValue en un 0, 48 % para los órdenes

máximos 8 a 12.

CC, terreno 1, JND, 5000: se empeoró el maxValue en un 5, 97 % para orden

máximo infinito.

CC, terreno 2, JND, 5000: se empeoró el maxValue en un 12, 57 % para orden

máximo 8, 3, 64 % para orden máximo 10 y 19, 72 % para orden máximo infinito.

MH, terreno 1, JND, 5000: se empeoró el maxValue en un 1, 10 % para los órdenes

máximos 6 a 19.

KS, terreno 3, JND, 5000: se empeoró el maxValue en un 8, 04 % para orden

máximo infinito.
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WABN, 2500: en 7 de 12 casos se empeoró mayoritariamente el maxValue y en los

que no, o bien se igualó o bien se mejoró a veces śı y a veces no.

CC, terreno 3, WABN, 5000: se empeoró el maxValue en un 2, 78 % para orden

máximo 1 y 2 y 9, 27 % para los órdenes máximos 3 a infinito.

MH, terreno 2, WABN, 5000: se empeoró el maxValue en un 0, 85 % para los

órdenes máximos 1 a infinito.

MH, terreno 3, WABN, 5000: se empeoró el maxValue en un 0, 63 % para los

órdenes máximos 4 a infinito.

Se puede observar en el siguiente ejemplo, correspondiente a la ejecución de la heuŕısti-

ca GreedyMinSumWABN para muestreos aleatorios de 5000 puntos de CC, que:

Para el muestreo de nombre terreno1 el porcentaje máximo de mejora fue de

6, 47 % y se alcanzó en el orden máximo 6 (porcentaje que se mantuvo hasta orden

máximo 8 inclusive). Para las aproximaciones obtenidas con orden máximo menor

a 6 el porcentaje de mejora fue 0 % y para las obtenidas con orden máximo mayor

a 9 de el porcentaje fue de 3, 25 %. Ver Figura 7.73.

En cambio, para el muestreo de nombre terreno2 el porcentaje de mejora fue

mucho más alto llegándose a un máximo de 31, 62 % en el orden máximo 9. No

sólo se observa una diferencia en las magnitudes de los porcentajes de mejora sino

también en el comportamiento de los mismos ya que se observa una tendencia

mayoritariamente creciente de dichos porcentajes en función del orden máximo y

final de las aproximaciones obtenidas. Ver Figura 7.74.

Para el muestreo de nombre terreno3 la situación fue diferente a las dos instancias

antes mencionadas ya que, en este caso, en todas las aproximaciones se maximizó el

maxValue en lugar de minimizarse dicho valor. Es por esto que se observan en la

Figura 7.75 porcentajes de mejora negativos.

Cabe destacar que, el hecho de que minimizar la suma permita aumentar el valor

máximo del criterio objetivo, si bien no es intuitivo resulta factible. Se puede dar el

caso, por ejemplo, en que se realice un flip que disminuya la suma de los valores del

criterio de la vecindad del eje intercambiado pero que maximice su valor. Si casualmente

ese eje poséıa el valor máximo del criterio en la triangulación, si bien se minimiza la

suma total de los valores, ese eje maximiza su valor. Consecuentemente, el maxValue del

criterio objetivo en lugar de minimizarse se maximiza.
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Figura 7.73: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio WABN sobre un muestreo aleatorio de 5000 puntos (terreno1 ) de CC.
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Figura 7.74: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio WABN sobre un muestreo aleatorio de 5000 puntos (terreno2 ) de CC.
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Figura 7.75: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio WABN sobre un muestreo aleatorio de 5000 puntos (terreno3 ) de CC.
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En base a los resultados obtenidos (y cuya fuente de datos se encuentra en la Sección

4 del Apéndice C) se pudieron observar los siguientes que se presentan a continuación.

Se presenta aqúı una tabla que muestra el porcentaje de casos en los que el por-

centaje máximo de mejora se alcanzó en aproximaciones con orden final hasta 3

inclusive, hasta 5 inclusive y hasta 10 inclusive.

instancia ≤ 3 ≤ 5 ≤ 10

ABN 2500 66, 66 % 83, 33 % 91, 66 %

ABN 5000 66, 66 % 66, 66 % 66, 66 %

JND 2500 66, 66 % 91, 66 % 100 %

JND 5000 66, 66 % 91, 66 % 91, 66 %

WABN 2500 91, 66 % 91, 66 % 91, 66 %

WABN 5000 66, 66 % 66, 66 % 91, 66 %

ABN 2500: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y el

porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue del

0, 63 % con un desv́ıo estándar de 1, 24.

El promedio de la mejora máxima obtenida fue del 16, 32 % con un desv́ıo estándar

de 10, 76, mientras que para el mismo caso en las aproximaciones obtenidas tras

la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax el promedio de la mejora máxima

obtenida fue del 21, 31 % con un desv́ıo estándar de 9, 43.

ABN 5000: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y el

porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue del

1, 55 % con un desv́ıo estándar de 2, 96.

El promedio de la mejora máxima obtenida fue del 15, 51 % con un desv́ıo estándar

de 9, 68, mientras que para el mismo caso en las aproximaciones obtenidas tras

la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax el promedio de la mejora máxima

obtenida fue del 19, 07 % con un desv́ıo estándar de 10, 48.

JND 2500: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y el

porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue del

0, 30 % con un desv́ıo estándar de 1, 04.

El promedio de la mejora máxima obtenida fue del 13, 04 % con un desv́ıo estándar

de 7, 71, mientras que para el mismo caso en las aproximaciones obtenidas tras

la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax el promedio de la mejora máxima

obtenida fue del 22, 42 % con un desv́ıo estándar de 6, 92.

JND 5000: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y el

porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue del

0, 85 % con un desv́ıo estándar de 2, 94.
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El promedio de la mejora máxima obtenida fue del 14, 43 % con un desv́ıo estándar

de 9, 96, mientras que para el mismo caso en las aproximaciones obtenidas tras

la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax el promedio de la mejora máxima

obtenida fue del 20, 46 % con un desv́ıo estándar de 9, 97.

WABN 2500: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y

el porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue

del 0, 60 % con un desv́ıo estándar de 2, 06.

El promedio de la mejora máxima obtenida fue del 6, 52 % con un desv́ıo estándar

de 8, 65, mientras que para el mismo caso en las aproximaciones obtenidas tras

la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax el promedio de la mejora máxima

obtenida fue del 16, 98 % con un desv́ıo estándar de 12, 10.

WABN 5000: en este caso, la diferencia promedio entre el porcentaje máximo y

el porcentaje máximo alcanzado en las aproximaciones hasta orden máximo 4 fue

del 3, 83 % con un desv́ıo estándar de 7, 28.

El promedio de la mejora máxima obtenida fue del 9, 79 % con un desv́ıo estándar

de 12, 58, mientras que para el mismo caso en las aproximaciones obtenidas tras

la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax el promedio de la mejora máxima

obtenida fue del 26, 07 % con un desv́ıo estándar de 9, 05.

Como se puede observar, en función de lo expuesto anteriormente, si bien los porcenta-

jes máximos de mejora del maxValue fueron más bajos para la heuŕıstica GreedyMinSum

que para GreedyMinMax, en la gran mayoŕıa de los casos observados las aproximaciones

en donde se alcanzó dicho porcentaje son de órdenes finales bajos.

A diferencia de GreedyMinMax, en este caso se observó que en varias instancias la

mejora fue del 0 % y hasta incluso que la triangulación en la que se llega al porcentaje

máximo de mejora es la triangulación de Delaunay. Esto se debe a lo expresado ante-

riormente: dado que el objetivo de la heuŕıstica GreedyMinSum es minimizar la suma

puede que no sólo no se minimice el maxValue sino que también se empeore.
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Análisis del valor mı́nimo (minValue)

Se presenta aqúı un análisis comparativo entre los valores máximos de los distintos

criterios medidos en las aproximaciones obtenidas tras la ejecución de las heuŕısticas

GreedyMaxMin y GreedyMaxSum para orden máximo 1 a 50 e infinito.

GreedyMaxMin

Al igual que en los casos anteriores, se pudo observar que la magnitud y comporta-

miento del grado de mejora del minValue, en las aproximaciones obtenidas tras ejecutar

esta heuŕıstica para un mismo terreno y un mismo criterio, vaŕıa dependiendo de la

muestra aleatoria sobre la que se ejecutó dicha heuŕıstica.

Se puede observar en el ejemplo que corresponde a la ejecución de la heuŕıstica Greedy-

MaxMinABN sobre muestreos de 2500 del terreno BH que:

Para el caso del muestreo de nombre terreno1 se pueden observar 4 instancias

en las que las aproximaciones mejoran el valor objetivo de la aproximación de

un orden máximo inferior. Estos casos fueron los órdenes finales: 3, 6, 34 y 1548.

Aśı mismo, se observaron dos casos en donde se empeoró la métrica respecto a la

ejecución de un orden menor. Estos órdenes fueron el 4 y 24. La mejora máxima

en este caso se obtiene en el orden máximo infinito (ver Figura 7.772).

Para el caso del muestreo de nombre terreno2, en cambio, hubo 7 casos en donde se

obtuvieron mejoras. Uno de ellos (el orden final 28) maximiza el mı́nimo mientras

que en el resto (1, 2, 3, 4, 5 y 16) se disminuye cantidad de mı́nimos y se mantiene

el valor mı́nimo de la triangulación de Delaunay original. Más aún, dado que en

este caso la cantidad de mı́nimos es alta (16 en total) se obtuvieron muchas mejo-

ras en los órdenes más bajos, hecho que no se dio en el resto de los muestreos. La

mejora máxima en este caso se obtiene en el orden máximo 28 (ver Figura 7.78). Se

pueden ver imágenes visuales de algunas de las triangulaciones intermedias obte-

nidas durante la eliminación de los mı́nimos presentes en la triangulación original

en la Sección 4 del Apéndice C.

Para el caso del muestreo de nombre terreno3 se pueden observar 6 instancias

en las que las aproximaciones mejoran el valor objetivo de la aproximación de un

orden máximo inferior y ninguna donde se empeore. Estos órdenes fueron el 2, 3,

19, 21, 44 y 1689. La mejora máxima en este caso se obtiene en el orden máximo

infinito (ver Figura 7.79).

2Se explica el contenido de esta figura y las siguientes es la página 173 del presente informe
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Se pudo observar que son muchos los casos en los que la ejecución con orden máximo

infinito mejora (o iguala) el objetivo respecto a la ejecución con orden máximo 50.

Se detalla a continuación la cantidad de casos (de un total de 12 por fila) en donde se

observó que con orden máximo infinito se mejora, empeora o iguala la métrica respecto

de la ejecución con orden máximo 50.

instancia # mejora ( %) # empeora ( %) # iguala ( %)

ABN 2500 5 (41, 66 %) 2 (16, 66 %) 5 (41, 66 %)

ABN 5000 10 (83, 33 %) 0 (0 %) 2 (16, 66 %)

JND 2500 6 (50 %) 1 (8, 33 %) 5 (41, 66 %)

JND 5000 10 (83, 33 %) 0 (0 %) 2 (16, 66 %)

WABN 2500 5 (41, 66 %) 0 (0 %) 7 (58, 33 %)

WABN 5000 9 (75 %) 0 (0 %) 3 (25 %)

Más aún, en base a los resultados obtenidos (y cuya fuente de datos se encuentra

en la Sección 4 del Apéndice C) se pudieron observar los eventos que se destacan a

continuación.

En la siguiente tabla se puede ver que:

La primera columna representa la cantidad de casos en los que la máxima mejora

se obtiene en el orden máximo infinito.

La segunda columna representa la cantidad de casos en los que habiéndose obte-

niendo la mejor mejora en un orden máximo inferior a infinito la mejora de este

último fue igual a la mejora máxima obtenida.

La tercera columna representa la cantidad de casos en los que la mejora obtenida

en las aproximaciones de orden máximo infinito fue inferior a la máxima obtenida.

instancia # mejora ( %) # iguala ( %) # empeora ( %)

ABN 2500 5 (41, 66 %) 2 (16, 66 %) 5 (41, 66 %)

ABN 5000 10 (83, 33 %) 1 (8, 33 %) 1 (8, 33 %)

JND 2500 6 (50 %) 2 (16, 66 %) 4 (33, 33 %)

JND 5000 10 (83, 33 %) 1 (8, 33 %) 1 (8, 33 %)

WABN 2500 5 (41, 66 %) 7 (58, 33 %) 0 (0 %)

WABN 5000 9 (75 %) 2 (16, 66 %) 1 (8, 33 %)

Total 45 (62, 5 %) 15 (20, 83 %) 12 (16, 66 %)
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Como se puede observar son muchos los casos en donde se observa la máxima mejora en

la ejecución de orden máximo infinito. Más aún, los comportamientos antes mencionados

son mucho más notorios en las muestras de 5000 puntos que en las de 2500 puntos.

El hecho de que se obtengan mejoras considerables en órdenes de ejecución altos marca

una diferencia importante entre GreedyMaxMin y GreedyMinMax. En este último caso

se observó que las mejoras se obtienen generalmente en los órdenes de ejecución más

bajos mientras que para el primero se consiguen mayoritariamente en las ejecuciones

con orden máximo infinito.

No obstante, se pudo observar que cuando hay muchos mı́nimos en la triangulación

de Delaunay original en las ejecuciones de órdenes más bajos es en donde se producen

las máximas disminuciones de cantidad de mı́nimos.

Si se observa la imagen de la Figura 7.76 se puede ver que tanto en las muestras

de 2500 puntos como en las de 5000 puntos se obtienen mejoras considerables en las

ejecuciones de orden máximo hasta 4.

Figura 7.76: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para el criterio ABN sobre muestreos aleatorios de 2500 y 5000 puntos de todos los
terrenos. Se observan aqúı la cantidad de mı́nimos presentes en la triangulación de
Delaunay original y en las aproximaciones de orden máximo hasta 1, 4 y 10 con su
correspondiente representación en porcentaje de mejora, promedio y desv́ıo estándar de

los mismos.

Se pudo observar el mismo comportamiento para todos los criterios y, dado que la

cantidad de mı́nimos presentes en las muestras de 5000 puntos fue mayor que en las

de 2500, se observa que este comportamiento es mucho más notorio en las muestras de

mayor tamaño.

Adicionalmente, si se observan los datos presentados en la Sección 4 del Apéndice C se

puede ver que los porcentajes de mejora máximos no son tan altos como los observados
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en las heuŕısticas GreedyMinMax y GreedyMinSum. Es decir que, no se logra maximizar

tanto el mı́nimo valor del criterio como lo que se logra minimizar el máximo.

Si se observan los cocientes de las tablas de la sección indicada se puede ver que

en la mayoŕıa de los casos se encuentran muy cercanos a 1, lo que indica que el valor

mı́nimo de la aproximación que más maximiza el mı́nimo valor del criterio tras ejecutar

la heuŕıstica es muy cercano al observado en la triangulación de Delaunay original.

En las imágenes que se presentan a continuación se pueden observar tablas con las

siguientes columnas:

orden max : orden máximo de ejecución de la heuŕıstica.

orden final : orden final de la aproximación obtenida en donde se la máxima mejora

del valor objetivo.

minValue: valor mı́nimo del criterio medido en la aproximación en donde se ob-

servó el máximo de mejora del valor objetivo.

cant min: cantidad de mı́nimos observados en la aproximación antes mencionada.

cociente: entre el valor mı́nimo del criterio medido en la aproximación antes men-

cionada y el mı́nimo observado en la triangulación de Delaunay. Cabe destacar

que, dado que existen muchos valores mı́nimos iguales a cero, para realizar estos

cálculos, se invirtió el intervalo de [0.,180) a [180.,0). Es por esto que, en este caso,

cuando nos referimos al valor mı́nimo observado en una determinada triangulación

en verdad nos estamos refiriendo a 180 menos dicho valor. Es decir que, cuanto

más chico es el cociente mejor es la aproximación obtenida tras la ejecución de

esta heuŕıstica.

Se destaca con:

Color verde: el cociente medido en la aproximación resaltada cuando éste es menor

que el de la aproximación obtenida tras ejecutar la misma heuŕıstica con orden

máximo inferior. Es decir, cuando el valor mı́nimo de la aproximación actual es

mayor que el de la aproximación de la fila anterior.

Color naranja: el cociente medido en la aproximación resaltada cuando éste es

mayor que el de la aproximación obtenida tras ejecutar la misma heuŕıstica con

orden máximo inferior. Es decir, cuando se empeora la métrica objetivo respecto

de la ejecución anterior.

Negrita: aproximación en donde se observó el máximo de mejora del valor objetivo.
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Figura 7.77: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno1 ) de BH.
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Figura 7.78: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno2 ) de BH.
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Figura 7.79: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno3 ) de BH.
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GreedyMaxSum

Al igual que en los casos anteriores se detectan variaciones en las magnitudes y com-

portamiento de las mejoras del valor objetivo dependiendo de la muestra tomada. Al

igual que ocurŕıa con la heuŕıstica GreedyMinSum, como el objetivo en el caso de Greedy-

MaxSum es la maximización de la suma, se pueden detectar casos en donde el min-

Value se minimice en lugar de maximizarse.

En la instancia de la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxSumABN sobre muestreos

de 2500 puntos del terreno BH se pueden ver ejemplos de los comportamientos antes

mencionados:

Para el muestreo de nombre terreno1 se puede observar en la Figura 7.80 que hubo

4 instancias en las que la aproximación obtenida mejora el objetivo respecto a la

aproximación de un orden máximo inferior. Estos casos fueron los órdenes finales 6,

11, 12 y 50. Aśı mismo, se puede ver que hubo 5 instancias en donde se empeoró el

objetivo respecto al valor del criterio medido en la aproximación anterior. En 3

de ellas (7, 27 y 2436) si bien se hicieron cambios se igualó el minValue al de

la triangulación de Delaunay original en lugar de maximizarse. En este caso en

particular la máxima mejora del minValue se obtiene en la aproximación de orden

máximo y final 12.

Para el muestreo de nombre terreno2 se puede observar en la Figura 7.81 que,

a diferencia del caso anterior, se producen muchos cambios (algunos mejorando y

otros empeorando) en la cantidad mı́nimos, pero nunca logra alterarse el minValue

respecto a la triangulación de Delaunay. En este caso se obtiene la aproximación

que más maximizó el mı́nimo (bajó la cantidad de mı́nimos de 16 a 1) en el orden

máximo y final 46.

Para el muestreo de nombre terreno3 se puede observar en la Figura 7.82 que hubo

3 instancias en las que la aproximación obtenida mejora el objetivo respecto a la

aproximación de un orden máximo inferior y 2 instancias en las que se empeoró.

En una de estas últimas (la que corresponde a la ejecución con orden máximo 15)

se puede ver que no sólo se empeora la métrica respecto a la ejecución de orden

máximo 14 sino que además el cociente resultante es mayor que 1, lo que implica

que el minValue se minimizó respecto al observado en la triangulación de Delaunay

original.
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Figura 7.80: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxSum
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno1 ) de BH.
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Figura 7.81: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxSum
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno2 ) de BH.
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Figura 7.82: Cuadro correspondiente la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxSum
para el criterio ABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno3 ) de BH.
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Se puede ver además que los cocientes de las mejores aproximaciones dieron aún más

altos que en el caso de la heuŕıstica GreedyMaxMin, lo que indica que el minValue no se

maximizó tanto en esta heuŕıstica. Es decir que, el porcentaje de mejora fue más bajo

para GreedyMaxSum que para GreedyMaxMin.

No obstante, si se observan los datos presentados en la Sección 4 del Apéndice C se

puede ver que las mejores mejoras del minValue se obtienen en aproximaciones de orden

máximo más bajos que para el caso de la heuŕıstica GreedyMaxMin. Más aún, se puede

ver que sólo en un 36, 11 % de los casos fue necesario llegar al orden máximo infinito

para obtener la aproximación que más maximice el minValue respecto a la triangulación

de Delaunay original. Este porcentaje es más bajo que el observado para la heuŕıstica

GreedyMaxMin que, en base a lo analizado en la sección anterior, fue de 62, 5 %.
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Análisis y resultados generales

En base a todo lo evidenciado y los resultados obtenidos tras la ejecución de todas

las heuŕısticas antes mencionadas se puede realizar el siguiente análisis:

GreedyMinMax

• Se pudo observar que la magnitud y comportamiento del porcentaje de mejora

del maxValue para un mismo terreno y un mismo criterio vaŕıa dependiendo

de la muestra aleatoria sobre la que se ejecutó la heuŕıstica (tanto variando

el tamaño de la misma como dentro de muestras de un mismo).

• Si bien en la mayoŕıa de los casos se observó una tendencia creciente del

porcentaje de mejora en función del orden máximo y final de ejecución, hubo

casos en donde se incrementó el orden de la triangulación pero el porcentaje

de mejora disminuyó.

• Tanto para ABN como para JND los porcentajes máximos de mejora se ob-

servaron dentro de los órdenes máximos más bajos. Para WABN si bien en

algunos casos se observaron mejoras considerables en órdenes bajos se requi-

rieron ejecuciones de órdenes más altos (incluso infinito) para obtener los

porcentajes máximos de mejora.

• Se observó que en general el comportamiento (no aśı las magnitudes) del

criterio ABN fue similar al del JND.

GreedyMinSum

• Presentó un comportamiento muy similar a GreedyMinMax en lo que respecta

a las variaciones de la magnitud y comportamiento del porcentaje de mejora

del maxValue en función de la muestra seleccionada.

• A diferencia de GreedyMinMax, en algunos casos empeoró el maxValue, lo

cual puede ocurrir ya que el objetivo de esta heuŕıstica es minimizar la suma

y no el valor máximo del criterio.

• Se observaron porcentajes de mejora del maxValue más pequeños que en

GreedyMinMax, lo cual se relaciona con lo mencionado en el item anterior.

No obstante, en la gran mayoŕıa de los casos los porcentajes de mejora se en-

contraron en aproximaciones con orden final pequeño para todos los criterios.

GreedyMaxMin

• Al igual que en los casos anteriores, se pudo observar que la magnitud y

comportamiento del grado de mejora del minValue, en las aproximaciones

obtenidas tras ejecutar esta heuŕıstica para un mismo terreno y un mismo



Chapter 7. Resultados 183

criterio, vaŕıa dependiendo de la muestra aleatoria sobre la que se ejecutó di-

cha heuŕıstica.

• La mayoŕıa de los casos en los que se obtienen las mejoras máximas corres-

ponden a ejecuciones de orden máximo infinito. No obstante, la reducción de

la cantidad de mı́nimos ocurre mayoritariamente en los órdenes más bajos.

• Los porcentajes de mejora máximos no son tan altos como los observados en

las heuŕısticas GreedyMinMax y GreedyMinSum.

GreedyMaxSum

• Al igual que en los casos anteriores se detectan variaciones en las magnitudes y

comportamiento de las mejoras del valor objetivo dependiendo de la muestra

tomada.

• Al igual que ocurŕıa con la heuŕıstica GreedyMinSum, como el objetivo en el

caso de GreedyMaxSum es la maximización de la suma, se pueden detectar

casos en donde el minValue se minimice en lugar de maximizarse.

• El porcentaje de mejora fue más bajo para GreedyMaxSum que para Greedy-

MaxMin, pero se alcanzó en órdenes máximos más bajos.

Como conclusión más general, se pude decir que que las heuŕısticas del tipo Greedy-

Max* requieren orden altos para obtener mejoras, y por ende las HODTs no sirven

para ellas, ya que fueron diseñadas para dar triángulos con buena forma, que son por lo

general se opone a lo que buscan las heuŕısticas de tipo GreedyMax*.
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7.2.5. Slivers

En esta sección se presentan algunos resultados (con su correspondiente análisis) sobre

la presencia de triángulos angostos y largos (denominados slivers) en las aproximaciones

obtenidas tras ejecutar los algoritmos sobre los terrenos antes especificados.

Un resultado que se pudo obtener en base a las observaciones realizadas es que la

presencia de slivers en las aproximaciones obtenidas no depende del orden de la trian-

gulación sino de los flips que se realizan.

Se puede ver por ejemplo que, en la ejecución con orden máximo infinito de la heuŕısti-

ca GreedyMinMax con el criterio WABN sobre el muestreo de 2500 puntos (terreno1 )

de MH, si bien la aproximación obtenida posee un orden final alto (518) como se realizan

únicamente 2 flips la triangulación queda muy similar a la triangulación de Delaunay

original, por lo que la mayoŕıa de sus triángulos poseen buena forma. Es decir que, este

es un ejemplo de un caso en el que teniendo una triangulación de orden alto no se detec-

ta presencia de muchos slivers en la misma. Se puede ver la imagen de la triangulación

obtenida en la Figura 7.83.
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Figura 7.83: Imagen correspondiente a la triangulación de orden 518 obtenida tras
la ejecución con orden máximo infinito de la heuŕıstica GreedyMinMax con el criterio
WABN sobre el muestreo de 2500 puntos (terreno1 ) de MH. Se destaca con rojo el
ćırculo circunscrito por los 3 puntos del triángulo que determina el orden final de la

triangulación.

Se encontraron casos (sobre todo en las heuŕısticas GreedyMinSum y GreedyMaxSum)

en donde, al realizarse muchos flips, las triangulaciones obtenidas contienen triángulos

que no preservan la buena forma de los mismos caracteŕıstica de la triangulación de

Delaunay original. Se puede ver un ejemplo de esto en la ejecución con orden máximo

infinito de la heuŕıstica GreedyMaxSum con el criterio ABN sobre el muestreo de 2500

puntos (terreno1 ) de BH. En la imagen de la Figura 7.84 (a) se puede observar la

triangulación de Delaunay original de este caso y en la imagen de la Figura 7.84 (b)

la de la aproximación obtenida tras realizarse 3550 flips. En estas imágenes se puede

observar la diferencia en la forma de los triángulos de las respectivas triangulaciones.
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(a) (b)

Figura 7.84: (a) Triangulación de Delaunay del muestreo de 2500 puntos (terreno1 )
de BH.

(b) Triangulación de orden 2436 obtenida tras la ejecución con orden máximo infinito
de la heuŕıstica GreedyMaxSum con el criterio ABN sobre el muestreo de 2500 puntos

(terreno1 ) de BH.

No obstante, más allá de que existan casos en donde al realizarse muchos flips las

aproximaciones obtenidas contengan slivers, hay casos en donde incrementar la cantidad

de intercambios de ejes no altera tanto la forma de los triángulos. Se puede observar

un ejemplo de este caso en la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMinABN sobre un

muestreo de 2500 puntos (terreno1 ) de MH en donde:

Para la instancia de ejecución de orden máximo infinito se realizan 28 flips y se

obtiene una triangulación de orden final 71 cuya imagen se encuentra en la Figura

7.87.

Para la instancia de ejecución de orden máximo 9 se realizan 65 flips (más que en

el caso anterior) y se obtiene una triangulación de orden final 9 cuya imagen se

encuentra en la Figura 7.86.

En ambos casos se observa que, más allá de la cantidad de flips realizados y del orden

final de la triangulación obtenida, la forma de los triángulos de las aproximaciones finales

no distan mucho de la observada en la triangulación de Delaunay original (ver Figura

7.85).

En base a todo lo evidenciado y los resultados obtenidos se puede realizar el siguiente

análisis:
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La presencia de slivers en las aproximaciones obtenidas tras la ejecución de los

algoritmos mencionados no depende del orden de la triangulación sino de los flips

que se realizan. No obstante, la cantidad de flips no es un factor determinante

de la presencia de slivers. Hubo casos en donde se realizaron muchos flips y se

encontraron slivers y casos en donde no.

Por lo general, la presencia de slivers se vio más notoria en las aproximaciones

obtenidas tras la ejecución de las heuŕısticas GreedyMinSum y GreedyMaxSum ya

que en estos casos se realizan muchos más flips que en los casos de las heuŕısticas

GreedyMinMax y GreedyMaxMin.
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Figura 7.85: Imagen correspondiente a la triangulación de Delaunay del muestreo de
2500 puntos (terreno1 ) de MH.
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Figura 7.86: Imagen correspondiente a la triangulación de alto orden obtenida tras
la ejecución con orden máximo 9 de la heuŕıstica GreedyMaxMin con el criterio ABN

sobre el muestreo de 2500 puntos (terreno1 ) de MH.
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Figura 7.87: Imagen correspondiente a la triangulación de alto orden obtenida tras
la ejecución con orden máximo infinito de la heuŕıstica GreedyMaxMin con el criterio

ABN sobre el muestreo de 2500 puntos (terreno1 ) de MH.



Caṕıtulo 8

Conclusiones

En esta sección se presentan las conclusiones del trabajo experimental realizado aśı co-

mo también las conclusiones generales del trabajo realizado y el trabajo futuro que surge

de esta tesis.

8.1. Conclusiones sobre el trabajo experimental

Como ya se ha mencionado con anterioridad, las triangulaciones de alto orden brin-

dan una solución de compromiso entre la calidad de los triángulos, la cantidad de trian-

gulaciones posibles y el costo computacional para generarlas. Son precisamente estos

conceptos algunos de los que se analizan en esta sección.

Aśı mismo, se presentan aqúı las respuestas a los interrogantes planteados como ob-

jetivo del presente trabajo elaboradas en base al análisis de resultados presentado en la

sección anterior.

Como vimos en los experimentos realizados sobre terrenos reales en este trabajo, a

medida que el orden (k) de la triangulación aumenta la aproximación obtenida difiere

más de la triangulación de Delaunay que le dio origen, pero hay más triangulaciones

posibles. Más aún, si bien para órdenes relativamente pequeños la forma de los triángulos

se mantiene más o menos buena, la cantidad de triangulaciones posibles no es mucha,

por lo que las limitaciones para conseguir triangulaciones más fieles son más altas. No

obstante, en base a los resultados obtenidos se pudo observar que en ciertos casos, para

valores de k pequeños, se obtiene la mejor relación beneficio calidad ya que el porcentaje

de mejora del valor objetivo es alto pero el costo computacional de generarlas es bajo,

la deformación de la forma de los triángulos no es mucha y las métricas de error son

mejores que las observadas en la triangulación de Delaunay original.

191
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Se pudo ver que, por lo general, la calidad de los resultados obtenidos depende del

muestreo de puntos del terreno seleccionado para triangular. Sobre este punto, es im-

portante tener en cuenta que no es el objetivo encontrar una heuŕıstica o un criterio que

sea óptimo para todas las triangulaciones, sino identificar cuáles son útiles en función de

las caracteŕısticas del terreno a modelar, pudiendo aśı elegir uno u otro para conseguir

una representación más fiel que la que ofrece la triangulación de Delaunay.

Se pudo observar también que la implementación de los algoritmos que permiten

construir triangulaciones de alto orden no resulta costosa si se realiza sobre la base de

las herramientas que ya existen para la construcción de triangulaciones de Delaunay.

Lo que śı es costoso en ciertos casos es su tiempo de ejecución. Para la implementación

propuesta, se detectaron instancias en las que los tiempos de ejecución observados fueron

elevados respecto al tiempo insumido en la construcción de la triangulación de Delaunay

original. No obstante, esto no ocurrió en la mayoŕıa de los casos, sobre todo para órdenes

más bajos en donde los tiempos fueron aceptables. Cabe destacar que, no fue el objetivo

del presente trabajo optimizar la complejidad temporal de ejecución de los algoritmos

implementados y, por tanto, existen mejoras que se le pueden realizar al mismo para

poder optimizar los tiempos de ejecución presentados.

Por otra parte, uno de los factores relevantes en el análisis de triangulaciones de alto

orden es la presencia de slivers en las aproximaciones. Se pudo ver que, en muchos casos,

se realizaron flips que permiten mejorar considerablemente el valor de los criterios a op-

timizar y que permiten obtener triangulaciones de órdenes altos que no sólo no contienen

slivers sino que además mejoran alguna métrica de error respecto de la triangulación de

Delaunay original.

En base a todo lo observado, los resultados obtenidos y el análisis realizado se pudieron

elaborar las respuestas a los interrogantes planteados como objetivo del presente trabajo.

Dichas respuestas son las que se presentan a continuación.

¿Qué mejoras se obtienen con el uso de HODTs en terrenos reales?

Las HODTs, por definición, permiten que cada triángulo de la triangulación pueda

contener más de cero puntos dentro de la circunferencia circunscrita por sus tres

puntos. Esto permite que, a diferencia de la triangulación de Delaunay que es única

dado un conjunto de puntos no degenerado, existan muchas triangulaciones de alto

orden para un mismo conjunto de puntos iniciales. Al existir varias triangulaciones

posibles se puede elegir aquella que optimice algún criterio en particular.

Existen ciertas condiciones que se desea que no se pierdan en las triangulaciones

de alto orden, como ser: la buena forma de los triángulos, el bajo costo compu-

tacional necesario para generarlas y valores bajos en las métricas de error de las
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aproximaciones (métrica que se utiliza para medir la calidad de la aproximación

obtenida).

Se pudo observar, en función de los resultados obtenidos, que se puede obtener

triangulaciones de alto orden que mejoren en un alto porcentaje el valor del crite-

rio que se desea optimizar, que preserven la buena forma de los triángulos de la

triangulación de Delaunay original, que no sean muy costosas de calcular y que

mejoren las métricas de error de la DT que les dio origen. Estas condiciones se

dieron mayoritariamente en las ejecuciones de la heuŕıstica GreedyMinMax para

todos los criterios, aunque WABN a veces presenta métricas de error no tan buenas

como el resto de los criterios para algunos muestreos aleatorios.

El porcentaje de mejora del valor del criterio a optimizar y la calidad de las apro-

ximaciones obtenidas vaŕıan dependiendo del muestreo de puntos inicial. Hubo

instancias en que, para un mismo terreno, un mismo criterio, una misma heuŕıstica

y muestreos aleatorios de un mismo tamaño, a veces se observan mejoras conside-

rables y a veces no. Esto ocurrió en todos los terrenos y para todos los criterios.

El porcentaje de mejora del valor del criterio a optimizar y la calidad de las aproxi-

maciones obtenidas fue considerablemente mejor en el caso de la heuŕıstica Greedy-

MinMax respecto del resto de las heuŕısticas implementadas. Para la heuŕıstica

GreedyMaxMin, si bien se obtuvieron mejoras, los resultados no fueron tan bue-

nos como los observados para GreedyMinMax. Para el caso de las heuŕısticas del

tipo GreedyMinSum y GreedyMaxSum, si bien se implementaron como alternati-

va de minimización del maxValue y maximización del minValue respectivamente,

no se obtuvieron mejores resultados que para las heuŕısticas GreedyMinMax y

GreedyMaxMin (según corresponda). Más aún, dejando de lado el porcentaje de

mejora del valor objetivo, en lo que respecta a las métricas de error funcionaron

incluso peor.

Para el caso de las ejecuciones de la heuŕıstica GreedyMinMax, que fue la que mejor

funcionó en todos los casos, las mejoras considerables se obtienen en órdenes bajos

de ejecución lo que implica, por lo general, que los costos computacionales de

generación sean bajos y que las alteraciones de los triángulos sean menores, dada

la poca cantidad de flips que por lo general se requieren. Más aún, para ABN y

JND se pudo ver que, cuando el porcentaje máximo no se consigue hasta orden

máximo 4, el porcentaje de mejora de estas últimas aproximaciones no dista mucho

del máximo total obtenido.

¿Cuán complicado es utilizar HODTs en terrenos reales? Es decir, ¿cuán dif́ıcil es

implementar los algoritmos necesarios para trabajar con HODTs?
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La biblioteca CGAL es muy robusta y cuenta con una gran cantidad de métodos

y clases ya implementados que permiten operar ampliamente con triangulaciones.

Una vez comprendidas las herramientas utilizadas, no resultó complicado realizar la

implementación de los algoritmos propuestos. No obstante, es importante destacar

que la implementación presentada no cumple todos los estándares y condiciones

requeridos para que sea incorporada como parte de la biblioteca. Dado que no nos

interiorizamos respecto a estos requerimientos no podemos realizar una estimación

del costo de esta tarea.

Otra aclaración importante, ya mencionada anteriormente, es que la implemen-

tación propuesta no se encuentra optimizada. Las optimizaciones pensadas para

la implementación propuesta no se realizaron por una cuestión de tiempo y mag-

nitud del presente trabajo pero entendemos que no debeŕıa ser muy complicado

incorporarlas.

¿Cuán útiles son los algoritmos propuestos? ¿Existen algoritmos heuŕısticos que

den resultados similares?

En base a los resultados obtenidos se puede realizar el siguiente análisis general

respecto a la ejecución de las heuŕısticas implementadas:

• GreedyMinMax : si bien se obtuvieron mejoras en la mayoŕıa de los casos, en

los órdenes de ejecución más pequeños se alcanzó la mayor mejora. Esto es más

notorio para los criterios ABN y JND que para WABN en donde, al aumentar

el orden de ejecución, se mejoró el objetivo en algunas aproximaciones.

• GreedyMinSum: no minimiza tanto el maxValue como en el caso anterior aun-

que, si lo mejora, lo hace mayoritariamente en órdenes bajos. Por lo general,

las métricas de error dieron peores que las observadas para GreedyMinMax.

• GreedyMaxMin: los porcentajes de mejora son bajos respecto a los observados

en las aproximaciones obtenidas tras ejecutar los algoritmos del tipo Greedy-

Min*. Las mejores mejoras se obtienen mayoritariamente en los órdenes más

altos (muchas en orden máximo infinito) salvo que haya muchos mı́nimos, en

cuyo caso se disminuye la cantidad en los órdenes más pequeños.

• GreedyMaxSum: los porcentajes de mejora son aún más bajos que Greedy-

MaxMin, pero se alcanzaron en órdenes más bajos. En lo que respecta a las

magnitudes de error, fue el que peor funcionó empeorando las métricas en la

gran mayoŕıa de los casos.

Es decir que, en la mayoŕıa de los casos, se obtienen mejoras al ejecutar las heuŕısti-

cas propuestas pero la que arrojó mejores resultados fue GreedyMinMax que ,por
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lo general, produjo mejoras considerables tanto en el valor objetivo como en lo que

respecta a las métricas de error.

Respecto a la similitud entre las heuŕısticas ejecutadas, las comparables (Greedy-

MinMax con GreedyMinSum y GreedyMaxMin con GreedyMaxSum) no se com-

portaron similares funcionando generalmente mejor GreedyMinMax y GreedyMax-

Min en cada caso.

No obstante, se detectaron comportamientos similares en varios casos entre ABN

y JND. No ocurrió lo mismo con las magnitudes ya que, a veces, para una misma

instancia alguno mejoraba mucho mientras que el otro no lo haćıa tanto o biceversa.

Incluso se pudo observar que, para el caso de orden 1, la heuŕıstica GreedyMinMax

funciona muy bien respecto al algoritmo exacto implementado. Aunque este último

posee un costo computacional de construcción más pequeño, se pudo ver que en

muchos casos la heuŕıstica arroja el mismo valor máximo que el algoritmo exacto

para triangulaciones de orden 1 con objetivo del tipo MinMax, comportándose

igual o mejor en lo que a métricas de error respecta.

¿Cuáles son los criterios que más se benefician con el uso de HODTs?

Es importante destacar que todos los criterios aportaron mejoras. A veces para

una misma instancia de ejecución un criterio produce mejoras en porcentaje más

altas que otro pero quizás en otra instancia este comportamiento se invierte. No

obstante, en lo que respecta a porcentaje de mejora y calidad de la aproximación

obtenida se vieron levemente más favorecidas ABN y JND respecto de WABN, pero

no por mucho. Esta diferencia es un poco más notoria en órdenes de ejecución más

bajos.

Adicionalmente, se pudo ver que el comportamiento de los criterios depende más

de la muestra aleatoria seleccionada que del terreno que se esté modelando.

Y la pregunta más general: ¿son las HODTs realmente útiles en la práctica?

La respuesta a esta pregunta se relaciona y engloba todo lo analizado en las ante-

riores. Como respuesta general podŕıamos decir que: se pueden obtener triangula-

ciones de alto orden que mejoren algún criterio espećıfico, con costo computacional

de construcción bajo, que posean triángulos con buena forma y que mejoren al-

guna métrica de error particular respecto a la triangulación de Delaunay original.

Esto es mucho más factible si lo que se desea es minimizar el máximo ya que

GreedyMinMax arrojó buenos resultados.
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8.2. Conclusiones sobre el trabajo de tesis

Durante mucho tiempo se han utilizado las triangulaciones de Delaunay en GIS como

la alternativa más común para la construcción de TINs. Más allá de las ventajas teóricas

conocidas sobre las triangulaciones de Delaunay, se sabe que las mismas no incorporan

en su construcción ninguna información adicional sobre los puntos del conjunto que se

está triangulando. Es por esto que se proponen como alternativa fuerte las triangula-

ciones dependientes de datos, las cuales utilizan para su construcción tanto información

sobre la distribución de los puntos como métricas conocidas de los puntos en cuestión

(por ejemplo, su altura).

Se sabe que la triangulación de Delaunay es única si el conjunto de puntos del cual

se parte es no degenerado. Es por esto que fueron planteadas como extensión de la

triangulación de Delaunay las triangulaciones de Delaunay de alto orden que, al relajar

el criterio de que no haya puntos dentro de las circunferencias circunscritas por cada

triángulo, pueden no ser únicas y permitir aśı la incorporación de ciertos criterios a

su construcción, con el fin de obtener una mejor aproximación a la superficie que se

está modelando.

Una forma de incorporar estos criterios es utilizando el método de Lawson que permite

obtener triangulaciones localmente óptimas en función del criterio que se desee optimizar.

El presente trabajo incluye la implementación de un software capaz de leer datos

de elevación y construir triangulaciones de alto orden que optimicen ciertos criterios.

En particular, los criterios dependientes de datos seleccionados para ser implementados

fueron: ABN, JND y WABN.

La idea general detrás de los algoritmos propuestos e implementados fue aplicar el

método de Lawson, tomando como triangulación inicial la triangulación de Delaunay y,

en cada paso, realizar los intercambios de ejes correspondientes (dependiendo el criterio

que se desee optimizar) para aśı llegar a una triangulación de orden k localmente óptima

respecto a dicho criterio.

El objetivo final del desarrollo realizado fue determinar, en base a pruebas sobre

terrenos reales (de distintos tipos y caracteŕısticas), qué efecto tiene el uso de HODTs

en la práctica.

No se pudo encontrar, más allá de los resultados teóricos existentes respecto a las bon-

dades de las HODTs en general, un resultado práctico que respalde sistemáticamente

este marco teórico en todos los casos. Existen casos en los que se obtuvieron aproxima-

ciones más fieles al terreno real que se está modelando que la triangulación de Delaunay

original, pero no se observó esto en todos los casos. Más aún, y tal como los estudios
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teóricos prevéıan, las HODTs fueron un poco más costosas de calcular y las representa-

ciones en algunos casos presentaron slivers (aunque no tantos como se esperaba según

la bibliograf́ıa consultada).

Se puede destacar que, de las heuŕısticas implementadas, GreedyMinMax fue la que

mejor funcionó obteniendo mejoras considerables en los órdenes más bajos. Incluso se

pudo ver que casi no valió la pena incrementar el orden máximo a infinito ya que el costo

computacional de generar estas aproximaciones es mayor pero el porcentaje de mejora

del valor objetivo no es considerable respecto al obtenido en orden máximo hasta 4.

Más aún, para el criterio ABN se pudo ver que el error de las aproximaciones obtenidas

es menor que el de la triangulación de Delaunay original, tal como era de esperarse.

Tal como puedo observarse en los resultados, el éxito de las HODTs radica tanto en la

elección de la función de costo seleccionada (que depende a su vez de las propiedades del

terreno a triangular) como de la muestra aleatoria de puntos sobre la cual se construyen

las triangulaciones. No obstante, resulta inverośımil pensar en encontrar una función de

costo que funcione sistemáticamente bien en todos los casos.

Es decir que, en la mayoŕıa de los casos el balance entre las mejoras obtenidas y el costo

computacional que cuesta generar las triangulaciones de alto orden fue positivo ya que:

se pueden obtener triangulaciones de alto orden que mejoren algún criterio espećıfico,

con costo computacional de construcción bajo, que posean triángulos con buena forma y

que mejoren alguna métrica de error particular respecto a la triangulación de Delaunay

original. Esto es mucho más factible si lo que se desea es minimizar el máximo ya que

GreedyMinMax arrojó buenos resultados.

Trabajo futuro

La necesidad de acotar el alcance del trabajo presentado nos condujo a relegar ciertos

aspectos que consideramos hubieran sido interesantes de explorar. Se presenta un detalle

de los mismos a continuación.

Algo deseable, en función de los resultados obtenidos, es que las triangulaciones de

Delaunay de alto orden sean parte de la implementación de la biblioteca CGAL para que

estén disponibles para ser utilizadas públicamente. Para ello en necesario interiorizarse

sobre los estándares que el código debe cumplir para poder incorporar la extensión

de la triangulación de Delaunay a la biblioteca pública antes mencionada. Aśı mismo,

vimos que ciertas optimizaciones que pueden mejorar los tiempos de construcción de

las HODTs no fueron implementadas pero seŕıa tanto deseable como factible mejorar el

código para que las contemple.
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Si bien se utilizó como esquema de construcción de triangulaciones el método de Law-

son, seŕıa interesante implementar VBLOP y aśı poder incorporar pruebas en base a

terrenos reales para uno de los criterios relevantes en la literatura consultada: PLC.

Seŕıa interesante realizar estas implementaciones para poder evaluar el efecto que tienen

las HODTs generadas a partir de la optimización de este criterio sobre los terrenos se-

leccionados en comparación con las mejoras obtenidas por el resto de los criterios (sobre

todo ABN ya que PLC se presenta como alternativa viable a ABN que, en base a las

pruebas presentadas por su autor, funciona en algunos casos mejor).

Según se pudo observar, en base a las pruebas realizadas, la selección de puntos

original juega un papel fundamental en la calidad de las aproximaciones obtenidas. Ya

Wang et al. en [8] hab́ıan sugerido no separar la etapa de selección de puntos de la etapa

de construcción de las triangulaciones, sino realizar una combinación de estas etapas.

Si bien este nos pareció un resultado interesante no fue implementado ya que, en este

trabajo, nos concentramos en la etapa de triangulación y sus posteriores optimizaciones.

Se puede tratar de explorar el camino de la combinación de las etapas antes mencionadas

pero incorporando criterios en la etapa de construcción de triangulaciones.

Como vimos, hubo casos en que para muestras de 5000 puntos no se obtuvieron tan

buenas mejoras como para muestras de 2500 puntos del mismo terreno. Intuitivamente,

esto no debeŕıa ocurrir. Es razonable pensar que al aumentar el tamaño de la muestra se

mejora la aproximación obtenida. No obstante el resultado observado no contradice este

punto ya que los muestreos son aleatorios y no se encuentran relacionados. Hubiera sido

deseable, para poder verificar este punto, que los muestreos aleatorios de 2500 puntos

sean un subconjunto aleatorio de los muestreos aleatorios de 5000 puntos.

La innovación del trabajo presentado consiste en haber encarado desde el punto de

vista práctico un problema ampliamente estudiado en forma teórica.



Apéndice A

Métricas de error

Para comparar la calidad de las diferentes aproximaciones construidas se pueden uti-

lizar distintas funciones de error.

Se define G, el conjunto de puntos que representa el ground truth. Sea ti un punto de

G, y sea pi el punto de la interpolación del terreno en esa coordenada (x, y). Se definen

siguientes funciones de error:

Root mean square error (RMSE):√∑n
i=1(ti − pi)2

n

Mean absolute error (MAE):

1

n

n∑
i=1

|(ti − pi)|

L1-error (L1):
n∑

i=1

|(ti − pi)|

L2-error (L2): √√√√ n∑
i=1

(ti − pi)2

Lp-error (Lp):

p

√√√√ n∑
i=1

(ti − pi)p
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L∞-error (L∞):

max(|(ti − pi)|)

Las métricas de error se utilizan en el presente trabajo para comparar la calidad de

las triangulaciones obtenidas.



Apéndice B

Uso del ejecutable

El programa implementado construye un ejecutable (llamado terrain) que provee

una interfaz interactiva para el usuario permitiéndole seleccionar ciertos parámetros. Se

inicializa el ambiente dependiendo de estos parámetros, luego se realiza la optimización

seleccionada, se imprimen por pantalla los resultados obtenidos y, adicionalmente, se

guarda la triangulación final obtenida tras la ejecución del método seleccionado.

A continuación se detallan los posibles parámetros y algunas combinaciones utilizadas

para la generación de los casos de pruebas utilizados en el presente trabajo:

Use: <order> <delaunayPointsFilePath> <testPointsFilePath> <Method>

<flipCondition> <flipCriteria> <errorMethod>

Method:

2) Greedy

5) Exact

flipCondition:

3) MaxMin

4) MinMax

5) SumMax (only with Method 2)

6) SumMin (only with Method 2)

flipCriteria:

1) ABN

2) WABN

3) JND

errorMethod:

1) RMSE

2) Mean Absolute Error

201
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3) All

4) L1 Error

5) L2 Error

Donde orden es el máximo orden permitido (en caso de ser negativo el mismo no

estará restringido), delaunayPointsFilePath es el path al archivo de puntos del terreno

a optimizar en formato CGAL, y testPointsFilePath es el path al directorio donde

están los archivos de cada ground truth (también en formato CGAL). El parámetro

errorMethod se utiliza para decidir que métricas de error utilizar para comparar la

calidad de las aproximaciones obtenidas luego de la ejecución de las optimizaciones

seleccionadas.

Combinando los parámetros method, flipCondition y flipCriteria es posible

ejecutar todas las heuŕısticas implementadas. Por ejemplo, para ejecutar la heuŕısti-

ca GreedyMaxMinAbn los parámetros seŕıan 2, 3 y 1 respectivamente y, para ejecutar

el ExactoMinMaxJnd, se deben utilizar los parámetros 5, 4 y 3. Cabe destacar que, en

este último caso, el valor de orden no es tenido en cuenta, dado que método exacto solo

funciona para orden uno.



Apéndice C

Resultados de ejecución

Se incluyen en este apéndice el conjunto de tablas y resultados que complementan los

cuadros y figuras presentados en el Caṕıtulo 7.

C.1. Tiempo de ejecución

Se presentan aqúı las tablas de los resultados correspondientes a la ejecución de la

heuŕıstica GreedyMaxMinABN sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos del terreno

BH.

En estas tablas se puede observar que para un mismo terreno y una misma heuŕıstica

los comportamientos de los parámetros medidos fueron completamente diferentes. Se

puede ver que los tiempos vaŕıan ampliamente aśı como también la cantidad de flips,

la cantidad de iteraciones y el orden de las triangulaciones finales en cada caso ob-

servándose, adicionalmente, una correlación entre el incremento del tiempo de ejecución

y el incremento de la cantidad de iteraciones.
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Figura C.1: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMi-
nABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno1 ) del terreno BH.
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Figura C.2: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMi-
nABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno2 ) del terreno BH.
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Figura C.3: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMi-
nABN sobre un muestreo aleatorio de 2500 puntos (terreno3 ) del terreno BH.
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C.2. Análisis del algoritmo exacto para 1-ODT

Se presentan aqúı las tablas correspondientes a los resultados obtenidos en función de

las ejecuciones de los algoritmos:

GreedyMinMax con orden máximo: infinito, 0 y 1.

GreedyMinSum con orden máximo: infinito, 0 y 1.

ExactoMinMax: ejecución del algoritmo exacto para triangulaciones de orden 1

para criterios del tipo MinMax.

Los algoritmos antes descriptos se ejecutaron para todos los criterios implementados

(ABN, JND y WABN) y para todos los terrenos (BH, CC, KS, MH) con 3 muestras

aleatorias de 2500 puntos (terreno1, terreno2 y terreno3 ) y 3 de 5000 puntos (siguiendo

la misma nomenclatura) para cada uno de ellos.

Las métricas que se muestran en las tablas corresponden a los errores RMSE y MAE,

al valor máximo del criterio optimizado (maxValue) y al orden final de la triangulación

obtenida luego de la ejecución del algoritmo correspondiente.

Adicionalmente se calcularon los siguientes porcentajes:

% heuŕıstica: mide el porcentaje de mejora del error o el valor máximo del criterio

(según corresponda) de la heuŕıstica GreedyMinMax con orden máximo 1 respecto

al valor correspondiente en la triangulación de Delaunay original.

% exacto: mide el porcentaje de mejora del error o el valor máximo del criterio

(según corresponda) del algoritmo ExactoMinMax respecto al valor correspondien-

te en la triangulación de Delaunay original.

% heuŕıstica: mide el porcentaje de mejora del error o el valor máximo del criterio

(según corresponda) de la heuŕıstica GreedyMinMax con orden máximo infinito

respecto al valor correspondiente en la triangulación de Delaunay original.

En todos los casos la celda se resalta: con color verde si el porcentaje que contiene

representa una mejora, sin color si es cero y naranja si el porcentaje refleja que la

aplicación del algoritmo emproró el valor observado.
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Figura C.4: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio ABN sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno BH.
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Figura C.5: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio ABN sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno CC.
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Figura C.6: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio ABN sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno KS.
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Figura C.7: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio ABN sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno MH.
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Figura C.8: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio ABN sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno BH.
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Figura C.9: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio ABN sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno CC.
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Figura C.10: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio ABN sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno KS.
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Figura C.11: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio ABN sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno MH.
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Figura C.12: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio JND sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno BH.
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Figura C.13: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio JND sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno CC.
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Figura C.14: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio JND sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno KS.
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Figura C.15: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio JND sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno MH.
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Figura C.16: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio JND sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno BH.
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Figura C.17: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio JND sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno CC.
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Figura C.18: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio JND sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno KS.
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Figura C.19: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio JND sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2 y

terreno3 ) del terreno MH.
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Figura C.20: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio WABN sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2

y terreno3 ) del terreno BH.
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Figura C.21: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio WABN sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2

y terreno3 ) del terreno CC.
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Figura C.22: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio WABN sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2

y terreno3 ) del terreno KS.
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Figura C.23: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio WABN sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 (terreno1, terreno2

y terreno3 ) del terreno MH.
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Figura C.24: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio WABN sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2

y terreno3 ) del terreno BH.
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Figura C.25: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio WABN sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2

y terreno3 ) del terreno CC.
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Figura C.26: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio WABN sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2

y terreno3 ) del terreno KS.
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Figura C.27: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para el criterio WABN sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 (terreno1, terreno2

y terreno3 ) del terreno MH.
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C.3. Métricas de error

Se presentan aqúı las tablas correspondientes a las métricas de error de las aproxima-

ciones obtenidas por las ejecuciones de los algoritmos: GreedyMinMax, GreedyMaxMin,

GreedyMinSum y GreedyMaxSum con orden máximo 1 a 50 e infinito.

Los algoritmos antes descriptos se ejecutaron para todos los criterios implementados

(ABN, JND y WABN) y para todos los terrenos (BH, CC, KS, MH) con 3 muestras

aleatorias de 2500 puntos (terreno1, terreno2 y terreno3 ) y 3 de 5000 puntos (siguiendo

la misma nomenclatura) para cada uno de ellos.

Las números que se muestran en las siguientes tablas corresponden a la cantidad

total de ejecuciones en la que las métricas de los errores RMSE, MAE, L1 y L1 de

las aproximaciones obtenidas en cada instancia mejoraron, empeoraron o igualaron a la

triangulación de Delaunay.

La cantidad total de casos es 51 ya que cada instancia corresponde a la ejecución de

una de las heuŕısticas antes mencionada para un criterio determinado con orden máximo

1 a 50 e infinito.

Cabe destacar que, los colores que se utilizaron para resaltar las celdas tienen como

objetivo distinguir los comportamientos entre los distintos criterios. Se resaltaron las

celdas que dentro de la fila poseen el máximo valor con verde si mejoraba la métrica de

la triangulación de Delaunay, naranja si la empeora y gris si la iguala.
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Figura C.28: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación

de Delaunay.
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Figura C.29: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.30: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L1 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.31: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L2 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.32: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación

de Delaunay.
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Figura C.33: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.34: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L1 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.35: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L2 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.36: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación

de Delaunay.
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Figura C.37: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.38: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L1 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.39: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L2 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.40: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación

de Delaunay.
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Figura C.41: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.42: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L1 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.43: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L2 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.44: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación

de Delaunay.
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Figura C.45: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.



Apéndice C. Resultados de ejecución 251

Figura C.46: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L1 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.47: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L2 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.48: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación

de Delaunay.
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Figura C.49: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.50: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L1 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.51: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L2 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.52: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación

de Delaunay.
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Figura C.53: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.54: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L1 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.55: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L2 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.56: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error RMSE respecto de la triangulación

de Delaunay.
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Figura C.57: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.58: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L1 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.59: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra la cantidad de casos (de un total de
51) en que la heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la
fila) mejoró, igualó o empeoró la métrica de error L2 respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Las números que se muestran en las siguientes tablas corresponden al porcentaje total

de ejecuciones en la que las métricas de los errores RMSE y MAE de las aproximaciones

obtenidas en cada una de las instancias antes mencionadas mejoraron, empeoraron o

igualaron a la triangulación de Delaunay original.

Figura C.60: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra el porcentaje total de casos en que la
heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró las métricas de error RMSE y MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.61: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra el porcentaje total de casos en que la
heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró las métricas de error RMSE y MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.

Figura C.62: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra el porcentaje total de casos en que la
heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró las métricas de error RMSE y MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.63: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 2500 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra el porcentaje total de casos en que la
heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró las métricas de error RMSE y MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.

Figura C.64: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno BH. Se muestra el porcentaje total de casos en que la
heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró las métricas de error RMSE y MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.65: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno CC. Se muestra el porcentaje total de casos en que la
heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró las métricas de error RMSE y MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.

Figura C.66: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno KS. Se muestra el porcentaje total de casos en que la
heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró las métricas de error RMSE y MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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Figura C.67: Cuadro correspondiente a la ejecución de los algoritmos antes mencio-
nados para todos los criterios sobre 3 muestreos aleatorios de 5000 puntos (terreno1,
terreno2 y terreno3 ) del terreno MH. Se muestra el porcentaje total de casos en que la
heuŕıstica aplicada con el criterio definido (según indica el nombre de la fila) mejoró,
igualó o empeoró las métricas de error RMSE y MAE respecto de la triangulación de

Delaunay.
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C.4. Valores obtenidos

Se presentan aqúı las tablas correspondientes a los valores máximo y mı́nimo medidos

en las aproximaciones obtenidas por las ejecuciones de los algoritmos: GreedyMinMax,

GreedyMaxMin, GreedyMinSum y GreedyMaxSum con orden máximo 1 a 50 e infinito.

Los algoritmos antes descriptos se ejecutaron para todos los criterios implementados

(ABN, JND y WABN) y para todos los terrenos (BH, CC, KS, MH) con 3 muestras

aleatorias de 2500 puntos (terreno1, terreno2 y terreno3 ) y 3 de 5000 puntos (siguiendo

la misma nomenclatura) para cada uno de ellos.

Las números que se muestran en las tablas correspondientes a las ejecuciones de las

heuŕısticas GreedyMinMax y GreedyMinSum son:

terreno: terreno sobre el cual se ejecutó el algoritmo indicado según la tabla.

muestra: nombre de la muestra que se utilizó para la ejecución del algoritmo indi-

cado según la tabla.

orden final : orden final de la aproximación obtenida en donde se observó el por-

centaje máximo de mejora del valor objetivo.

porcentaje: porcentaje máximo de mejora del valor objetivo observado en la apro-

ximación antes mencionada.

% hasta 4 : porcentaje máximo de mejora del valor objetivo observado en las

aproximaciones obtenidas hasta orden máximo 4.

diferencia: diferencia entre los 2 porcentajes antes mencionados.

Y, para el caso de las heuŕısticas GreedyMaxMin y GreedyMaxSum, son:

terreno, muestra y orden final : igual que antes.

minValue: valor mı́nimo del criterio medido en la aproximación en donde se ob-

servó el máximo de mejora del valor objetivo.

cant min: cantidad de mı́nimos observados en la aproximación antes mencionada.

cociente: entre el valor mı́nimo del criterio medido en la aproximación antes men-

cionada y el mı́nimo observado en la triangulación de Delaunay. Cabe destacar

que, dado que existen muchos valores mı́nimos iguales a cero, para realizar estos

cálculos, se invirtió el intervalo de [0.,180) a [180.,0). Es por esto que, en este caso,
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cuando nos referimos al valor mı́nimo observado en una determinada triangulación

en verdad nos estamos refiriendo a 180 menos dicho valor. Es decir que, cuanto

más chico es el cociente mejor es la aproximación obtenida tras la ejecución de

esta heuŕıstica.

Cabe destacar que, se resaltan con color rojo los porcentajes de mejora máximo que

corresponden a ejecuciones con orden máximo infinito.



Apéndice C. Resultados de ejecución 272

GreedyMinMax

Figura C.68: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio ABN sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.69: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio ABN sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.
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Figura C.70: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio JND sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.71: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio JND sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.
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Figura C.72: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio WABN sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.73: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinMax
para el criterio WABN sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.



Apéndice C. Resultados de ejecución 275

GreedyMinSum

Figura C.74: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio ABN sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.75: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio ABN sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.
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Figura C.76: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio JND sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.77: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio JND sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.
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Figura C.78: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio WABN sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.79: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMinSum
para el criterio WABN sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.
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GreedyMaxMin

Figura C.80: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para el criterio ABN sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.81: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para el criterio ABN sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.
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Figura C.82: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para el criterio JND sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.83: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para el criterio JND sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.
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Figura C.84: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para el criterio WABN sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.85: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMin
para el criterio WABN sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.
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Reducción de cantidad de mı́nimos

Se presentan aqúı las imágenes visuales de algunas de las triangulaciones obtenidas

tras la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxMinABN sobre un muestreo de 2500 puntos

(terreno2 ) de BH.

En las siguientes imágenes se resaltan con color los triángulos en los que se observa

el valor mı́nimo del criterio ABN, que es el que se busca maximizar. Se puede observar

que, a medida que se avanza el orden final de la triangulación, se visualiza una menor

cantidad de mı́nimos.

(a) (b)

Figura C.86: (a) Triangulación de Delaunay en base a un muestreo aleatorio de BH
de un tamaño de 2500 puntos (terreno2 ) en donde se observan 16 mı́nimos.

(b) Se muestra lo mismo que en (a) pero ocultando los ejes para poder visualizar mejor
los cuadriláteros y los mı́nimos.
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(a) (b)

Figura C.87: (a) Triangulación de orden 1 obtenida tras la ejecución de la heuŕıstica
GreedyMaxMinABN sobre un muestreo aleatorio de BH de un tamaño de 2500 puntos

(terreno2 ) en donde se observan 13 mı́nimos.
(b) Se muestra lo mismo que en (a) pero ocultando los ejes para poder visualizar mejor

los cuadriláteros y los mı́nimos.

(a) (b)

Figura C.88: (a) Triangulación de orden 5 obtenida tras la ejecución de la heuŕıstica
GreedyMaxMinABN sobre un muestreo aleatorio de BH de un tamaño de 2500 puntos

(terreno2 ) en donde se observan 5 mı́nimos.
(b) Se muestra lo mismo que en (a) pero ocultando los ejes para poder visualizar mejor

los cuadriláteros y los mı́nimos.
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(a) (b)

Figura C.89: (a) Triangulación de orden 16 obtenida tras la ejecución de la heuŕıstica
GreedyMaxMinABN sobre un muestreo aleatorio de BH de un tamaño de 2500 puntos

(terreno2 ) en donde se observan 2 mı́nimos.
(b) Se muestra lo mismo que en (a) pero ocultando los ejes para poder visualizar mejor

los cuadriláteros y los mı́nimos.

(a) (b)

Figura C.90: (a) Triangulación de orden 28 obtenida tras la ejecución de la heuŕıstica
GreedyMaxMinABN sobre un muestreo aleatorio de BH de un tamaño de 2500 puntos
(terreno2 ) en donde se observa 1 mı́nimo. En este caso el mı́nimo posee un valor mayor

que el observado en la triangulación de Delaunay original.
(b) Se muestra lo mismo que en (a) pero ocultando los ejes para poder visualizar mejor

los cuadriláteros y los mı́nimos.
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(a) (b)

Figura C.91: (a) Triangulación de orden 356 obtenida tras la ejecución de la heuŕıstica
GreedyMaxMinABN sobre un muestreo aleatorio de BH de un tamaño de 2500 puntos
(terreno2 ) en donde se observa 1 mı́nimo. En este caso el mı́nimo posee el mismo valor

que el de la triangulación de orden 28 y se obtiene tras realizar 14 flips.
(b) Se muestra lo mismo que en (a) pero ocultando los ejes para poder visualizar mejor

los cuadriláteros y los mı́nimos.
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GreedyMaxSum

Figura C.92: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxSum
para el criterio ABN sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.93: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxSum
para el criterio ABN sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.
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Figura C.94: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxSum
para el criterio JND sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.95: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxSum
para el criterio JND sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.
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Figura C.96: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxSum
para el criterio WABN sobre muestras de 2500 puntos de todos los terrenos.

Figura C.97: Cuadro correspondiente a la ejecución de la heuŕıstica GreedyMaxSum
para el criterio WABN sobre muestras de 5000 puntos de todos los terrenos.
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