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Una Heuŕıstica basada en Programación Lineal
Entera para el Problema de Ruteo de Veh́ıculos
con Recolección y Entrega

En esta tesis abordamos el Problema de Ruteo de Veh́ıculos con Recolección y Entrega
(VRPPD, por sus siglas en inglés) con un enfoque heuŕıstico. Se considera la variante one-to-one
(ver, e.g. Berbeglia et al. [6]) donde se debe satisfacer una precedencia particular entre pares de
clientes origen-destino. Formalmente, sea G = (V,E) un digrafo completo, con V = {0, 1, . . . , 2n}
el conjunto de nodos y E el conjunto de ejes, donde 0 representa el depósito. Cada eje (i, j) ∈ E
tiene un distancia dij ≥ 0 asociada, y existe una restricción de precedencia entre los nodos
i, n+ i, para i = 1, . . . , n. El objetivo es encontrar un conjunto de a lo sumo k rutas que cubran
cada vértice exactamente una vez y que respete las precedencias, con un mı́nimo costo total.

En este trabajo, se considera el esquema propuesto por De Franceschi et al. [18] para el
VRP con Capacidad y Restricciones de Distancia, que fue aplicado con éxito a otras variantes
del VRP (ver, e.g., Toth y Tramontani [55], Naji-Azimi et al. [46]). Partiendo de una solución
inicial factible, este esquema se basa en el paradigma de destrucción/reparación, donde un
conjunto de nodos es removido de las rutas y reinsertado a través de la resolución heuŕıstica
de una formulación ILP llamada Reallocation Model (RM) con una cantidad exponencial de
variables. Dado que el RM tiene un número exponencial de variables, el enfoque standard es
generar columnas heuŕısticamente considerando los costos reducidos y resolviendo el modelo con
un ILP solver de propósito general, como por ejemplo CPLEX.

Se presenta una formulación del RM que incluye las restricciones de precedencia para ase-
gurar la factibilidad de la solución. A diferencia de los casos anteriores, el número de filas en
el RM no está fijo a priori dado que las restricciones de precedencia tienen que ser inclúıdas
en la formulación dependiendo del conjunto de variables generadas, y la formulación se vuelve
entonces un caso particular del problema de filas dependientes de las columnas (ver, e.g. en
Muter et al. [44]). En consecuencia, sin resolver subproblemas auxiliares, los costos reducidos
pueden solamente ser aproximados usando la información presente en el dual. Se estudia enton-
ces el comportamiento computacional del esquema general y se proponen algunas modificaciones
a fines de generar variables de buena calidad para el RM. Basados en resultados preliminares,
el esquema propuesto muestra mucho potencial para ser aplicado en la práctica y es un buen
punto de partida para considerar versiones más complejas del VRPPD.

Keywords: VRP con Recolección y Entrega, Programación Lineal Entera, Reallocation Model,
Generación de Columnas
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An ILP-based heuristic for the VRP with
pickups and deliveries

We address the Vehicle Routing Problem with pickups and deliveries (VRPPD) with a
heuristic approach. We consider the one-to-one problem (see, e.g. Berbeglia et al. [6]) where
a particular precedence must be satisfied by a pair of origin-destination clients. Formally, let
G = (V,E) be an undirected complete graph, with V = {0, 1, . . . , 2n} the set of vertices and E
the set of edges, where 0 represents the depot. Each edge (i, j) ∈ E has an associated distance
dij ≥ 0 and there is a precedence constraint between vertices i, n + i, for i = 1, . . . , n. The
objective is to find a set of at most k routes covering each vertex exactly once at minimum total
cost.

In this research, we consider the scheme proposed in De Franceschi et al. [18] for the Dis-
tance Constrained Capacitated VRP, which has been successfully applied to other variants of
the VRP (see, e.g., Toth and Tramontani [55], Naji-Azimi et al. [46]). Starting from a initial
feasible solution, this scheme follows the destroy/repair paradigm where a set of vertices is re-
moved from the routes and reinserted by solving heuristically an associated ILP formulation
with an exponential number of variables, named Reallocation Model (RM). Given the RM has
an exponential number of variables, the standard approach is to heuristically generate columns
considering their reduced cost and solve the model by a general purpose ILP solver, such as
CPLEX.

Our work presents a formulation of the RM that includes the precedence constraints to
guarantee the feasibility of the solution. In contrast to the previous cases, the number of rows in
the RM is not fixed a priori since precedence constraints have to be included in the formulation
depending on the set of variables generated, and the formulation becomes a special case of
the column-dependent-rows problem studied, e.g., in Muter et al. [44]. As a result, reduced
costs can only be approximated using the current dual information without solving auxiliary
subproblems. Therefore, we study the computational behavior of the general scheme and propose
some modifications in order to generate good quality variables for the RM. Based on preliminary
results, the proposed scheme shows good potential to be applied in practice and a is good starting
point to consider more complex versions of the VRPPD.

Keywords: VRP with Pickups and Deliveries, Integer Linear Programming, Reallocation Mo-
del, Column Generation
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Al invencible de mi viejo, que es un ejemplo. A mi vieja de fierro, que si me soportó a mi, se banca
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5.2.2. Operadores de búsqueda local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.3. Criterios de selección de nodos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
5.4. Una formulación del RM para el VRPPD 1-1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
5.5. Sobre la reducción del vecindario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.6. Esquemas de Pricing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.6.1. Nuevos esquemas de Pricing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

6. Resultados computacionales 61
6.1. Esquema de experimentación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6.1.1. Definición de configuración inicial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
6.1.2. Análisis de alternativas para el algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
6.1.3. Comparación global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

7. Conclusiones y trabajo a futuro 73

A. Tablas 75

Bibliograf́ıa 81

x



1. Introducción

El análisis combinatorio es un área que abarca el estudio de problemas que involucran
ordenar, agrupar o seleccionar un conjunto discreto de elementos, generalmente finito, desde un
punto de vista matemático.

Tradicionalmente, el estudio de este tipo de problemas llamados problemas combinatorios,
ha estado ligado a cuestiones de existencia o de enumeración: ¿existe esta configuración de
elementos? ó ¿cuántos ordenamientos son posibles?

Por otro lado, muchas veces la existencia de una configuración determinada no es el punto
en discusión, o la cantidad de ordenamientos no es importante, y el análisis pasa a estar ligado
a otro tipo de pregunta: ¿cuál es la mejor configuración de elementos?

La optimización combinatoria es un área particular dentro de la optimización matemática,
relacionada con la investigación operativa y teoŕıa algoŕıtmica principalmente, en donde se busca
soluciones a problemas combinatorios o de estructura discreta con el objetivo de encontrar la
mejor solución.

Es un área multidisciplinaria con muchas aplicaciones reales que van desde la Bioloǵıa,
Robótica, F́ısica y Qúımica, hasta las Finanzas, Marketing e Ingenieŕıa. Diferentes metodoloǵıas
fueron desarrolladas para los problemas combinatorios en distintos contextos, originando una
gran variedad de técnicas.

Dentro de la Investigación Operativa (IO), las áreas más comunes de aplicación son la
loǵıstica, management y la administración de recursos, siendo una de las metodoloǵıas más
exitosas la Programación Lineal Entera (PLE).

Dos problemas muy conocidos dentro del área son el Problema del Viajante de Comercio
(TSP) y el Problema de Ruteo de Veh́ıculos (VRP). Ambos han sido muy estudiados tanto en
la teoŕıa como en la práctica debido a la gran cantidad de aplicaciones que tienen en el mundo
real. En las siguientes secciones se introduce el Problema de Ruteo de Veh́ıculos y sus variantes
más comunes en la literatura.

1.1. Problemas de Ruteo de Veh́ıculos

Los Problemas de Ruteo de Veh́ıculos son una clase de problemas que estudian la distribución
de bienes o servicios entre un depósito y los usuarios finales (clientes).

En el año 1959, Dantzig y Ramser [17] proponen en The truck dispatching problem “encontrar
el óptimo ruteo de una flota de camiones de reparto de gasolina entre una planta terminal y
un gran número de estaciones alimentadas por dicha terminal”. Mediante una formulación del

1



1. Introducción

problema basada en programación lineal (ver 2.2), calculan una solución de gran calidad, con 4
rutas, para el problema de las 12 estaciones de servicio, y agregan: “todav́ıa no se han realizado
aplicaciones prácticas del método”.

En los siguientes 50 años [38], el trabajo de Dantzig y Ramser [17] se desarrolla enormemente
con muchas aplicaciones prácticas reales. Aparecen una gran cantidad de estudios sobre VRPs,
desde trabajos como Distribution Management, Christofides et al. [19] en la década del 70, hasta
otros más recientes como The Vehicle Routing Problem, Toth y Vigo [56], y The Vehicle Routing
Problem: Latest Advances and New Challenges, Golden et al. [27].

Aśı, el ruteo de veh́ıculos se considera en la práctica uno de los problemas más importantes
de la investigación operativa, en particular en la industria y en el sector de servicios, donde el
costo del transporte representa una porción significativa del valor total de los bienes y servicios
otorgados.

En la versión general del problema, un conjunto de veh́ıculos realiza movimientos a través
de una red de rutas partiendo de puntos fijos (depósitos). Dentro de la red, los tramos (arcos)
pueden transitarse en una o ambas direcciones, y tienen asociados un costo o tiempo de viaje
que puede depender de muchos factores, como por ejemplo el tipo de veh́ıculo o el momento del
d́ıa en que es transitado.

Algunas aplicaciones de este tipo de problema son la recolección y distribución de correspon-
dencia, el recorrido de un médico que atiende enfermos a domicilio, el recorrido de ambulancias,
entrega de pedidos de comida, recolección de residuos, etc. El ejemplo más conocido de esta
familia es el Problema del Viajante de Comercio, en donde se dispone de un único veh́ıculo para
visitar un conjunto de ciudades (o clientes), pasando por cada uno de ellos exactamente una vez,
retornando finalmente al origen. El objetivo de minimizar el tiempo total de viaje.

Las principales caracteŕısticas de VRPs están dadas por las restricciones de operación (reglas
de factibilidad) que se deben cumplir, asociadas por ejemplo a la capacidad de los veh́ıculos,
o respecto de la relación de precedencia entre las visitas a los clientes, etc. Por lo general, las
caracteŕısticas clásicas son:

Cada cliente tiene asociada una demanda o cantidad de mercadeŕıa que debe recibir (o
entregar), pudiendo existir además restricciones en la forma en que dicha mercadeŕıa debe
ser entregada (e.g., un único veh́ıculo debe visitar a los clientes, la entrega debe completarse
en una sola visita, es posible completar la entrega en a lo sumo m visitas).

Ventanas de tiempo para visitar clientes, dadas por restricciones en los horarios en que
el cliente está disponible, o por limitaciones de tráfico. Es común que en las ciudades la
entrega de mercadeŕıa por parte de los proveedores a los comercios se haga por la mañana,
y muchas veces el horario está regulado por leyes (a fines de evitar congestionamiento de
tránsito, etc.). En otros rubros, como por ejemplo la distribución del periódico, los fines
de la actividad en śı mismos exigen que la visita a clientes se haga por la mañana.

Cantidad de veh́ıculos disponibles para visitar los clientes. En la práctica adquirir más
veh́ıculos puede estar limitado por el costo de compra, por la capacidad de albergar
veh́ıculos en el depósito, etc. En general, se suele diferenciar el caso mono-veh́ıculo y
el multi-veh́ıculo.
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1.2. Problemas de Ruteo de Veh́ıculos con Recolección y Entrega

La capacidad de los veh́ıculos utilizados para visitar clientes. Los veh́ıculos pueden ser
homogéneos (todos tienen la misma capacidad) o pueden ser heterogéneos. Por otro lado,
los clientes podŕıan imponer restricciones sobre la capacidad de los veh́ıculos que los visitan,
exigiendo que no superen determinada capacidad (porque no tienen suficiente espacio para
atenderlos), o porque las v́ıas de acceso al cliente no permiten superar un determinado peso
en el veh́ıculo.

La cantidad de depósitos. Es posible que exista más de un depósito, y aún más, los clientes
podŕıan presentar restricciones sobre los depósitos que pueden abastecerlos.

Costo de traslado, pudiendo depender simplemente de la distancia o también del tamaño
del veh́ıculo, horario de traslado, etc.

Relaciones de precedencia entre los clientes. Puede haber restricciones en el orden en que
los clientes deben ser visitados dentro de una misma ruta. Los servicios de mensajeŕıa
por ejemplo, deben recolectar primero un mensaje de determinado cliente, y entregarlo
a otro (u otros) clientes luego. Incluso, sistemas de transporte puerta-a-puerta requieren
trasladar un conjunto de pasajeros donde cada uno tiene asociado un par origen-destino
particular, como es el caso del transporte de pacientes en ambulancias.

Por otro lado, el problema también puede variar en la función objetivo que se desea optimizar.
Algunos objetivos t́ıpicos de VRP son:

Minimización del costo total de transporte, dependiendo por ejemplo de la distancia total
recorrida (o del tiempo total consumido) y de los costos fijos por utilizar cada veh́ıculo.

Minimización de la cantidad de veh́ıculos (o conductores) utilizados para visitar clientes.

Minimización del tiempo que los clientes esperan hasta ser visitados.

Existen variantes más espećıficas, y muchas veces se suele optimizar una combinación pesada
de objetivos que sirven a distintos propósitos, y que incluso pueden ser contradictorios.

Diferentes configuraciones de estos factores determinan distintas variantes de VRP. En el
contexto de esta tesis, se introduce a continuación una familia de variantes de VRP conocida
como VRP con Recolección y Entrega, y se presenta la versión particular del problema sobre la
que se trabaja.

1.2. Problemas de Ruteo de Veh́ıculos con Recolección y Entrega

Los problemas de VRP con Recolección y Entrega (VRPPD por sus siglas en inglés, ó PDP)
abarcan problemas de ruteo donde un conjunto de productos deben ser transportados entre
clientes de recolección y clientes de entrega.

En la versión clásica del VRPPD cada cliente i tiene asociada una cantidad de producto di
que le debe ser entregada, y una cantidad de producto pi que debe ser recolectada en el cliente.
Se asume que los productos son homogéneos para todos los clientes, y muchas veces se suele
utilizar una única cantidad de producto asociada a cada uno, considerando la diferencia neta
entre la demanda de recolección y entrega como d̃i = di − pi.

3



1. Introducción

Siguiendo la notación utilizada por Toth y Vigo [56], dado un cliente i, se tiene asociado
otro cliente Oi desde donde debe suministrarse la cantidad di del producto, y un cliente Di al
que se debe enviar la cantidad pi del producto. Se asume que en cada cliente siempre se realiza
la entrega antes que la recolección, i.e., primero debe recibir la cantidad di que le corresponde,
y luego recién es posible recolectar pi.

El problema consiste entonces en encontrar exactamente k rutas simples (cada una asociada
a un veh́ıculo) con un costo mı́nimo total de forma tal que:

Cada ruta empieza y termina en el depósito.

Cada cliente es visitado por exactamente una ruta.

Dentro de una ruta, la carga del veh́ıculo no debe exceder una carga máxima C.

Para cada cliente i, si el cliente Oi no es el depósito, entonces debe ser visitado en la misma
ruta que i, antes que i.

Para cada cliente i, si el cliente Di no es el depósito, entonces debe ser visitado en la misma
ruta que i, después que i.

Esta variante es una generalización del VRP clásico con Capacidades (CVRP) donde para
cada cliente i se tiene que Oi = Di = depósito, y pi = 0. Dado que CVRP generaliza TSP, y
que este último es NP −Hard [41], estas variantes del VRP también lo son.

En la literatura es muy común que se consideren también restricciones de ventanas de tiempo,
dando lugar al VRP con Recolección y Entrega y Ventanas de Tiempo (VRPPDTW, por sus
siglas en inglés). Para una clasificación sobre PDPs en general, ver Berbeglia et al. [6].

En el marco de esta tesis, se trabaja sobre una variante particular del VRPPD sin ventanas
de tiempo ni restricción de capacidad en los veh́ıculos (capacidad infinita). Además, se particiona
el conjunto de clientes en Recolecciones y Entregas, de forma que dado un cliente i, este es un
cliente de Recolección ó un cliente de Entrega, pero no ambos simultáneamente. La relación de
precedencia está dada uno-a-uno, donde para cada cliente de Recolección existe un único cliente
de Entrega relacionado, y vice-versa.

En este nuevo escenario, el problema consiste en encontrar a lo sumo k rutas simples (cada
una asociada a un veh́ıculo), con un costo mı́nimo total de forma tal que:

Cada ruta empieza y termina en el depósito.

Cada cliente es visitado por exactamente una ruta.

Dado un par de clientes relacionados Pk, Dk, donde Pk es Recolección y Dk es Entrega, Pk
debe ser visitado antes que Dk, y ambos deben pertenecer a la misma ruta.

Esta versión, que se denota como VRPPD1-1, también es NP −Hard strong dado que es
una generalización de VRP.

4



1.3. Objetivo de la tesis

1.3. Objetivo de la tesis

La versión del VRP con Entrega y Recolección, como aśı también muchas otras variantes,
son problemas NP −Hard ampliamente estudiados en la literatura en el marco de algoritmos
exactos, donde el objetivo es encontrar la solución óptima del problema, y (meta) heuŕısticos,
donde se pretende encontrar soluciones de buena calidad (sin garant́ıas del óptimo) en el marco
de instancias de gran escala, o en contexto donde el tiempo de resolución está acotado.

Para los algoritmos de tipo exacto, la formulación de este tipo de problemas como Proble-
mas de Programación Lineal Entera (PLE) ha mostrado muy buenos resultados en los últimos
años, y existe al d́ıa de hoy una gran variedad de software de propósito general con un alto
nivel de madurez (e.g., CPLEX, Gurobi, SCIP) para resolver este tipo de formulaciones. Si bien
actualmente es posible resolver instancias de problemas que hasta hace unos años parećıan inal-
canzables, este tipo de algoritmos sigue encontrando limitaciones al intentar resolver instancias
reales, que suelen ser de gran escala.

En las últimas décadas los avances obtenidos en la resolución de Problemas de Programación
Lineal Entera Mixta (PLEM) permitieron la aplicación de este tipo de técnicas para resolver
problemas auxiliares de optimización en general, ya sea para la resolución de un PLE en śı mismo,
o por ejemplo para explorar grandes vecindarios dentro de algoritmos de problemas espećıficos.
Este tipo de técnica se denomina MIPing, y está incorporada en muchos paquetes de propósito
general. Algunos ejemplos son la heuŕıstica Feasibility Pump [22, 7, 3], para obtener soluciones
iniciales de un PLEM, Local Branching [23, 35], una estrategia de branching que apunta a
explorar estratégicamente el árbol de enumeración con el objetivo de mejorar constantemente la
cota primal, ó Relaxation Induced Neighbourhood Search (RINS) [16], una heuŕıstica primal de
propósito general que utiliza información de la relajación lineal en cada nodo del árbol.

Con este enfoque, se conoce el desarrollo de metaheuŕısticas para problemas particulares
con el nombre de Matheuristics (Mathematical Programming Heuristics). En [18, 55, 6, 46] se
aplica esta idea dentro en un esquema meta-heuŕıstico para el VRP y algunas de sus variantes,
obteniendo soluciones de muy buena calidad para instancias de gran tamaño, sugiriendo que el
enfoque tiene mucho potencial. Incluso, en algunas instancias, la mejor solución de la literatura
es mejorada.

En particular, De Franceschi et al. [18] sugiere investigar la adaptación del esquema al caso
donde se tienen restricciones de precedencias entre los clientes. El objetivo de la tesis va en esta
dirección. Considerando una versión particular del VRPPD, se pretende estudiar el comporta-
miento de dicho esquema ante la presencia de precedencias entre clientes, analizando posibles
adaptaciones, aśı como también nuevos desaf́ıos y dificultades intŕınsecas en este contexto.
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Se recuerda que en los problemas de optimización se busca encontrar la mejor configuración
para un conjunto de variables que deben cumplir con ciertas restricciones. En particular, cuando
las variables involucradas en el problema son enteras, es posible enumerar todas las configura-
ciones para encontrar aquella que, satisfaciendo las restricciones, es óptima para la instancia del
problema. Algoritmos como éste en donde se tiene la garant́ıa de que dada una instancia del
problema siempre se encuentra el óptimo, se llaman exactos.

Para muchos problemas de optimización que son NP-Hard [25], no existe un algoritmo que
resuelva una instancia arbitraria del problema en tiempo polinomial (asumiendo P 6= NP).
Por lo tanto, los métodos exactos requieren un tiempo computacional exponencial en el peor
caso, que en general suele ser muy alto a fines prácticos. En consecuencia, se decide utilizar
métodos aproximados en donde se sacrifica la garant́ıa de optimalidad en la solución, a cambio
de encontrar soluciones de buena calidad en tiempos computacionales razonables.

El propósito de este caṕıtulo es introducir los algoritmos principales, tanto exactos como
aproximados, utilizados para resolver problemas de optimización combinatoria.

2.1. Programación Lineal

La Programación Lineal Entera permite modelar una clase de problemas de optimización
con restricciones, en donde algunas variables son enteras.

En la práctica, se suele utilizar el nombre Programación Lineal Entera Mixta (PLEM) dado
que muchas aplicaciones reales involucran tanto variables continuas como enteras, la función
objetivo es lineal, y las restricciones son desigualdades lineales.

Con apenas poco más de 50 años [38], PLEM ha sido desarrollada en aspectos teóricos
como prácticos, consiguiendo mucho éxito en el mundo académico y profesional. Actualmente
una gran cantidad de problemas dif́ıciles de optimización combinatoria pueden ser modelados
usando formulaciones PLEM a través de técnicas standard [11].

A continuación se introducen los conceptos principales y algoritmos clásicos de Programación
Lineal Entera Mixta, que son profundizados en detalle por Wolsey [48]. Se asume que el lector
está familiarizado con las ideas básicas de Programación Lineal.

Un problema de Programación Lineal (PL) es un problema de optimización con restricciones
en donde se quiere encontrar un conjunto de valores para variables continuas (x1, . . . , xn) que
minimizan o maximizan una función objetivo lineal z, satisfaciendo también un conjunto de
restricciones lineales.
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Formalmente, un problema PL se define como:

(PL) mı́n z =

n∑
j=1

cjxj (2.1)

sujeto a

n∑
j=1

aijxj ≤ bi (i = 1, 2, . . . ,m)

xj ∈ R+ (j = 1, 2, . . . , n)

donde el vector c ∈ Rn representa la función objetivo y los coeficientes aij pueden representarse
como una matriz A ∈ Rm×n.

Para más detalle sobre PL se recomienda al lector consultar Chvátal [14].

2.2. Programación Lineal Entera Mixta

Un problema de Programación Lineal Entera (PLE) es un problema PL donde al menos una
variable debe satisfacer restricciones de integralidad (i.e. está restringida a valores enteros). En
caso de que no todas las variables sean restringidas a valores enteros, se suele utilizar el término
Programación Lineal Entera Mixta (PLEM).

Formalmente, un problema PLEM se define como:

(PLEM) mı́n
∑
j∈I

cjxj +
∑
j∈C

cjxj (2.2)

sujeto a
∑
j∈I

aijxj +
∑
j∈C

aijxj ≤ bi (i = 1, 2, . . . ,m)

xj ∈ Z+ ∀ j ∈ I
xj ∈ R+ ∀ j ∈ C

donde I es el conjunto de variables enteras y C el conjunto de variables continuas, con I ∪C =
{1, . . . , n}. Para simplificar la notación, se reescribe (2.2) como:

mı́n{cx : Ax ≤ b, x ≥ 0, xj ∈ Z+ ∀j ∈ I} (2.3)

Este problema en su versión general pertenece a la clase NP −Hard.

Si se considera el poliedro P = {x ∈ Rn+ : Ax ≤ b}, con A ∈ Rm×n y b ∈ Rm, el conjunto de
las soluciones factibles se define como S = P ∩{x ∈ Rn+ : xj ∈ Z ∀ j ∈ I}, y se llama relajación
lineal (LP) del problema (2.2) a:

mı́n{cx : Ax ≤ b, x ≥ 0} (2.4)
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La diferencia principal entre el problema (2.1) y el problema (2.2) es que para el primero
existe un algoritmo capaz de resolverlo en tiempo polinomial (ver Karmarkar [39]), y para el
segundo no, a menos que P = NP.

Se denota con conv(S) a la cápsula convexa de S (el poliedro más chico tal que S ⊆ conv(S)).
Si en particular P = conv(S) y el número de restricciones necesarias para describir conv(S) es
polinomial, entonces cualquier algoritmo de programación lineal puede utilizarse para resolver
el PLEM hasta optimialidad.

Si no se conoce la caracterización de conv(S) a través de restricciones lineales, resulta muy
útil la relajación PL. Si esta última es infactible, también lo será el problema PLEM, si la
solución óptima de la relajación PL satisface las restricciones de integralidad, también será una
solución óptima del problema PLEM, y si en cambio la solución óptima de la relajación PL no
satisface las restricciones de integralidad, entonces asumiendo que el problema en cuestión es de
minimización (maximización), el valor objetivo óptimo de dicha relajación es una cota inferior
(superior) para el valor objetivo óptimo del problema PLEM.

Se tiene entonces que la diferencia entre el valor objetivo z de una solución factible PLEM y
el valor objetivo óptimo de la relajación PL es una cota superior para la diferencia relativa entre
z y la solución óptima del PLEM, denominada gap. Esto es muy útil para evaluar la calidad de
una solución o, en algunos casos, para asegurar optimalidad.

Es importante mencionar que existen actualmente paquetes de propósito general que imple-
mentan el estado del arte [36, 30, 20, 62] incorporando técnicas muy avanzadas [1, 2, 9, 8, 37,
42, 29], y aún aśı, algunas formulaciones PLEM no pueden ser efectivamente resueltas, siendo
necesario aplicar técnicas no standard de formulación de modelos PLEM (ver Vielma [58]).

Finalmente, cabe mencionar que muchos algoritmos para resolver PLEMs se basan en la
relación entre el problema y su relajación PL. Los algoritmos más usados en la práctica son
presentandos en la siguiente sección.

2.3. Algoritmos para PLEMs

Los métodos exactos para resolver PLEMs involucran paradigmas muy conocidos en op-
timización combinatoria: branch and bound (B&B), planos de corte, branch and cut (B&C),
y branch and price (B&P). A continuación se introducen brevemente algunos enfoques para
resolver este tipo de problemas.

Es importante resaltar que su efectividad depende de la implementación, y si bien cada
uno puede dar buenos resultados aplicado de manera independiente, son capaces por śı solos
de resolver instancias de tamaño limitado, por lo que muchas veces se aplican algoritmos que
utilizan combinaciones de estos diferentes enfoques.
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2.3.1. Branch-and-Bound (B&B)

Desarrollado en 1960 [40], B&B es en realidad un enfoque de propósito general capaz de
resolver problemas muy genéricos.

Está basado en la idea de explorar todo el espacio de soluciones de manera impĺıcita, dejando
de lado grandes partes de dicho espacio a fines de agilizar la búsqueda.

Para realizar esto, se aprovecha la técnica divide and conquer, haciendo un branching (di-
vide) y un bounding (conquer) durante el proceso de exploración, utilizando información del
problema para decidir cómo recortar el espacio de búsqueda sin dejar afuera la solución óptima
del problema.

Una forma simple de representar dicho proceso es a través de un árbol de B&B, en donde
el nodo ráız representa el problema original, y las ramas representan las particiones resultantes
del branching. En cada nodo se utiliza información del subproblema en cuestión, junto con
argumentos de factibilidad y dominancia, para decicir si es posible hacer una poda de alguna
rama del árbol, o en caso contrario se debe seguir aplicando un branching a fines de separar el
subproblema es otros más pequeños, esperando se facilite aún más la búsqueda.

Para decidir si es posible podar, es común utilizar el bounding, en donde dentro de un nodo
del árbol se calcula una cota inferior (asumiendo que el problema es una minimización) para
la solución óptima restringida al espacio de búsqueda en cuestión. Siempre que dicha cota sea
mayor a alguna cota superior conocida del problema, no será necesario continuar explorando la
rama actual del árbol.

La técnica utilizada para computar cotas debe contemplar un equilibrio entre calidad de
la cota calculada, y esfuerzo computacional requerido. Cotas muy fáciles de computar podŕıan
generar mucho branching durante el proceso de búsqueda, explorando innecesariamente muchas
ramas del árbol. Por otro lado, cotas muy ajustadas podŕıan necesitar mucho tiempo de cómputo,
haciendo poco eficiente el algoritmo en general.

Un enfoque posible es utilizar una relajación del problema. En este contexto, para calcular
una cota inferior del problema es válido aprovechar el valor de la respectiva relajación PL. Por
otro lado, el valor de la mejor solución obtenida hasta el momento, para el problema original,
se puede utilizar como cota superior.

Dicho esto, si se parte del problema original, se resuelve la relajación PL, y si dicha relajación
es entera, el problema está resuelto. En caso contrario, la relajación se transforma en la cota
inferior inicial, y el nodo ráız se particiona en subproblemas. Cada una de los subproblemas
resultantes de dicha partición deben cumplir lo siguiente:

Excluyen la solución no entera hallada en la relajación.

Los subproblemas originados en la partición, representados por los nodos sucesores, son
mutuamente excluyentes y la unión de estos determina la misma región factible de puntos
enteros que su predecesor.
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Resolviendo la relajación en un nodo es posible determinar cuándo es necesario un branching
más profundo, o cuando es posible hacer una poda, e incluso permite determinar mejores cotas
inferiores sobre el óptimo del problema original.

En particular, hay 3 casos que indican que la rama asociada a un nodo puede podarse:

El subproblema asociado es no factible, (poda por infactibilidad).

El subproblema asociado tiene un óptimo entero, (poda por optimalidad).

La cota inferior del óptimo del subproblema asociado es mayor o igual a la cota superior
del problema original, (poda por cota).

En el caso en que se pode por optimalidad, el óptimo encontrado puede ser usado para mejorar
la cota superior sobre el óptimo del problema original.

Por otro lado, es necesario determinar cómo particionar el problema. En general, entre las
variables enteras fraccionarias de la solución de la relajación, se suele elegir una variable de
branching por alguno de los siguientes criterios:

Variable con valor fraccional más cercano a 0,5

Variable con mayor impacto en la función objetivo

Variable con el menor ı́ndice

El método más simple de branching consiste en seleccionar una variable xi restringida a
tomar valores enteros, con valor fraccional d en la relajación PL actual, y dividir el problema
asociado al nodo en cuestión, en dos subproblemas representados como nodos hijos, agregando
la restricción v ≤ bdc en uno de ellos, y v ≥ dde en el otro. De esta manera, la aplicación de este
proceso determina la generación de nodos en el árbol de B&B.

También en necesario decidir qué nodo explorar primero. Los criterios más comunes de
búsqueda son depth first y best bound first. El primero pretende encontrar rápidamente una
cota inferior al óptimo del problema original, para aśı poder podar por optimalidad. El segundo
aplica el branching sobre el nodo activo con el menor valor de solución óptima asociada, con el
fin de minimizar el número de nodos en el árbol de B&B.

Nuevamente, la efectividad de los criterios está determinada emṕıricamente, y suele utilizarse
una combinación de ellos, por ejemplo, aplicar primero depth first para encontrar rápido una
solución entera factible, y luego aplicar algo más h́ıbrido usando también best bound first.

2.3.2. Cutting-Planes

El término plano de corte hace referencia a una restricción por desigualdad que permite
cortar la parte fraccionaria de una región factible de un LP, sin excluir soluciones factibles
enteras.

El enfoque general para utilizar planos de corte es comenzar ignorando las restricciones de
integralidad de las variables y resolver la relajación PL. Si al menos una variable entera tiene valor
fraccional, se trata de identificar una restricción lineal para conv(S) que separe dicha solución
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LP del conjunto de soluciones enteras factibles S. Agregar esta desigualdad a la formulación
resulta en una relajación PL más ajustada, y es posible repetir el proceso.

Se dice que una desigualdad es válida si todo punto factible del problema debe satisfacer la
desigualdad. Por otro lado, se dice que una desigualdad es un corte si la solución de la relajación
PL viola la desigualdad.

Dado x∗ fraccionario solución de la relajación PL, el problema de separación consiste pre-
cisamente en encontrar cortes violados por x∗. La efectividad de este enfoque depende de la
posibilidad de resolver el problema de separación asociado, y de agregar los cortes a la formula-
ción. Grötschel et al. [28] aportó uno de los resultados teóricos más importantes que relacionan
la complejidad del problema de separación con los problemas de optimización, enunciando que el
problema de optimización mı́n{cx : x ∈ conv(S)} puede resolverse en tiempo polinomial si y sólo
si el problema de separación también puede resolverse en tiempo polinomial. De esta manera, se
puso en evidencia la dificultad de desarrollar procedimientos de separación, como aśı también la
de encontrar una descripción completa para conv(S).

Existen cortes que pueden generarse independientemente de la estructura del problema. Sue-
len ser muy débiles, pero pueden ser aplicados sin limitación alguna. Algunos de los denominados
cortes de propósito general son los cortes disjuntivos, cortes cover, cortes clique, etc (ver [48]).

No obstante, también es posible explotar determinados tipos de restricciones dentro de
problemas generales aprovechando la estructura particular del problema, e.g., desigualdades
válidas para el problema knapsack [43].

2.3.3. Branch-and-Cut (B&C)

Es posible considerar B&C como una generalización del método de B&B, en el cual la idea
es utilizar el algoritmo de B&B agregando planos de corte en los nodos del árbol de branching
asociado, antes de realizar una poda o un branching.

Desde que los algoritmos de B&B y planos de corte (entre otros) fueron desarrollados alre-
dedor de 1960, la resolución de problemas PLEM de gran escala estuvo limitada por casi dos
décadas. Es aśı que a mediados de 1980 se propuso un enfoque que integraba los anteriores y
que permitiŕıa (con sus variantes) pasar de resolver sistemas con cientos de variables enteras, a
resolver sistemas con miles de variables enteras al d́ıa de hoy.

Mientras que en B&B solo se aplican 2 cortes por cota en cada nodo y se trata de reoptimizar
rápidamente la relajación en cada uno, B&C pretende poner el esfuerzo en obtener cotas más
ajustadas en el nodo, ya sea buscando cortes fuertes, haciendo preprocesamiento o aplicando
heuŕısticas.

El enfoque no especifica ciertos detalles, como cuántos cortes deben generarse, cuántas ite-
raciones de generación de planos de corte de deben aplicar, o cómo manejar los cortes generados,
entre otros, sumados a los detalles no especificados heredados del B&B. Estas decisiones son un
punto clave en la efectividad del algoritmo, y determinan el comportamiento y costo computacio-
nal requerido para aplicar el algoritmo en la práctica. Se debe encontrar un equilibrio entre las
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diferentes estrategias adoptadas, y en general las decisiones dependen fuertemente del problema
en cuestión.

Existe una variante que propone realizar la mayor parte del esfuerzo en la búsqueda de cortes
sólo en el nodo ráız del árbol de B&B, con el objetivo de mejorar la relajación inicial, y reducir
aśı considerablemente el tamaño del árbol de búsqueda. Dicha variante se conoce como cut and
branch.

2.3.4. Branch and Price (B&P)

Esta técnica fue introducida por Savelsberg [54], B&P es una generalización del esquema
B&B designada espeficamente para PLEMs de gran escala, muy frecuentes en la práctica, donde
las formulación tiene un gran número de variables, en general exponencial, y que entonces no
pueden ser manejadas de manera expĺıcita.

Dado que el tiempo computacional para resolver la relajación PL del modelo puede ser
prohibitivo, este enfoque propone utilizar la relajación PL restringida a un subconjunto de
variables que pueda ser manejado en un tiempo computacional factible en la práctica. Dado que
la solución obtenida es factible para la relajación PL original, pero no necesariamente óptima,
se busca entre las variables no consideradas aquella que deba entrar a la base a fines de mejorar
el funcional de la solución.

Dado y∗ la solución óptima en el dual del problema restringido, se trata de determinar si
existe una variable x tal que rcx = cx − y∗x < 0, donde y∗ es el costo de x en la función
objetivo dual, y rcx denota el costo reducido de x. Si existe tal x, ésta es agregada al conjunto
reducido de variables consideradas, y se re-optimiza el problema, mientras que si tal variable
no existe, la solución óptima restringida es óptima en la relajación PL que considera todas las
variables, por lo que se continúa con el esquema tradicional de B&B. Al proceso de generar este
tipo de variables, i.e., columnas en la formulación restringida, se lo conoce como Problema de
Generación de Columnas (CG, por sus siglas en inglés).

La resolución de subproblemas de CG y Pricing puede combinarse dentro de algoritmos más
generales, intercambiando la resolución de un problema de CG cuando el costo computacional
de este sea alto, por un subproblema de Pricing, donde las variables a evaluar son generadas
heuŕısticamente, y en pos de reducir el esfuerzo computacional se sacrifica calidad en las variables
que se evalúa agregar. Observar que en este último caso, a diferencia de cuando se resuelve un
problema de CG, el hecho de que ninguna de las variables generadas resulte favorable para ser
agregada a la formulación, no implica que la solución sea óptima.

En el contexto un algoritmo B&P, es un factor clave la determinación de un algoritmo
eficiente para generar nuevas columnas, que permita la resolución de la relajación PL en el
marco de tiempos computacionales razonables.
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2.4. Búsqueda local

Los algoritmos de búsqueda local son un método heuŕıstico que se basan en lo que proba-
blemente sea el método de optimización más antiguo [49]: prueba y error.

Dentro de los métodos heuŕısticos, una opción es construir una solución desde cero, o bien
empezar desde una solución conocida (no necesariamente de buena calidad), e iterativamente
tratar de mejorarla analizando soluciones parecidas. Para este último caso, se suele usar el
término algoritmos de búsqueda local, que son aquellos que se basan en la idea de partir de una
solución inicial, definir un vecindario (i.e., soluciones parecidas a la inicial, con algún criterio),
y explorarlo en busca de mejores soluciones.

Para definir un algoritmo de búsqueda local es necesario establecer:

1. Una forma de construir una solución inicial.

2. Movimientos (también llamados operadores) para determinar el vecindario a explorar.

3. Un criterio de aceptación y un criterio de parada.

Los movimientos son los encargados de generar soluciones dentro del vecindario, aplicando
modificaciones a los atributos de la solución actual (e.g., orden entre los clientes en el contexto
de una solución inicial para el VRP). Cada vez que se construye una solución en el vecindario,
se la compara contra la solución actual para determinar si es mejor. El criterio de aceptación se
utiliza para decidir cuándo una mejor solución es aceptada. Dos criterios muy utilizados en el
contexto del VRP son:

First-accept: Propone actualizar inmediatamente la solución actual con la primera solución
que mejora.

Best-accept: Antes de actualizar la solución actual, se examinan todas las soluciones en el
vecindario determinado por los movimientos, en busca de la mejor de ellas.

Como criterio de parada se suele implementar seguir buscando mientras la solución mejore,
combinando también cotas de tiempo o cantidad de iteraciones. Si ninguna de las soluciones del
vecindario definido por los movimientos es mejor que la solución actual, se dice que se alcanzó un
óptimo local en dicho vecindario, mientras que se llama, en cambio, óptimo global a la mejor
solución posible de la instancia del problema.
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A continuación se presenta formalmente la versión de VRPPD uno-a-uno introducida pre-
viamente en (1.2), y luego se muestran dos posibles formulaciones de programación lineal entera
para el problema.

3.1. Definición del problema

Dado G = (V,A) un digrafo completo, con V = {0, 1, . . . , 2n} el conjunto de nodos y A el
conjunto de ejes, donde 0 representa el depósito. Cada eje (i, j) ∈ A tiene una distancia dij ≥ 0
asociada, y existe una restricción de precedencia entre los nodos i, n+ i, para i = 1, . . . , n.

El objetivo es encontrar un conjunto de a lo sumo k rutas que cubran cada vértice exacta-
mente una vez, con un mı́nimo costo total.

3.2. Modelos PLEM de la literatura

Muchos problemas pueden ser formulados con modelos PLEM de dos maneras distintas:

Formulación Compacta, como la formulación 3-index propuesta por Fisher y Jaikumar [24]
para el VRP.

Formulación por Extensión, como las formulaciones del tipo set-partitioning, e.g., Balinski
y Quandt [5].

Es posible además transformar las formulaciones compactas en formulaciones por extensión
a través de técnicas de descomposición. En general, las formulaciones por extensión tienen menos
restricciones (filas), pero muchas más variables (columnas) que las formulaciones compactas. Es
común que en el marco de ruteo de veh́ıculos estas columnas se refieran a rutas.

Para resolver la relajación LP de formulaciones por extensión, se utilizan técnicas de Pricing
y Generación de Columnas.

A continuación se presentan dos posibles formulaciones para el VRPPD1-1, una compacta
y otra por extensión.
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3. Formulaciones para el VRPPD

3.2.1. Formulación Compacta

Antes de presentar el modelo, se introduce la notación necesaria:

xkij =

{
1 el arco (i, j) es atravesado por el veh́ıculo k
0 c.c.

.

P = {1, . . . , n} es el conjunto de nodos de recolección.

D = {n+ 1, . . . , 2n} es el conjunto de nodos de entrega.

Si i es un vértice de recolección, entonces n+ i es el vértice de entrega asociado.

0 y 2n+ 1 denotan el depósito.

K denota el conjunto de veh́ıculos (|K| es la cantidad máxima de veh́ıculos).

ckij es el costo por utilizar el arco (i, j) con el veh́ıculo k.

Dado que en el contexto del VRPPD1-1 se cuenta con nodos (clientes) apareados en una
relación de precedencia uno-a-uno, se introducen también las variables de tiempo Bk

i como una
forma de modelar esta situación, utilizando la siguiente notación:

tkij es el tiempo de viaje desde el vértice i hacia el vértice j con el veh́ıculo k.

di es la duración del servicio en el vértice i.

Bk
i es el inicio del servicio del veh́ıculo k en el vértice i.

Observar que esta notación es válida tanto en el caso simétrico como asimétrico. En el
primero, se tiene que tkij = tkji, c

k
ij = ckji, el arco (i, j) y el arco (j, i) podŕıan modelarse entonces

como un único arco.

De esta manera, el modelo básico resulta de adaptar la formulación cúbica para el VRP
propuesta por Cordeau et al. [15] para el VRPTW.
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3.2. Modelos PLEM de la literatura

mı́n
∑
k∈K

∑
(i,j)∈A

ckijx
k
ij (3.1)

subject to
∑
k∈K

∑
j:(i,j)∈A

xkij = 1 i ∈ P ∪D (3.2)

∑
j:(0,j)∈A

xk0j = 1 k ∈ K (3.3)

∑
i:(i,2n+1)∈A

xki,2n+1 = 1 k ∈ K (3.4)

∑
i:(i,j)∈A

xkij −
∑

i:(j,i)∈A

xkji = 0 j ∈ P ∪D, k ∈ K (3.5)

xkij = 1⇒ Bk
j ≥ (Bk

i + di + tkij) (i, j) ∈ A, k ∈ K (3.6)∑
j:(i,j)∈A

xkij −
∑

j:(n+i,j)∈A

xkn+i,j = 0 i ∈ P k ∈ K (3.7)

Bk
i ≤ Bk

n+i i ∈ P k ∈ K (3.8)

xkij ∈ {0, 1} (3.9)

La función objetivo (3.1) minimiza el costo total de ruteo. Las restricción (3.2) exige que cada
vértice sea visitado exactamente una vez. Las igualdades (3.3) y (3.4) garantizan que cada
veh́ıculo empieza y regresa al depósito al final de su ruta, contemplando el caso en que un
veh́ıculo no sea utilizado. La conservación del flujo se mantiene a través de la restricción (3.5),
mientras que la eliminación de subtours se hace a través de variables de tiempo en (3.6), dado
que (tkij + di) > 0 para todo (i, j) ∈ A. Es posible linealizar (3.6) utilizando una formulación
big M . La restricción (3.7) exige que origen y destino de un mismo pedido (dado por la relación
de precedencia entre un vértice de entrega y el de recolección asociado), sean visitados por el
mismo veh́ıculo, mientras que (3.8) garantiza que la entrega solo puede ocurrir después de la
recolección.

3.2.2. Formulación por Generación de Columnas

El VRPPD1-1 puede modelarse con una formulación de tipo set-partitioning. Para esto, se
denota con Ω al conjunto de todas las rutas factibles (i.e., que respetan precedencias y cada
vértice es utilizado a lo sumo una vez), air es el número de veces que un vértice i ∈ P es visitado
por una ruta r, y cr es el costo de la ruta r.

Se utilizan además las variables:

yr =

{
1 si r es usada en la solución
0 c.c.

. (3.10)

luego, el modelo resulta:
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3. Formulaciones para el VRPPD

mı́n
∑
r∈Ω

cryr (3.11)

subject to
∑
r∈Ω

airyr = 1 i ∈ P (3.12)∑
r∈Ω

yr ≤ k (3.13)

yr ∈ {0, 1} r ∈ Ω (3.14)
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4. Modelo de Reubicación

4.1. Introducción

La versión clásica del VRP, aśı como muchas de sus variantes conocidas han sido ampliamente
estudiadas en la literatura, tanto con enfoques exactos como (meta) heuŕısticos. En las últimas
décadas, los avances obtenidos en la resolución de PLEMs generales permitió el uso de este tipo
de técnicas para resolver sub-problemas de optimización ya sea dentro de la misma resolución de
un PLEM, o por ejemplo para explorar grandes vecindarios en algoritmos de búsqueda local.

Siguiendo esta idea, una posibilidad propuesta en la literatura es aplicar un esquema de
refinamiento heuŕıstico basado en la resolución de un modelo de reubicación (RM, por sus siglas
en inglés). Este esquema es un caso particular de búsqueda local basada en el paradigma de des-
trucción y reparación, en donde a partir de una solución inicial factible z0 se aplican heuŕısticas
de mejora. El Algoritmo 4.1 muestra el esquema general de refinamiento.

Algoritmo 4.1 Esquema general de refinamiento

Entrada: z0 solución factible inicial.

1. Extraer un conjunto de nodos de las rutas de z0.

2. Construir secuencias con los nodos extráıdos y re-insertarlas buscando mejorar la calidad de la
solución actual.

El esquema no especifica cuestiones como: ¿Qué nodos deben extraerse?, ¿Qué secuencias se
deben utilizar en la re-inserción? ó ¿Cómo decidir dónde re-ubicar las secuencias?.

En este caṕıtulo se consideran diferentes criterios para remover nodos, y la resolución
(heuŕıstica) de un modelo PLE como modelo de re-ubicación para decidir cómo insertar las
secuencias generadas.

En el siguiente ejemplo se observan las fases involucradas en la heuŕıstica de mejora dentro
del esquema propuesto. En la Figura 4.1(a) se muestra una solución factible de 3 rutas para el
VRP en una instancia eucĺıdea con 12 clientes: {v1, . . . , v12}, mientras que 0 denota el depósito.

En la etapa de extracción, los clientes son seleccionados con algún criterio de remoción. En
la Figura 4.1(b) se puede ver cómo se seleccionan los nodos en posiciones pares (representandos
con ćırculos blancos), mientras que el resto de los nodos quedan fijos. En este caso el conjunto
de nodos a extraer es F = {v2, v8, v9, v10, v11, v12}.

La Figura 4.1(c) muestra la solución restringida z0(F) resultante de “recortar” los ejes
asociados a los nodos extráıdos. En esta solución restringida, cada eje es un potencial punto
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4. Modelo de Reubicación

v1
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(a) Solución factible inicial
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(b) Selección de los nodos a extraer
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(c) Solución restringida (infactible)

v1

v2
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v8

v3

v9

v4

v5

v6

v10

v11

v12

0

(d) Solución de re-ubicación

Figura 4.1.: Un ejemplo de extraccción y re-ubicación de nodos para el VRP.

de inserción para los nodos (o secuencias de nodos) que fueron removidos. Se denota con I al
conjunto de puntos de inserción, que en particular en la Figura 4.1(c) queda determinado como
I = I(z0,F) = {(v3, 0), (0, v3), (0, v4), (v4, v5), (v5, v6), (v6, 0), (0, v1), (v1, v7), (v7, 0)}.

El vecindario de todas las soluciones que pueden obtenerse mediante la re-ubicación de los
nodos en F se denota como N(z0,F), y la idea será explorarlo en busca de mejoras para z0.
Por ejemplo, la Figura 4.1(d) muestra la solución resultante de la re-ubicación, en donde v9 fue
re-ubicado en su posición original dentro de la misma ruta, mientras que el resto de los nodos
fueron asignados a rutas distintas de las que fueron extráıdos: v2 y v8 fueron re-ubicados a través
de la secuencia (v2, v8) en el punto de inserción (0, v3); v10, v11 y v12 fueron re-ubicados mediante
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4.2. Revisión de la literatura

la secuencia (v10, v11, v12) en el punto de inserción (0, v1).

Se utizará un nombre especial para distinguir los puntos de inserción que permiten recuperar
la solución original z0. Por ejemplo, en la Figura 4.1(c) se dice que i = (v3, 0) ∈ I es el punto
de inserción pivote para v9, puesto que para recuperar la solución z0 de la Figura 4.1(a) es
necesario re-ubicar v9 en i. De la misma manera, i8 = (v1, 0) es el punto de inserción pivote para
v8, i2 = (v1, v7) es el punto de inserción pivote para v2, etc.

La noción de punto de inserción pivote se generaliza para secuencias de nodos, donde
is = (a, b) es el punto de inserción pivote para una secuencia s de nodos en F , si para recu-
perar la solución z0 es necesario re-ubicar s en is. Además, se dice en este caso que s es una
secuencia básica.

Esta idea fue aplicada con éxito en esquemas meta-heuŕısticos para el VRP y algunas de
sus variantes, obteniendo soluciones de buena calidad en instancias de gran tamaño, poniendo
en evidencia el potencial de la técnica, e incluso mejorando para algunas instancias la mejor
solución conocida. En la siguiente sección se hace una revisión de la literatura relacionada.

4.2. Revisión de la literatura

En 1981, Sarvanov y Doroshko [53] proponen un método de refinamiento para el Problema
del Viajante de Comercio (TSP, [32]), que seŕıa propuesto también de manera independiente por
Gutin [31]. Dado un tour inicial T para el TSP, se aplica un procedimiento de mejora basado
en: (1) todos los nodos en posiciones pares (o impares) son removidos dejando “huecos” vaćıos;
(2) los nodos removidos se re-ubican en los “huecos” vaćıos mediante un problema de asignación
de suma mı́nima (ver [10]), que se puede resolver en tiempo polinomial.

Más allá de las propiedades teóricas, esta metodoloǵıa sugiere un esquema sobre el cual
se pueden construir heuŕısticas basadas en extracción-reubicación para el TSP (o problemas
relacionados) cada vez más complejas. En esta dirección, Punnen [50] propone una variante
del método en donde se consideran secuencias (y no solo nodos) para extraer y re-ubicar. Sin
embargo, resultados preliminares (no publicados) reportados en [33] sugieren que el método no
es bueno en la práctica, probablemente debido al ŕıgido esquema de remoción y reubicación
utilizado.

De Franceschi et al. [18] proponen ideas similares para el VRP conjeturando que la presencia
de muchas rutas con restricciones es una buena estructura para estos esquemas de remoción-
reubicación. Reemplazan el problema de asignación (resoluble en tiempo polinomial) por un
modelo teóricamente NP-Hard pero que puede ser resuelto efectivamente en la práctica (para
instancias de tamaño limitado), y que ofrece más flexibilidad para la re-ubicación. A este modelo
lo llaman Reallocation Model (RM), y lo abordan con una formulación PLEM. Dicha formulación
tiene un número de variables exponencial en la cantidad de nodos extráıdos, por lo que la solución
de la relajación PL es manejada de manera heuŕıstica, dentro de un ciclo de pricing donde un
gran número de variables son generadas, y agregadas al modelo solo si su costo reducido está por
debajo de un umbral previamente fijado.
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4. Modelo de Reubicación

El RM es un punto crucial dentro del esquema de refinamiento que proponen De Franceschi
et al. [18] en el contexto del VRP con restricciones de Capacidad y Distancia (DCVRP, ver 1.1).
Se basa en una poĺıtica de remoción de nodos más sofisticada, conjugándola con un algoritmo
(SERR) de construcción de un gran número de secuencias con los nodos extráıdos, utilizando el
RM para re-ubicar dichas secuencias teniendo en cuenta las restricciones de distancia y capaci-
dad, asegurando que cada nodo removido pertenezca a exactamente una secuencia re-ubicada.
Para la resolución del modelo utilizan principalmente un paquete de propósito general.

En [18] se estudia este esquema sobre instancias de la literatura para el CVRP (con costos
simétricos/asimétricos, con/sin restricciones de distancia) en dos clases de experimentos: (1)
sobre soluciones iniciales (no necesariamente factibles) muy lejos del óptimo; (2) sobre soluciones
factibles de mucha calidad (generalmente sobre la mejor solución reportada en la literatura). Los
experimentos sugieren que SERR es muy efectivo mejorando la solución inicial incluso cuando
ésta es de calidad, si bien en general el costo computacional es notable, y proponen para evitar
esto, utilizar una version más rápida de SERR sacrificando la calidad de las mejoras.

Más tarde, Toth y Tramontani [55] estudian este esquema nuevamente para el DCVRP.
Dado que el RM tiene un número de variables exponencial en la cantidad de nodos extráıdos,
investigan la estructura del vecindario definido por el modelo PLE, y el Problema de Generación
de Columnas (CG) asociado a la relajación LP de la formulación utilizada para explorar dicho
vecindario. Muestran que el problema CG es NP-Hard, y proponen un enfoque de dos etapas:
(1) se reduce (heuŕısticamente) el vecindario; (2) se explora el vecindario mediante la resolución
del problema PLE con una solución (heuŕıstica) del problema CG asociado a la relajación LP.

Experimentos sobre 50 instancias de CVRP de la literatura (con/sin restricciones de distan-
cia) sugieren que el método tiene potencial para mejorar soluciones del CVRP conocidas, incluso
cuando estas son de buena calidad.

Este enfoque también fue estudiado en otros contextos. Salari et al. [52] investigan esta me-
todoloǵıa en el marco del VRP abierto (OVRP, 1.1), en donde los veh́ıculos no están obligados a
regresar al depósito. En este caso, la solución es destruida aleatoriamente (i.e., se remueven nodos
de manera aleatoria) y reparada resolviendo un modelo PLE de re-ubicación. Nuevamente, los
resultados computacionales sobre 24 instancias benchmark sugieren que el esquema tiene mucho
potencial mejorando soluciones de calidad obtenidas a partir de las técnicas meta-heuŕısticas
más efectivas para el OVRP, incluso (en 10 instancias) frente a las mejores soluciones conocidas
en la literatura.

Por último, Naji-Azimi, Salari y Toth [46] usan ideas similares para soluciones del m-Ring-
Star Problem con restricciones de Capacidad (CmRSP). Proponen un algorimo VNS [34] basado
en el modelo de re-ubicación, y consiguen mejoras para soluciones que los métodos de búsque-
da local clásicos no pueden mejorar. Resultados sobre 138 instancias benchmark sugieren una
gran superioridad del método frente a las heuŕısticas y métodos exactos para el CmRSP en la
literatura.

En las siguientes secciones, se introducen las motivaciones e ideas originales de De Franceschi
et al. [18] y Toth-Tramontani [55] sobre las que se basa este trabajo, y se detallan adaptaciones,
modificaciones y aportes necesarios para aplicar esta metodoloǵıa en el contexto del VRP con
Pickups y Deliveries uno-a-uno.

22



4.3. Algoritmos de búsqueda local

4.3. Algoritmos de búsqueda local

Para implementar el esquema de destrucción y reparación presentado en las secciones ante-
riores, una opción es utilizar algoritmos de búsqueda local basados en la resolución de un modelo
de re-ubicación. Dicho modelo es central en estos algoritmos, que construyen alrededor de este
un marco de exploración del vecindario que el modelo determina, y que luego es posible ajustar
para explotar atributos particulares del problema.

Se recuerda que el esquema de remoción y re-ubicación de nodos propuesto se basa en la idea
de partir de una solución inicial z0, seleccionar nodos con algún criterio, remover dichos nodos,
y generar secuencias con estos para luego decidir cómo re-ubicarlas mediante la resolución de
un modelo PLE (modelo de re-ubicación), donde se toma la desición de recuperar, en el peor de
los casos, la solución original.

A continuación se detalla el esquema básico de dos algoritmos: el algoritmo SERR (siglas en
inglés de Selection, Extraction, Recombination and Reallocation) de De Franceschi et al. [18], y
el algoritmo de Toth y Tramontani [55]. El primero es una generalización para el DCVRP del
trabajo de Sarvanov y Doroshko [53] para el TSP, en donde se explora un vecindario particular
determinado por un criterio de remoción de nodos fijo (basado únicamente en la paridad de
las posiciones). En el segundo, Toth y Tramontani investigan el problema de CG asociado a la
relajación PL del RM de De Franceschi et al. [18], y proponen explorar una generalización del
vecindario definido en [18] con un método de dos fases.

4.3.1. Algoritmo SERR

De Franceschi et al. [18] proponen el Algoritmo 4.2 que permite generar un gran número de
secuencias nuevas con los nodos extráıdos de las rutas de una solución para el DCVRP, para
luego decidir como re-ubicarlas mediante la resolución (heuŕıstica) de un problema PLE.

4.3.2. LSA de Toth-Tramontani

Basados en las ideas anteriores, Toth y Tramontani [55] proponen un algoritmo similar.
Remarcan la importancia de F (el conjunto de nodos extráıdos) al determinar el vecindario
N(z0,F), observando que malas elecciones de F pueden conducir a vecindarios malos donde
no haya mejoras para z0. Se pone el foco entonces en explorar diferentes vecindarios utilizando
distintos criterios para elegir F .

Dado que N(z0,F) puede ser muy grande y por lo tanto no explorable en un tiempo compu-
tacional razonable, se propone un algoritmo donde en cada iteración se determine un vecindario
reducido N(z0,F , λ) ⊆ N(z0,F). En este vecindario reducido, λ un parámetro a fijar que im-
pone una restricción sobre el costo de inserción de los nodos v ∈ F , vistos como secuencias, en
los puntos de inserción i ∈ I de la solución restringida. Se propone también la utilización de un
modelo de re-ubicación reducido (RRM), para luego explorarlo parcialmente.

Dada una solución z0 para el DCVRP (tomada de la literatura o constrúıda heuŕısticamente),
proponen el Algoritmo 4.3 de búsqueda local.
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4. Modelo de Reubicación

Algoritmo 4.2 SERR: Selection, Extraction, Recombination and Reallocation (De Frances-
chi et al. [18])

1. Inicialización:

2. Aplicar una heuŕıstica inicial muy rápida para encontrar una primera solución del DCVRP
(posiblemente infactible).

3. Selección:

4. Aplicar un criterio de selección de nodos. El conjunto de nodos puede no ser consecutivo.
Cualquier subconjunto de nodos es válido.

5. Extracción:

6. Extraer los nodos seleccionados en el paso anterior, y construir la solución restringida del
DCVRP. Todos los ejes de la solución restringida se agregan al conjunto I de puntos de
inserción.

7. Recombinación:

8. Guardar las secuencias básicas extráıdas en un pool de secuencias SP .

9. Utilizando técnicas heuŕısticas, derivar nuevas secuencias de entre los nodos extráıdos, y agre-
garlas a SP .

10. Reubicación:

11. Construir el modelo de re-ubicación (Reallocation Model) para decidir en qué puntos de inser-
ción i ∈ I se deben re-ubicar las secuencias s ∈ SP para obtener una mejor solución factible.

12. Resolver el RM heuŕısticamente con la ayuda de un paquete de propósito general.

13. Si se mejora la solución actual, actualizarla.

14. Aplicar 3-OPT [51] para tratar de mejorar aún más la solución.

15. Terminación:

16. Si en las últimas n iteraciones se mejora la solución, repetir desde 3.. Caso contrario, terminar.

4.4. Heuŕıstica inicial

La solución inicial z0 es muy importante para el esquema de destrucción/reparación pro-
puesto, y a continuación se destacan algunas observaciones al respecto.

Utilizar soluciones z0 de mucha calidad, ya sean obtenidas con otras técnicas o la mejor
solución conocida en la literatura, ofrecen un margen de mejora muy chico para el modelo de
re-ubicación, mientras que es de esperar que soluciones de baja calidad permitan encontrar en
dicho modelo fácilmente asignaciones que produzcan mejores soluciones que z0.

Resolver un modelo de re-ubicación, en el marco de un algoritmo de búsqueda local, tiene un
costo computacional más elevado que el de operadores heuŕısticos simples (e.g., 2-opt). Se debe
debe tener en cuenta entonces que el costo computacional de utilizar directamente un modelo
de re-ubicación sobre soluciones de muy baja calidad podŕıa no justificarse cuando sea posible
aún aplicar operadores que demanden muy poco tiempo, y que permitan mejorar la calidad de
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Algoritmo 4.3 LSA:Local Search Algorithm (Toth-Tramontani [55])

Entrada: λ

1. Inicialización:

2. Construir una lista Θ de todos los criterios de selección disponibles.

3. Selección:

4. Aplicar el siguiente criterio de selección en Θ para determinar el conjunto F de nodos extráıdos.

5. Extracción:

6. Extraer los nodos seleccionados en el paso anterior, y construir la solución restringida del
DCVRP.

7. Reducción:

8. Determinar el vecindario reducido N(z0,F , λ) ⊆ N(z0,F).

9. Construir la relajación LP del RRM con un conjunto inicial de variables.

10. Construcción:

11. Agregar al RRM un conjunto de variables prometedoras, generadas utilizando técnicas de
pricing y generación de columnas.

12. Reubicación:

13. “Congelar” el conjunto actual de variables y agregar restricciones de integralidad.

14. Resolver a través de un MIP solver de propósito general.

15. Si la solución mejoró, actualizarla, aplicar una heuŕıstica de mejora (e.g., 3-OPT [51]) y repetir
desde 1.

16. Terminación:

17. Si la lista Θ está vaćıa, terminar. Caso contrario, repetir desde 3..

la solución z0.

Por otro lado, encontrar una solución factible podŕıa ser un problema muy dif́ıcil. Si se
considera por ejemplo el DCVRP, encontrar una solución factible inicial es un problema NP-
Hard, i.e., a menos que P = NP, no existe un algoritmo para construir una solución factible (sin
importar la calidad) en una instancia arbitraria en tiempo polinomial. Se considera entonces en
este caso la posibilidad de inicializar el algoritmo con una solución no necesariamente factible
(e.g., en el contexto del DCVRP, porque la restricción de distancia total es violada por algunas
rutas). En la literatura, frente a esta situación y para manejar los casos de infactibilidad, De
Franceschi et al. [18] proponen una modificación del algoritmo SERR presentado en 4.2, donde
las restricciones de capacidad y distancia son utilizadas introduciendo variables slack con una
penalización muy alta. Más aún, De Franceschi et al. consideran la posibilidad de empezar de
una solución parcial, i.e. sin todos los nodos, y usar el algoritmo SERR para ubicar los nodos
no utilizados, y obtener una solución factible completa.

En la literatura, aún en el marco del DCVRP, De Franceschi et al. [18] utiliza soluciones
iniciales obtenidas por el método clásico de 2 fases de Fisher-Jaikumar [24], y también soluciones
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obtenidas a través del método Sweep similar al propuesto por Gillett-Miller [26]. Heuŕısticamente
divide a los clientes en clusters según el ángulo respecto del depósito para tratar de evitar exceder
la capacidad de los veh́ıculos. Cuando los clusters son constúıdos con éxito, se generan rutas
aplicando la heuŕıstica nearest-neighbor [32] seguido de una fase de 3-opt. Con este algoritmo
t́ıpicamente consiguen rutas que satisfacen las restricciones de distancia (más detalle en [18]).

Toth y Tramontani [55] utilizan para el mismo problema el algoritmo Granular Tabu Search
propuesto por Toth y Vigo [57], que es autocontenido (i.e., no requiere proveer una solución
inicial), y con el cual obtienen soluciones de mucha calidad en algunos casos, pero también
soluciones muy lejos del óptimo en otros, haciendo posible experimentar los métodos en ambas
situaciones.

En el contexto de otro problema, para el OVRP, Salari et al. [52] aplican este esquema con
soluciones iniciales tomadas de la literatura, (en muchos casos la mejor solución conocida), con
la intención de encontrar mejoras. Esta alternativa es viable siempre y cuando existan instancias
de benchmark para el problema considerado.

4.5. Criterios de selección de nodos

El criterio utilizado para seleccionar el conjunto de nodos a extraer es un punto crucial para
determinar el vecindario a explorar por el algoritmo de búsqueda local basado en el modelo de
re-ubicación.

En el trabajo de Sarvanov [53], el esquema de extracción-reubicación se propone para el
TSP, con un vecindario constrúıdo a partir de un criterio de remoción muy ŕıgido basado en la
paridad de los nodos, donde dada una solución para el TSP, todos los nodos en posiciones pares
o impares son removidos.

Este esquema es muy estricto en el sentido de que, si bien es posible determinar aleato-
riamente la paridad de las posiciones a remover, no ofrece posibilidad a extracciones locales,
o remoción de nodos consecutivos. El esquema podŕıa no ser único, sino una composición de
distintos esquemas orientados para buscar mejoras de alguna forma espećıfica, i.e., podŕıa apli-
carse inicialmente un criterio muy general, para soluciones de poca calidad, mientras que en
soluciones muy buenas, el criterio de remoción esté localizado en explorar determinado atributo
de la solución.

En particular, De Franceschi et al. [18] propone 3 criterios de selección de nodos:

Random-Alternate (RA):
Similar al propuesto por Sarvanov y Doroshko [53] para el Problema del Viajante de
Comercio, se selecciona en un conjunto aleatorio de rutas todos los nodos en posiciones
pares, mientras que en el conjunto restante de rutas se seleccionan todos los nodos en
posiciones impares. La paridad de las posiciones se determina recorriendo cada ruta en
alguna dirección aleatoria.

26



4.6. Formulaciones del RM

Scattered (SCT):
Cada nodo tiene una probabilidad uniforme del 50 % de ser extráıdo. A diferencia del
anterior, este esquema permite la extracción de nodos consecutivos.

Neighborhood (NGH):
Se pone el foco en un nodo semilla v∗ y se remueven los nodos v con una probabilidad
inversamente proporcional a la distancia cvv∗ de v a v∗.
Para determinar el nodo semilla, se asigna un puntaje a todos los nodos (proporcional al
número de nodos cercanos) y se construye una lista decreciente por puntaje, para que en
cada iteración de NGH se seleccione el siguiente nodo en la lista (de forma circular) para
jugar el rol de nodo semilla v∗.

En [18] se menciona que los esquemas RA y SCT son más apropiados para mejorar soluciones
iniciales, mientras que NGH maneja mejor las soluciones obtenidas después de algunas iteraciones
del algoritmo de búsqueda local. Por esta razón, en la implementación de SERR se alterna
entre los esquemas aplicando una cantidad de veces RA, luego otra cantidad de vecces SCT, y
finalmente se utiliza NGH para las iteraciones restantes. En caso de que se encuentre una mejor
solución, este esquema de aplicaciones combinadas de criterios de remoción se repite desde el
principio, volviendo a empezar por la aplicación de RA.

Toth y Tramontani [55] utilizan ideas similares para construir F basados en resultados expe-
rimentales que sugieren que los criterios aleatorios funcionan en general mejor que los criterios
determińısticos. Proponen una versión modificada de RA, SCT y NGH. En la adaptación de
RA, para cada ruta se determina aleatoriamente quitar todos los nodos en posiciones pares o
impares. Generalizan SCT como SCT(p) de manera que cada nodo tiene una probabilidad p de
ser extráıdo (p es un parámetro fijo). Con respecto a NGH, utilizan una versión NGH

′
en donde

el puntaje asociado a un nodo v en la lista para elegir v∗ está determinado por la distancia
promedio de los 10 nodos más cercanos al nodo v, y en donde N se ordena de forma creciente.

Nuevamente, resultados experimentales sugieren el uso de RA y SCT(p) para soluciones en
iteraciones iniciales del algoritmo propuesto (ver 4.3), mientras que NGH

′
es apropiado para

mejorar soluciones de buena calidad.

4.6. Formulaciones del RM

A continuación se formalizan algunas definiciones y se presenta la formulación para el RM
propuesta por De Franceschi et al. [18] en el contexto del DCVRP, que se utiliza para motivar
la formulación del RM para el VRPPD uno-a-uno.

Se denota con Z al conjunto de todas las soluciones factibles para el DCVRP.

Sea z0 ∈ Z una solución factible, y el conjunto de nodos F ⊆ V \{0}, (donde 0 denota el
depósito), se recuerda que z0(F) denota la solución restringida, obtenida de z0 a partir de la
extracción de todos los nodos v ∈ F .
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Se recuerda que I = I(z0,F) denota el conjunto de todos los ejes en z0(F), y se define
S = S(F) como el conjunto de todas las secuencias que pueden construirse combinando los
nodos de F .

Se dice que cada eje i ∈ I es un potencial punto de inserción para cada secuencia s ∈ S.

v1

v2

v3

v4

v5

v6v7

0

(a) Una solución factible inicial z0

v1

v2
v3

v4

v5

v6v7

0

i1

i2

iv3

i3

i4
is

(b) Solución restringida z0(F)

F = {v3, v6, v7}

I = {iv3 , is, i1, i2, i3, i4}

S(F) = {(v3), (v6), (v7), (v3, v6),
(v3, v7), (v7, v6), (v3, v6, v7), (v3, v7, v6), (v6, v3, v7)}

(c) Descripción por extensión de I, F y S(F) para z0 de la Figura 4.2(a)

Figura 4.2.: Un ejemplo de F , I y S(F) para una solución del DCVRP.

Formalmente, las secuencias básicas son aquellas secuencias s que pertenecen a alguna ruta
en la solución original z0, y no existe otra secuencia en z0 que contenga a s., mientras que el
punto de inserción pivote is es el (único) punto de inserción desde donde fue extráıda s ∈ SB.

Se recuerda también que para cada ‡ ∈ Z y F ⊆ V \{0} se denota con N(z0,F) al conjunto
de todas las soluciones factibles z0 ∈ Z que pueden obtenerse a través de la re-ubicación de
todos los nodos v ∈ F mediante secuencias, en la solución restringida z0(F).

En general, N(z0,F) es un vecindario exponencial para la solución z0, que puede ser visto
como una extensión del vecindario propuesto originalmente por Sarvanov y Doroshko [53], e
independientemente por Gutin [31] para el TSP (ver detalles en [18]). Se tiene que N(z0,F)
depende fuertemente de F y en particular:

N(z0, ∅) = {z0}, i.e. no extraer nodos produce un vecindario en donde solo está la solución
original z0.

N(z0, V \{0}) = Z para todo z0 en Z, i.e. extraer todos los nodos cliente determina
el vecindario de todas las soluciones posibles para la instancia de DCVRP en cuestión,
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haciendo que al metodoloǵıa pierda sentido ya que se destruye por completo la solución
inicial.

Se dice que un punto de inserción i = (a, b) ∈ I aloja los nodos {vj ∈ F : j = 1, . . . , h} a
través de la secuencia s = (v1, . . . , vh) ∈ S si el eje (a, b) en la solución restringida es reemplazado
por los ejes (a, v1), (v1, v2), . . . , (vh, b) en la nueva solución factible.

Por ejempo, en la Figura 4.2(b), si se re-ubica (v6, v7) en i3 ∈ I, se dice que i3 aloja
a v6, v7 ∈ F , y la re-ubicación se haŕıa reemplazando el eje (0, v5) en 4.2(b), por los ejes
(0, v6), (v6, v7), (v7, v5).

Se agrega también en 4.2(c) una descripción completa de todos los caminos en F , i.e. S(F).

Se recuerda que para asegurar la factibilidad (en el sentido del DCVRP) de la solución de
re-ubicación de nodos, se asocia secuencias s ∈ S a puntos de inserción i ∈ I de forma tal que
todo nodo v ∈ F sea cubierto exactamente una vez por las secuencias s asociadas a puntos de
inserción (i.e., todos los clientes son visitados exactamente una vez), y que además cada punto
de inserción i ∈ I tenga asociado a lo sumo a una secuencia s ∈ S.

En el ejemplo de la Figura 4.2(b), re-ubicar solo (v6, v7) en i3, por ejemplo, no generaŕıa una
solución factible de DCVRP ya que v3 no seŕıa visitado (más allá de si la re-ubicación mejora o
no respecto de z0 en 4.2(a)) por ningún veh́ıculo. Por otro lado, en el mismo ejemplo, tampoco
seŕıa factible re-ubicar s1 = (v6, v7) y s2 = (v3) en un mismo punto de inserción i3, dado que no
está bien definida la asignación: si debe ser v5 → s1 → s2 → 0, o debe ser v5 → s2 → s1 → 0.
Incluso la cantidad de posibilidades es mayor si se intenta asignar más de 2 secuencias al mismo
punto de inserción. Por esta razón, una buena solución es restringir la re-ubicación con a lo sumo
una secuencia por punto de inserción. Observar que no se pierden soluciones de re-ubicación,
dado que en los casos donde se desee asignar más de una secuencia para i ∈ I, siempre es posible
construir otra secuencia que las contenga, e.g. se puede considerar s3 = s1s2 y la re-ubicación
s3 en i3.

Para toda s ∈ S se define c(s) como la suma de los costos de los ejes en s, y R como el
conjunto de rutas en z0(F). Se define también V (s) como el conjunto de nodos de una secuencia
s ∈ S, y S(v) = {s ∈ S : v ∈ V (s)} como el conjunto de secuencias que contienen el nodo
v ∈ F .

En la Figura 4.2(c), se tiene por ejemplo que si s = (v6, v7) entonces V (s) = {v6, v7},
mientras que S(v7) = {(v7), (v3, v7), (v6, v7), (v3, v6, v7), (v6, v3, v7), (v6, v7, v3)}.

Para cada punto de inserción i = (a, b) ∈ I y para cada secuencia s = (v1, . . . , vh) ∈ S se
define γsi como el costo extra por asignar la secuencia s al punto de inserción i, teniendo en cuenta
la mejor orientación posible, i.e. γsi := c(s)− ca,b + mı́n{ca,v1 + cvh,b, ca,vh + cv1,b}, considerando
el mı́nimo entre ca,v1 + cvh,b y ca,vh + cv1,b para tener en cuenta la mejor forma de orientar la
asignación de s a i.

En el ejemplo 4.3 se muestran formas de asignar la secuencia (v6, v7) al punto de inserción
i3 de la Figura 4.2(b), teniendo en cuenta las dos orientaciones posibles.

Si bien las orientaciones de la secuencia (v6, v7) pueden ser vistas como dos secuencias
distintas, s1 = (v6, v7) y s2 = (v7, v6), es posible definir las secuencias de forma que s1 y s2 sean
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indistinguibles, aprovechando la definición del costo de inserción y definiendo la re-ubicación para
que siempre se realice con la mejor orientación posible (en el sentido del costo de inserción). Esto
impacta sobre el tamaño del conjunto de secuencias S que se debe considerar explicitamente.

v1

v2
v3

v4

v5

v6
v7

0

i1

i2

iv3

s

i4is

(a)

v1

v2
v3

v4

v5

v6
v7

0

i1

i2

iv3

s

i4is

(b)

Figura 4.3.: Un ejemplo de re-ubicaciones posibles en el punto de inserción (0, v5) ∈ I en la
solución restringida de la Figura 4.2(b)

Con la notación anterior, el modelo de re-ubicación (Reallocation Model) se basa en las
siguientes variables de decisión:

xsi =

{
1 la secuencia s ∈ S es asignada al punto de inserción i ∈ I
0 en caso contrario

.

y el modelo se formula como:

mı́n
∑
s∈S

∑
i∈I

γsixsi (4.1)

s.t. ∑
s∈S(v)

∑
i∈I

xsi = 1 v ∈ F (4.2)

∑
s∈S

xsi ≤ 1 i ∈ I (4.3)

xsi ∈ {0, 1} s ∈ S, i ∈ I (4.4)

Nuevamente, una solución para el RM determina una asignación de las secuencias s ∈ S a
los puntos de inserción i ∈ I en la solución restringida z0(F). Para que dicha asignación sea
una solución factible del VRP, se agrega la restricción (4.2), exigiendo que cada nodo removido
v ∈ F sea asignado (a través de una secuencia s ∈ S(v)) a exactamente un único punto de
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inserción i ∈ I. Se agrega también la restricción (4.3) para que cada punto de inserción aloje a
lo sumo una secuencia s ∈ S.

En el contexto de la variante del VRP con restricciones de distancia y capacidad (DCVRP),
De Franceschi et al. [18] proponen una versión del RM que agrega restricciones adicionales,
utilizando la siguiente notación:

Dada s ∈ S se denota con q(s) a la demanda de la secuencia s, definida como la suma de
las demandas qv asociadas a los nodos v ∈ V (s), i.e. q(s) =

∑
v∈V (s) qv.

Dada una ruta r ∈ R se denota con d̃(r) a la distancia total de r en z0(F), i.e. d̃(r) =∑
(i,j)∈A(r) di,j

Dada una ruta r ∈ R se denota con q̃(r) a la demanda total de r en z0(F), i.e. q̃(r) =∑
v∈V (r) qv.

Las restricciones adicionales son:

∑
s∈S

∑
i∈I(r)

q(s) xsi ≤ C − q̃(r) r ∈ R (4.5)

∑
s∈S

∑
i∈I(r)

γsi xsi ≤ D − d̃(r) r ∈ R (4.6)

Vale observar que esta formulación del modelo tiene un gran número de variables (expo-
nencial en |F|), por lo cual es muy costoso computacionalmente manipularlo en la práctica. De
Franceschi et al. [18] manejan de manera heuŕıstica la relajación PL del mismo.

Esta versión del modelo es también estudiada por Toth y Tramontani [55] buscando disminuir
el costo computacional que requiere, y refinada en una versión llamada modelo de re-ubicación
reducido (Reduced Reallocation Model), que se presenta a continuación.

4.7. Reducción del vecindario

Como ya se mencionó, N(z0,F) define un vecindario exponencial para la solución z0, que
en el peor de los casos cuando F = V \{0}, resulta N(z0,F) = Z.

Es por esto que tiene sentido tratar de explotar propiedades del problema para definir cri-
terios que permitan reducir el vecindario, y en consecuencia, el tiempo computacional requerido
para explorarlo. Aśımismo, para que la reducción tenga sentido se debe tener cuidado en no
descartar soluciones buenas, buscando un equilibrio entre reducir para ganar efectividad en la
exploración, y mantener la calidad del vecindario.

Una forma de reducir el vecindario es aprovechando la estructura del RM. En el contexto
del DCVRP, para cada secuencia s ∈ S y para cada punto de inserción i, se dice que s es
factible para i si s puede ser asociada a i sin violar restricciones de capacidad y distancia para
la ruta ri que contiene a i. Es posible estudiar la relación entre las secuencias s ∈ S y los puntos
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de inserción i ∈ I para tratar de generar variables xsi de manera inteligente, reduciendo el
costo computacional de resolver el RM, y en consecuencia explorando de manera más eficiente
N(z0,F). Recordar que en el algoritmo de búsqueda local se intenta generar nuevas variables
xsi considerando todo punto de interción i ∈ I y toda secuencia s ∈ S. Sin embargo, el costo de
inserción γsi puede ser muy alto, o incluso muchas secuencias s pueden ser infactibles para i, y
entonces seŕıa conveniente evitarlo.

Siguiendo esta ĺınea, Toth y Tramontani [55] proponen remover a priori todas las secuencias
infactibles junto con aquellas que sean malas (aquellas con un costo de inserción alto).

A tal fin, se construye para cada i ∈ I un conjunto reducido de nodos Fi ⊆ F , y se decide
que todas las secuencias generadas para i sean secuencias con nodos en Fi, (i.e., s ∈ Si = {s ∈
S : V (s) ⊆ Fi}).

Observar que si v /∈ Fi, entonces para cualquier secuencia s que contenga a v, se tiene que
s /∈ Si, haciendo que nunca se genere s asociada a i, impactando directamente en el vecindario
N(z0,F) dejando afuera todas las soluciones que consideren la asignación de s a i, y significando
una reducción considerable en dicho vecindario y en el modelo.

Nuevamente, para que la reducción tenga sentido, el criterio con el que se construye Fi debe
definirse con cuidado para no perder potenciales mejoras para z0 en N(z0,F).

Basados en esta idea, Toth y Tramontani [55] proponen el modelo de re-ubicación reducido
(RRM, por sus siglas en inglés), utilizando la siguiente notación:

Dada r ∈ R se denota I(r) al conjunto de puntos de inserción de r.

Para cada s ∈ S se define Is como el conjunto de puntos de inserción factibles para s, i.e.
{i ∈ I : s ∈ Si}.

De esta manera, para cada s ∈ S, r ∈ R, se tiene Is(r) = Is ∩ I(r), y de forma similar al RM,
el RRM se formula como:

mı́n
∑
s∈S

∑
i∈Is

γsixsi (4.7)

sujeto a
∑
s∈S(v)

∑
i∈Is

xsi = 1 v ∈ F (4.8)

∑
s∈Si

xsi ≤ 1 i ∈ I (4.9)

xsi ∈ {0, 1} s ∈ S, i ∈ Is (4.10)

con las restricciones de distancia y capacidad máxima definidas como:
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∑
s∈S

∑
i∈Is(r)

q(s)xsi ≤ C − q̃(r) r ∈ R (4.11)

∑
s∈S

∑
i∈Is(r)

γsixsi ≤ D − d̃(r) r ∈ R (4.12)

donde a diferencia del RM las restricciones se adaptan considerando que las variables xsi
están definidas para secuencias s que son buenas para el punto de inserción i, i.e. s ∈ Si.

Con respecto a la construcción de Fi, Toth y Tramontani proponen un criterio basado en la
factibilidad de los nodos v ∈ F vistos como secuencias unitarias. Definen la noción de factibilidad
para un nodo v ∈ F respecto de un punto de inserción i ∈ I, de forma tal que v es factible
para i si la secuencia (v) es factible para i, y denotan F∗i = {v ∈ F : v es factible para i} y
I∗v = {i ∈ I : v ∈ F∗i }.

Toth y Tramontani [55] proponen una reducción de N(z0,F) basados en la siguiente aserción
heuŕıstica: si un nodo v tiene que ser alojado por una ruta r ∈ R, entonces probablemente se
asocie v a uno de los puntos de inserción i ∈ I(r) más cercanos a v.

De esta manera, la reducción debe satisfacer para todo v ∈ F :

v debe estar asociado a su pivote iv (aśı es posible recuperar la solución z0).

v debe estar asociado al menos a un punto de inserción i ∈ I(r) para cada r ∈ R.

Si el costo de inserción de la secuencia (v) al punto de inserción i es “muy alto”, entonces
se remueve v de Fi (de esta manera se está removiendo toda s ∈ S(v) de Si).

Para cada v ∈ F y para cada i ∈ I∗v , se considera γvi como el costo de inserción de la
secuencia (v) al punto de inserción i. Se define para cada ruta r ∈ R y para cada v ∈ F el costo
promedio de inserción de la secuencia (v) a la ruta r como δvr, computado como:

δvr =

∑
i∈I(r)∩I∗v γvi

|I(r) ∩ I∗v |
(4.13)

La idea es utilizar el costo promedio para construir heuŕısticamente Fi de la siguiente forma:

Fi = {v ∈ F∗i : γvi ≤ λ δvri} ∪ {v ∈ F : i = iv} (4.14)

donde λ es un parámetro a fijar experimentalmente. Toth y Tramontani denotan bajo este
criterio la reducción del vecindario comoN(z0,F , λ). Se tiene entonces que siempreN(z0,F , λ) ⊆
N(z0,F), y que mientras mayor sea λ, menor será la reducción, (i.e., ĺımλ→∞N(z0,F , λ) =
N(z0,F)).
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4.8. Esquemas de Pricing

Dado que el número de variables puede resultar muy grande, es necesario abordar la re-
solución mediante técnicas de generación de columnas a partir de un modelo con un número
reducido de variables que aseguren factibilidad. Cuando ya no se generan nuevas variables, se
agregan restricciones de integralidad y se resuelve el modelo mediante un paquete de propósito
general.

4.8.1. De Franceschi et al.

En el contexto del DCVRP, De Franceschi et al. [18] proponen generar inicialmente un
conjunto de variables de forma conservadora para que sea fácil computar la relajación LP del
RM, denotada C(RM). Luego se generan más y más variables dentro de un ciclo de pricing
en donde se resuelve C(RM), y para un conjunto de variables xsi (s ∈ S, i ∈ I) constrúıdas
heuŕısticamente, se evalúa rcsi (el costo reducido) utilizando π̃, i.e. el óptimo dual de la relajación
lineal. Si rcsi está por debajo de un umbral RCmax entonces se agrega la variable xsi, y se repite
el proceso.

Dentro de este esquema, propone un método basado en dos fases.

En la primera fase se inicializa un pool de secuencias básicas SB y se asocia cada s ∈ SB al
punto de inserción pivote is correspondiente. Esto permite asegurar la factibilidad del modelo
y que la solución actual pueda reconstruirse simplemente asociando las secuencias básicas a su
pivote.

La segunda fase corresponde al ciclo de pricing, en donde en cada iteración se calcula π̃, se
considera cada i ∈ I y se construyen secuencias convenientes. Para esto, desarrollan un esquema
de generación de secuencias controlado por los siguientes parámetros:

Lmax, que denota la longitud máxima de secuencias a construir.

Nmin, que denota la cantidad mı́nima de variables xsi que son agregadas al modelo para
i ∈ I, de longitud |s|, con menor rcsi.

Nmax, que dado i ∈ I denota la cantidad máxima de variables xsi que son agregadas al
modelo para i ∈ I, de longitud |s|. La diferencia con respecto a Nmin es que una vez que
se agregaron las Nmin variables de menor rsi para un i ∈ I, y una longitud de secuencia
|s|, solo se seguirán agregando variables en caso de que rcsi esté por debajo del umbral
RCmax.

δ, el cual junto con RCmax determinan un criterio heuŕıstico de aceptación de una variable
xsi al modelo.

y aplican el algoritmo que se muestra a continuación:
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Algoritmo 4.4 SERR: Pricing loop

Entrada: i: punto de inserción, rc∗: el costo reducido más chico generado hasta el momento, π̃:
el óptimo dual de la relajación lineal, δ, Nmin, Nmax, Lmax, RCmax.

1. Inicializar: L := 0, S := {<>}

2. L := L+ 1

3. Para cada s ∈ S,

4. Para cada v ∈ F tal que v /∈ s,

5. Generar todas las secuencias obtenidas de insertar, en cualquier posición, el nodo v en s

6. Para cada s obtenida en 5.,

7. Considerar la variable xsi y evaluar el costo reducido rcsi(π̃).

8. Si rcsi(π̃) < rc∗, actualizar rc∗ := rcsi(π̃).

9. S = ∅

10. Insertar en S las Nmin secuencias s con menor rcsi(π̃), junto con las secuencias s tal que
rcsi(π̃) ≤ máx{RCmax, δrc

∗}, insertando a lo sumo Nmax secuencias. Las variables xsi correspon-
dientes son agregadas a al modelo actual, si bien no se re-optimiza aún.

11. Si las secuencias insertadas en S tienen longitud menor que Lmax, repetir desde 2.. Caso contrario,
considerar el siguiente punto de inserción.

Cuando el último punto de inserción es considerado, se recalcula C(RM) y se repite. Los
valores Lmax, Nmin, Nmax, RCmax y δ son parámetros fijados experimentalmente.

En la segunda fase, De Franceschi et al. [18] proponen agregar heuŕısticamente un conjunto
de variables adicionales xsi prometedoras. Consideran todas las secuencias s de longitud 2, y para
cada i ∈ I que verifique rcsi(π̃) ≤ RCmax, se agrega la variable xsi al modelo. También, solo para
aquellas secuencias adicionales s que son agregadas (a través de alguna variable xsi, se consideran
las extensiones s′ de longitud 3 constrúıdas a partir de s, insertando nodos v ∈ F\V (s), y se
agrega la variable xs′i.

El proceso se repite hasta que no se agreguen nuevas variables al modelo. Se utilizan técnicas
de hashing para evitar generar variables duplicadas.

4.8.2. Toth-Tramontani

Considerando la reducción del vecindario N(z0,F , λ) para el DCVRP (ver Sección 4.7), que
podŕıa ser explorado resolviendo hasta optimalidad el modelo (4.7) (incluyendo las restricciones
(4.11) y (4.12)), Toth y Tramontani [55] proponen hacer la exploración de manera parcial,
nuevamente, por restricciones de tiempo computacional.

Se sugiere separar la generación de variables en dos etapas, distribuyendo de manera distinta
el esfuerzo dedicado a generar nuevas variables en cada una. En la primera etapa se pone el foco
en producir muy rápido una cantidad razonable de variables, aún cuando la calidad de estas no
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sean de muy buena calidad. Ya en la segunda etapa, el modelo cuenta con todas las variables
iniciales, y todas aquellas que se agregaron en la primera etapa.

Se propone un esquema basado en dos etapas: (1) fast-pricing ; (2) generación de columnas.

Se define VP y SP como pools que contienen, respectivamente, todas las variables y secuen-
cias generadas hasta el momento. Las variables en VP son las variables presentes en el modelo,
mientras que SP contiene las secuencias que se consideran en cada iteración de pricing para gene-
rar una nueva variable xsi. Con esta notación, la construcción del vecindario reducido está dada
por el siguiente algoritmo:

Algoritmo 4.5

1. (Inicialización)

2. SP =SB
3. VP ={xsi : s ∈ SB , i = is}

4. Para cada i ∈ I,

5. Construir un número reducido de secuencias nuevas s ∈ Si que se ajusten bien a i (tal
que γsi sea bajo), y agregar estas secuencias a SP y las variables correspondientes a VP .

6. (Fast Pricing)

7. SP = SP ∪ {s ∈ S : |s| = 2}

8. Resolver C(RRM)

9. Para cada i ∈ I,

10. Para cada s ∈ SP ∩ Si,

11. Si rcsi ≤ RCmax entonces agregar xsi a VP
12. Si se agregó al menos una variable a VP , repetir desde 8.

13. (Generación de Columnas)

14. Para cada i ∈ I,

15. Resolver el Problema de Generación de Columnas asociado a i.

16. Si se encontró al menos una variable, agregar todas a VP , resolver C(RRM) y repetir desde
14.

Después de 1. es posible asegurar que existe una solución factible para el RRM (la solución
z0), y se pueden utilizar los costos reducidos para evaluar la “calidad” de las variables. El
paso de fast pricing en 6. pretende reducir el costo computacional requerido para el paso de
generación de columnas. Finalmente, en 13. se pretende buscar variables de “buena calidad”
resolviendo (heuŕısticamente) el Problema de Generación de Columnas asociado a i (ver [55]
para más detalle). Dicho problema es un punto crucial en la construcción del vecindario, y el
que más tiempo consume, si bien produce variables muy buenas incluso en soluciones de mucha
calidad. Aún aśı, resultados experimentales muestran que no son menos importantes las etapas
de Inicialización (1.) y Pricing (6.), que construyen una buena estructura inicial para el RRM.
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Nuevamente, se utilizan técnicas de hashing para evitar generar variables duplicadas.
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5. Algoritmo de Búsqueda Local para el
VRPPD uno-a-uno

En este caṕıtulo se presenta un esquema de refinamiento heuŕıstico basado en la resolución
de un modelo de re-ubicación (RM) para la variante VRPPD1-1 en base a las ideas introducidas
en el caṕıtulo anterior.

Como ya se mencionó, el esquema básico consta de dos fases: (1) extracción de nodos, donde
un conjunto de nodos son seleccionados con algún criterio y removidos de la solución actual; (2)
re-inserción de nodos, donde se re-ubican los nodos extráıdos para construir una nueva solución,
garantizando que esta es al menos tan buena como la original.

Dado que VRPPD1-1 se caracteriza por restricciones de precedencia, los esquemas propues-
tos en la literatura para VRP no son aplicables de forma directa. En las siguientes secciones
se presentan las dificultades principales y adaptaciones realizadas, junto con nuevas propuestas
para extender el framework que originalmente utiliza De Franceschi et al. [18] en el marco del
DCVRP, y se aprovechan también algunas de las ideas que sugieren Toth y Tramontani [55].

Para introducir algunos conceptos se considera el siguiente ejemplo. En la Figura 5.1(a)
se muestra una solución factible para un problema en una instancia euclidiana con 12 nodos
(clientes), en donde se distinguen nodos de recolección {p1, p2, p3, p4, p5, p6} y nodos de entrega
{d1, d2, d3, d4, d5, d6}, mientras que se denota con 0 al depósito. La relación entre recolecciones y
entregas exige que pi preceda di, para i ∈ {1, . . . , 6}. Observar que la restricción de precedencia
obliga en general a que cuando pi esté ubicado en la ruta r, también di esté ubicado en la ruta
r, en particular después que pi.

Se aplica ahora la fase de extracción. Siguiendo las ideas aplicadas al VRP, la Figura 5.1(b)
muestra (con ćırculos blancos) el resultado de seleccionar los nodos en posiciones pares. En este
caso el conjunto de nodos a extraer es F = {p2, d2, d3, d4, d5, d6}.

La Figura 5.1(c) muestra la solución restringida z0(F). Se recuerda que ésta resulta de
“recortar” los ejes asociados a los nodos en F , determinando los potenciales puntos de inserción
I = I(z0,F) = {(0, p3), (p3, v), (0, p4), (p4, p5), (p5, p6), (p6, v), (0, p1), (p1, d1), (d1, 0)}.

Aplicada la remoción, dada la distinción entre clientes de recolección y clientes de entrega,
y la relación de precedencia entre estos, para un par (pi, di) arbitrario es posible distinguir 3
casos:

(a) Se extrae el vértice pi de recoleccción sin su entrega di asociada.

(b) Se extrae el vértice de entrega di sin su recolección pi asociada.

(c) Se extrae el par (pi, di) simultáneamente.
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(d) Solución de re-ubicación

Figura 5.1.: Un ejemplo de extraccción y re-ubicación de nodos para el VRPPD 1-1.

Tanto en el caso (a) como en el caso (b), será infactible re-ubicar al vértice extráıdo en una
ruta distinta de aquella desde donde fue removido. En cambio, en el caso (c) se tiene libertad
para cambiar de ruta al vértice de recolección y entrega mediante la re-ubicación del par (pi, di),
si bien deben ser asignados dentro de una misma ruta.

Otra observación respecto del caso (a) y (b), es que el nodo removido solo puede ser re-
ubicado, en su ruta original, en posiciones que respeten la precedencia. Esto impone además un
sentido sobre la ruta, donde a diferencia del VRP, todas las rutas son ahora factibles o infactibles
dependiendo qué sentido se les asigne. En el marco del VRP (sin recolecciones y entregas), si se
asume que las distancias son simétricas, en principio no hace falta que las rutas tengan alguna
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dirección en particular.

En 5.1(d), se puede ver cómo d3 es asignado a su ruta original dado que p3 no fue removido, y
como en particular, este tuvo que ser re-ubicado en el único punto de inserción que está después
de p3, que es el eje (p3, v).

Finalmente, la Figura 5.1(d) muestra la solución resultante de la re-ubicación, en donde
d3 fue re-ubicado en su posición original, d4, d5 y d6 se mantuvieron en la ruta original, pero
cambiaron de posición, mientras que p2 y d2 se re-ubicaron en una ruta distinta a aquella desde
la que fueron extráıdos.

Este ejemplo sencillo muestra que la fase de extracción de nodos no es tan flexible dado el
impacto que tiene en la fase de re-inserción. Por lo tanto es conveniente adaptar ambas fases al
problema particular que se intenta resolver.

En las próximas secciones se introducen y analizan alternativas.

5.1. LSA para el VRPPD 1-1

Siguiendo los lineamientos de las ideas presentadas en el caṕıtulo anterior, se propone un
algoritmo original de refinamiento que consta principalmente de 4 etapas:

Para implementar las ideas del esquema introducido al inicio de este caṕıtulo, considerando
los algoritmos (4.2) y (4.3), se propone el siguiente algoritmo de refinamiento basado en búsqueda
local, que consta principalmente de 4 etapas:

1. Una etapa de inicialización en la cual se construye una solución factible para el problema,
de manera muy rápida.

2. Una fase de refinamiento basado en operadores de búsqueda local, donde la intención es
aumentar considerablemente la calidad de la solución inicial z0 a un costo computacional
relativamente bajo. El proceso se repite hasta que se alcanza un óptimo local para el
vecindario de los operadores.

3. Una segunda fase de refinamiento que se realiza a través de la exploración parcial de
la reducción del vecindario N(z0,F) mediante la resolución (heuŕıstica) del RRM. Es la
etapa más importante del algoritmo en la cual se pretende mejorar aún más la calidad
de la solución obtenida por los operadores de la segunda fase. Utilizando una lista Θ de
criterios de remoción de nodos, se aplica durante t unidades de tiempo el paradigma de
destrucción/reparación. Se inicializa el modelo con un subconjunto de variables iniciales,
considerando la reducción del vecindario, a través de la utilizanción de Si en la construcción
de secuencias s para i. En el siguiente paso, se ingresa a una adapación del ciclo de pricing
de De Franceschi et al. que incorpora también la noción de reducción de vecindario. La idea
es generar nuevas variables de manera inteligente, restringiendo el esfuerzo computacional
con una cota en la cantidad de iteraciones, mientras se mejore la relajación. Finalmente,
se agregan las restricciones de integralidad sobre las variables, y se resuelve el problema
mediante un paquete de resolución de PLEMs de propósito general. Dado que siempre
se consideran las variables xsi básicas, i.e., tal que s es secuencia básica con i el punto

41
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de inserción pivote, se consigue una nueva solución que es al menos tan buena como la
original. En caso de que esta nueva solución sea de mejor calidad, se actualiza la solución
actual, y se reinicia la lista de criterios Θ, comenzando desde el primer criterio en la
lista en la siguiente iteración de destrucción/reparación. Esta fase termina cuando o bien
se aplicaron todos los criterios en Θ, o se alcanza un ĺımite de tiempo para la fase de
refinamiento basado en PLE.

Algoritmo 5.1 VRPPD1-1-LSA:Algoritmo de búsqueda local para el VRPPD1-1

1. Inicialización:

2. Construir heuŕısticamente una solución factible inicial.

3. Refinamiento inicial basado en operadores de búsqueda local:

4. Definir una lista Φ de aplicación de los operadores básicos de búsqueda local.

5. Mientras z0 cambie, aplicar cada φ ∈ Φ actualizando z0, i.e., z0 = φ(z0)

6. Refinamiento basado en PLE:

7. Definir una lista Θ de criterios de remoción de nodos.

8. Durante t unidades de tiempo,

9. Aplicar el siguiente criterio en Θ para construir F .

10. Extraer los nodos seleccionados en el paso anterior, y construir la solución restringida del
VRPPD1-1. Todos los ejes de la solución restringida se agregan al conjunto I de puntos
de inserción.

11. Guardar las secuencias básicas extráıdas en un pool de secuencias SP , junto con todas las
secuencias unitarias.

12. Construir un pool de variables VP tal que para cada i ∈ I, se agrega a VP el η% de
variables xsi con menor costo de inserción γsi, donde s ∈ SP ∩ Si. Además, se agregan a
VP todas las variables xsi tal que s es una secuencia básica, con i el punto de inserción
pivote para s.

13. Construir la relajación PL del RRM con VP como conjunto de variables iniciales.

14. Mientras C(RRM) mejora, y #iters ≤ τ ,

15. Agregar al RRM un conjunto de variables prometedoras, generadas utilizando técni-
cas de pricing, considerando una reducción para el vecindario N(z0,F).

16. Resolver C(RRM)

17. Agregar restricciones de integralidad al RRM, y resolver a través de un paquete de propósi-
to general.

18. Si se encontró una mejor solución, resetear Θ. En caso de que se agoten los criterios en
Θ, terminar.

En las siguientes secciones se introducen detalles sobre cada una de las fases de este al-
goritmo, alternativas consideradas, dificultades y adaptaciones respecto del esquema original
exhibido en el caṕıtulo anterior.
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5.2. Heuŕıstica inicial

Encontrar una solución factible para la versión del VRPPD1-1 introducida en el Caṕıtulo 3,
es un problema en la clase de complejidad P, que puede ser resuelto muy fácilmente de diversas
formas.

La Figura 5.2 muestra dos soluciones factibles para una instancia relativamente chica con
16 clientes. Ambas soluciones utilizan una única ruta (o único veh́ıculo). La solución de la
Figura 5.2(a) se obtiene recorriendo de manera creciente, en primer lugar todos los clientes de
recolección, y luego todos los clientes entrega, garantizando aśı que pi y di están en la misma
ruta, y que además siempre pi precede a di. Por otro lado, la solución de la Figura 5.2(b) se
construye visitando los clientes en orden creciente, con una variante en donde para asegurar
factibilidad, cada vez que se visita un vértice de recolección, inmediatamente después se visita
el vértice entrega asociado.

Si bien es fácil en cualquiera de los procedimientos asegurar la factibilidad, la calidad de
esta clase de soluciones puede ser (y en la práctica probablemente lo sea) muy pobre. Es por
esto que se decide reforzar el esquema utilizando las ideas propuestas por Nanry et al. [47] para
el VRPTW. Se utiliza inicialmente un procedimiento basado en el paradigma goloso, insertando
pares de clientes, y luego se pasa a la fase de refinamiento a través de operadores de búsqueda
local para mejorar la calidad de la solución inicial obtenida.

5.2.1. Solución Inicial Factible

Para construir la solución inicial se trabaja con las rutas parciales asociadas a pares de
clientes relacionados, es decir, dado un par (pi, di), la ruta parcial asociada se define como
ri := (0, pi)(pi, di)(di, v). La idea es construir un conjunto inicial de este tipo de rutas, que
son factibles respecto de la precedencia, eligiendo las de menor costo, para luego extenderlas
utilizando un criterio goloso en el costo en extensión.

Formalmente, dada una ruta factible r = (0, v1) . . . (vh, v), donde v denota el depósito, es
posible extender r con (pi, di) para construir r′ = (0, v1) . . . (vh, pi)(pi, di)(di, v).
Se define también el costo de una ruta r como c(r) :=

∑
(i,j)∈r cij .

Con esta notación, se propone un algoritmo para construir una solución factible inicial
basado en la idea de elegir inicialmente las k rutas ri de menor costo c(ri), y fijarlas como
rutas parciales del problema. Luego, se extienden dichas rutas parciales con los pares (pj , dj)
restantes, i.e. que no pertenecen a ninguna ruta parcial, insertando cada uno al final de la ruta
donde genere menor costo de inserción. Se finaliza con k rutas en donde cada cliente pertenece
a exactamente una ruta, y éstas satisfacen las precedencias.

El ejemplo de la Figura 5.3 muestra el resultado de aplicar el Algoritmo 5.2 sobre la instancia
utilizada en la Figura 5.2.
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(a) Costo total: 72,321840
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(b) Costo total: 56,624046

Figura 5.2.: Soluciones factibles para una instancia euclideana del VRPPD1-1 donde 0 denota
el depósito, k = 4, los nodos de pick-up son {p1, . . . , p8}, los nodos delivery son
{d1, . . . , d8}, y pi debe preceder a di.
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Algoritmo 5.2 Algoritmo para construir una solución factible inicial

Entrada: V = P ∪D, k ≥ 1
Salida: Solución factible de k rutas para el VRPPD1-1

1. Inicialización:

2. Para cada par (pi, di),

3. Calcular el costo de la ruta parcial ri.

4. Elegir las k rutas de menor costo y fijarlas como rutas parciales.

5. Inserción:

6. Para cada par ei =: (pi, di) que no pertence a una ruta parcial,

7. Para cada ruta parcial r,

8. calcular el costo de extender r con ei.

9. Utilizar ei para extender la ruta r∗ donde se genera menor costo de extensión, entendido
este como c(r′)− c(r∗), donde r′ es la ruta extendida.

5.2.2. Operadores de búsqueda local

Inmediatamente después de que se construyó la solución inicial factible, se aplican operadores
heuŕısticos para tratar de mejorar la calidad de la misma. A continuación se introduce el esquema
general de refinamiento:

Algoritmo 5.3 Búsqueda Local con Operadores Heuŕısticos

Entrada: z0 solución factible para el VRPPD1-1

1. Definir una lista Φ de operadores heuŕısticos.

2. Para cada φ ∈ Φ,

3. Aplicar φ(z0).

4. Si luego de aplicar todos los operadores en Φ, la solución cambió, repetir desde 2.. Caso contrario,
terminar.

La construcción de Φ determina el vecindario a explorar para encontrar mejores soluciones.
Al finalizar el algoritmo 5.3, se obtiene una solución que es el óptimo local para el vecindario
definido por la aplicación de Φ.

Basados en la propuesta de Nanry et al. [47], se proponen 3 adaptaciones de los operadores
de búsqueda local: Single Paired Insertion (SPI), Swapping Between Routes (SBR), y Within
Route Insertion (WRI). A continuación se presenta cada uno de ellos.
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(a) Costo total: 50, 613831

Figura 5.3.: Solución obtenida con el Algoritmo 5.2 para la instancia de la Figura 5.2.

Single Paired Insertion (SPI)

El operador SPI consiste en buscar refinar una solución factible del VRPPD1-1 a través de
la remoción e inserción de un par (pi, di), desde una ruta hacia otra distinta, buscando realizar
la inserción de la mejor forma posible, respetando siempre la precedencia de pi sobre di.

Con esta idea, se explora el vecindario de todos los movimientos de remoción/inserción
posibles sobre una solución factible z ∈ Z, teniendo en cuenta el efecto en la calidad de la
solución que produciŕıa cada movimiento. Finalmente, si algún movimiento conduce a mejoras,
se aplica el que resulte más conveniente en términos de la función objetivo.

La complejidad de aplicar cada movimiento SPI es O((2n)3) = O(n3), donde 2n = |P ∪D|.
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Algoritmo 5.4 SPI move

Entrada: z solución factible para el VRPPD1-1

1. Para cada pi ∈ P ,

2. Para cada ruta r que no contenga a pi,

3. Para cada par de posiciones l,m en r, l ≤ m,

4. Calcular el costo resultante de mover pi y di desde la ruta actual, hasta r, insertando
pi en la posición l, y di en la posición m.

5. Si todos los movimientos considerados en 4. empeoran la solución actual, terminar. Caso contrario,
actualizar la solución actual aplicando el movimiento que resulte más conveniente para la función
objetivo, y repetir desde 1.

En la Figura 5.4 se puede apreciar el impacto de aplicar el operador SPI, sobre la instancia
presentada en la Figura 5.3, observando una mejora del 11,26 % aproximadamente.
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(a) Costo total: 44,913485

Figura 5.4.: Solución de aplicar el Algoritmo SPI sobre la solución inicial de la Figura 5.3.

Swapping pairs Between Routes (SBR)

A diferencia de SPI, el operador SBR explora el vecindario definido por intercambios (swaps)
entre pares de clientes de recolección y entrega relacionados, alojados en rutas distintas, donde
además se tiene en cuenta la mejor forma de re-ubicar los pares en cuestión, dentro de cada
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una de las rutas. En el algoritmo 5.5 se formaliza esta idea, donde la complejidad de aplicar
un movimiento, i.e., un intercambio que mejore la calidad de la solución, es O(n4) donde 2n =
|P ∪D|.

Algoritmo 5.5 SBR move

Entrada: z solución factible para el VRPPD1-1

1. Para cada par (pi, di) y (pj , dj) en rutas distintas ri y rj respectivamente,

2. Calcular el costo resultante de intercambiar las rutas de (pi, di) y (pj , dj), ubicando de la mejor
forma posible, pi y di en la ruta rj , mientras que pj y dj se ubican en la ruta ri de la mejor
forma posible también, siempre satisfaciendo la restricción de precedencia.

3. Si todos los movimientos considerados en 2. empeoran la solución, terminar. Caso contrario, aplicar
el movimiento que resulte más conveniente para la función objetivo, y repetir desde 1.

p1

p2 p3

p4

p5

p6

p7

p8 d1

d2

d3

d4d5

d6

d7

d8

0

(a) Costo total: 47,653777

Figura 5.5.: Solución de aplicar el Algoritmo SBR 5.5 sobre la solución inicial de la Figura 5.3.

De manera análoga al ejemplo presentado para el caso anterior, en la Figura 5.5 se muestra
el resultado de aplicar el operador SBR, sobre la instancia presentada en la Figura 5.3, obser-
vando una mejora aproximada del 5,8 %, menor en este caso particular que la conseguida por el
movimiento SPI.
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5.2. Heuŕıstica inicial

Within Route Insertion (WRI)

El operador WRI es un operador de refinamiento individual de rutas. Para cada ruta se
exploran todos los deplazamientos posibles que satisfacen la restricción de precedencia entre
clientes relacionados. La complejidad de aplicar un movimiento es O(n3) donde 2n = |P ∪D| y
al igual que SBR.

Algoritmo 5.6 WRI move

Entrada: z solución factible para el VRPPD1-1

1. Para cada ruta r,

2. Para cada par (pi, di) ∈ r̃,

3. Para cada par de posiciones l,m en r̃ tal que l ≤ m,

4. Calcular el costo de remover pi y di para insertarlos en la posición l y m respectiva-
mente.

5. Si todos los movimientos considerados en 4. empeoran la solución, terminar. Caso contrario, aplicar
el movimiento que resulte más conveniente para la función objetivo, y repetir desde 2.

p1

p2 p3

p4

p5

p6

p7

p8 d1

d2

d3

d4
d5

d6

d7

d8

0

(a) Costo total: 49,895851

Figura 5.6.: Solución de aplicar el Algoritmo WRI 5.6 sobre la solución inicial de la Figura 5.3.

Al aplicar este operador para refinar la solución exhibida por la Figura 5.3, se consigue una
mejora mucho menor que aquella obtenida por los operadores SPI y WRI, siendo apenas del
1,4 % aproximadamente.
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5. Algoritmo de Búsqueda Local para el VRPPD uno-a-uno

5.3. Criterios de selección de nodos

Al comienzo del caṕıtulo se señalan los posibles escenarios que se pueden presentar al remover
nodos, debido a la relación de precedencia. Para evitar manejar el proceso posterior de inserción
se consideran 3 criterios:

1. RA, aplicado únicamente sobre nodos de recolección, con la salvedad de que si pi es remo-
vido entonces también se remueve el nodo de recolección di asociado.

2. SCT(p), con la misma consideración que el criterio anterior.

3. NGH, utilizando como semilla cada uno de los nodos en V = P ∪D, removiendo siempre
de a pares asociados.

La decisión de remover simultáneamente los pares de clientes asociados está fundamentada
en el hecho de que al remover un conjunto F de nodos, el vecindario de soluciones contiene
al menos todas las soluciones que se pueden obtener removiendo cualquier subconjunto de F .
Luego, el vecindario definido por los esquemas de extracción de nodos que admitan la remoción
de un vértice sin su par asociado, está siempre contenido en el vecindario donde todas las
extracciones se efectúan de a pares.

Observación: N(z0,G) ⊆ N(z0,F) para todo G ⊆ F conjunto de nodos extráıdos de una
solución factible z0 para el VRPPD1-1.

Cabe señalar que la extracción simultánea es una decisión muy importante en el modelado de
las restricciones de precedencia en el RM, como se verá más adelante, donde se asume fuertemente
que pi ∈ P ∩ F si y sólo si di ∈ D ∩ F .

5.4. Una formulación del RM para el VRPPD 1-1

Al trabajar con la formulación del RM introducida en el caṕıtulo anterior, dado que los
clientes son discriminados por clientes de recolección y clientes de entrega, si se denota V (s) al
conjunto de nodos de una secuencia s ∈ S(F), pueden distinguirse los siguientes casos:

1. V (s) contiene clientes de recolección y clientes de entrega, con al menos un par recolección-
entrega asociado.

2. V (s) contiene únicamente clientes de recolección (ó clientes de entrega)

3. V (s) contiene clientes de recolección y entrega, pero no pares asociados (i.e., nunca se
cumple pi, di ∈ V (s) simultáneamente para algún i = 1, . . . , n).

Para analizar cada uno de estos casos, se introduce la siguiente nomenclatura: dada una
secuencia s de nodos en F y un nodo pi ∈ V (s), se dice que pi es recolección exclusiva si
di /∈ V (s), i.e., di (la entrega asociada a pi) no está en s. Análogamente, se definen también
los nodos entrega exclusiva dentro de una secuencia s. Se dice que s es recolección-exclusiva
si V (s) contiene únicamente nodos de recolección, mientras que es entrega-exclusiva si solo
contiene nodos de entrega. Si contiene nodos de recolecciones y entregas exclusivas, se dice que
es exclusiva. Una secuencia será inclusiva si sólo contiene pares de nodos asociados.
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5.4. Una formulación del RM para el VRPPD 1-1

En el primer caso, donde existen un nodo recolección pi y el nodo entrega di asociado, se debe
cumplir que pi preceda a di. Una secuencia s que contenga una entrega di, donde la recolección
pi asociada esté después que di, es infactible independientemente del punto de inserción con
el que se considere asignarla, y por lo tanto utilizar la variable xsi correspondiente permite
generar soluciones infactibles para el problema. Se re-define S entonces como el conjunto de
caminos en F que respetan precedencias. Observar que la re-definición de S no obliga a que las
secuencias alojen únicamente pares de recolección y entrega simultáneamente, sino que se admite
la posibilidad de que las secuencias alojen recolecciones sin sus respectivas entregas, aśı como
también que alojen entregas sin sus recolecciones asociadas.

p1

d1

d2

p2

p3
d3

0

i1

i2

i3

s

i4
i5

(a)

p1

d1

d2

p2

p3
d3

0

i1

i2

i3

s

i4
i5

(b)

Figura 5.7.: Ejemplos de re-ubicación (uno factible y otro infactible) para la secuencia s en el
punto de inserción (v, p2) ∈ I, donde las orientaciones de s son indistinguibles.

Por otro lado, a diferencia del esquema aplicado al VRP, el hecho de que para una secuencia
s ∈ S exista un par {pi, di} ⊆ V (s) determina la orientación en la asignación de la secuencia en un
punto de inserción. Se considera el ejemplo 5.7, en el cual se muestra una solución restringida para
una instancia de VRPPD1-1 donde la precedencia exige que pi preceda a di (para i ∈ {1, 2, 3}).
Asignar s al punto de inserción (0, p2) como muestra la Figura 5.7(a) genera una ruta infactible,
dado que el nodo de recolección p3 es visitado después que el nodo de entrega d3. En cambio, la
asignación puede realizarse como se muestra en la Figura 5.7(b), donde no se generan conflictos
de precedencia.

Sin embargo, para secuencias del tipo 2, a las que se llaman recolección-exclusivas (o entrega-
exclusivas), la situación es diferente. En este caso es nuevamente posible considerar ambas orien-
taciones al asignar la secuencia a un punto de inserción. En el ejemplo de la Figura 5.8 se muestra
esta situación para una secuencia s = (p2, p3) recolección-exclusiva. De la misma forma, para las
secuencias de tipo 3, i.e. aquellas secuencias que sean exclusivas en general, también es posible
considerar ambas orientaciones al asignarlas.

Como consecuencia de estas observaciones, es necesario adaptar la definición de γsi, que
denota el costo de inserción de la secuencia s ∈ S en el punto de inserción i ∈ I.

Una alternativa es definir γsi según si s es exclusiva o no, y mantener un esquema parecido
al utilizado para γsi en el RM de caṕıtulo anterior. Sin embargo, se decide considerar todas
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(a) Solución restringida z0(F) con F = {p2, p3, d2, d3}
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Figura 5.8.: Ejemplos de re-ubicaciones factibles para la secuencia s en el punto de inserción
(0, p4) ∈ I, donde las orientaciones de s son indistinguibles.

las secuencias con una única orientación, y de esta manera, en el ejemplo de la Figura 5.8, las
dos orientaciones de s son consideradas secuencias distintas, i.e. s1 = (p2, p3) es distinta de la
secuencia s2 = (p3, p2). Si bien esto implica aumentar el número de variables consideradas, el
impacto en la práctica es menor dado que la construcción de variables se resuelve heuŕısticamente
con un esquema de generación de columnas. En consecuencia, para s = (v1, . . . , vh) ∈ S y
i = (a, b) se re-define:

γsi := c(s)− cab + cav1 + cvhb

Por otro lado, aśı como en el caso del DCVRP se reflejan en el modelo las restricciones de
distancia y capacidad agregando las Ecuaciones (4.5) y (4.6) a la formulación, se propone reflejar
en el RM las restricciones de precedencia 1-1.

Se observa que las secuencias s ∈ S tal que V (s) contiene nodos de entrega (o recolección)
exclusiva, son las que generan incompatibilidades al re-ubicar, mientras que secuencias inclusivas
podrán ser asignadas en cualquier punto de inserción.
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5.4. Una formulación del RM para el VRPPD 1-1

En el ejemplo 5.8(a), la secuencia inclusiva (p2, d2) puede ser re-ubicada en cualquier punto
de inserción i ∈ {i1, . . . , i6}. En cambio, la secuencia recolección-exclusiva (p2, p3) debeŕıa ser
asignada con cuidado, ya que si d2 o d3 fuesen asignados dentro de una secuencia al punto de
inserción i6 o i4, entonces (p2, p3) no podŕıa asignarse a i5, ya que estaŕıa generando incom-
patibilidades con los nodos d2 y d3 que quedaŕıan posicionados antes que sus correspondientes
recolecciones. Más aún, ninguna secuencia s ∈ S que contenga nodos de recolección exclusiva
podŕıa ser asignada a un punto de inserción de las caracteŕısticas de i5, que es el último en
su ruta, puesto que no habŕıa forma de que dicho nodo de recolección exclusiva preceda a su
entrega asociada. Esta última particularidad será explotada en detalle en la Sección 5.6.1.

Cuando se consideran pares de secuencias con nodos asociados, (i.e., s1, s2 ∈ S tal que
pi ∈ V (s1) y di ∈ V (s2)) también se debe tener cuidado respecto de la asignación. Desde ya,
asignar s1 y s2 a puntos de inserción en rutas distintas de la solución restringida, siempre genera
soluciones infactibles, dado que pi y di estaŕıan en rutas distintas. Por ejemplo, en la Figura
5.8(a) si la secuencia (p2, p3) es asignada al punto de inserción i2, entonces no es factible asignar
(d2, d3) al punto de inserción i5, y tampoco a i4 ó i6 por pertenecer a una ruta distinta de la de
i2.

Se propone entonces, en el marco del VRPPD1-1, agregar al RM las siguientes 2 nuevas
restricciones:

Factibilidad inter-ruta:

xs1,i + xs2,j ≤ 1 ∃ vk ∈ P ∩ F , s1 ∈ S(vk), s2 ∈ S(vn+k) (5.1)

i ∈ I(r1), j ∈ I(r2), r1 6= r2, r1, r2 ∈ R

Dadas dos rutas r1 y r2 (r1 6= r2), se quiere evitar que pares asociados de recolección y
entrega sean alojados por rutas distintas. Es decir, si pi ∈ P ∩ F y di ∈ D ∩ F , se quiere
que las secuencias s1 que contienen a pi y las secuencias s2 que contengan a di no puedan
ser alojadas simultáneamente por puntos de inserción de distintas rutas. En el ejemplo de
la figuta 5.9(a), las secuencias (p3) (recolección-exclusiva) y (d3) (entrega-exclusiva) son
asignadas a puntos de inserción ((0, p1) y (0, p2) respectivamente) ubicados en distintas
rutas de la solución restringida.

Factibilidad intra-ruta:

xs2,i + xs1,j ≤ 1 ∃ vk ∈ P ∩ F , s1 ∈ S(vk), s2 ∈ S(vn+k) (5.2)

i < j, i, j ∈ I(r), r ∈ R

Dentro de una misma ruta r, se quiere que los pares asociados de entrega y recolección
respeten la precedencia (i.e., pi ∈ P∩F esté antes que di ∈ D∩F en la ruta r). Por lo tanto,
las secuencias s1 que contienen a pi y las secuencias s2 que contengan a di no deben poder
asociarse simultáneamente a un punto de inserción j e i (ambos de r) respectivamente,
donde i está antes que j. La situación de infactibilidad para este caso se representa en
la Figura 5.9(b), donde si bien (p3) y (d3) son asignadas dentro de la misma ruta en la
solución restringida, no respetan la precedencia de sus nodos exclusivos.
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Figura 5.9.: Ejemplos de infactibilidades inter-ruta e intra-ruta al asignar las secuencias (p3) y
(d3) con nodos exclusivos asociados.

5.5. Sobre la reducción del vecindario

Con el objetivo de reducir el vecindario N(z0,F), se analiza un criterio heuŕıstico para tratar
de no considerar a priori las secuencias con un costo de inserción alto y de esta manera reducir
al mismo tiempo el esfuerzo computacional requerido para explorarlo.

Como se menciona en (4.7), de manera análoga se construyen Fi, y Si teniendo en cuenta
ahora la re-definición de S que involucra las precedencias, utilizando esta relación para decidir si
un par de nodos pk, dk deben ser considerados para un punto de inserción i dado. La construcción
de Fi presentada en la ecuación (4.14) se adapta de forma de que si un nodo de recolección
satisface el criterio heuŕıstico para ser considerado en el punto de inserción i, entonces el nodo
de recolección asociado también es considerado en i, sin importar el costo de inserción. Se
pretende lo mismo en caso de que sea el nodo de recolección el que satisfaga el criterio.

Formalmente, Fi se construye como:

Fi := {pk, dk ∈ F : γpki ≤ λ δpkri ∨ γdki ≤ λ δdkri} ∪ {v ∈ F : i = iv}

De esta manera, si se denota con Si(v) al conjunto de secuencias factibles para el punto
de inserción i ∈ I que contienen a v ∈ F (i.e. Si(v) := {s ∈ S : V (s) ⊆ Fi ∧ v ∈ V (s)},
la exploración del vecindario N(z0,F , λ) se realiza a través de una versión adaptada del RRM
introducido en (4.7), pero con las siguientes restricciones adicionales:
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xs1,i + xs2,j ≤ 1 ∃ vk ∈ P ∩ F , s1 ∈ Si(vk), s2 ∈ Sj(vn+k) (5.3)

i ∈ I(r1), j ∈ I(r2), r1 6= r2, r1, r2 ∈ R

xs2,i + xs1,j ≤ 1 ∃ vk ∈ P ∩ F , s1 ∈ Sj(vk), s2 ∈ Si(vn+k)

i < j, i, j ∈ I(r), r ∈ R (5.4)

5.6. Esquemas de Pricing

Para resolver el RM, se inicializa conservadoramente con un conjuto de variables chico que
asegure factibilidad, y se resuelve luego la relajación lineal para agregar más variables usando
técnicas de pricing, evitando sobrecargar el modelo con un número excesivo de éstas, teniendo
en cuenta las restricciones de tiempo computacional.

Para generar variables prometedoras es conveniente explotar caracteŕısticas particulares de
VRPPD1-1. A continuación se detallan adaptaciones basadas en los esquemas de pricing de De
Franceschi et al. [18] y Toth-Tramontani [55], y se propone un nuevo algoritmo de pricing basado
en estas ideas.

Se recuerda que el esquema original de De Franceschi et al. [18] consta de dos fases: (1)
la fase de inicialización, donde se agregan secuencias básicas para garantizar la factibilidad del
modelo; (2) la fase denominada ciclo de pricing, donde para cada punto de inserción i ∈ I se
considera la información dual de la relajación lineal del modelo construido hasta el momento y
se generan secuencias s ∈ S para agregar las variables xsi en caso de que sea conveniente.

La adaptación básica sobre este esquema se produce en la segunda fase: la generación de
secuencias debe tener en cuenta las restricciones de precedencia, i.e. toda secuencia que contenga
pares de clientes de recolección-entrega asociados debe verificar que el nodo de recolección pre-
ceda al nodo de entrega. Esta es en realidad una adaptación obligatoria luego de la re-definición
S introducida en las secciones anteriores. Observar una vez más que podŕıa suceder que la se-
cuencia tenga nodos exclusivos de recolección o entrega, como se describe en el inicio de este
caṕıtulo.

Por otro lado, en la formulación del RM (o incluso RRM) para el DCVRP presentada en
(4.1), todas las restricciones del problema están presentes desde que se inicializa el modelo. Existe
la posibilidad, en el caso del RRM, de que al aplicar la reducción de vecindario y construir Fi,
éste sea tal que Fi = ∅ para algún i y que entonces alguna restricción del estilo

∑
s∈Si

xsi ≤ 1

(ver 4.9) no esté presente inicialmente. Esta situación es manejable agregando para cada i ∈ I
al menos una secuencia s al conjunto Si. De esta manera, todas las restricciones están fijas y
la información de las variables duales en C(RRM) es completa, haciendo posible computar los
costos reducidos de forma precisa.

A diferencia de esto, en la formulación del RM para el VRPPD1-1, las restricciones de
precedencias presentadas en (5.4) no están todas presentes al momento de inicializar el modelo,
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y no es posible manejarlas de forma similar al caso en que Fi = ∅. Lo que se tiene es una situación
particular que se suele dar en el contexto de formulaciones PLE con una cantidad exponencial
de variables, en donde tanto filas como columnas deben ser generadas sobre demanda.

Como consecuencia, una solución primal podŕıa no ser factible debido a incompatibilidades
entre secuencias asociadas a distintas variables que son utilizadas en la solución primal, cuyas
restricciones de factibilidad (inter-ruta o intra-ruta) aún no se han agregado al modelo.

Sin embargo, esta situación puede ser bien manejada: cada vez que se desea agregar una
variable xsi al modelo, se deben considerar todas las incompatibilidades dadas por las restriccio-
nes de precedencia (5.4), entre las variables presentes en el modelo y la variable xsi, agregando
junto con esta última, también, todas las restricciones de precedencia que sean necesarias.

Con este esquema, la ausencia de algunas filas en el modelo incorpora dificultades al intentar
calcular los costos reducidos asociados a las variables xsi, e impacta directamente en la generación
de variables, en donde el cálculo de los costos reducidos no es preciso, o ni siquiera puede ser
computado correctamente, debido a que no se tiene información dual asociada a las restricciones
que no están presentes.

Esta situación en donde el número de filas del modelo PLE (con un conjunto reducido de
variables) depende del número de columnas, se conoce como problema CDR (siglas de Column-
Dependent-Rows).

La literatura sobre los problemas CDR es limitada [61, 4, 60, 21]. Para el Cutting Stock Pro-
blem (CSP), Zak [61] resuelve el problema CDR heuŕısticamente, restringiendo el sub-problema
de Generación de Columnas, consiguiendo soluciones sub-óptimas para el CSP y terminando
prematuramente el algoritmo de pricing. Avella et al. [4] utiliza una formulación set-packing
para el Time-Constrained Routing Problem (TCRP) y propone una heuŕıstica basada en la ge-
neración de columnas y filas simultáneamente. Define un criterio de parada para el problema de
GC utilizando la información dual de las restricciones que śı están presentes en el modelo. Sin
embargo, Muter et al. [45] demuestran que dicho criterio de parada no estima apropiadamente
las variables duales de las restricciones ausentes conduciendo a soluciones sub-óptimas. Final-
mente, nuevamente Muter et al. [44], propone un esquema de propósito general para diseñar
algoritmos de generación simultánea de colunas y filas para problemas CDR.

Frente a esta situación, una opción es trabajar con un enfoque de generación simultánea de
columnas y filas, con filas dependendientes de las Columnas (ver Simultaneous Column-and-Row
Generation with Column-Dependent Rows [44]). Sin embargo, se descarta esta opción dada, una
vez más, la restricción de tiempo computacional que implica utilizar el esquema propuesto por
Muter et al.[44] en este contexto, y la prioridad de encontrar la mayor cantidad de variables
prometedoras con menor costo reducido posible.

Una alternativa seŕıa estudiar cómo vaŕıa la relajación C(RRM) cada vez que se agrega una
nueva columna y las respectivas filas, tomando alguna decisión en base a esto para determinar con
algún criterio si la variable debe ser efectivamente añadida al modelo. Nuevamente, este esquema
podŕıa ser costoso en el contexto ya mencionado, ya que implicaŕıa resolver la relajación PL para
cada potencial variable a agregar al modelo.
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Otra alternativa es considerar una nueva reducción del vecindario. Recordar que se asume
que siempre son removidos pares pi, di (pi ∈ P , di ∈ D) de la solución z0 (ver Sección 5.3). Si
además se asume que, si pi, di ∈ F entonces deben estar en la misma secuencia s ∈ S, es posible
quitar las restricciones de precedencia del modelo de reubicación, y luego todas las restricciones
estaŕıan presentes originalmente en el modelo.

Bajo esta última alternativa, se considera la situación en el Ejemplo 5.10. Se selecciona el
conjunto de nodos F = {p1, d1}, y se extraen de la solución de la Figura 5.10(a) para construir
la solución restringida z0(F) como se muestra en la Figura 5.10(b).

p1

d1d2

p2
0

(a) Solución original z0

p1

d1d2

p2
0

(b) Solución restringida z0(F)

Figura 5.10.: Ejemplo donde no es posible asegurar que la solución del RRM (o incluso RM) sea
al menos tan buena como la solución original z0, asumiendo que para secuencia
s ∈ S, se tiene que pi ∈ V (s) si y solo si di ∈ V (s).

Se tiene entonces que toda secuencia s ∈ S deberá contener a p1 y d1 simultáneamente,
donde si bien siempre existe una solución factible para el modelo de reubicación, no es posible
asegurar que sea de mejor calidad que z0 (incluso podŕıa ser peor).

Se considera finalmente trabajar con una aproximación de los costos reducidos, utilizando la
información dual que śı está disponible, calculando el costo reducido rcsi, asociado a la variable
xsi, heuŕısticamente.

Formalmente, se computa una aproximaxión denotada como r̂csi para rcsi dada por:

r̂csi := γsi −
∑

v∈V (s)

π̃1
v − π̃2

i (5.5)

Se asume r̂csi ≈ rcsi, aprovechando la información de las restricciones que están fijas en
el modelo independientemente del conjunto de variables iniciales, donde las variables duales
optimas π̃1

v y π̃2
i corresponden a las restricciones (4.8) y (4.9) respectivamente.

Con las adaptaciones mencionadas, el algoritmo resulta:
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Algoritmo 5.7 LSA-VRPPD 1-1: Ciclo de Pricing

Entrada: i: punto de inserción, r̂c∗: el costo reducido más chico generado hasta el momento, π̃:
el óptimo dual de la relajación lineal, δ, Nmin, Nmax, Lmax, RCmax.

1. Inicializar: L := 0, S := {<>}

2. L := L+ 1

3. Para cada s ∈ S,

4. Para cada v ∈ F tal que v /∈ s,

5. Generar todas las secuencias obtenidas de insertar, en posiciones que no violen preceden-
cias, el nodo v en s

6. Para cada s obtenida en 5.,

7. Considerar la variable xsi y evaluar la aproximación r̂csi(π̃) del costo reducido correspondiente.

8. Si r̂csi(π̃) < r̂c∗, actualizar r̂c∗ := r̂csi(π̃).

9. S = ∅

10. Insertar las Nmin secuencias s con menor r̂csi(π̃), junto con las secuencias s tal que
r̂csi(π̃) ≤ máx{RCmax, δr̂c

∗}, insertando a lo sumo Nmax secuencias

11. Si las secuencias insertadas en S tienen longitud menor que Lmax, repetir desde 2.. Caso contrario,
considerar el siguiente punto de inserción.

Nuevamente, los valores Lmax, Nmin, Nmax, RCmax y δ son parámetros a fijar experimen-
talmente. A diferencia del esquema original, en esta versión adaptada para el VRPPD1-1 no se
considera agregar secuencias adicionales durante la segunda fase.

Se utilizan técnicas de hashing para evitar generar variables duplicadas, y en la práctica el
algoritmo se aplica mientras mejore la relajación, junto con una cota máxima en la cantidad de
aplicaciones, y una tolerancia de iteraciones máximas sin mejora.

5.6.1. Nuevos esquemas de Pricing

Si bien los esquemas de pricing introducidos en las secciones anteriores ya incluyen adapta-
ciones al contexto del VRPPD 1-1, se agregan nuevos esquemas basados en estas ideas, teniendo
en cuenta las dificultades presentadas.

Tanto en el esquema de De Franceschi et al. [18] como en el de Toth-Tramontani [55], se
utiliza un umbral denotado como RCmax, que es un parámetro fijado experimentalmente. Al
momento de elegir una variable xsi para agregar al modelo, se utiliza una estimación para el
costo reducido rcsi y un criterio de aceptación que depende entre otras cosas del RCmax, para
decidir si la variable debe o no debe ser agregada al RM (ó RRM, según corresponda).

Ajustar este parámetro implica gran cantidad de experimentos sobre un conjunto de ins-
tancias definido, sobre todo cuando el algoritmo de pricing depende de muchos parámetros que
pueden afectar el desempeño del valor de RCmax.
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Se propone entonces utilizar un umbral dinámico, que se ajuste a la instancia del problema
a medida que se agregan variables al modelo. A dicho umbral se lo denomina dynamicRCmax,
y se aplica de forma tal que dada una variable xsi con costo reducido estimado por r̂csi, esta se
agregue al modelo en caso de que r̂csi ≤ máx{ δr̂c∗, dynamicRCmax}, donde al igual que en la
versión original, δ es un parámetro fijado experimentalmetne, mientras que r̂c∗ denota el costo
reducido (aproximado) más chico encontrado.

Para definir dynamicRCmax (DRCmax), una posibilidad es utilizar la información propor-
cionada por la estimación del costo reducido r̂csi de aquellas variables que están presentes en
el modelo, asumiendo que agregar una variable xsi a este, implica que xsi es de buena calidad,
y que debe entonces influir en el valor de DRCmax para tratar de generar variables con costo
reducido (estimado) similar a r̂csi.

En particular, en la adaptación del esquema de De Franceschi et al., se inicializaDRCmax = 0
en cada iteración del ciclo de pricing, y se ajusta promediando el valor de r̂csi de cada variable
xsi que se agrega al modelo.

Esta última adaptación incrementa el impacto de los parámetros Nmin y Nmax utilizados
en el esquema de De Franceschi et al. Se recuerda que dada una secuencia s ∈ S y un punto
de inserción i ∈ I, las Nmin variables xsi con menor costo reducido siempre son agregadas al
modelo (independientemente del criterio de aceptación), impactando fuertemente en el valor de
dynamicRCmax. Luego, incrementar demasiado Nmin podŕıa producir ajustes sobre el umbral
dinámico que no sean representativos de variables de buena calidad, y se estaŕıa siendo muy
flexible el criterio de aceptación. Es posible utilizar valores chicos de Nmin donde pocas varia-
bles impacten en el valor de DRCmax, mientras que a un gran número de variables restantes
(dependiendo del valor de Nmax) se les permitiŕıa ser evaluadas por el criterio de aceptación
para eventualmente ingresar al modelo. Para determinar una buena configuración de Nmin y
Nmax al utilizar DRCmax se realiza un análisis emṕırico cuyos resultados son discutidos en el
siguiente caṕıtulo.

Por otro lado, buscando explotar aún más la estructura del problema, durante las etapas de
generación de secuencias es posible utilizar información sobre las variables ya generadas para
determinar (heuŕısticamente) si es conveniente generar una nueva variable.

Se considera el ejemplo de la Figura 5.11. Se muestra la solución restringida z0(F) para
una instancia de 6 clientes. El punto de inserción i6 ∈ I, en ĺınea punteada, es el pivote de la
secuencia básica (p3, d3). En el pool de variables VP se tiene la variable x(p3,d3)i6 que permite
reconstruir la solución original, junto con algunas variables generadas heuŕısticamente.

El ejemplo representa el estado del modelo de re-ubicación durante la fase de pricing, y se
está evaluando si se debe agregar la variable x(d3),i4 al modelo. Considerar la asignación de (d3)
a i4 solo seŕıa factible si p3 fuese utilizada en algún punto de inserción ubicado en una posición
anterior a i4, dentro de la misma ruta. Como no se tiene en el modelo ninguna variable cuya
secuencia contenga a p4, y haga posible la asignación de esta a i3, el ingreso de x(d3),i4 puede
postergarse o bien no realizase. Dado que para decidir si una variable ingresa a VP se cuenta con
un criterio de aceptación que depende del estado actual de la relajación PL, postergar su ingreso
podŕıa generar la situación de que, al momento de agregar la variable, esta ya no satisfaga el
criterio de aceptación, lo cual (heuŕısticamente) denotaŕıa que ya no es conveniente incluirla.
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p1

d1

d2

p2

p3

d3

0
i1

i7

i6

i3

i4
i5

(a) Solución restringida z0(F)

F = {p3, d3}

I = {i1, . . . , i7}

VP = {x(p3,d3)i6 , x(p3)i5 , x(d3)i5 , x(d3)i4}

(b) Descripción por extensión de I, F y VP

Figura 5.11.: Ejemplo donde no es conveniente generar la variable x(d3)i4 (es infactible asignar
(d3) en i4)

Otra opción en este escenario, es rechazar la inclusión de este tipo de variables, y eventualmente
considerarla si vuelve a cumplir con el criterio de aceptación, y la asignación que representa
genera una solución factible para el problema.

Por esta razón, en general, se decide no agregar al modelo variables xsi tal que s sea entrega-
exclusiva, donde al menos una recolección asociada no fue contemplada aún dentro de la secuen-
cia de alguna variable xs′j con j punto de inserción ubicado en una posición anterior a i, dentro
de la misma ruta. La idea de este criterio es servir como filtro de variables durante la etapa
de generación de secuencias para un punto de inserción dado, para evitar incluir en el modelo
potenciales asignaciones infactibles.
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6. Resultados computacionales

El objetivo de este caṕıtulo es reportar la experiencia computacional de nuestro algoritmo,
considerando diferentes parámetros y combinando las distintas propuestas analizadas en los
caṕıtulos anteriores. Para esto, se desarrolla un esquema de experimentación basado en 3 fases
que se presenta en las siguientes secciones. Al evaluar emṕıricamente el desempeño del algoritmo
que se propone, hay varias cuestiones que se deben tener en cuenta:

1. Sobre el análisis de resultados:
Es necesario definir un algoritmo básico respecto al cual se pueda comparar las adapta-
ciones propuestas, analizar si tiene sentido aplicar el esquema, si consigue soluciones de
buena calidad, etc.

Para comparar los resultados se decide entonces diseñar un esquema de experimentación
basado en fases: Definición de configuración inicial, Análisis de alternativas para el al-
goritmo, y Comparación global. En primer lugar se busca definir una versión básica del
Algoritmo 5.1 propuesto para el VRPPD1-1. En la segunda etapa se analizan junto con
este las adaptaciones y mejoras propuestas basadas en los esquemas originales de De Fran-
ceschi et at. [18] y Toth y Tramontani [55]. Finalmente, se realiza una comparación global
del mejor esquema que implementa nuestra versión adaptada de las ideas de Toth y Tra-
montani [55], junto con la versión básica, y el mejor esquema que implementa la nueva
reducción que se propone. Este esquema de experimentación se detalla en las siguientes
secciones.

2. Instancias del problema:
Dado que el VRPPD1-1 es una versión simplificada del VRPPD, no existen instancias
benchmark. Por esta razón, se utilizaron adaptaciones de las siguientes instancias tomadas
de la literatura:

VRPLIB: Se consideraron 15 instancias (donde |V | vaŕıa entre 22 y 241), original-
mente propuestas para el DCVRP [59].

CMT: Se tuvieron en cuenta 7 de las 14 instancias con costo real propuestas por
Christofides y Eilon [12], y Christofides, Mingozzi y Toth [13], originalmente para el
CVRP y DCVRP. Vale aclarar que el resto de las instancias CMT no consideradas
son variaciones de aquellas que śı se utilizan, en parámetros que no están presentes
en el VRPPD1-1, (e.g., tiempo máximo por ruta, tiempo máximo de carga, etc.).

3. Entorno de pruebas:
Todos los experimentos se realizaron con un Intel Core i7, con 16Gb RAM, ejecutando en
Ubuntu 12.04 LTS, utilizando C++ y el paquete de propósito general ILOG Cplex 12.4.
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6.1. Esquema de experimentación

6.1.1. Definición de configuración inicial

El objetivo de esta etapa es establecer una versión básica del algoritmo que permita estudiar
posteriormente el impacto de las mejoras propuestas. Para esto, se ajustó la configuración de
parámetros del algoritmo buscando mejorar su rendimiento. Dada la gran cantidad de parámetros
presentes, para facilitar la tarea del lector, a continuación se realiza una enumeración de todos
ellos, recordando la tarea que desempeña cada uno.

Φ : Lista de operadores de búsqueda local para aplicar luego de la solución inicial factible.

Θ : Lista de criterios de remoción de nodos.

p : Probabilidad de extraer un nodo al aplicar el criterio SCT.

t : Tiempo máximo de refinamiento heuŕıstico aplicando el esquema de extracción/re-
inserción con el modelo de re-ubicación.

η : Porcentaje de variables iniciales xsi con menor costo de inserción γsi.

τ : Cantidad máxima de re-optimizaciones de C(RM) (ó RRM según corresponda) en cada
iteración del esquema de refinamiento de destrucción/reparación.

δ : Proporción de r̃c∗, el costo reducido estimado más chico encontrado desde la última
re-optimización de C(RM) (ó RRM), utilizado en el criterio de aceptación de xsi al modelo
actual.

RCmax : umbral aplicado dentro del criterio de aceptación de xsi al modelo actual. Cuando
se utiliza este umbral en su versión dinámica, se denota DRCmax.

Lmax : Longitud máxima de las secuencias generadas durante la fase de pricing.

Nmin : Cantidad mı́nima de variables xsi que son agregadas al modelo para i ∈ I, de
longitud |s|, con menor rcsi.

Nmax, Dado i ∈ I denota la cantidad máxima de variables xsi que son agregadas al
modelo para i ∈ I, de longitud |s|. La diferencia con respecto a Nmin es que una vez que
se agregaron las Nmin variables de menor rsi para un i ∈ I, y una longitud de secuencia
|s|, solo se seguirán agregando variables en caso de que rcsi esté por debajo del umbral
RCmax.

Por restricciones de tiempo computacional para experimentar con todas las posibles com-
binaciones de parámetros, se analizó emṕıricamente y en diferentes etapas el comportamiento
de algunos de ellos, reduciendo la cantidad de opciones para probar. Para esto, se fijan los
parámetros no involucrados en el ciclo de pricing, y consideran distintos valores para el resto,
partiendo de los valores iniciales los propuestos por De Franceschi et al. [18], según se indica a
continuación. Vale aclarar que en esta fase no se considera el filtro de secuencias introducido en
la Sección 5.6.1, y tampoco las reducciones para el vecindario N(z0,F), que se mencionan en la
Sección 4.7.

62



6.1. Esquema de experimentación

Con respecto a los criterios de remoción de nodos, en el marco del Algoritmo 5.1, se
fijó p = 0,5 y se consideró Θ = {RA(3), SCT (p, 3), NGH

′
(n)}, i.e, 3 iteraciones de RA, 3

de SCT(p) y finalmente NGH
′
, poniendo el foco en mejoras globales en las primeras iteraciones,

y concentrándose en mejoras locales en iteraciones avanzadas.

Para la heuŕıstica inicial se utilizó el Algoritmo 5.2 junto con la lista Φ = {SPI, SBR,WRI}
de operadores de búsqueda local. Cabe destacar que SPI es el que experimentalmente consigue
mayores mejoras, marcando una notable diferencia entre el porcentaje de mejora obtenido al
aplicarlo, respecto del resto. Es importante destacar que para cada uno de los operadores existen
soluciones donde solo uno de ellos consigue mejoras, mientras que los otros no pueden refinar
la solución. Por esto último, se utiliza una combinación de todos ellos para definir la lista Φ de
aplicación de operadores en la etapa 2 de nuestro algoritmo, y que se prioriza en primer lugar
la aplicación de SPI buscando mejorar rápidamente la solución factible básica obtenida con el
Algoritmo 5.2. Para facilitar la lectura, se denotará a la solución obtenida luego de aplicar los
operadores de búsqueda local como SI.

En esta etapa, el Algoritmo 5.1 se corrió siempre con t = 1800 segundos, τ = 200, y η = 25,
i.e. se aplican iteraciones de destrucción/reparación durante a lo sumo 30 minutos, utilizando el
25 % de variables iniciales xsi con menor costo de inserción γsi, para cada i ∈ I.

Se definió la siguiente configuración básica de parámetros para el ciclo de pricing, similar
a la utilizada en [18]: Nmin = 5, con la salvedad de que al momento de evaluar secuencias s
unitarias (i.e., |s| = 1), se fija Nmin = 10, con el objetivo de considerar una mayor cantidad de
secuencias unitarias en el pool SP que luego serán extendidas, Nmax = 10, Lmax = 5, δ = 3,
RCmax = 10.

Al igual que De Franceschi et al. [18], en la primera aplicación del ciclo de pricing, cuando
aún no se resolvió ninguna relajación PL, se fija π̃ = 0 y RCmax = +∞. También, al considerar
secuencias unitarias s ∈ S, se utiliza una estimación heuŕıstica del costo reducido, computada
como rcsi = cav + cvb, donde i = (a, b) ∈ Is. Esta última decisión está basada en el resultado
emṕırico que se menciona en [18], sobre el hecho de que los costos reducidos obtenidos con
la relajación PL para secuencias unitarias no estiman correctamente la efectividad de dichas
secuencias.

Finalmente, partiendo de dicha configuración, se experimentó con diferentes valores para los
parámetros del ciclo de pricing, en el siguiente orden:

1. Lmax = 3, 5, 7

2. RCmax = 1, 10, 50, 100, 200 y DRCmax

3. Nmin = 1, 5, 10

4. Nmax = Nmin + 5,+10,+15

En cada una de las etapas, al avanzar a la siguiente se tiene en cuenta el resultado de la
anterior, i.e., si dentro de la etapa 1, Lmax = 3 mostró buenos resultados respecto de los otros
valores, entonces al experimentar con RCmax en la etapa 2 se fija Lmax = 3. Los resultados
generales se describen a continuación, si bien en esta etapa no se hace referencia expĺıcita a las
tablas de los resultados, éstas se anexan en el Apéndice A.
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En primer lugar, con respecto a la longitud máxima de secuencia considerada en el ciclo
de pricing, los resultados muestran a Lmax = 7 con el peor rendimiento, mientras que Lmax =
3 y 5 ofrecen un promedio de mejora por instancia similar. Sin embargo, al comparar estos
últimos instancia por instancia, se observa que Lmax = 3 consigue un mayor porcentaje de
mejora sobre SI respecto de Lmax = 5, superándolo en 9/22 instancias, mientras que Lmax = 5
consigue mejores resultados solo en 6/22. Este resultado sugiere que incrementar Lmax deteriora
el porcentaje de mejora. Este resultado respalda el hecho de que secuencias de mayor longitud en
el ciclo de pricing generan una mayor cantidad de incompatibilidades con secuencias de variables
en el modelo, impactando en una gran cantidad de restricciones de precedencia que, dado que se
estima heuŕısticamente rcsi ≈ r̃csi, no son tenidas en cuenta al computar el costo reducido. De
esta manera, r̃csi no refleja realmente la efectividad se considerar xsi, y se termina agregando
variables que no son realmente convenientes en el modelo. Sumado a esto, incrementar Lmax
también impactó en el tiempo de cómputo, donde Lmax = 5 utilizó un 7,25 % más de tiempo
que Lmax = 3, y Lmax = 7 necesitó un 16,5 % más. Es de esperarse que generar secuciencias más
largas durante el ciclo de pricing impacte directamente en el tiempo requerido. Finalmente, se
decide fijar Lmax = 3 para los experimentos siguientes.

En segundo lugar, se analizó el impacto de variar RCmax = 1, 10, 50, 100, 200 en el criterio de
aceptación de variables en el modelo. Recordar que xsi es incluida en el modelo en caso de que
r̃csi ≤ máx{ δr̂c∗, RCmax}, donde δr̂c∗ denota una proporción del menor costo reducido encon-
trado hasta el momento, desde la última vez que se calculó C(RM). Si bien este es un parámetro
que está ligado al conjunto de instancias considerado, se espera que utilizar RCmax muy chi-
co podŕıa conducir a un criterio de aceptación muy exigente, mientras que valores grandes de
RCmax dejaŕıan ingresar practicamente cualquier variable al modelo. Los resultados mostraron
el mejor comportamiento para RCmax = 50, lo cual se ajusta con lo dicho anteriormente.

Siguiendo con el criterio de aceptación, se compararon los resultados obtenidos al variar
RCmax contra los de utilizar el umbral dinámico DRCmax. Se implementaron para esto dos
estrategias para aceptar la variable xsi:

r̃csi ≤ máx{ δr̂c∗, DRCmax}, manteniendo un esquema parecido al original de De Fran-
ceschi et al. [18].

r̃csi ≤ DRCmax, en donde el criterio está completamente manejado por el umbral dinámico.

Los resultados muestran tanto en una comparación global, como uno-a-uno, a los criterios
dinámicos con mejor performance que los estáticos. Estos últimos consiguen el mejor porcentaje
de mejora promedio por instancia, concentrando en la comparación global la mayor cantidad
de instancias con mejor solución obtenida. Entre los criterios dinámicos no se observó una gran
diferencia, ambos encuentran la misma solución en 19 de 22 instancias. Esto sugiere que dentro
de este tipo de esquemas dinámicos, δr̂c∗ tiene un impacto menor, y el que determina la acepta-
ción es DRCmax. Se decide entonces fijar en los experimentos siguientes r̃csi ≤ DRCmax para
decidir si se debe o no se debe agregar xsi al modelo.

El siguiente paso fue estudiar el comportamiento del ciclo de pricing variando el valor con
Nmin = 1, 5, 10, manteniendo en todos los casos Nmax = Nmin + 5. Se espera que al incrementar
Nmin, se deteriore la performance del pricing, debido a que más variables estaŕıan ingresando
al modelo aún cuando no cumplan el criterio de aceptación, y afectaŕıan de esta manera el
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valor de DRCmax haciendo que alcance valores que generen la admisión de variables de baja
efectividad práctica. Los resultados respaldan esta hipótesis, mostrando el mejor comportamiento
para Nmin = 1, donde además de conseguir un porcentaje de mejora promedio mucho mayor,
reduce un 25 % el tiempo total consumido por Nmin = 5 y 10. Esto último se debe a que,
dentro del ciclo de pricing, incrementar la cantidad de variables que ingresa al modelo, aumenta
también el número de secuencias en el pool SP , haciendo que se construya un mayor número
de secuencias durante la etapa de generación de secuencias, al extender aquellas que están en
SP .

En la última etapa, se experimentó con algunos valores para el desplazamiento entre Nmin

y Nmax. Fijando Nmin = 5 se consideró Nmax = Nmin + 5,+10,+15. Se descubrió que incre-
mentar el desplazamiento deteriora el rendimiento del pricing, donde quizás al permitir a un
mayor número de variables ser evaluadas, se admitan demasiados casos en donde r̃csi no estime
realmente la efectividad práctica de considerar xsi. Además la secuencia s de estas variables es
considerada luego para construir otras variables, al considerar extensiones de s.

Finalmente, dados los resultados expuestos anteriormente, la configuración básica que se
decide utilizar en las siguientes etapas del esquema de experimentación involucra la siguiente
configuración para el ciclo de pricing: Lmax = 3, Nmin = 1, Nmax = Nmin + 5, y DRCmax
inicializado en 0 cada vez que se re-optimiza la relajación PL del RM.

6.1.2. Análisis de alternativas para el algoritmo

En esta etapa se comparan las diferentes versiones del Algoritmo 5.1, que incluyen combi-
naciones del filtro de secuencias propuesto en la Sección 5.6.1, la reducción original de Toth y
Tramontani [55] junto con la adaptación propuesta en la Sección 4.7, partiendo de la configura-
ción definida en la fase anterior.

Cabe aclarar que se fijó λ = 2 en todos los casos que se aplica la reducción de vecindario
N(z0,F , λ) ⊆ N(z0,F).

Para facilitar la lectura, se introduce la siguiente notación:

B denota la configuración básica constrúıda durante la etapa anterior.

rT T denota la reducción original de Toth y Tramontani [55] en el vecindario N(z0,F , λ).

rOR denota la reducción adaptada para N(z0,F , λ) que explota la relación de precedencia
entre clientes, introducida en la Sección 5.5.

vi y pr se utilizarán como sufijos para denotar donde es aplicada la reducción. Por ejemplo,
rT T vi significa que la reducción de vecindario rT T está aplicada solamente sobre el
conjunto de variables iniciales, mientras que rT T pr significa que se aplica dicha reducción
sobre las variables iniciales y también durante la fase de pricing.

SGF se utilizará para referirnos al filtro de secuencias (Sección 5.6.1).

65



6. Resultados computacionales

Si bien lo ideal seŕıa explorar todas las combinaciones posibles de diferentes caracteŕısticas,
junto con distintos valores para λ y demás parámetros que no fueron estudiados en la etapa de
experimentación anterior (e.g., p en el criterio SCT, o η en el porcentaje de variables iniciales),
dado el tiempo computacional que esto implica, se realiza un análisis por grupos, diferenciando
aquellos que implementan la reducción rT T por un lado, y los que implementan la reducción
rOR por otro. En cada uno de los grupos, se consideran diferentes versiones, que incluyen la
reducción en vi, pr, y también SGF . Se mantiene la configuración original sobre el resto de los
parámetros.

Se realizó un análisis considerando los siguientes grupos:

Esquemas rT T : que considera B , rT T vi , rT T vi+ SGF , rT T pr y rT T pr + SGF .

Esquemas rOR: que involucra B , rORvi , rORvi+ SGF , rORpr y rORpr + SGF .

Los resultados obtenidos con la reducción original de Toth y Tramontani [55] sugieren que
aplicarla durante la etapa de pricing deteriora la performance del esquema, perjudicando los
porcentajes de mejora por instancia. Esto se justifica desde la teoŕıa dado que el esquema rT T
no tiene en cuenta la relación de precedencia entre clientes, y por lo tanto muchas veces podŕıa
suceder que los vecindarios reducidos N(z0,F , λ) sean muy pobres en mejoras para z0. Se re-
cuerda que en este esquema, la construcción de Fi considera individualmente cada nodo según
el costo de inserción en i ∈ I, para decidir (heuŕısticamente) si debe ser considerado al generar
secuencias s para potenciales asignaciones de s en i. En muchos casos, cuando el nodo de reco-
lección pk está en Fi, podŕıa suceder que la entrega asociada dk haya sido excluida de Fi, o que
ni siquiera esté en Fj con j un punto de inserción ubicado antes que i, dentro de la misma ruta.
Análogamente, podŕıa darse la situación en que pk está en Fi, pero dk no, e incluso no esté en
F ′j con j′ un punto de inserción ubicado después que i, dentro de la misma ruta.

Por otro lado, las versiones que implementan la reducción mostraron que son capaces de
utilizar menos tiempo, aplicando más iteraciones. Cuando la reducción es solo considerada en
las variables iniciales (i.e., en las versiones rT T vi), el tiempo promedio por instancia disminuye
en 1 % respecto de B, y la cantidad de iteraciones se mantiene similar. Cuando se aplica la
reducción en el pricing (i.e., en las versiones rT T pr), el tiempo promedio por instancia desciende
un 12 % respecto de B, y se consigue aplicar un 34 % más de iteraciones promedio por instancia.
Tratando de aprovechar esta situaćıón, buscando mejorar el desempeño del esquema rT T pr, se
experimentó con rT T pr+SGF y Lmax = 5. El objetivo era evaluar si el tiempo que se ahorraba
respecto de B teńıa sentido invertirlo generando secuencias de mayor longitud durante al fase de
pricing. Aún aśı, el esquema no mostró mejoras considerables. Esto está nuevamente justificado
con las ideas expuestas en el párrafo anterior.

El filtro en la generación de secuencias (i.e., la versión SGF), tampoco mostró un buen ren-
dimiento en los esquemas rT T , perjudicando muchas veces el promedio de mejora por instancia.
En este esquema, se entiende que el filtro no resulte útil ya que en muchos casos es posible que
la reducción excluya nodos de recolección de conjuntos Fi, con i ∈ I, dificultando la generación
de secuencias que contengan en forma exclusiva los nodos de entrega asociados. Una vez más,
se entiende que esto es consecuencia del criterio individual que se aplica sobre los nodos para
determinar la reducción, donde no se tiene en cuenta la relación de precedencia.
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En general, la versión rT T que mostró el mejor desempeño es rT T vi, consiguiendo el mejor
promedio de mejora por instancia, y obteniendo el mayor porcentaje de mejora global en 5/22
instancias, contra las 2/22 que consigue B.

Muy diferente es la situación en los esquemas rOR que utilizan la reducción adaptada que
aprovecha la relación de precedencia entre clientes. En estos, aplicar las versiones rORpr (i.e.,
durante la etapa de pricing), incrementa no solo el promedio de mejora por instancia, sino que
también la cantidad de instancias en las que se obtiene mejor resultado al comparar instancia
por instancia contra esquemas rORvi. De la misma manera, agregar el filtro de secuencias al
experimentar con la versión rORpr+SGF también mostró muy buenos resultados.

Al igual que en los esquemas anteriores, la reducción de vecindario mostró ser capaz de
reducir el tiempo promedio consumido en un 8 % respecto de B, aplicando un 22 % más de
iteraciones. Es razonable también que, si bien disminuye el tiempo utilizado, lo haga en menor
medida que las reducciones rT T , siendo que los conjuntos Fi construidos con el esquema rOR
son superconjuntos de aquellos obtenidos mediante rT T .

Finalmente, se hicieron pruebas variando algunos de los valores fijados en la etapa de ex-
perimentación anterior. La mejor versión fue rORpr + SGF , consiguiendo en la comparación
global entre esquemas rOR, la mayor cantidad de instancias con mayor mejora.

En la siguiente etapa se realiza una comparación global de las versiones: B, rT T vi y rORpr+
SGF , cuyos resultados son expuestos en las Tablas 6.1, 6.2 y 6.3.

6.1.3. Comparación global

En esta sección se realiza una comparación global de las versiones del Algoritmo 5.1 que
mostraron mejor desempeño en las etapas anteriores, considerando la versión básica B. Se eligió la
mejor versión que implementa la reducción original de Toth y Tramontani [55], y la versión en
la que se observó el mejor desempeño implementando la nueva reducción adaptada para el
V RPPD1− 1.

Las Tablas 6.1, 6.2 y 6.3 reportan los resultados obtenidos utilizando t = 5 y 30 minutos, y
λ = 2 en los esquemas que implementan reducciones de vecindario. A través de t = 5mins se
pretende evaluar el desempeño no solo en el porcentaje de mejora, sino también comparar cuán
rápido logran mejorar la calidad de la solución.

Las columnas de las tablas tienen el siguiente significado:

Instancia, indica el nombre de cada instancia, junto con la cantidad de clientes y veh́ıculos
disponibles, 2n y k respectivamente.

SI, correspondiente a la solución obtenida luego de aplicar la heuŕıstica inicial y los ope-
radores de búsqueda local.

B, corresondiente al desempeño de la versión básica el Algoritmo 5.1.

Mejor rT T correspondiente a la versión rT T vi que presentó mejor rendimiento durante
el análisis en la etapa de experimentación anterior.
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Mejor rOR correspondiente a la versión rORpr+ SGF , seleccionada de la misma forma
que rT T vi durante la etapa de experimentación anterior.

Para cada esquema se reporta el promedio de mejora respecto de la solución SI, indicando
el peor, mejor, y caso promedio de 5 corridas en las cuales se utilizaron diferentes semillas
iniciales para los esquemas de extracción de nodos. Se reporta también el promedio de tiempo
(en segundos) y cantidad de iteraciones en cada instancia. Al final se agrega el promedio por
instancia, junto con la varianza del promedio de mejora por instancia.

En aspectos generales, la Tabla 6.2 muestra que en casi todas las intancias los 3 esquemas
encuentran mejoras, en el caso promedio, respecto de la solución inicial. En las instancias con muy
pocos clientes, este comportamiento es esperado dado que la cantidad de combinaciones posibles
es relativamente chica, y es razonable pensar que los operadores de búsqueda local consiguen
explorar un gran número de soluciones, proporcionando quizás soluciones óptimas, o dejando
muy poco margen para que el esquema de re-ubicación logre obtener mejoras. De todas formas,
en ninguno de los casos se tiene garant́ıas de esta situación, y de hecho, la instancia D023-03 es
un contraejemplo para estos casos. También se puede observar que en las instancias chicas, y en
solo en algunas instancias de tamaño mediano, no se alcanza a consumir el tiempo máximo de
ejercución. Esto es porque el vecindario definido por la lista Θ de criterios de remoción de nodos
es consumida completamente sin que el esquema consiga una solución mejor que la actual.

Por otro lado, con respecto a los diferentes esquemas, también se observa en la Tabla 6.2 que
rOR concentra la mayor cantidad de instancias con el promedio de mejora más alto en todos lo
casos (i.e., peor, promedio y mejor). Si bien en el caso promedio supera en 7/22 instancias a las
6/22 de rT T y a las 4/22 de B, vale destacar que al observar el peor caso se puede ver que rOR
consigue mucho mejores resultados obteniendo 9/22 instancias, contra las 2/22 de rT T y las 3/22
de B. En principio, este resultado sugiere que el esquema rOR consigue muchas más instancias
con mejor resultado que los otros esquemas, pero aún es posiblen que en las instancias en que
pierde, lo haga por mucho, o que cuando gane, lo haga apenas superando el desempeño de otros
esquemas. En este sentido, si se observa el porcentaje de mejora promedio por instancia, rT T
levemente supera a los otros esquemas, quedando en segundo lugar rOR y en tercero B. Aún
aśı, la diferencia es pequeña, y en la comparación uno-a-uno entre las instancias, la diferencia la
hace el caso D121-11c, donde rT T supera por casi 7 % a los otros esquemas. Se debe tener en
cuenta entonces que el promedio de mejora por instancia puede ser mal interpretado en términos
del comportamiento del algoritmo. Si este consigue una mejora muy importante en una única
instancia, pero funciona con baja calidad en el resto, podŕıa suceder que tenga un promedio
elevado. Por otro lado, un esquema que gane en muchas instancias con poco margen, y que
pierda por mucho en alguna instancia, podŕıa tener un promedio de mejora por instancia muy
bajo. Para hacer más justa la comparación, se observa también la varianza de las diferentes
versiones del Algoritmo. Dado que el comportamiento del esquema podŕıa depender mucho de
la semilla utilizada para el criterio de remoción, se espera que en general el comportamiento del
algoritmo sea consistente. En particular, la versión rOR se destaca en este aspecto, con una
varianza levemente superior al 0,1 % mientras que rT T y B tienen una varianza de 1,88 % y
1,68 % respectivamente. Esto último se refleja en el hecho de que en el peor caso rOR obtiene,
en general, el mayor porcentaje de mejora en cada instancia.

En la Tabla 6.1, donde t = 5 minutos, el comportamiento es similar, con la salvedad de que
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el mejor promedio por instancia lo tiene el esquema rOR, con 5,91 % respecto del 5,62 % de rT T
y el 5,3 % de B. Sumado a esto, la mayor cantidad de instancias con promedio de mejora más
alto, también las consigue rOR, tanto en el peor caso y mejor caso, como en el caso promedio.
Y finalmente, la varianza sugiere que el esquema rOR es más estable y que no depende tanto
de la semilla inicial. Este resultado es muy favorable para la variante de reducción de vecindario
propuesta, y sugiere que incluso en un marco de tiempo más acotado, el desempeño de rOR es
mejor que las otras alternativas.

Por otra parte, también se hicieron comparaciones uno a uno entre los esquemas. En este
sentido, se debe tener claro que una comparación global sugiere el esquema, entre los consi-
derados, que concentra los mejores resultados. La comparación uno a uno nos permite sacar
conclusiones sólo respecto del comportamiento entre las versiones que se comparan, pudiendo
ser el caso que un esquema sea bueno en una comparación global, pero pierda frente a una
comparación uno a uno con alguno de los integrantes de la comparación global. Esta situación
se da con rT T y rOR. Se encontró que el esquema rT T pierde con B en cantidad de instancias
con mejor resultado promedio, ganando B con 9/22 respecto de las 7/22 de rT T aún cuando
este último lo supera levemente en el caso promedio de mejora. Por otro lado, rOR supera
tanto en cantidad de instancias con mejor desempeño y promedio a B, pero no muestra buenos
resultados al comparar uno a uno con rT T , aún cuando rOR ofrece los mejores resultados en
la comparación global.

Teniendo en cuenta el resultado del párrafo anterior, y el hecho de que lo ideal seŕıa conseguir
una versión que gane tanto en la comparación global como en todas las comparaciones uno-a-
uno, se realizó una nueva comparación global utilizando una nueva versión de rOR, que también
hab́ıa hab́ıa mostrado un buen desempeño en la etapa de experimentación anterior. En la Tabla
6.3 se muestan los resultados de esta nueva comparación, donde rOR2 es una variante de rOR
con Lmax = 5. Esta versión supera a las demás en la cantidad de instancias con mejor resultado,
e incluso obtiene un mayor promedio de mejora. Sin embargo, el resultado en las comparaciones
uno-a-uno se invirtió respecto de la versión anterior. En este caso rOR2 logra superar el promedio
de mejora de rT T , consiguiendo 8,31 % respecto de 8,06 % de rT T , e incluso le gana en cantidad
de instancias con mejor porcentaje de mejora. Sin embargo, al comparar rOR2 contra B, rOR
queda en desventaja con una situación similar a la de la comparación uno a uno entre B y rT T .
Se tiene entonces que la nueva versión rOR domina la comparación global, y si bien no queda
claro que sea mejor que B en el uno a uno ofrece mejores resultados que rT T . Aún a favor
de rOR2, la varianza sigue siendo mucho más chica que los B y rT T , con 0,22 % respecto del
1,87 % de B y 1,67 % de rT T .

Finalmente, es importante destacar que las versiones rOR consiguen el mejor desempeño en
las comparaciones globales, obteniendo la mayor cantidad de instancias con mayor porcentaje
promedio de mejora, con un promedio similar de mejora en general, y con una fuerte ventaja en
la varianza, sugiriendo que este esquema es el más consistente en la práctica.
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6.1. Esquema de experimentación
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6. Resultados computacionales
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7. Conclusiones y trabajo a futuro

En esta tesis se aborda una variante del Problema de Ruteo de Veh́ıculos (VRP) que conside-
ra Recolecciones y Entregas (VRPPD) mediante un esquema heuŕıstico de refinamiento basado
en Programación Lineal Entera. Se adaptaron las ideas de De Franceschi et al. [18] y Toth y
Tramontani [55] aplicadas con éxito en la variante del VRP que incluye restricciones de Distan-
cia y Capacidad (DCVRP), y se propusieron nuevas caracteŕısticas para incorporar al esquema
tratando de explotar la relación de precedencia entre los clientes de recolección y entrega.

En la primer parte del trabajo se introdujo el VRP junto con la variante VRPPD en su
versión más general. Dado que el objetivo de la tesis es analizar el comportamiento del esquema
original de De Franceschi et al. [18], junto con los desaf́ıos y dificultades que surjen en este
contexto, se decidió utilizar un caso particular del VRPPD clásico. Se relajó la restricción de
capacidad sobre los veh́ıculos, y se consideró el caso en que las precedencias entre clientes son uno-
a-uno. La motivación está en que luego de una primer etapa en donde se evalúe el comportamiento
general del esquema, se pase a una segunda etapa donde se incorporen las restricciones de
capacidad. Se dejó en claro que el alcance de esta tesis involucra sólo la primer etapa. En el
Caṕıtulo 1 se reflejaron estas ideas.

Durante el Caṕıtulo 2 se resumen las nociones obtenidas a través de un estudio preliminar
sobre Programación Lineal Entera en general y las técnicas standard de resolución de formu-
laciones PLEM. También se agregan nociones de Búsqueda Local. Luego, en el Caṕıtulo 3, se
formaliza el VRPPD1-1 y se presentan 2 formulaciones clásicas mediante PLEM, adaptadas de
la litetura.

En el Caṕıtulo 4 se introducen, analizan y discuten las ideas originales de De Franceschi et
al. [18] y Toth y Tramontani [55]. Se realiza también una revisión de la literatura mencionando
otras variantes del VRP donde el esquema fue adaptado con éxito [52, 46, 34].

En el Caṕıtulo 5 se propone un algoritmo de refinamiento heuŕıstico basado en PLE, teniendo
en cuenta las ideas del caṕıtulo anterior. Se describen en detalle, para cada una de las etapas
del algoritmo propuesto, las dificultades, alternativas consideradas y adaptaciones respecto del
esquema original. Se trata de explotar la relación de precedencia entre los clientes para generar
variables de manera inteligente, manejando de manera heuŕıstica la situación de filas dependiente
de las columnas a través de un costo reducido estimado.

Finalmente, en el Caṕıtulo 6 se constrasta el análisis teórico de las etapas anteriores con los
resultados emṕıricos obtenidos de experimentar con diferentes combinaciones de las caracteŕısti-
cas analizadas en el caṕıtulo anterior. Se introduce el esquema de experimentación utilizado y
se discuten los resultados. Estos muestran ser prometedores y sugieren que la adaptación del
esquema al contexto del VRPPD tiene potencial.

Sin embargo, quedan varias ĺıneas de trabajo a futuro:
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7. Conclusiones y trabajo a futuro

Heuŕıstica Inicial Si bien en el marco de esta tesis, es razonable la combinación de operadores
de búsqueda local utilizada para obtener soluciones iniciales, seŕıa muy interesante comparar el
desempeño del refinamiento basado en el modelo de re-ubicación frente a soluciones constrúıdas
mediante técnicas más complejas.

Restricciones de Capacidad Este es el siguiente paso dentro de la ĺınea de investigación que
proponen De Franceschi et al. [18] buscando analizar el comportamiento del modelo de re-
ubicación en el marco más general del VRPPD.

Lifting de las restricciones del precedencia Con el objetivo de mejorar la estimación de los
costos reducidos, seŕıa muy interesante considerar una versión reforzada de las restricciones de
precedencia propuestas dentro del modelo de re-ubicación para el VRPPD1-1.

Criterios dinámicos complejos de evolución para los parámetros Dada la gran cantidad de
parámetros, siguiendo la idea del umbral dinámico DRCmax propuesto y resultados experi-
mentales muy prometedores, se cree que esta idea podŕıa ser implementada en el resto de los
parámetros, tratando de utilizar la información de las variables consideradas de buena calidad.

74



A. Tablas
In

st
a
n

ci
a

S
o
l.

In
ic

ia
l

L
m

a
x
=

3
L

m
a
x
=

5
L

m
a
x
=

7
N

o
m

b
re

2
n

k
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I

D
0
2
2
-0

4
g

2
0

4
2
8
5
.6

0
3
7

0
.0

0
2
.4

9
2
6

0
.0

0
4
.6

9
2
6

0
.0

0
6
.9
4

2
6

D
0
2
3
-0

3
g

2
2

3
5
5
2
.5

0
3
9

1
.8
4

2
.8

2
2
9

1
.8
4

4
.7

0
2
9

1
.8
4

7
.0
5

2
9

D
0
3
0
-0

3
g

2
8

3
4
9
5
.0

4
7

0
.0

0
7
.6

5
3
4

0
.0

0
1
4
.9

8
3
4

0
.0

0
2
1
.7
6

3
4

D
0
3
3
-0

4
g

3
2

4
4
9
6
.1

4
4
7

0
.0

0
1
4
.1

4
3
8

0
.0

0
3
3
.4

6
3
8

0
.0

0
5
2
.3
9

3
8

D
0
5
1
-0

6
c

5
0

6
5
3
9
.4

4
4
9

0
.0

0
7
7
.1

2
5
6

0
.0

0
1
6
1
.9

9
5
6

0
.0

0
2
6
0
.9
3

5
6

D
0
7
6
-1

1
c

7
4

1
1

7
1
3
.8

3
9

9
.2
8

5
1
8
.4

6
1
0
5

8
.3

1
1
1
7
1
.0

8
1
0
2

7
.7

2
1
8
0
8
.8
1

7
4

D
1
0
1
-0

9
c

1
0
0

9
1
0
6
9
.5

5
0
5

5
.3

7
1
8
0
6
.0

2
1
3
9

1
2
.1
7

1
8
1
9
.1

2
6
5

6
.7

8
1
8
2
5
.8
8

3
6

D
1
0
1
-1

1
c

1
0
0

1
1

1
1
6
3
.0

6
6
2

4
2
.6
8

1
8
0
9
.9
8
2
3
1

4
2
.3

5
1
8
0
6
.3

7
1
7
2

4
1
.7

7
1
8
0
5
.5

7
9
8

D
1
2
1
-1

1
c

1
2
0

1
1

1
3
7
8
.0

1
2
7

9
.1

9
1
8
0
1
.5

6
1
1
6

2
1
.8
7

1
7
9
9
.6

9
8
8

5
.8

5
1
8
2
7
.7
1

4
9

D
1
5
1
-1

4
b

1
5
0

1
4

1
2
5
5
.8

7
6
3

1
.4
2

1
8
1
7
.3

2
4
7

0
.9

8
1
8
3
8
.8

8
1
9

0
.0

0
1
9
8
9
.4
8

9
D

1
5
1
-1

4
c

1
5
0

1
4

1
2
4
3
.0

7
8
3

1
.0

8
1
8
0
7
.6

2
4
8

1
.5
7

1
8
0
1
.6

1
2
1

0
.0

2
1
9
0
4
.7
8

1
1

D
2
0
0
-1

8
b

1
9
8

1
8

1
6
7
2
.0

8
7
7

1
.5
1

1
7
9
8
.3

7
2
9

1
.3

2
1
8
9
5
.2

3
1
1

0
.2

8
2
0
1
6
.0
8

6
D

2
0
0
-1

8
c

1
9
8

1
8

1
3
8
2
.1

7
5
5

0
.0

0
1
8
4
5
.1

4
1
5

0
.0

0
2
0
0
2
.6
3

9
0
.0

0
1
9
4
5
.9

1
6

D
2
0
1
-0

5
k

2
0
0

5
8
4
7
9
.8

6
1
8

1
.9

6
1
8
0
6
.2

0
4
8

4
.4
4

1
8
1
0
.6

3
3
1

3
.5

5
1
8
8
7
.7
6

1
8

D
2
4
1
-1

0
k

2
4
0

1
0

5
6
9
0
.8

8
4
5

0
.2
2

1
7
9
6
.4

3
2
1

0
.1

4
1
9
4
1
.0

4
1
3

0
.1

4
2
1
1
2
.6
5

1
1

1
0
0
v
rp

n
c1

2
4
8

4
9
4
8
.8

7
3
4

1
7
.5

5
1
8
0
3
.2

9
1
7
4

1
7
.6

1
1
8
2
7
.8

8
7
2

1
8
.4
8

1
8
3
2
.6
7

4
7

1
0
0
v
rp

n
c3

7
4

7
8
4
5
.9

4
7
6

1
2
.6
8

1
8
0
7
.1

0
1
9
0

1
1
.1

0
1
8
0
1
.7

1
7
8

1
1
.1

0
1
8
5
7
.1
9

4
3

1
2
0
v
rp

n
c1

1
9
8

9
1
5
2
7
.1

6
3
3

1
5
.8

2
1
8
0
9
.9

7
1
0
4

1
5
.8
8

1
8
3
5
.1

1
5
0

1
5
.8
8

1
8
4
5
.1
7

3
4

1
5
0
v
rp

n
c4

9
8

9
1
3
5
5
.0

1
3
6

1
0
.1
4

1
8
1
7
.0

9
5
3

4
.1

4
1
8
7
6
.7
3

2
4

3
.5

3
1
8
4
1
.6

4
1
2

1
9
9
v
rp

n
c5

1
1
8

1
1

1
6
4
4
.7

2
7
7

1
0
.5
2

1
8
2
8
.1

1
2
8

4
.8

9
1
8
4
8
.9

6
1
1

4
.5

7
1
9
4
0
.8
5

6
5
0
v
rp

n
c1

1
4
8

1
4

5
7
2
.1

2
3
7

0
.0

0
6
1
.6

4
5
4

0
.0

0
1
3
6
.6

6
5
4

8
.8
1

3
3
3
.4
1

8
0

7
5
v
rp

n
c2

1
9
8

1
9

6
8
2
.4

0
2
4

4
.8
6

5
1
3
.7

6
1
3
3

3
.9

2
1
0
4
6
.1

9
1
0
4

3
.9

2
1
8
1
2
.4
7

9
3

P
ro

m
ed

io
6
.6

4
1
2
0
6
.9

2
7
8

6
.9
3

1
2
9
4
.5

2
5
0

6
.1

0
1
4
0
6
.2
3

3
7

F
ig

u
ra

A
.1

.:
R

es
u

lt
ad

os
ob

te
n

id
os

co
n

el
A

lg
or

it
m

o
5.

1
u

ti
li

za
n

d
o

d
if

er
en

te
s

va
lo

re
s

d
e
L
m
a
x
.

75



A. Tablas

In
st
a
n
c
ia

S
o
l.

In
ic
ia
l

R
C

m
a
x

=
1

R
C

m
a
x

=
1
0

R
C

m
a
x

=
5
0

R
C

m
a
x

=
1
0
0

R
C

m
a
x

=
2
0
0

R
C

∗
+

D
R
C

m
a
x

D
R
C

m
a
x

N
o
m
b
re

2
n

k
%

M
e
jo
ra

A
v
.
E
T

A
V
I

%
M

e
jo
ra

A
v
.
E
T

A
V
I

%
M

e
jo
ra

A
v
.
E
T

A
V
I

%
M

e
jo
ra

A
v
.
E
T

A
V
I

%
M

e
jo
ra

A
v
.
E
T

A
V
I

%
M

e
jo
ra

A
v
.
E
T

A
V
I

%
M

e
jo
ra

A
v
.
E
T

A
V
I

D
0
2
2
-0

4
g

2
0

4
2
8
5
.6
0
3
7

0
.0
0

2
.4
5

2
6

0
.0
0

2
.4
9

2
6

0
.0
0

2
.6
4

2
6

0
.0
0

3
.0

9
2
6

0
.0
0

2
.8
6

2
6

0
.0
0

1
.4
5

2
6

0
.0
0

1
.3
3

2
6

D
0
2
3
-0

3
g

2
2

3
5
5
2
.5
0
3
9

1
.8

4
2
.8
1

2
9

1
.8

4
2
.8
2

2
9

1
.8

4
2
.8
5

2
9

1
.8

4
3
.2

4
2
9

1
.8

4
3
.2
2

2
9

1
.8

4
1
.3
4

2
9

1
.8

4
1
.3
2

2
9

D
0
3
0
-0

3
g

2
8

3
4
9
5
.0
4
7

0
.0
0

7
.5
9

3
4

0
.0
0

7
.6
5

3
4

0
.0
0

7
.9
1

3
4

0
.0
0

9
.0

4
3
4

0
.0
0

8
.5
2

3
4

0
.0
0

4
.4
5

3
4

0
.0
0

4
.3
7

3
4

D
0
3
3
-0

4
g

3
2

4
4
9
6
.1
4
4
7

0
.0
0

1
3
.7
6

3
8

0
.0
0

1
4
.1
4

3
8

0
.0
0

1
4
.3
7

3
8

0
.0
0

1
7
.0

7
3
8

0
.0
0

1
6
.0
3

3
8

0
.0
0

8
.5
1

3
8

0
.0
0

8
.4
5

3
8

D
0
5
1
-0

6
c

5
0

6
5
3
9
.4
4
4
9

0
.0
0

7
3
.4
8

5
6

0
.0
0

7
7
.1
2

5
6

0
.0
0

7
8
.4
4

5
6

0
.0
0

9
3
.7

0
5
6

0
.0
0

8
5
.7
2

5
6

0
.0
0

4
1
.7
5

5
6

0
.0
0

4
1
.0
4

5
6

D
0
7
6
-1

1
c

7
4

1
1

7
1
3
.8
3
9

9
.2

8
5
9
0
.3
5

1
2
7

9
.2

8
5
1
8
.4
6

1
0
5

9
.2

8
5
7
1
.8
7

1
0
5

9
.2

8
6
6
0
.3

3
1
0
5

9
.2

8
6
1
1
.3
8

1
0
5

9
.2

8
3
8
3
.9
9

1
2
3

9
.2

8
3
7
6
.0
9

1
2
3

D
1
0
1
-0

9
c

1
0
0

9
1
0
6
9
.5
5
0
5

1
4
.0
2

1
8
0
4
.4
1

1
8
6

5
.3
7

1
8
0
6
.0
2

1
3
9

1
4
.0
2

1
8
1
4
.5

6
1
4
8

1
4
.0
2

1
8
0
5
.2
6

1
3
6

1
4
.0
2

1
8
0
1
.7
5

1
4
2

1
5
.1

8
1
8
0
7
.0
2

2
6
6

1
5
.1

8
1
7
9
9
.8
5

2
6
8

D
1
0
1
-1

1
c

1
0
0

1
1

1
1
6
3
.0
6
6
2

3
3
.4
1

1
8
0
1
.0
7

2
1
4

4
2
.6

8
1
8
0
9
.9

8
2
3
1

3
2
.9
9

1
8
0
0
.6
4

2
0
9

4
1
.6
5

1
8
0
6
.9
8

2
1
8

4
1
.6
8

1
8
0
5
.0
1

2
2
9

3
3
.7
7

1
8
0
8
.8
6

3
1
6

3
3
.7
7

1
8
0
7
.8
3

3
1
8

D
1
2
1
-1

1
c

1
2
0

1
1

1
3
7
8
.0
1
2
7

9
.1
9

1
8
1
9
.2
7

1
2
0

9
.1
9

1
8
0
1
.5
6

1
1
6

2
7
.6

2
1
8
1
0
.0
1

1
4
6

2
7
.6

2
1
8
2
0
.0

5
1
3
4

2
7
.6

2
1
8
0
7
.6
6

1
3
8

2
6
.4
0

1
7
9
9
.6
7

2
2
6

2
6
.4
0

1
8
0
5
.4
4

2
2
9

D
1
5
1
-1

4
b

1
5
0

1
4

1
2
5
5
.8
7
6
3

2
.7

0
1
8
1
8
.1
5

6
2

1
.4
2

1
8
1
7
.3
2

4
7

1
.4
2

1
8
1
9
.6
3

4
2

1
.3
3

1
8
0
7
.3
5

3
6

1
.4
2

1
8
0
5
.6
1

3
9

2
.1
7

1
8
2
5
.5

6
8
0

2
.1
7

1
8
0
1
.8
8

7
9

D
1
5
1
-1

4
c

1
5
0

1
4

1
2
4
3
.0
7
8
3

0
.1
2

1
8
0
7
.9
7

4
7

1
.0
8

1
8
0
7
.6
2

4
8

1
.0
8

1
8
2
5
.2
4

4
4

1
.0
8

1
8
3
8
.7

1
3
9

1
.0
8

1
8
1
2
.6
0

4
1

1
.6

1
1
8
1
5
.8
4

7
4

1
.6

1
1
8
1
3
.5
4

7
4

D
2
0
0
-1

8
b

1
9
8

1
8

1
6
7
2
.0
8
7
7

2
.0
4

1
8
4
1
.9

8
3
3

1
.5
1

1
7
9
8
.3
7

2
9

2
.6
7

1
7
9
9
.5
9

2
5

2
.6
7

1
8
1
6
.3
7

2
4

2
.6
7

1
8
2
6
.9
6

2
5

1
1
.3

1
1
8
0
3
.8
3

5
4

1
1
.3

1
1
8
2
6
.5
9

5
5

D
2
0
0
-1

8
c

1
9
8

1
8

1
3
8
2
.1
7
5
5

0
.1

2
1
9
6
5
.0

8
1
6

0
.0
0

1
8
4
5
.1
4

1
5

0
.0
0

1
8
1
7
.8
1

1
4

0
.0
0

1
8
1
6
.8
4

1
3

0
.0
0

1
9
0
7
.8
5

1
4

0
.1

2
1
8
1
7
.5
5

2
9

0
.1

2
1
7
9
9
.4
4

2
9

D
2
0
1
-0

5
k

2
0
0

5
8
4
7
9
.8
6
1
8

3
.9
1

1
7
9
8
.6
1

5
6

1
.9
6

1
8
0
6
.2
0

4
8

6
.7

5
1
8
4
6
.4

9
5
6

1
.9
6

1
8
3
7
.2
8

4
5

1
.9
6

1
8
0
0
.9
1

4
3

1
.9
6

1
7
9
9
.2
5

7
0

1
.9
6

1
8
1
0
.2
0

7
2

D
2
4
1
-1

0
k

2
4
0

1
0

5
6
9
0
.8
8
4
5

0
.2

2
1
7
9
9
.3
7

2
1

0
.2

2
1
7
9
6
.4
3

2
1

0
.2

2
1
8
0
1
.4
4

2
0

0
.2

2
1
9
0
0
.1

3
2
0

0
.2

2
1
8
9
2
.0
3

2
0

0
.2

2
1
7
9
9
.6
7

3
0

0
.2

2
1
8
3
9
.5
7

3
0

1
0
0
v
rp

n
c
1
2

4
8

4
9
4
8
.8
7
3
4

1
7
.5

5
1
8
0
0
.9
3

1
7
6

1
7
.5

5
1
8
0
8
.6

4
1
7
4

1
7
.5

5
1
8
0
1
.4
9

1
7
0

1
7
.5

5
1
8
0
8
.1
6

1
6
7

1
7
.5

5
1
8
0
1
.9
5

1
6
5

1
7
.5

5
1
3
8
7
.3
6

2
0
5

1
7
.5

5
1
4
2
2
.8
4

2
0
5

1
0
0
v
rp

n
c
3

7
4

7
8
4
5
.9
4
7
6

0
.7
7

1
3
8
2
.9
3

1
2
0

1
2
.6

8
1
8
0
3
.7
6

1
8
9

1
2
.6

8
1
8
0
4
.7
1

1
6
2

1
2
.6

8
1
8
0
7
.2
8

1
6
2

1
2
.6

8
1
8
0
7
.8

5
1
6
1

1
2
.2
6

1
8
0
1
.6
9

2
8
5

4
.1
3

1
3
8
4
.9
6

2
0
6

1
2
0
v
rp

n
c
1
1

9
8

9
1
5
2
7
.1
6
3
3

1
5
.8
2

1
8
0
9
.9
1

1
0
1

1
5
.8
2

1
8
1
4
.6
1

1
0
4

3
5
.9

8
1
8
3
4
.9

5
1
3
0

1
5
.8
2

1
8
0
5
.9
9

9
6

1
5
.8
2

1
8
1
4
.8
8

9
5

2
7
.4
2

1
8
0
7
.8
6

1
8
1

2
6
.0
1

1
8
1
6
.0
5

1
6
6

1
5
0
v
rp

n
c
4

9
8

9
1
3
5
5
.0
1
3
6

4
.7
8

1
8
2
2
.5
4

5
6

1
0
.1
4

1
8
1
9
.9
2

5
3

1
0
.0
9

1
8
0
2
.6
1

5
2

1
0
.0
9

1
8
1
4
.8
5

5
2

1
0
.0
9

1
8
2
3
.4

0
5
2

1
1
.0

3
1
8
0
3
.7
6

9
7

1
1
.0

3
1
8
1
7
.8
2

9
7

1
9
9
v
rp

n
c
5

1
1
8

1
1

1
6
4
4
.7
2
7
7

9
.8
6

1
8
1
6
.9
5

3
2

1
0
.5

2
1
8
2
9
.5
4

2
8

8
.6
0

1
8
1
6
.1
8

2
4

8
.3
0

1
8
5
0
.1
7

2
6

8
.3
0

1
8
5
5
.9

3
2
6

6
.9
2

1
8
1
7
.0
8

4
0

4
.8
2

1
8
1
7
.4
2

2
4

5
0
v
rp

n
c
1

1
4
8

1
4

5
7
2
.1
2
3
7

0
.0
0

6
1
.2
5

5
4

0
.0
0

6
1
.9
5

5
4

0
.0
0

6
7
.5
3

5
4

0
.0
0

7
1
.8
0

5
4

0
.0
0

7
2
.7

2
5
4

0
.0
0

3
5
.0
8

5
4

0
.0
0

3
6
.2
2

5
4

7
5
v
rp

n
c
2

1
9
8

1
9

6
8
2
.4
0
2
4

7
.9

3
5
1
5
.8
4

1
3
7

4
.8
6

5
1
6
.3
1

1
3
3

4
.8
6

5
9
8
.5
5

1
3
3

4
.8
6

6
1
4
.4
8

1
3
3

4
.8
6

6
1
7
.0

2
1
3
3

7
.4
9

3
2
5
.3
3

1
5
1

7
.4
9

3
4
2
.4
0

1
4
7

P
ro

m
e
d
io

6
.0
7

1
1
9
8
.0
3

7
9

6
.6
4

1
2
0
7
.5
5

7
8

8
.5

3
1
2
1
5
.4
3

7
8

7
.7
7

1
2
2
7
.6

4
7
5

7
.7
8

1
2
2
6
.4
5

7
6

8
.4
8

1
1
6
8
.0
4

1
1
2

7
.9
5

1
1
5
3
.3
9

1
0
7

F
ig

u
ra

A
.2

.:
R

es
u

lt
ad

os
ob

te
n

id
os

co
n

el
A

lg
or

it
m

o
5.

1
u

ti
li

za
n

d
o

d
if

er
en

te
s

va
lo

re
s

d
e
R
C
m
a
x
.

76



In
st

a
n

ci
a

S
o
l.

In
ic

ia
l

N
m

in
=

1
N

m
in

=
5

N
m

in
=

1
0

N
o
m

b
re

2
n

k
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I

D
0
2
2
-0

4
g

2
0

4
2
8
5
.6

0
3
7

0
.0

0
0
.7

7
2
6

0
.0

0
1
.3
3

2
6

0
.0

0
1
.3
3

2
6

D
0
2
3
-0

3
g

2
2

3
5
5
2
.5

0
3
9

1
.8
4

0
.6

2
2
9

1
.8
4

1
.3
2

2
9

1
.8
4

1
.3
2

2
9

D
0
3
0
-0

3
g

2
8

3
4
9
5
.0

4
7

0
.0

0
2
.2

8
3
4

0
.0

0
4
.3
7

3
4

0
.0

0
4
.3
7

3
4

D
0
3
3
-0

4
g

3
2

4
4
9
6
.1

4
4
7

0
.0

0
4
.3

1
3
8

0
.0

0
8
.4
5

3
8

0
.0

0
8
.4
5

3
8

D
0
5
1
-0

6
c

5
0

6
5
3
9
.4

4
4
9

0
.0

0
1
9
.3

4
5
6

0
.0

0
4
1
.0
4

5
6

0
.0

0
4
1
.0
4

5
6

D
0
7
6
-1

1
c

7
4

1
1

7
1
3
.8

3
9

8
.4

2
1
3
0
.0

4
1
0
9

9
.2
8

3
7
6
.0
9

1
2
3

9
.2
8

3
7
6
.0
9

1
2
3

D
1
0
1
-0

9
c

1
0
0

9
1
0
6
9
.5

5
0
5

1
4
.9

5
8
7
3
.6

0
3
2
9

1
5
.1
8

1
7
9
9
.8
5

2
6
8

1
5
.1
8

1
7
9
9
.8
5

2
6
8

D
1
0
1
-1

1
c

1
0
0

1
1

1
1
6
3
.0

6
6
2

4
7
.1
5

4
0
8
.0

8
2
7
1

3
3
.7

7
1
8
0
7
.8
3
3
1
8

3
3
.7

7
1
8
0
7
.8
3
3
1
8

D
1
2
1
-1

1
c

1
2
0

1
1

1
3
7
8
.0

1
2
7

2
8
.1
0

1
3
1
3
.0

7
3
8
8

2
6
.4

0
1
8
0
5
.4
4

2
2
9

2
6
.4

0
1
8
0
5
.4
4

2
2
9

D
1
5
1
-1

4
b

1
5
0

1
4

1
2
5
5
.8

7
6
3

2
.5
3

1
8
0
8
.3
1
1
9
0

2
.1

7
1
8
0
1
.8

8
7
9

2
.1

7
1
8
0
1
.8

8
7
9

D
1
5
1
-1

4
c

1
5
0

1
4

1
2
4
3
.0

7
8
3

1
.9
7

1
8
0
5
.9

7
1
8
3

1
.6

1
1
8
1
3
.5
4

7
4

1
.6

1
1
8
1
3
.5
4

7
4

D
2
0
0
-1

8
b

1
9
8

1
8

1
6
7
2
.0

8
7
7

3
.5

4
1
8
0
7
.1

0
7
6

1
1
.3
1

1
8
2
6
.5
9

5
5

1
1
.3
1

1
8
2
6
.5
9

5
5

D
2
0
0
-1

8
c

1
9
8

1
8

1
3
8
2
.1

7
5
5

0
.3
8

1
8
0
9
.2
0

8
2

0
.1

2
1
7
9
9
.4

4
2
9

0
.1

2
1
7
9
9
.4

4
2
9

D
2
0
1
-0

5
k

2
0
0

5
8
4
7
9
.8

6
1
8

4
.8
1

1
8
0
2
.9

7
1
4
4

1
.9

6
1
8
1
0
.2
0

7
2

1
.9

6
1
8
1
0
.2
0

7
2

D
2
4
1
-1

0
k

2
4
0

1
0

5
6
9
0
.8

8
4
5

2
.1
6

1
7
9
7
.6

9
6
8

0
.2

2
1
8
3
9
.5
7

3
0

0
.2

2
1
8
3
9
.5
7

3
0

1
0
0
v
rp

n
c1

2
4
8

4
9
4
8
.8

7
3
4

1
7
.8
4

6
2
3
.4

8
2
5
8

1
7
.5

5
1
4
2
2
.8

4
2
0
5

1
7
.6

3
1
8
1
1
.9
0

1
7
7

1
0
0
v
rp

n
c3

7
4

7
8
4
5
.9

4
7
6

1
2
.9
3

1
0
1
6
.8

3
3
8
9

4
.1

3
1
3
8
4
.9
6

2
0
6

0
.7

7
1
3
5
7
.8

6
1
1
4

1
2
0
v
rp

n
c1

1
9
8

9
1
5
2
7
.1

6
3
3

2
5
.9

0
1
2
8
2
.4

2
2
5
2

2
6
.0
1

1
8
1
6
.0
5

1
6
6

2
5
.9

9
1
8
0
3
.3

6
1
0
2

1
5
0
v
rp

n
c4

9
8

9
1
3
5
5
.0

1
3
6

1
0
.8

8
1
8
0
0
.0

1
2
3
0

1
1
.0
3

1
8
1
7
.8
2

9
7

4
.7

4
1
8
1
0
.3

8
5
0

1
9
9
v
rp

n
c5

1
1
8

1
1

1
6
4
4
.7

2
7
7

1
1
.0
5

1
8
1
1
.9

1
9
2

4
.8

2
1
8
1
7
.4

2
2
4

5
.8

5
1
8
2
7
.0
0

3
0

5
0
v
rp

n
c1

1
4
8

1
4

5
7
2
.1

2
3
7

0
.0

0
1
6
.8

7
5
4

0
.0

0
3
6
.2

2
5
4

0
.0

0
5
7
.2
5

5
4

7
5
v
rp

n
c2

1
9
8

1
9

6
8
2
.4

0
2
4

4
.8

6
1
1
2
.9

1
1
1
3

7
.4
9

3
4
2
.4

0
1
4
7

3
.4

3
3
9
2
.4
1

1
0
0

P
ro

m
ed

io
9
.0
6

9
2
0
.3

5
1
5
5

7
.9

5
1
1
5
3
.3

9
1
0
7

7
.3

8
1
1
7
2
.6
0

9
5

F
ig

u
ra

A
.3

.:
R

es
u

lt
ad

os
ob

te
n

id
os

co
n

el
A

lg
or

it
m

o
5.

1
u

ti
li

za
n

d
o

d
if

er
en

te
s

va
lo

re
s

d
e
N
m
in

.

77



A. Tablas

In
st

a
n

ci
a

S
o
l.

In
ic

ia
l

N
m

in
(+

5
)

N
m

in
(+

1
0
)

N
m

in
(+

1
5
)

N
o
m

b
re

2
n

k
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I

D
0
2
2
-0

4
g

2
0

4
2
8
5
.6

0
3
7

0
.0

0
1
.3

3
2
6

0
.0

0
1
.3

3
2
6

0
.0

0
1
.3
4

2
6

D
0
2
3
-0

3
g

2
2

3
5
5
2
.5

0
3
9

1
.8
4

1
.3

2
2
9

1
.8
4

1
.3
3

2
9

1
.8
4

1
.3
3

2
9

D
0
3
0
-0

3
g

2
8

3
4
9
5
.0

4
7

0
.0

0
4
.3

7
3
4

0
.0

0
4
.7

6
3
4

0
.0

0
4
.8
4

3
4

D
0
3
3
-0

4
g

3
2

4
4
9
6
.1

4
4
7

0
.0

0
8
.4

5
3
8

0
.0

0
8
.9

9
3
8

0
.0

0
9
.2
8

3
8

D
0
5
1
-0

6
c

5
0

6
5
3
9
.4

4
4
9

0
.0

0
4
1
.0

4
5
6

0
.0

0
4
2
.8

9
5
6

0
.0

0
4
4
.0
2

5
6

D
0
7
6
-1

1
c

7
4

1
1

7
1
3
.8

3
9

9
.2
8

3
7
6
.0
9

1
2
3

9
.2
8

3
2
0
.7

8
1
0
9

9
.2
8

3
4
0
.9

6
1
1
0

D
1
0
1
-0

9
c

1
0
0

9
1
0
6
9
.5

5
0
5

1
5
.1

8
1
7
9
9
.8

5
2
6
8

1
3
.3

3
1
8
0
0
.2

7
2
6
0

1
9
.8
4

1
8
0
3
.8
8

2
6
1

D
1
0
1
-1

1
c

1
0
0

1
1

1
1
6
3
.0

6
6
2

3
3
.7
7

1
8
0
7
.8
3
3
1
8

2
0
.5

5
1
3
6
5
.9

4
2
0
2

2
0
.5

5
1
4
1
4
.2

7
2
0
2

D
1
2
1
-1

1
c

1
2
0

1
1

1
3
7
8
.0

1
2
7

2
6
.4
0

1
8
0
5
.4

4
2
2
9

2
6
.1

5
1
8
1
5
.7
4

2
1
5

1
5
.9

4
1
8
0
8
.9

5
1
8
7

D
1
5
1
-1

4
b

1
5
0

1
4

1
2
5
5
.8

7
6
3

2
.1
7

1
8
0
1
.8

8
7
9

2
.1
7

1
8
2
2
.9
8

7
6

2
.1
7

1
8
0
1
.5

9
7
2

D
1
5
1
-1

4
c

1
5
0

1
4

1
2
4
3
.0

7
8
3

1
.6
1

1
8
1
3
.5

4
7
4

1
.6
1

1
8
2
0
.2

7
7
0

1
.6
1

1
8
2
7
.9
3

7
0

D
2
0
0
-1

8
b

1
9
8

1
8

1
6
7
2
.0

8
7
7

1
1
.3
1

1
8
2
6
.5
9

5
5

9
.9

2
1
8
2
1
.0

8
5
0

9
.8

7
1
7
9
9
.3

6
5
0

D
2
0
0
-1

8
c

1
9
8

1
8

1
3
8
2
.1

7
5
5

0
.1
2

1
7
9
9
.4

4
2
9

0
.1
2

1
8
7
4
.6
9

2
8

0
.1
2

1
7
9
3
.2

4
2
7

D
2
0
1
-0

5
k

2
0
0

5
8
4
7
9
.8

6
1
8

1
.9

6
1
8
1
0
.2

0
7
2

7
.4
9

1
8
5
7
.3
0

8
5

3
.8

8
1
8
1
7
.8

3
7
3

D
2
4
1
-1

0
k

2
4
0

1
0

5
6
9
0
.8

8
4
5

0
.2
2

1
8
3
9
.5

7
3
0

0
.2
2

1
8
9
1
.7
1

3
0

0
.2
2

1
8
7
5
.3

1
2
9

1
0
0
v
rp

n
c1

2
4
8

4
9
4
8
.8

7
3
4

1
7
.5

5
1
4
2
2
.8

4
2
0
5

1
7
.5
8

1
8
0
1
.3

2
2
4
5

1
7
.5
8

1
8
0
8
.2
9

2
2
7

1
0
0
v
rp

n
c3

7
4

7
8
4
5
.9

4
7
6

4
.1

3
1
3
8
4
.9
6
2
0
6

1
0
.0

9
9
9
2
.9

0
1
5
7

1
1
.4
7

1
3
4
4
.3

7
2
0
3

1
2
0
v
rp

n
c1

1
9
8

9
1
5
2
7
.1

6
3
3

2
6
.0

1
1
8
1
6
.0
5

1
6
6

2
6
.0

1
1
8
1
3
.6

1
1
5
8

3
5
.6
4

1
8
1
4
.6

7
2
1
4

1
5
0
v
rp

n
c4

9
8

9
1
3
5
5
.0

1
3
6

1
1
.0
3

1
8
1
7
.8
2

9
7

1
0
.6

2
1
8
0
9
.1

3
7
8

1
0
.5

5
1
8
0
5
.9

3
7
4

1
9
9
v
rp

n
c5

1
1
8

1
1

1
6
4
4
.7

2
7
7

4
.8

2
1
8
1
7
.4

2
2
4

4
.9

1
1
8
5
9
.6
1

3
3

6
.7
7

1
8
0
7
.2

8
3
6

5
0
v
rp

n
c1

1
4
8

1
4

5
7
2
.1

2
3
7

0
.0

0
3
6
.2

2
5
4

0
.0

0
3
7
.2

2
5
4

0
.0

0
3
8
.2
9

5
4

7
5
v
rp

n
c2

1
9
8

1
9

6
8
2
.4

0
2
4

7
.4
9

3
4
2
.4

0
1
4
7

7
.4
9

3
5
2
.9

5
1
4
7

5
.2

7
5
1
8
.3
8

1
9
1

P
ro

m
ed

io
8
.3
3

1
6
9
1
.6

4
1
5
7

8
.0

7
1
6
7
4
.4

5
1
4
5

8
.2

2
1
6
9
8
.7
6

1
5
1

F
ig

u
ra

A
.4

.:
R

es
u

lt
ad

os
ob

te
n

id
os

co
n

el
A

lg
or

it
m

o
5.

1
u

ti
li

za
n

d
o

d
if

er
en

te
s

va
lo

re
s

d
e
N
m
a
x
.

78



In
st

a
n

ci
a

S
o
l.

In
ic

ia
l

B
α
1

α
2

α
3

α
4

N
o
m

b
re

2
n

k
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I

D
0
2
2
-0

4
g

2
0

4
2
8
5
.6

0
3
7

0
.0

0
0
.7

5
2
6

0
.0

0
0
.7

3
2
6

0
.0

0
0
.6

5
2
6

0
.0

0
0
.6

3
2
6

0
.0

0
1
.2
1

2
6

D
0
2
3
-0

3
g

2
2

3
5
5
2
.5

0
3
9

1
.4
7

0
.7

8
2
9

1
.4
7

0
.7

6
2
9

1
.4
7

0
.7

1
2
9

1
.4
7

0
.7

1
2
9

1
.4
7

1
.2
1

2
9

D
0
3
0
-0

3
g

2
8

3
4
9
5
.0

4
7

0
.1
6

2
.4

5
3
5

0
.1
6

2
.4

7
3
5

0
.1
6

2
.2

4
3
6

0
.1
6

2
.1

9
3
6

0
.1
6

3
.7
1

3
5

D
0
3
3
-0

4
g

3
2

4
4
9
6
.1

4
4
7

0
.0

0
4
.4

5
3
8

0
.0

0
4
.3

7
3
8

0
.0

0
3
.8

1
3
8

0
.0

0
3
.8

1
3
8

0
.0

0
7
.5
1

3
8

D
0
5
1
-0

6
c

5
0

6
5
3
9
.4

4
4
9

0
.0

0
2
2
.1

2
5
6

0
.0

0
2
2
.1

9
5
6

0
.0

0
1
9
.8

6
5
6

0
.0

0
1
9
.3

1
5
6

0
.0

0
3
8
.7
1

5
6

D
0
7
6
-1

1
c

7
4

1
1

7
1
3
.8

3
9

9
.5

2
1
7
1
.9

7
1
3
2

8
.9

6
1
7
5
.0

0
1
3
2

1
0
.0
3

1
6
8
.3

9
1
7
3

1
0
.0
3

1
6
6
.6

1
1
7
3

9
.1

1
3
0
8
.7
2

1
7
0

D
1
0
1
-0

9
c

1
0
0

9
1
0
6
9
.5

5
0
5

9
.7

2
8
6
5
.7

8
2
7
6

1
2
.8
8

9
6
3
.8

3
3
2
1

9
.8

6
4
8
3
.0

8
2
8
9

1
1
.1

0
5
2
4
.0

1
3
1
6

9
.7

5
1
0
1
9
.6
2
3
4
2

D
1
0
1
-1

1
c

1
0
0

1
1

1
1
6
3
.0

6
6
2

3
1
.7

3
7
5
4
.3

9
3
0
0

3
1
.2

9
1
0
0
1
.3

7
2
9
8

2
7
.7

8
6
3
8
.0

4
3
5
5

2
7
.8

7
7
2
5
.6

8
3
6
6

3
4
.0
8

1
3
9
2
.7
1
3
9
3

D
1
2
1
-1

1
c

1
2
0

1
1

1
3
7
8
.0

1
2
7

2
4
.5

2
1
7
9
9
.4
8

3
8
7

3
1
.1
1

1
6
6
0
.7

7
3
8
0

2
0
.3

1
9
9
3
.4

7
4
0
5

1
8
.1

4
1
1
0
3
.0

8
4
1
7

2
0
.1

3
1
4
9
3
.7

5
3
5
2

D
1
5
1
-1

4
b

1
5
0

1
4

1
2
5
5
.8

7
6
3

8
.5

7
1
8
0
3
.4

1
1
5
3

7
.1

4
1
8
0
5
.6
7

1
4
8

8
.9
4

1
8
0
1
.3

7
3
2
9

8
.8

9
1
8
0
3
.8

5
3
3
6

7
.3

9
1
8
0
2
.3

6
2
5
4

D
1
5
1
-1

4
c

1
5
0

1
4

1
2
4
3
.0

7
8
3

3
.3
8

1
8
0
2
.7

9
1
5
3

1
.9

6
1
8
0
8
.5
4

1
4
7

1
.7

4
1
7
8
4
.8

8
2
9
9

1
.7

4
1
7
7
7
.0

7
3
0
4

1
.7

7
1
8
0
3
.3

5
2
2
6

D
2
0
0
-1

8
b

1
9
8

1
8

1
6
7
2
.0

8
7
7

5
.5

9
1
8
1
4
.9

0
5
4

4
.8

5
1
8
1
0
.6

5
5
2

6
.1
1

1
8
1
4
.2

1
9
6

6
.0

7
1
8
0
7
.6

6
9
8

5
.4

6
1
8
1
5
.6
2

8
1

D
2
0
0
-1

8
c

1
9
8

1
8

1
3
8
2
.1

7
5
5

0
.2

0
1
8
0
3
.8

1
6
1

0
.2

0
1
8
1
2
.2
6

5
6

1
.0
1

1
8
0
4
.5

2
1
1
4

1
.0

0
1
8
0
1
.3

2
1
1
6

0
.5

0
1
8
0
1
.0

4
8
8

D
2
0
1
-0

5
k

2
0
0

5
8
4
7
9
.8

6
1
8

4
.2

0
1
8
0
7
.7

9
1
0
7

4
.3

1
1
8
0
8
.3

7
9
0

5
.6
6

1
8
0
6
.5

9
9
5

4
.3

5
1
8
0
2
.1

0
1
0
6

4
.3

5
1
8
0
8
.8
2

6
5

D
2
4
1
-1

0
k

2
4
0

1
0

5
6
9
0
.8

8
4
5

0
.9

0
1
8
0
9
.8

8
4
7

1
.7
7

1
8
1
4
.8

4
3
8

1
.1

5
1
8
2
6
.4

7
4
3

1
.1

5
1
8
2
4
.5

5
4
3

1
.4

1
1
8
3
2
.8
7

2
5

1
0
0
v
rp

n
c1

2
4
8

4
9
4
8
.8

7
3
4

2
0
.0
2

5
8
7
.8

8
2
3
2

1
7
.8

9
5
7
9
.2

1
2
6
5

1
7
.9

6
5
8
7
.9

2
3
0
1

1
4
.8

3
5
6
2
.3

2
2
6
7

1
5
.3

3
1
0
6
1
.2
3

2
6
6

1
0
0
v
rp

n
c3

7
4

7
8
4
5
.9

4
7
6

6
.5

1
7
5
1
.9
6

1
9
9

6
.6
1

7
4
4
.1

0
1
9
7

5
.9

7
3
7
5
.3

4
2
5
7

5
.9

7
4
1
4
.8

7
2
7
6

6
.1

0
6
5
4
.3

6
2
6
1

1
2
0
v
rp

n
c1

1
9
8

9
1
5
2
7
.1

6
3
3

2
0
.3

9
1
4
3
6
.9

4
2
2
8

2
0
.0

9
1
0
1
0
.4

8
1
9
6

1
9
.8

8
5
8
6
.9

3
2
1
5

2
2
.1

5
9
1
4
.2

8
3
2
7

2
9
.4
3

1
5
2
5
.9
9
3
2
9

1
5
0
v
rp

n
c4

9
8

9
1
3
5
5
.0

1
3
6

8
.9

9
1
8
0
1
.1

3
1
4
7

8
.3

7
1
8
0
0
.8

9
1
4
9

1
2
.4
0

1
8
0
3
.6
0

3
1
8

1
1
.4

8
1
7
4
6
.2

7
3
3
6

9
.9

7
1
8
0
1
.2

0
2
7
4

1
9
9
v
rp

n
c5

1
1
8

1
1

1
6
4
4
.7

2
7
7

9
.6

7
1
8
1
5
.5
8

4
8

9
.4

6
1
8
1
3
.5

2
5
0

8
.9

5
1
8
1
0
.6

4
9
1

9
.8
0

1
8
0
7
.4

8
9
2

9
.7

7
1
8
1
4
.4

0
8
1

5
0
v
rp

n
c1

1
4
8

1
4

5
7
2
.1

2
3
7

2
.6

4
3
5
.7

9
1
0
1

3
.2

1
4
2
.0

0
1
1
4

2
.6

4
3
1
.8

1
1
0
8

2
.6

4
2
2
.8

0
9
0

3
.9
5

4
9
.1
0

9
7

7
5
v
rp

n
c2

1
9
8

1
9

6
8
2
.4

0
2
4

5
.0

4
1
5
1
.4

9
1
5
3

5
.4
8

1
4
7
.6

1
1
4
7

3
.8

8
1
2
5
.0

4
1
5
1

3
.8

8
1
1
5
.3

6
1
4
6

4
.3

7
2
5
1
.0
2

1
6
2

P
ro

m
ed

io
7
.8

7
9
5
6
.6

2
1
3
4

8
.0
6

9
4
6
.8

0
1
3
5

7
.5

4
8
3
9
.5

3
1
7
4

7
.4

0
8
6
1
.1

8
1
8
2

7
.9

3
1
0
1
3
.1
1

1
6
6

F
ig

u
ra

A
.5

.:
C

o
m

p
a
ra

ci
ón

gl
ob

al
co

n
t

=
30

m
in

s.
d

e
la

s
ve

rs
io

n
es

rT
T

d
o
n

d
e:

α
1
=
{r
T
T
v
i,
L
m
a
x

=
3,
N
m
in

=
1,
D
R
C
m
a
x
}

α
2
=
{r
T
T
v
i,
SG
F

,L
m
a
x

=
3,
N
m
in

=
1,
D
R
C
m
a
x
}

α
3
=
{r
T
T
p
r,
SG
F

,L
m
a
x

=
3,
N
m
in

=
1,
D
R
C
m
a
x
}

α
4
=
{r
T
T
p
r,
L
m
a
x

=
5,
N
m
in

=
1,
D
R
C
m
a
x
}

79



A. Tablas

In
st

a
n

ci
a

S
o
l.

In
ic

ia
l

B
β
1

β
2

β
3

β
4

β
5

N
o
m

b
re

2
n

k
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I
%

M
ej

o
ra

A
v
.

E
T

A
V

I

D
0
2
2
-0

4
g

2
0

4
2
8
5
.6

0
3
7

0
.0

0
0
.7

5
2
6

0
.0

0
0
.6

9
2
6

0
.0

0
1
.1

0
2
6

0
.0

0
1
.5
3

2
6

0
.0

0
0
.6

9
2
6

0
.0

0
0
.7

5
2
6

D
0
2
3
-0

3
g

2
2

3
5
5
2
.5

0
3
9

1
.4
7

0
.7

8
2
9

1
.4
7

0
.7

3
2
9

1
.4
7

1
.2

4
2
9

1
.4
7

1
.5
6

2
9

1
.4
7

0
.7

4
2
9

1
.4
7

0
.7

7
2
9

D
0
3
0
-0

3
g

2
8

3
4
9
5
.0

4
7

0
.1
6

2
.4

5
3
5

0
.1
6

2
.3

1
3
5

0
.1
6

4
.0

0
3
5

0
.1
6

4
.8
7

3
5

0
.1
6

2
.3

3
3
6

0
.1
6

2
.4

6
3
5

D
0
3
3
-0

4
g

3
2

4
4
9
6
.1

4
4
7

0
.0

0
4
.4

5
3
8

0
.0

0
3
.9

6
3
5

0
.0

0
8
.0

8
3
8

0
.0

0
8
.5
3

3
8

0
.0

0
4
.0

0
3
8

0
.0

0
4
.4

4
3
8

D
0
5
1
-0

6
c

5
0

6
5
3
9
.4

4
4
9

0
.0

0
2
2
.1

2
5
6

0
.0

0
1
9
.6

1
5
0

0
.0

0
3
8
.1

8
5
6

0
.0

0
4
3
.6
2

5
6

0
.0

0
2
0
.5

9
5
6

0
.0

0
2
2
.4

4
5
6

D
0
7
6
-1

1
c

7
4

1
1

7
1
3
.8

3
9

9
.5

2
1
7
1
.9

7
1
3
2

1
0
.0
3

1
6
9
.7

8
1
3
6

8
.4

7
2
4
7
.3

8
1
4
1

8
.9

3
3
7
8
.7
2

1
5
3

1
0
.0
3

1
7
3
.4

6
1
7
3

8
.9

6
1
7
5
.8

6
1
3
2

D
1
0
1
-0

9
c

1
0
0

9
1
0
6
9
.5

5
0
5

9
.7

2
8
6
5
.7

8
2
7
6

8
.7

8
5
6
8
.8

9
2
5
5

8
.4

6
8
2
6
.6

3
2
6
9

1
5
.2
1

1
5
4
5
.8
0
3
2
4

7
.5

8
5
2
0
.5

1
2
9
4

1
3
.1

4
1
0
4
8
.6

1
2
9
9

D
1
0
1
-1

1
c

1
0
0

1
1

1
1
6
3
.0

6
6
2

3
1
.7

3
7
5
4
.3

9
3
0
0

3
8
.4
2

8
4
7
.4

5
3
6
2

3
5
.3

3
1
3
0
9
.0

6
3
4
1

3
5
.6

5
1
5
7
5
.0
2

3
3
3

3
5
.5

3
9
9
9
.0

7
4
8
6

3
1
.1

3
7
9
9
.6

2
2
8
8

D
1
2
1
-1

1
c

1
2
0

1
1

1
3
7
8
.0

1
2
7

2
4
.5

2
1
7
9
9
.4

8
3
8
7

2
4
.5

3
1
2
0
2
.4

8
3
6
8

3
3
.5
3

1
6
0
4
.5

6
5
0
8

1
7
.7

3
1
8
0
5
.3
7

2
8
5

2
1
.1

0
1
3
8
8
.7

1
4
9
9

2
2
.8

5
1
8
0
3
.3

3
3
8
2

D
1
5
1
-1

4
b

1
5
0

1
4

1
2
5
5
.8

7
6
3

8
.5

7
1
8
0
3
.4

1
1
5
3

9
.3
0

1
8
0
1
.5

7
2
7
1

7
.9

4
1
8
0
0
.4

6
2
5
8

5
.1

5
1
8
0
3
.8

5
1
2
7

9
.0

7
1
8
0
4
.0
2
3
2
4

8
.6

7
1
8
0
2
.4

8
1
4
6

D
1
5
1
-1

4
c

1
5
0

1
4

1
2
4
3
.0

7
8
3

3
.3
8

1
8
0
2
.7

9
1
5
3

1
.7

4
1
7
8
1
.8

7
2
4
3

1
.7

7
1
8
0
9
.9

4
2
2
8

3
.2

4
1
8
1
0
.2
0

1
3
8

1
.7

3
1
7
9
2
.9

3
2
9
3

3
.2

1
1
8
0
7
.1

2
1
4
6

D
2
0
0
-1

8
b

1
9
8

1
8

1
6
7
2
.0

8
7
7

5
.5
9

1
8
1
4
.9

0
5
4

4
.5

4
1
8
0
4
.9

6
8
0

4
.9

0
1
8
0
5
.9

8
7
9

2
.4

1
1
8
1
8
.7
3

5
6

5
.3

3
1
8
0
6
.3

5
9
3

4
.1

4
1
8
1
0
.5

3
5
1

D
2
0
0
-1

8
c

1
9
8

1
8

1
3
8
2
.1

7
5
5

0
.2

0
1
8
0
3
.8

1
6
1

0
.9
7

1
8
0
4
.1

2
9
6

0
.5

0
1
8
0
7
.0

3
8
9

0
.4

7
1
8
0
8
.0

1
5
4

0
.9
7

1
8
0
0
.7

7
1
1
1

0
.2

0
1
8
1
0
.1
1

5
6

D
2
0
1
-0

5
k

2
0
0

5
8
4
7
9
.8

6
1
8

4
.2

0
1
8
0
7
.7

9
1
0
7

4
.8

2
1
8
0
6
.3

8
7
6

3
.9

7
1
8
1
3
.7

1
6
1

4
.8
9

1
8
2
3
.0
8

6
0

4
.8

8
1
8
0
1
.7

9
9
2

4
.1

0
1
8
0
5
.4

7
8
5

D
2
4
1
-1

0
k

2
4
0

1
0

5
6
9
0
.8

8
4
5

0
.9

0
1
8
0
9
.8

8
4
7

1
.1

1
1
8
2
9
.7

1
3
7

0
.3

9
1
8
1
9
.6

0
2
6

1
.0

9
1
8
5
0
.9
3

2
4

1
.0

8
1
8
2
2
.3

0
4
1

1
.5
9

1
8
0
7
.9

1
3
7

1
0
0
v
rp

n
c1

2
4
8

4
9
4
8
.8

7
3
4

2
0
.0
2

5
8
7
.8

8
2
3
2

1
4
.8

4
5
9
9
.6

9
2
7
7

1
7
.9

0
1
2
1
4
.1

9
3
0
3

1
4
.8

2
1
3
4
5
.6
3

2
2
1

1
4
.8

4
6
0
4
.8

8
2
7
3

1
9
.9

8
5
8
3
.4

1
2
3
1

1
0
0
v
rp

n
c3

7
4

7
8
4
5
.9

4
7
6

6
.5

1
7
5
1
.9

6
1
9
9

5
.9

7
4
2
3
.6

6
2
7
6

6
.1

0
6
3
7
.8

6
2
6
1

7
.2
0

1
2
7
6
.0
4

2
6
2

5
.9

7
3
8
1
.7

2
2
5
7

6
.5

1
7
4
2
.4

5
1
9
9

1
2
0
v
rp

n
c1

1
9
8

9
1
5
2
7
.1

6
3
3

2
0
.3

9
1
4
3
6
.9

4
2
2
8

2
2
.1

6
9
1
1
.8

8
3
1
4

2
3
.5

9
1
3
3
6
.2

4
2
8
1

2
9
.8
2

1
7
7
6
.2
7

2
4
5

2
2
.1

0
7
6
9
.3

7
2
4
7

1
8
.1

1
1
2
9
0
.7

5
2
0
3

1
5
0
v
rp

n
c4

9
8

9
1
3
5
5
.0

1
3
6

8
.9

9
1
8
0
1
.1

3
1
4
7

9
.3

6
1
7
5
6
.2

3
3
2
2

9
.4

2
1
8
0
5
.2

3
2
6
2

8
.3

5
1
8
1
1
.3
2

1
5
7

9
.5

4
1
8
0
3
.4

1
3
1
5

1
0
.2
0

1
8
0
9
.0

7
1
4
9

1
9
9
v
rp

n
c5

1
1
8

1
1

1
6
4
4
.7

2
7
7

9
.6

7
1
8
1
5
.5

8
4
8

9
.1

0
1
8
0
8
.3

1
8
9

1
0
.0
4

1
8
0
9
.6

7
7
8

8
.2

5
1
8
1
2
.7

2
6
6

6
.4

7
1
8
0
4
.8

5
8
9

9
.0

6
1
8
2
1
.1
8

4
9

5
0
v
rp

n
c1

1
4
8

1
4

5
7
2
.1

2
3
7

2
.6

4
3
5
.7

9
1
0
1

2
.6

4
2
3
.4

1
9
0

4
.5
3

4
3
.9

4
8
8

2
.9

7
5
2
.6
7

9
1

2
.6

4
3
2
.3

3
1
0
8

3
.2

1
4
1
.8

2
1
1
4

7
5
v
rp

n
c2

1
9
8

1
9

6
8
2
.4

0
2
4

5
.0

4
1
5
1
.4

9
1
5
3

3
.8

8
1
1
7
.9

7
1
4
6

4
.3

7
2
4
6
.2

3
1
6
2

4
.8

2
3
3
3
.5
6

1
5
8

3
.8

8
1
2
6
.4

9
1
5
1

5
.4
8

1
5
5
.3

6
1
5
3

P
ro

m
ed

io
7
.8

7
9
5
6
.6

2
1
3
4

7
.9

0
8
7
6
.6

2
1
6
4

8
.3
1

9
9
9
.5

6
1
6
4

7
.8

5
1
1
2
2
.1
8

1
3
3

7
.4

7
8
8
4
.6

1
1
8
3

7
.8

3
9
6
1
.1

8
1
3
2

F
ig

u
ra

A
.6

.:
C

om
p

ar
ac

ió
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