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PROBLEMA DE DOMINACION ETERNA PARA GRAFOS DE
INTERVALOS

Consideremos un juego por turnos sobre un grafo G = (V, E) jugado por un atacante
y un defensor. Inicialmente, el defensor ubica guardias sobre los vértices de GG. En cada
turno, el atacante elige un vértice v para atacar y el defensor mueve algunos guardias, a
vértices adyacentes a sus posiciones actuales, a fin de ubicar al menos un guardia en v. Los
problemas de dominacion eterna consisten en determinar la minima cantidad de guardias
con las que se puede defender eternamente a G. En particular, 7% (G) y 755,(G) denotan
la cantidad minima de guardias necesarios cuando no y si se pueden posicionar guardias
simultaneamente sobre el mismo vértice, respectivamente. En esta tesis demostramos que
si G es un grafo de intervalos, entonces 7, (G) = 1755,(G) = 0.(G), donde 0.(G) es el
numero de cubrimiento clique-conexo de G. Més aun, damos un algoritmo lineal para
computar un conjunto dominante eterno de minima cardinalidad.

Palabras claves: problema de dominacién eterna, grafos de intervalos, grafos de intervalos
propios, nimero de cubrimiento clique-conexo, estrategia de defensa.



THE ETERNAL DOMINATING PROBLEM FOR INTERVAL
GRAPHS

Consider a game that is played by an attacker and a defender on a graph G = (V, E).
Initially, the defender places some guards on the vertices of G. In each turn, the attacker
chooses a vertex v to attack, while the defender moves some of its guards, to neighbors of
their current positions, with the aim of positioning at least one guard on v. The eternal
domination problems require to find the minimum number of guards needed to eternally
defend G. In particular, 7% (G) and 7775, (G) denote the minimum number of guards needed
when the defender is forbidden and allowed to move more than one guard to the same
vertex, respectively. In this thesis we prove that 7,5 (G) = 7:5,(G) = 0.(G) for every
interval graph G, where 0.(G) is the clique-connected cover number of G. Furthermore,
we design a linear algorithm to compute an eternal dominating set of minimum cardinality.

Keywords: eternal domination problems, interval graphs, proper interval graphs, clique-
connected cover number, defense strategy.
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1. INTRODUCCION

En esta tesis estudiamos un problema de dominacién eterna sobre grafos de intervalos.
Para definir el problema, consideremos un juego por turnos que se juega sobre un grafo
G = (V,E) y consta de dos jugadores: el atacante y el defensor. Inicialmente, el defensor
ubica un conjunto de guardias sobre los vértices de G. En cada turno, el atacante comienza
eligiendo un vértice v para atacar. Posteriormente, el defensor mueve los guardias a fin de
posicionar al menos un guardia sobre v. Si el defensor logra su objetivo, entonces decimos
que el ataque es repelido. Los guardias se mueven de un vértice a otro a través de las aristas
de G. Especificamente, si un guardia se encuentra sobre un vértice u, entonces el defensor o
bien deja al guardia en u o bien lo mueve hacia un vecino de u. El atacante gana el juego si
y solo si el defensor no puede repeler alguno de sus ataques. Equivalentemente, el defensor
gana si logra defender eternamente a G' de cualquier ataque. Los problemas de dominacion
eterna consisten en determinar, para un grafo GG, la minima cantidad de guardias con las
que se puede defender eternamente a G. Es facil ver que este valor esta bien definido,
porque alcanza con ubicar n = |V| guardias inamovibles, uno en cada vértice.

La razén por la que nos referimos a los problemas de dominacién eterna en plural es
debido a que podemos definir distintas variantes considerando distintas restricciones para
los movimientos de los guardias. Por ejemplo, si se permite que se mueva uno o todos los
guardias por turno, o si se restringe la cantidad de guardias que pueden ocupar un vértice
al mismo tiempo. Sea x la cantidad de guardias que pueden moverse en cada turno e y a
la cantidad de guardias que pueden ocupar un vértice simultaneamente. Los valores x e y
son los pardmetros del problema; llamamos (x,y)-juego al juego cuyos pardmetros son x e
y. Denotamos entonces ngy(G) a la menor cantidad de guardias necesarios para defender
eternamente a G en un (x,y)-juego. A cada multiconjunto D de vértices tales que G se
puede defender eternamente con ’ygfy(G) guardias, poniendo un guardia en cada v € D
con la multiplicidad correspondiente, se lo llama conjunto dominante (z,y)-eterno.! Vale
notar que tanto z como y pueden ser mayores a vy, (G); en general, z e y pueden ser
mayores a la cantidad de guardias con las que el defensor decida jugar. Sin embargo, dado
que ’ygj’y(G) < n para todo grafo G con n vértices, vamos a restringirnos a considerar que
z < n ey <n. Bajo esta hipotesis, el defensor puede mover todos los guardias en cada
turno si * = n y no hay restriccién en la cantidad de guardias que pueden ocupar el mismo
vértice simultdneamente si y = n. La Figura 1.1 muestra tres turnos de un (3, 2)-juego.

El valor 725 (G) de un grafo G = (V, E) varfa de acuerdo a qué valores de = e y
se consideran. Tomemos, por ejemplo, el grafo Cg formado por un ciclo vg,...,vs5 de 6
vértices (Figura 1.2). Notemos que 77%(Cs) > 2 = 159 (Cs), i.e., necesitamos al menos tres
guardias para defender a Cg cuando sélo se puede mover un guardia por turno, mientras
que alcanza con dos guardias cuando ambos se pueden mover a la vez. En efecto, cuando
hay dos guardias y estos ocupan vértices v; y vj con j € {i,i+1,i+2} (Figura 1.2 izquierda),
entonces el atacante gana eligiendo v;14 cualquiera sean los parametros x e y del juego.
(Todas las cuentas en este ejemplo son médulo 6.) En el caso del (1, 6)-juego, el atacante
gana en dos turnos cuando los guardias ocupan los vértices v; y v;43: primero ataca v y
luego a v;14. Si, en cambio, el defensor puede mover los dos guardias, entonces cuando el
atacante ataca v;11 alcanza con que el defensor mueva los guardias a v;+1 y vi4+341. De esta

! Usamos el término multiconjunto en lugar de conjunto por simplicidad.
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Figura 1.1: Ejemplo de tres turnos de un (3, 2)-juego sobre un grafo G que se muestran de izquierda
a derecha. Los vértices azules tienen un guardia cada uno, mientras que el vértice verde
tiene dos guardias. En el primer turno, el defensor mueve dos de los tres guardias
que puede mover, consiguiendo repeler el ataque al vértice rojo. En el segundo turno,
mueve tres, dejando dos guardias en la misma posiciéon. Finalmente, en el tercer turno
el atacante gana el juego. La estrategia de defensa usada no es 6ptima; ;sera posible
defender el grafo eternamente con 4 guardias? ;Y si fuera un (10, 10)-juego?

forma mantiene a los dos guardias en vértices a distancia 3 (Figura 1.2). En consecuencia,
los tres conjuntos {v;,viy3} de Cg son conjuntos dominantes (2, 1)-eternos.

El problema de dominacién eterna surge como una variante del problema de domi-
nacién romana, cuya base histérica se remonta al S. IV d.C. [1, 12]. En aquel entonces,
el emperador Constantino tenia como objetivo la defensa del vasto imperio romano. Des-
afortunadamente, no estando Roma en su apogeo, las fuerzas armadas para esta tarea
escaseaban. Por ello, la decisién fue organizar a las tropas en cuatro ejércitos de campo
(FAs por sus iniciales en inglés), cada uno de los cuales se consideraba suficiente no sélo
para defender una regién, sino también para repeler un ataque que ya habia comenzado.
En otras palabras, se consideraba que una region estaba asegurada si al menos una FA
se ubicaba en la regién. El problema es que Constantino debia defender ocho regiones en
total, que se muestran en la Figura 1.3. Obviamente no era posible mantener asegurada
todas las regiones simultdneamente, pero si era posible trasladar una FA de una regién
a otra. El problema de trasladar una FA de una regiéon v a otra w es que al hacerlo se
desprotege a v. Por este motivo, Constantino decidié que una FA se puede mover de una
regién v a otra w sélo si en v hay por lo menos dos FAs. El problema de la defensa romana
consiste en determinar cémo distribuir las cuatro FAs de forma tal que todo ataque pueda
ser repelido en la menor cantidad de movimientos de acuerdo a la restriccién de la exis-
tencia de al menos dos FAs en una regién previo al movimiento. La solucién tomada por
Constantino fue ubicar dos FAs en Roma y dos en Constantinopla. Si bien esta soluciéon no
es Optima para el problema, es posible que la decision se debiera a la defensa de ataques
sucesivos.

En 2004, Cockayne et al. [4] definieron el problema de dominacion romana como aquel
que consiste en determinar la minima cantidad de guardias (FAs) necesarios para defender
un grafo GG, de forma tal que cada vértice sin guardias sea adyacente a un vértice con dos

Figura 1.2: Variacion de ’Yl,??y(CG) para distintos valores de x. A la izquierda se muestra un grafo Cg
mal defendido por dos guardias azules; el atacante gana jugando en el vértice rojo. En
el centro se muestra una defensa correcta para un turno. Hay dos posibilidades cuando
el atacante elija el vértice azul: si se puede mover un tnico guardia, entonces la unica
defensa posible nos deja en la configuracion de la izquierda; caso contrario, podemos
pasar a la configuraciéon de la derecha.
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Figura 1.3: Imperio romano en el siglo IV d.C.

guardias. La defensa romana es una variante del problema clasico de dominacién en grafos,
donde el objetivo es que cada vértice que no tiene un guardia sea adyacente a otro que si lo
posea. En el mismo ano 2004, Burger et al. [3] definen el problema de defensa romana en
un escenario dindmico donde el atacante ataca sucesivas veces. El objetivo es determinar la
minima cantidad de guardias necesarios para la defensa eterna. Adicionalmente, interesa
encontrar un conjunto inicial con la minima cantidad de guardias que permita generar
una estrategia de defensa. Burger et al. plantean este problema no sélo para el problema
de dominacién romana, sino también para otros problemas de dominacién, entre el que
se encuentra la version clasica. En esta ultima variante el objetivo es determinar el valor
179 (G) definido previamente. Posteriormente, Goddard et al. [6] proponen estudiar la
versién (n,1) del juego. Es facil ver que {5, (G) = 775(G) para cualquier grafo G. En
otras palabras, si en cada turno el defensor puede mover un tnico guardia, entonces hay
una estrategia de defensa Optima en la que cada vértice contiene a lo sumo un guardia
en cada momento. Goddard et al. conjeturaron también que 7% (G) = 7,5,(G) para todo
grafo G. Recientemente, Finbow et al. [5] mostraron que esta conjetura es falsa; existen
grafos en donde mantener mas de un guardia en el mismo vértice permite reducir la
cantidad de guardias (ver Figura 1.4). En [9] se resumen varios de los resultados sobre
distintas variantes de dominacién eterna.

El problema de determinar el valor 475 (G) de un grafo G es un problema dificil, para
el cual sélo se conocen algoritmos de tiempo exponencial [5]. Braga et al. [2] estudiaron
el problema de dominacion eterna para la clase de los grafos de intervalos propios. En su
trabajo demuestran que 755, (G) = 779(G) = a(G) para todo grafo de intervalos propios
G, donde a(G) es el tamaiio del conjunto independiente maximo de G. Més ain, cualquier
conjunto independiente maximo es un conjunto dominante (x,y)-eterno para todo 1 <
z,y < n. Es sabido que tanto a(G) como un conjunto independiente méaximo pueden
computarse en tiempo lineal cuando G es de intervalos propios (ver e.g. [7]). La idea
central del trabajo de Braga et al. consiste en separar a G en tres partes A, Sy B donde
S es una clique que separa a A de B. En los grafos de intervalos propios no hay grandes
“saltos”, lo que significa que los vértices de A (o B) adyacentes a vértices de S también
forman una clique. Esto permite resolver el problema de la defensa en forma recursiva,
separando la defensa de A de la de S U B. Esta propiedad no es vélida para grafos de
intervalos generales y es la razén por la que el resultado de Braga et al. no es facilmente
generalizable a ésta clase de grafos.

En esta tesis estudiamos el problema de dominacién eterna para los grafos de intervalos.
En particular, demostramos que v;% (G) = 7;5,(G) = 0.(G) para todo grafo de intervalos
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Figura 1.4: Grafo G con 7;5,(G) < 77%(G). Sea V; el conjunto de los vértices con subindice 4,
1 <4 < 4. Si en algin turno del (n,1)-juego hay un unico guardia en G[V;], entonces
el atacante elige w;. Como en v hay a lo sumo un guardia, luego de repeler el ataque
quedardn a lo sumo dos guardias en G[V;]: uno en w; y el otro eventualmente en uno
de l; o r;. Pero entonces el atacante gana el juego eligiendo a x; (si no hay guardia en
l;) o a z; (si hay guardia en I; y, por lo tanto, no hay guardia en r;). En consecuencia,
luego de cada turno tienen que quedar al menos dos guardias en G[V;]. Como esto
también en cierto después que el atacante ataca v, obtenemos que hacen falta al menos
9 guardias para defender a G en un (n,1)-juego. Por otra parte, en un (n,2)-juego,
podemos disponer dos guardias en v, un guardia en I;, otro en 7; y otro en un vértice
m de V; \ {l;,r;} para algin 1 <i < 4y, finalmente, un guardia en ¢; para 1 < j <4,
j #i. En caso que el atacante elija un vértice a € Vi, sia=x; ym=w; o a = w; y
m = x; lo defendemos moviendo el guardia de I; a a y el guardia de m a [;, si a = z;
ym=uy; 0a=1y; ym=z lodefendemos moviendo el guardia de r; a a y el guardia
de m a r;, sino lo defendemos moviendo uno de los guardias de b € {l;,r;} hacia q,
uno de los guardias de v hacia b, el guardia de d € {l;,r;} \ {b} hacia v y el otro
guardia de V; hacia d, obteniendo una configuraciéon andloga a la inicial. En caso que
el atacante elija a a € Vj, j # i, se mueve el guardia de ¢; hacia a, los dos guardias
de v hacia l; y 7;, los dos guardias de l; y r; hacia v y el guardia sobrante de V;
hacia ¢;. Esta configuracién es nuevamente analoga a la original, reemplazando ¢ por j.
En consecuencia, podemos defender G en un (n,2)-juego con 8 guardias. Resumiendo,
Yoo (G) < 7725%(G) <8 <9 <47°(G). Finbow et al. [5] demuestran que 7,%,(G) =8 y
73?1(0) =9.

G, donde 6.(G) es el peso maximo de entre todas las neocolonizaciones de G. Més atn,
demostramos que cualquier neocolonizacién de peso maximo es un conjunto dominante
(n,y)-eterno para cualquier 1 <y < n. Como discutimos méas adelante, nuestro resultado
es, en cierta forma, una generalizaciéon del resultado de Braga et al. Como corolario,
obtenemos un algoritmo lineal para calcular tanto 6.(G) como un conjunto dominante
(n,y)-eterno. Desde el punto de vista técnico, nuestra demostracién es considerablemente
mas simple que la desarrollada por Braga et al. y, en el caso particular de grafos de
intervalos propios, la misma se reduce a unas pocas lineas. El resultado principal de esta
tesis se encuentra publicado en [11].

La tesis esta estructurada de la siguiente forma. En la Seccién 2.1 damos una nueva
demostracion, simple y concisa, de que 7,5, (G) = 7,5 (G) = a(G) para todo grafo de inter-
valos propios G. En Seccién 2.2 generalizamos nuestra demostraciéon para todos los grafos
de intervalos. El algoritmo resultante se muestra en la Seccién 2.3. Cerraremos la tesis
con el Capitulo 3 que incluye las conclusiones generales y algunos problemas relacionados
que quedan abiertos. Finalmente, en el resto de este capitulo incluimos las definiciones



1. Introduccién 5

w

(@ o ® @ @ O]
1 2

[\]
w
—
[\)
—
w

Figura 1.5: Dos turnos mostrando el movimiento virtual de un guardia movil a través de un con-
junto dominante y conexo. Los vértices azules y verde contienen a los guardias “fijos”
y “moévil”, respectivamente, mientras que el vértice rojo es atacado. Los nimeros iden-
tifican univocamente a cada guardia. Notar que se mueven todos los guardias en el
camino minimo desde el guardia mévil al vértice atacado, consiguiendo el efecto final
de mover al guardia mévil virtualmente; el rol de guardia mévil cambia en cada turno.

necesarias para comprender el resto del trabajo mientras que mostramos distintos tipos
de cotas elementales sobre las distintas variantes de 775,
bl

1.1. Preliminares y cotas elementales

En esta seccién presentamos las definiciones relevantes en el marco de la tesis, a la vez
que relacionamos distintos parametros de los grafos a fin de establecer cotas elementales
para los distintos problemas de dominacién considerados. Vamos a suponer que el lector
tiene algunas nociones bésicas de teoria de grafos y de su terminologia.? Antes de empezar,
remarcamos que 7,5, (G) < 159(G) < 79(G), ya que cualquier estrategia de defensa
6ptima en un (z,y)-juego es también una estrategia de defensa vélida en un (z +a,y +b)-
juego para todo a,b > 0.

En esta tesis escribimos V(G) para denotar al conjunto de vértices de G y G[V] para
denotar al subgrafo de G inducido por V- C V(G). Un conjunto D C V(G) es conexo
cuando G[D] es conexo y dominante si cada vértice en V(G) \ D tiene un vecino en D.
El nimero de dominacion y(G) es el minimo k tal que G tiene un conjunto dominante
con k vértices. Andlogamente, el nimero de dominacion conexo v.(G) es el minimo k tal
que G tiene un conjunto con k vértices que es a la vez dominante y conexo. Claramente,
el atacante gana un (n,n)-juego cuando el conjunto inicial de vértices ocupados no es
dominante: alcanza con atacar un vértice cuyo vecindario no tenga vértices ocupados (ver
Figura 1.2 izquierda). A su vez, un grafo conexo no trivial G puede ser defendido en
un (n,1)-juego ubicando un guardia “fijo” en cada vértice de un conjunto dominante y
conexo D y un guardia “mévil” en un vértice w € D. En cada turno, el defensor traslada
virtualmente el guardia mévil al vértice atacado v, moviendo todos los guardias en el
camino mas corto desde w hasta v cuyo interior pertenece a D (Figura 1.5). Por lo tanto,
V(G) < 15(G) < WA(G) <1+ 7(G).

Cotas similares se pueden obtener para (1,1)-juegos considerando los niimeros de in-
dependencia y de cubrimiento por cliques. Una cliqgue de G es un conjunto de vértices
mutuamente adyacentes de G, mientras que un conjunto independiente es un conjunto de
vértices mutuamente no adyacentes de G. Un cubrimiento por cliques de G es una parti-
cién de V(G) en cliques. El nimero de independencia o(G) de G es el maximo tal que G
tiene un conjunto independiente de tamafio «(G), mientras que el nimero de cubrimiento
por cliques 0(G) de G es el minimo tal que G tiene un cubrimiento por cliques con 0(G)

2 La misma se introduce en Algoritmos y Estructuras de Datos III, materia obligatoria de la carrera.
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Figura 1.6: Los vértices azules forman un conjunto independiente (méximo). Si el atacante elige
un vértice azul distinto en cada paso, entonces se requiere un guardia distinto para
repeler cada ataque cuando el defensor puede mover un tnico guardia por turno. Por
otra parte, un cubrimiento por cliques (minimo) Vi, Vs, V3, Vy se obtiene particionando
los vértices de acuerdo a la etiqueta. El grafo se puede defender poniendo un guardia
para defender a los vértices de V; para cada 1 <1 < 4.

partes. Si un vértice diferente de un conjunto independiente es atacado en cada turno,
entonces guardias diferentes son requeridos para repeler los ataques (Figura 1.6). A su
vez, cada ataque puede ser repelido si un guardia defiende cada clique de un cubrimiento
por cliques (Figura 1.6). En otras palabras, a(G) <279 (G) < 0(G).

Como senal6 Goddard et al. [6], ambas cotas superiores pueden ser mejoradas al consi-
derar (n, 1)-juegos. Definamos el peso de un conjunto conexo V' como w(V) = 1si V es una
clique y como w(V) = 1+ 7.(G[V]) en caso contrario. Una neocolonizacion de G es una
particion V de V(G) en conjuntos conexos; su peso es w(V) = >y cpw(V) (Figura 1.7). El
nimero de cubrimiento clique-conezo 0.(G) de G es el minimo tal que G admite una neoco-
lonizacién de peso 0.(G). Por la discusién previa, 17% (G) < 0.(G) < min{0(G),7.(G) +1}
(Figura 1.7).

Junto con 7% (G) < a(G) [6, Teorema 13], las de arriba son algunas de las cotas
elementales que fueron descubiertas desde que los problemas de dominacién eterna fue-
ron introducidos en [3] y [6]; ver [9] para una revisién actualizada. Una caracteristica
interesante de estas desigualdades es que son faciles de demostrar: las cotas inferiores sur-
gen a partir de secuencias de ataques golosas simples, mientras que las cotas superiores
se obtienen mediante la particiéon de G en subgrafos faciles de defender. Ninguna de las
desigualdades en las cadenas v(G) < 7575,(G) < 7.5(G) < a(G) < 99(G) < 0(G) y
a1 (G) < 0.(G) < 0(G) vale por igualdad para todos los grafos [9]. En efecto:

» y(P;) = 1 (Figura 1.8 (a)) mientras que v,5,(P3) = 2 (Figura 1.8 (b)) ya que si
un guardia se encuentra en una hoja, entonces no puede defender la otra hoja en el

®
1 1 2 3 3 4 4 4 4

Figura 1.7: El grafo G mostrado admite la neocolonizacion Vi, Vs, V3, Vy, donde V; esta formado
por los vértices etiquetados con i. Como V; y Va son cliques (de peso 1), alcanza con
poner un guardia para repeler los ataques a cada clique V; y V5. Por otra parte, los
vértices azules forman conjuntos dominantes y conexos minimos de V5 y V. Luego, V3
y V4 tienen peso 3 y 4, respectivamente, y podemos defender cada conjunto con un
guardia en cada vértice azul y un guardia mévil adicional que se mueve virtualmente
como se discute en la Figura 1.5.



1. Introduccién 7
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Figura 1.8: Grafos que muestran que las desigualdades de las cadenas v < 777, < 7,9 < a <
179 <0y v < 0. < 0 son estrictas en algunos casos. Los vértices azules muestran el
conjunto correspondiente que se describe en el texto principal.

siguiente ataque.
» o (G) =8 <9 =7 (G) para el grafo G de la Figura 1.4.
» 771(Cs) = 2 como se discute en la Figura 1.2 mientras que a(G) = 3 (Figura 1.8 (c)).

» a(C5) = 2 (Figura 1.8 (d)) mientras que 779 (C5) = 3 ya que si el defensor usa dos
guardias, sus vértices correspondientes v y w tienen que formar un conjunto domi-
nante como se muestra en la Figura 1.8 (d). Sin embargo, eligiendo el vecino comin
de v y w, los guardias quedan en vértices que no forman un conjunto dominante. En
cambio, el grafo se puede defender con tres guardias ubicados en forma arbitraria
(Figura 1.8 (e)).

» Si G es un grafo con a(G) = 2, entonces 779 (G) = 3 [6], ya que alcanza con man-
tener dos guardias en vértices x1 y x2 no adyacentes y otro guardia y en un vértice
arbitrario. Si el vértice v elegido por el atacante es vecino de y, entonces se mueve
el guardia de y a v; caso contrario, al menos uno de z; o x5 es adyacente a v y se
mueve el guardia del vértice correspondiente. En cualquier caso, dos de los guardias
siempre estan en vértices no adyacentes y el grafo se puede defender con la estra-
tegia anterior. Por otra parte, existen grafos con a(G) = 2y 0(G) > 3 (e.g., los
complementos de los grafos de Mycielski®). Para dichos grafos, 775 (G) < 3 < 0(G).

] 'y,‘fbf’l(Kg,g) = 2 ya que alcanza con mantener dos guardias, cada uno en una parte
distinta de la biparticién (Figura 1.8 (f)). En cambio, .(K23) = 3 ya que cual-
quier cubrimiento por cliques tiene al menos tres cliques (Figura 1.8 (g)), cualquier
conjunto dominante y conexo tiene al menos dos vértices y peso 3 (Figura 1.8 (f)),
y cualquier particién que contenga al menos una clique (de peso 1) y un conjunto
dominante y conexo (de peso al menos 2) tiene peso al menos 3.

= 0.(K13) = 2 porque el vértice no hoja forma un conjunto dominante y conexo de
peso 2 (Figura 1.8 (h)), mientras que 6(K;3) = 3 porque cada hoja estd en una
clique maximal distinta (Figura 1.8 (i)).

Aunque ninguna cota vale por igualdad para todos los grafos, la igualdad vale para ciertas
clases de grafos. Por ejemplo, a(G) =179 (G) = 0(G) cuando G es perfecto* (cf. arriba) y

3 Partiendo desde el grafo trivial Mu, el grafo M;y1 se obtiene desde M; agregando un vértice w(v) con
vecindario N(v) U {u} por cada v € V(M;), donde u es un vértice nuevo. El grafo de Mycielski M; no
tiene cliques de tamafio 3 y cualquier particién de V' (M;) en conjuntos independientes tiene al menos i
conjuntos [10]. En otras palabras, a(M;) =2y 0(M;) = i.

4 Un grafo G es perfecto cuando a(G[V]) = 6(G[V]) para todo V C V(G).
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Yr1(G) = 0.(G) cuando G es un arbol [8]. Como se indica en la seccién anterior, Braga et
al. [2] demostraron que 7,5, (G) = a(G) cuando G es un grafo de intervalos propios. Como
los grafos de intervalos propios son perfectos [7], también vale que 7,5, (G) = 0.(G). En esta
tesis generalizamos este resultado probando que 7,5, (G) = 0.(G) para todos los grafos de
intervalos. Mientras que Braga et al. derivan cotas inferiores no triviales de v;%,(G) para
grafos generales, nosotros obtenemos una demostracion simple y sucinta, similar en espiritu
a las de las cotas elementales, restringiendo nuestra atencién exclusivamente a los grafos
de intervalos.



2. DOMINACION ETERNA EN GRAFOS DE INTERVALOS

Un grafo G es de intervalos cuando es posible asignar un intervalo cerrado I(v) a cada
vértice v € V(QG) de forma tal que v y w son adyacentes en G siy s6lo si I(v)NI(w) # 0. La
familia de intervalos Z = {I(v) | v € V(G)} es un modelo de intervalos de G. La Figura 2.4
muestra un grafo de intervalos G junto con uno de sus modelos de intervalos. Si ningin
intervalo de Z estd propiamente contenido en otro intervalo, entonces Z es un modelo
de intervalos propios. Aquellos grafos que admiten un modelo de intervalos propios son
llamados grafos de intervalos propios. Es sabido que un grafo G es de intervalos propios si
y sélo si es de intervalos y no contiene a K 3 como subgrafo inducido [7]. En consecuencia,
el grafo de la Figura 2.4 no es de intervalos propios. En la Figura 2.1 (izquierda) se muestra
un grafo de intervalos propios: uno de sus modelos se muestra en la Figura 2.2.

Dado un modelo de intervalos Z de un grafo G, vamos a escribir v(/) para denotar al
vértice de G correspondiente a I € Z. Andlogamente, escribimos v(Z') = {v(I) | I € 7'}
para denotar al conjunto de vértices correspondientes al submodelo Z' C Z. Finalmente,
escribmos s(I) = s y t(I) = t para denotar al extremo inicial y al extremo final del
intervalo I = [s, ] cuyos extremos son s y t, respectivamente.

2.1. Dominacion eterna en grafos de intervalos propios

Braga et al. [2] demostraron que 7;5,(G) = 179 (G) = a(G) para todo grafo de inter-
valos propios G. La demostracién de Braga et al. esta basada en la siguiente construccion.
Para A, S C V(G), definamos N (A, S) como el subconjunto de los vértices de A que tienen
algin vecino en S. El grafo G*[A, S] se obtiene de G[A] agregando dos vértices a(v) y b(v)
por cada v € N(A, S) de forma tal que v, a(v),b(v) formen un camino (Figura 2.1). Desde
un punto de vista técnico, el siguiente es el resultado central en [2].

Teorema 1 ([2, Teorema 2|). Sea G un grafo y A, S, B una particion de V(G) tal que
S es una clique y ningin vértice de A es adyacente a un vértice de B. Si v(GT[A,S]) >
IN(A, S)| + p para algin p > 0, entonces 7,5, (G) = 7,5,(G[S U B]) + p.

Para aplicar el Teorema 1, consideremos un modelo de intervalos propios Z de un grafo
G cuyos intervalos I, ..., I, son tales que s(I;) < s([;11) para 1 < i < n. Definamos p
y ¢ como los méximos indices tales que Iy N I, # 0 e I,11 NI, # 0 (Figura 2.2). Por
construcciéon:

vy alv2)  b(va)
| @)
O o
v K a(vs)  b(vs)

Figura 2.1: A la derecha se observa el grafo GT[A, S] correspondiente al grafo G de la izquierda,
donde A esta formado por los vértices azules y S por los vértices rojos. Los vértices
verdes de G1[A, S] forman un conjunto dominante minimo con |N(A, S)| + 1 vértices.
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I I I3 Iy Is Is I Iz Iy

Figura 2.2: Modelo de intervalos propios correspondiente al grafo de la Figura 2.1 izquierda donde
I, = I(v;) para 1 <i < 9; en este caso, p=3y q=T.

1. A={v(f1),...,v(Ip)} y S ={v(Ip+1),...,v(I;)} son cliques de G,
2. todos los vecinos de v(I;) pertenecen a A, y
3. ningun vértice de A es adyacente a un vértice de B.

Al considerar un conjunto dominante D del grafo G*[A, S], observamos que D tiene que
contener al menos uno de los vértices a(v(l;)) o b(v(I;)) para cada v(l;) € A tal que
v(l;) € N(A,S) tiene un vecino en S (i.e., que t(I;) > s(I,)). Mas atn, como v(/;) no
es adyacente a ninguno de estos vértices, obtenemos que |D| > |[N(A4,S5)| (Figura 2.1).
En otras palabras, 7(G*[A, S]) > [N (A, S)| + 1. Luego 7;5,(G) > 7:5,(G[S U B]) + 1 por
Teorema 1. Por otra parte, cualquier conjunto independiente de GG contiene a lo sumo un
vértice de A porque A es una clique. Por lo tanto, a(G[S U B]) + 1 > «(G). Luego, si
suponemos que 7,5, (G[S U B]) = a(G[S U B]) por hipétesis inductiva, obtenemos que:

Yn(G) = 1 (GISUB]) + 1= a(G[SUB]) +1 > a(G).

Como mencionamos en el Capitulo 1, a(G) > 7;5,(G) para todo grafo G (cota elemental)
mientras que 779 (G) = a(G). Por lo tanto, 7,5,(G) = 7.5(G) = 179(G) = a(G).

El parrafo anterior resume la idea central en la demostracion de Braga et al. A nuestro
entender, esta demostracién sufre de dos inconvenientes principales. Por un lado, el Teo-
rema 1 es demasiado general, ya que funciona para cualquier grafo, sea o no de intervalos
propios. Si bien desde un punto de vista tedrico conviene tener un resultado general, su
demostracién resulta innecesariamente complicada para el propésito de demostrar cémo
defender un grafo de intervalos propios. Por otro lado, el Teorema 1 no se puede generali-
zar a grafos de intervalos con la misma idea. Si bien siempre podemos construir una clique
A que contenga a todos los vecinos del intervalo con minimo extremo final, no es cierto
que A pueda separarse del resto del grafo por una clique (e.g. Figura 2.3). A continuacién
subsanamos el primer inconveniente demostrando de forma directa que 7;5,(G) = a(G)
para todo grafo de intervalos propios G. En la seccién siguiente mostramos que esta de-
mostracién si se puede generalizar de forma simple a todos los grafos de intervalos.

Teorema 2. Si G es un grafo de intervalos propios, entonces 7,5, (G) = 7,5 (G) = a(G).

I I I I,
]

Figura 2.3: Cuando v(I1) pertenece a un Kj 3, no se puede separar N(v1) del resto del grafo por
medio de una clique, ya que alguno entre v(I5) o v(I4) no pertenece a esa clique y es
vecino de v(1z).
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Demostracion. Sea T un modelo de intervalos propios de GG y consideremos cualquier
conjunto de intervalos A = {A1,..., Ay} tales que v(A;),...,v(Ag) es un conjunto inde-
pendiente de G. Sin perdida de generalidad, supongamos que s(A4;) < s(A;+1) para todo
1<i<k.

Veamos, por induccién en j, que v(A;4;) estd a distancia al menos j+ 1 de v(A;) para
cada 1 <1i < i+ j < k. El caso base j = 1 vale porque v(4;) y v(4;+1) no son adyacentes
y, por lo tanto, su distancia es al menos 2. Para el paso inductivo j > 1, consideremos
cualquier camino vy,...,vq desde v; = v(4;) hasta vg = v(Ai4;) en G. Si llamamos I
al intervalo correspondiente a vg, tenemos que s(lz) < t(A;) por ser v; adyacente a vy y
t(A;) < s(A;41) por ser v(A;) no adyacente a v(A;+1). Como Z es propio, esto implica
que t(I2) < t(Ai+1). En consecuencia, tenemos dos posibilidades. O bien v(A4;41) = vy,
para algin 3 < h < d en cuyo caso vp,...,vq es un camino de v(A;11) a vy o bien
v(Ait1),v3,...,v4 es un camino de v(A;11) a vg. En cualquier caso, d > 1+d’ donde d’ es
la distancia de v(A;y1) a v(A;;). Por hipétesis inductiva, d’ > j y, por lo tanto, d > j+1.

Como v(A;i4;) estd a distancia al menos j + 1 de v(A4;) y en cada turno un guardia
se mueve entre vértices adyacentes, obtenemos que ningin guardia puede ocupar v(A;)
en un turno z y v(A;y;) en el turno z + j. Esto significa que si el atacante decide atacar
v(A;) en el i-ésimo turno para cada 1 < ¢ < k, entonces ningin guardia utilizado para
repeler el i-ésimo ataque puede ser utilizado para defender v(A;;;) en el (i 4+ j)-ésimo
turno. Consecuentemente, al menos k guardias son necesarios para repeler estos primeros k
ataques, es decir, 7,5,(G) > k. Ahora, como v(A1), ..., v(Ag) es un conjunto independiente
arbitrario, podemos suponer que k = a(G). Finalmente, teniendo en cuenta que a(G) >
Y1 (G) = 75, (G) por las cotas elementales, concluimos que 7,5, (G) = 1579 (G) = a(G).

O

2.2. Dominacion eterna en grafos de intervalos generales

Recordemos que 7% (G) < 6.(G) < 0(G) para todo grafo G. En el caso en que G es
un grafo de intervalos propios, obtenemos que 0(G) = a(G) = 7% (G) = 7,:5,(G). Dicho
de otra forma, el Teorema 2 establece que 7;5,(G) = 7,5 (G) = 0.(G). En esta seccién
generalizamos el Teorema 2 a todos los grafos de intervalos. La demostracién es analoga
a la que usamos para el caso de los grafos de intervalos propios.

Intuitivamente, podemos dividir la demostracién del Teorema 2 en dos partes. Por un
lado, para demostrar que 7,5,(G) > a(G) la idea es generar una secuencia de ataques,
en este caso dada por el conjunto independiente v(A;),...,v(Ag). El objetivo es que los
intervalos atacados estén lo mas pegados y sean lo mas cortos posible, a fin de obligar
al defensor a usar la mayor cantidad posible de guardias. Por otro lado, para demostrar
que 0(G) > ~79(G), basté con mostrar una estrategia de defensa; esto lo hicimos en la
Seccion 1.1, ya que esta cota es elemental. Visto desde la perspectiva de los modelos de
intervalos propios, podemos pensar que la idea es posicionar los guardias en intervalos
que “defiendan” (i.e., intersequen) la mayor cantidad de otros intervalos. Este mismo
esquema se utiliza en la siguiente demostracion, donde los intervalos A; se usan para
atacar y los D; para defender. Es por esto que usamos los intervalos A; para demostrar
que 7,5,(G) > 0.(G) y los intervalos D; para demostrar que 0.(G) > 755,

Teorema 3. Si G es un grafo de intervalos, entonces 7;5,(G) = 777 (G) = 0.(G)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, G tiene un modelo de intervalos Z cuyos inter-
valos tienen todos diferentes extremos (ver Figura 2.4). Definimos A, ..., Ay y D1, ..., Dy
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Ay = Dy By =Dy, Aﬁ = Dg Bg

a2 as a4 a5 a6 a7

Figura 2.4: Un modelo de intervalos Z (arriba) de un grafo de intervalos G (abajo). Las etiquetas
para los intervalos se corresponden con las de la demostracion del Teorema 3, donde
a; = v(A;), by =v(B;), y di = v(D;). Notemos que h = 6, po =2, p3 =5, py =6,y
P5 = 8. Por lo tanto, IQ = {I el | t(Dl) < S(I) < t(D4)} = {Bg,AQ,Ag,B4,A4,B5}.

como las maximas secuencias tales que A; = Dy es el intervalo de Z con minimo extremo
final, y:

(a) B;y1 es el intervalo con extremo final max{t(I) | I € Zy s(I) < t(D;)},
(b) A;t1 es el intervalo con extremo final min{t(I) | I € Zy s(I) > t(D;)}, y
(C) Di+1 = Ai-i—l si t(Ai—H) > t(BH—l) y Dz‘-i—l = Bi—H sino.

Afirmamos que v(A;4;) estd a distancia al menos j + 1 de v(A4;) para cada 1 < i <
i+ j < k. Notemos que t(D;1j—1) < s(Ait+;) por (b). En consecuencia, basta con probar
que si v € V(G) estd a distancia a lo sumo j de v(4;), entonces s(1(v)) < t(Djtj—1). El
caso j = 1 sale por (c), porque s(I(v)) < t(A;) < t(D;) cuando v es adyacente a v(A;).
Para el caso j > 1, notemos que s(I(v)) < t(I(w)) para todos los vecinos w de v. Si w
estd a distancia a lo sumo j — 1 de v(A4;), entonces s(I(w)) < t(D;4j—2) por induccion.
Asi, t(I(w)) < t(Bjtj—1) por (a), mientras que t(Bjij_1) < t(Djtj—1) por (c). Por ende,
s(I(v)) < t(Djyj—1) como queriamos demostrar.

Como v(A;4;) estd a distancia al menos j + 1 de v(A4;), ningin guardia puede ocupar
v(A;) en un turno z y v(A;4;) en el turno z + j. Esto significa que si el atacante decide
atacar v(A;) en el i-ésimo turno para cada 1 < i < k, entonces ningtin guardia utilizado
para repeler el i-ésimo ataque puede ser utilizado para defender v(A;4;) en el (i+ j)-ésimo
turno. Consecuentemente, son necesarios al menos k guardias para repeler estos primeros
k ataques, es decir, 7,5,(G) > k.

Ahora vamos a probar que k > 0.(G). Para simplificar la notacién, digamos que Ag =
Dy y Aky1 = D41 son intervalos que no pertenecen a Z con t(Ag) < min{s(l) | I € I}
y $(Agt1) > max{t(l) | I € Z}. De esta forma, po = 0,p1 = 1, y pr, = k + 1 para los
indices pg < ... < pp, tales que D,, = Ap,. Fijemos 1 < i < h, y consideremos p = p;,
g=pit1,eLi={I €L |t(Dp-1) < s(I) < t(Dyg—1)} (Figura 2.4). Si ¢ = p+ 1, entonces
A, = D, = Dy_1; esto implica, por (b), que t(A,) = t(Dy—1) es el minimo entre los
extremos finales en Z;. En consecuencia, v(Z;) es una clique porque todos sus intervalos
contienen a t(Dy_1). Notemos que, por definicién, v(Z;) tiene peso p;+1—p; = 1. Siq > p+1,
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entonces D; = B; para todo p < i < qy, por (a), s(D;+1) < t(D;) cuando ¢ < ¢ — 1. Esto,
a su vez, implica que D = D11 U ...U Dy es el intervalo [s(Dpy1),t(Dg—1)]. Més atin,
como A, = D, entonces, por (b), t(A,) = t(Dp) > s(D) es el minimo entre todos los
extremos finales en Z; y, por lo tanto, cada intervalo en Z; tiene al menos un extremo
dentro de D. En otras palabras, v(Dpy1),...,v(Dg—1) es un conjunto dominante conexo
de G[v(Z;)] que, por definicién, tiene peso w(v(Z;)) < ¢ — p = pi+1 — pi- En resumen,
V =A{v(Z1),...,v(Zy—1)} es una neocolonizaciéon de G con peso

h—1 h—1
wV) =Y w@(T) <> (piv1 —pi) =pn —p1 = k. (2.1)
=1 =1

En consecuencia, 0.(G) < k <~

n,n

(G) £ 7173(G) < 0.(G) como querfamos demostrar.
O

Repasando la demostracién del Teorema 3, podemos observar que v(Aj1),...,v(Ag) es
un conjunto independiente de G. En el caso particular en que el modelo Z es propio, obser-
vamos también que k =h — 1y A; = D; para 1 <i < k. En consecuencia, v(Zy), ..., v(Zy)
es un cubrimiento por cliques de G y, por lo tanto, 0(G) < 7;5,(G) < a(G) < 0(G). Dicho
en otras palabras, la demostracién del Teorema 3 también implica el resultado de Braga
et al. Esto no es una sorpresa, teniendo en cuenta que la demostracién del Teorema 2 que
dimos en la Seccién 2.1 es la simplificacion de la demostracién del Teorema 3.

En el caso general, V = {v(Z;),...,v(Zr—1)} es una neocolonizacién de peso minimo.
Maés atn, v(Z;) puede ser defendido eternamente si un guardia es ubicado inicialmente en
v(Dj) para p < j < ¢, porque v(Dp41),...,v(Dg—1) es un conjunto dominante conexo de
G[v(Z;)] cuando v(Z;) no es una clique. Por ende, D = {v(D;) | 1 <i < k} es un conjunto
dominante (n,y)-eterno de G' de tamafio minimo, para cualquier 1 <y < n.

2.3. Algoritmo para calcular un conjunto dominante (n,y)-eterno

El algoritmo para calcular un conjunto dominante (n,y)-eterno consiste en calcular,
para un modelo de intervalos Z, la secuencia D = Di,..., Dy definida por (c) en la
demostraciéon del Teorema 3. Como parte del algoritmo, también computamos la secuencia
A= Aj,..., Ay definido de acuerdo a la regla (b). A continuacién describimos el algoritmo
a alto nivel; su implementacién en C++ se muestra en el Algoritmo 2.1 y se utiliza como
referencia.

El modelo de entrada Z se implementa con una secuencia de intervalos (linea 14). A
su vez, cada intervalo I = [s,t] de Z se representa con el par de nimeros s y ¢ (linea 7).
Suponemos que tanto s como ¢ son enteros pertenecientes al intervalo [2,2n + 1]. Més
aun, requerimos que todos los intervalos de Z tengan extremos distintos, con lo cual hay
exactamente un intervalo con un extremo i para cada ¢ € [2,2n + 1] N Z. Para simplificar
la implementacién, agregamos el intervalo [0,1] a Z que representa al intervalo Ay =
Dy de la demostracién del Teorema 3 (linea 23). La Figura 2.5 muestra parte del input
correspondiente al modelo de la Figura 2.4 y el modelo obtenido luego de agregar el
intervalo [0, 1]. La razén por la que consideramos “corridos” a todos los intervalos es para
facilitar la implementacién del codigo, ya que los indices de C++ empiezan desde O.

Antes de empezar el calculo del conjunto dominante eterno propiamente dicho, apli-
camos un pre-procesamiento sobre Z que consiste en la creacién de un vector de extremos
E =ep,...,ea,4+1 (lineas 26-30). Para cada 0 < i < 2n + 1, el elemento e; es un par que
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0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

u Juo o U d U

. —

Input: {[2,4],[3,6],[5,12],[7, 8], [9, 10], [11, 16], . . ., [25, 26], [27, 30], [29, 31]}

E=(([0,1], ), ([0,1],2), ([2,4], 5), (3, 6], 5), ([2, 4], 1), ([5,12], 5), ([3, 6], 2), . . ., ([27, 30], £), ([29, 31], 1))

Figura 2.5: Representacion computacional del modelo de intervalos de la Figura 2.4 y su corres-
pondiente vector de extremos F.

contiene al intervalo I que corresponde al extremo ¢ junto con un tipo s o ¢t que indica
si el extremo de I correspondiente a i es un extremo inicial o final de I (linea 17). La
Figura 2.5 muestra parte del vector de extremos F generado en el pre-procesamiento para
el modelo input de ejemplo. Como se observa en el Algoritmo 2.1 (lineas 26-30), podemos
calcular E en tiempo O(n) recorriendo una vez cada intervalo de Z.

Una vez computado F, el algoritmo procede al computo de las secuencias A y D.
Este computo se realiza en un ciclo principal que en la (i + 1)-ésima iteracién computa
los intervalos A;11 vy D;11 a partir de los intervalos A; y D; previamente computados
(lineas 36-54). Para simplificar la programacién, inicializamos tanto A como D con el
intervalo ficticio Ag = Dy = [0, 1] que, en rigor, no forma parte de la solucién (linea 33).
Este intervalo es descartado al finalizar el algoritmo (linea 58). Cada iteracién del ciclo
principal se puede dividir en tres partes. La primera (lineas 38-45) es la encargada de
calcular A;;1, la segunda (lineas 48-50) calcula el intervalo B;;; definido como en (a) vy,
finalmente, la tercera (linea 53) calcula Djq.

Para el célculo de A;41 recordemos que, por (b), 4,11 es el intervalo con s(A;+1) >
t(D;) cuyo extremo t(A;+1) < 2n es lo minimo posible. Como el objetivo es minimizar el
valor de t(A;+1), empezamos inicializando A;4; como [2n + 1,2n + 2] (linea 38). Luego,
recorremos el vector de extremos F hacia adelante desde la posicién ¢(D;). Para cada
extremo e = [I,s] en FE, actualizamos A;;1 := I en el caso en que ¢(I) < t(A;+1). El
recorrido termina en el momento en que llegamos a la posicion t(A;41) de e, dado que
sabemos que todos los extremos subsiguientes corresponden a intervalos con extremo final
mayor a t(A;+1). Remarcamos que podria ocurrir que no existieran extremos de tipo s en
E después de t(D;); en este caso el algoritmo finaliza al llegar al dltimo extremo de E
(linea 44). Notar que, en este caso, k =i, i.e., A= Ay,..., A; es la secuencia buscada.

Observemos que en la busqueda de A;;1 recorremos sélo una parte de E, que va
desde la posicién ¢(D;) hasta la posicién t(A;4+1). Por (c), sabemos que t(D;) > t(4;). En
consecuencia, no recorremos ningun intervalo mas de una vez para el computo total de A.
Como se puede observar en el Algoritmo 2.1 (lineas 38-45), cada operacién del recorrido
consiste en accesos a un vector y asignaciones y comparaciones de nimeros acotados. Por lo
tanto, cada operacién requiere O(1) tiempo y, en consecuencia, el tiempo total consumido
para el computo de A es O(n).

El célculo de Bjy; sigue una estrategia similar al utilizado para computar A;;;. Re-
cordemos que, por (a), By es el intervalo con s(B;+1) < t(D;) cuyo extremo final es
méximo. Sea j = 0sii =0y j = t(Dj—1) si ¢ > 0. Cuando ¢ > 1, podemos observar
que t(D;—1) < s(A;) < t(A;) < t(D;) por (b) y (c) y, por lo tanto, s(Bjy1) € [4,t(D;)]-
Obviamente, si i = 0, entonces s(B1) € [j,t(Do)]. En cualquier caso, s(Bjt+1) pertenece
al intervalo [7,#(D;)] (linea 49). En consecuencia, alcanza con inicializar B;11 = [-2, —1]
para luego recorrer todos los extremos e = [I,s] € E entre las posiciones j y t(D;), ac-
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tualizando By := I si t(I) > t(Bj+1) (lineas 48-50). Como antes, este recorrido cuesta
O(t(D;) —t(D;—1)) cuando i > 0y O(t(D1)) cuando ¢ = 0. Por lo tanto, el costo total para
computar todos los B; es O(n). Finalmente, por (c), D11 es el intervalo en {4,411, Bi+1}
con maximo extremo final. Ciertamente, D;1 se puede calcular en O(1) tiempo con una
mera comparacion (linea 53). Podemos concluir, pues, que el Algoritmo 2.1 requiere O(n)
tiempo.

Algoritmo 2.1: cémputo de un conjunto dominante eterno en C++

Para la implementacién del algoritmo, suponemos que el modelo de entrada Z se ingresa
por la consola estdndar. Se espera un primer entero n = |Z|, seguido de n pares de enteros
sytcon2<s<t<2n+1 que representan cada intervalo [s,t] de Z. Cada valor de la
entrada se encuentra separado del siguiente por al menos un espacio. Asimismo, el conjunto
dominante eterno D computado por el algoritmo es mostrado en la consola estandar.

1 #include <iostream>

2 #include <vector>

3

4 using namespace std;

5

6 //Par representando un intervalo I = [s,t]; beginning = s, ending = t
7 struct interval{int beginning, ending;};

8

9 ostream& operator<<(ostream& out, interval I) {

10 return out << "(" << I.beginning << "," << I.ending << ") ";
11}

12

13 //Modelo = secuencia de intervalos

14 using model = vector<intervals;

15

16 //Un elemento del vector de extremos; kind == true sii tipo =t
17 struct extreme{interval I; bool kind;};

18

19 int main()

20 {

21 //Lectura y pre-procesamiento del modelo M = Z; notar que M[O] = [0,1]
22 int n; cin >> n;

23 model M(n+1, {0,1});

24 for(int i = 1; i <= n; i++) cin >> M[i].beginning >> M[i].ending;
25

26 vector<extreme> E(2*n+2);

27 for(auto I : M){

28 E[I.beginning] = {I, false};

29 E[I.ending] = {I, true};

30 }

31

32 //Inicializacién de las secuencias Ay D

33 vector<interval> A{M[0O]}, D{M[O]};

34

35 //Ciclo principal

36 while(true){

37 //Parte 1: computo de I = A;;1 cuando A = Ag,...,A;

38 interval I{2%n+2, 2*n+3};

39

40 int j = D.back().ending;

41 for(; j < 2*n and (!'E[j].kind or E[j].I.ending != I.ending); ++j)
42 if(!'E[j].kind and E[j].I.ending < I.ending) I = E[j].I;

43

44 if(j == 2*n+l) break;

45 else A.push_back(I);
46
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47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62

}

//Parte 2: computo de B = B;;1
interval B = {-2, -1};
for(j = D.size() > 1 ? D[D.size()-2].ending : O

; j < D.back().ending; ++j)
if(!'E[j].kind and E[j].I.ending > B.ending) B =

E[j]1.1;

//Parte 3: computo de D;;;
D.push_back(I.ending > B.ending ? I : B);

//0utput del algoritmo ignorando el primer intervalo ficticio de D
cout << "D: ";

for(int i = 1; i < D.size(); i++) cout << D[i] <<

non,
’

cout << endl;

return 0;



3. CONCLUSIONES

El problema de dominacién eterna es un problema que, desde su reciente introduccién
por Burger et al. [3] y Goddard et al. [6], esta atrayendo cada vez mds atencion desde la
comunidad de teoria de grafos. En esta tesis, en particular, nos centramos en el estudio
de este problema para grafos de intervalos, generalizando un resultado previo de Braga et
al. [2]. A diferencia de lo que ocurre en los modelos de intervalos propios, los modelos de
intervalos generales tienen intervalos largos que, de cierta forma, permiten que un guar-
dia “salte” a una posicién alejada en la recta real. Esta condicion hace que no se pueda
generalizar facilmente la demostracién de Braga et al. para este caso. Més adn, la demos-
tracién de Braga et al. es relativamente compleja, dado que utiliza algunas propiedades
sobre grafos generales. El aporte principal de esta tesis es la determinacion de la cantidad
minima de guardias (y la estrategia correspondiente) necesarios para defender un grafo de
intervalos general, utilizando una demostracion simple, directa y sucinta.

Repasando la demostracién del Teorema 3, vemos que la misma es constructiva y brin-
da las estrategias Optimas tanto para atacar como para defender el grafo. El algoritmo
resultante no sélo es éptimo en cuanto a su complejidad asintética, también es simple
de implementar y entender. En pocas palabras, los ataques se realizan sobre el intervalo
que termine lo antes posible y no es alcanzable por las guardias que defendieron ata-
ques previos. En cambio, los guardias se posicionan en los intervalos que lleguen a cubrir
lo méaximo posible dejando una brecha corta con el guardia anterior a fin de cubrir los
eventuales ataques. Remarcamos que si bien el algoritmo y su demostracion son simples,
obtener este tipo de resultados suele ser un proceso creativo no trivial. Esto se observa
en muchos trabajos en donde la obtencién de métodos cada vez mas simples conlleva un
trabajo mayor.

Una buena direccién para seguir después de esta tesis es el estudio del problema de
dominacién eterna sobre grafos arco-circulares y sus subfamilias. En pocas palabras, los
modelos arco circulares se obtienen reemplazando la recta real por un circulo. Especifica-
mente, un modelo arco-circular es un par (C,.A) donde A es un conjunto de arcos sobre un
circulo C. El grafo arco-circular representado por (C,.A) tiene un vértice por cada A € A
y dos vértices son adyacentes cuando sus respectivos arcos tienen intersecciéon no vacia.
Es facil ver que todo grafo de intervalos es arco-circular. Mas atun, considerando aquellos
modelos arco-circulares en los que ningin arco contiene a otro, obtenemos la familia de los
grafos arco-circulares propios que incluyen a los grafos de intervalos propios. Analizando
la estrategia de ataque 6ptima para grafos de intervalos, observamos que, en cierta forma,
cada ataque se aleja del ataque anterior a través de la recta real. Esto obliga a agregar
guardias nuevos porque los usados para defender los primeros ataques no pueden llegar
a defender los posteriores. La dificultad para estudiar los modelos arco-circulares es que
dicha estrategia ya no funciona, porque al movernos suficientemente en una de las dos
direcciones del circulo volvemos en algiin momento al punto de partida. En consecuencia,
el guardia que defiende el primer ataque puede empezar a moverse “preventivamente” en
direccién contraria a la de los ataques a fin de repeler un ataque posterior.
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