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1. RESUMEN

Dados un grafo G = (V, E), un hipergrafo H = (V, E) sobre el mismo conjunto de vértices y un
conjunto C de colores, el problema de coloreo de méximo impacto en hipergrafos consiste en hallar un
coloreo factible, es decir, una funcién ¢ : V. — C con c(i) # c¢(j) para toda arista ij € E(G), tal que se
maximice la cantidad de hiperaristas de H que se asignan al mismo color.

Este problema surge en el contexto de asignacion de aulas a clases, donde V es el conjunto de clases
semanales de una institucion educativa, C' son las aulas de la misma, y las aristas del grafo H conectan a
las clases de una misma asignatura. En este sentido, una particularidad que intentaremos modelar sera la
preferencia por asignar a todas las clases de una misma asignatura, una misma aula. Sin embargo, habra
que tomar en cuenta los casos donde esto no serd posible por superposiciones horarias.

Para este problema, analizamos dos modelos basados en programacién lineal entera, concluyendo que
uno de ellos muestra una ejecucion mas veloz en la practica. Utilizando el modelo ganador, hacemos un
estudio del poliedro inducido por las soluciones factibles de éste, calculando su dimensién y buscando
desigualdades vélidas y facetas.



2. INTRODUCCION AL PROBLEMA

La asignaciéon de aulas es un tema de gran interés, debido a su aplicacidon practica para cualquier
institucion educativa y a las multiples particularidades que emergen de cada contexto individual, ya sean
horarios disponibles, preferencia de los docentes, capacidad de las aulas, entre otros.

A pesar de su indudable aplicacidn concreta, este problema no es sencillo de resolver. Formalmente,
pertenece a la clase de problemas NP-Dificil IGJ79].

En este trabajo estudiaremos posibles soluciones utilizando la técnica de programacién lineal entera,
concepto que introduciremos en la siguiente seccidon y que ha proporcionado buenos resultados en pro-
blemas similares o incluso variantes del mismo problema [[CCEF04].

Primero daremos algunas definiciones preliminares que ayudaran a entender los conceptos que utili-
zaremos, luego haremos una introduccion al problema y su modelado desde el enfoque de programacion
entera. En la segunda seccidn, se hara una comparacion entre dos modelos de programacion lineal en-
tera para este problema, concluyendo que uno de ellos se comporta mejor en la practica. Por tltimo,
nos centraremos en un estudio poliedral, concepto que también introduciremos en la siguiente seccidn,
utilizando el modelo ganador.

El objetivo de este trabajo es, mediante un estudio tedrico, dar herramientas que puedan ser ttiles
en la practica para mejorar la performance de algoritmos que resuelvan el problema en cuestion. En
particular, los resultados que expondremos serdn de utilidad para la creacidon de algoritmos llamados de
planos de corte [BHM77], utilizados para resolver modelos de programacion entera.

2.1. Definiciones preliminares

Consideraremos siempre grafos finitos, no dirigidos G = (V, E), donde V(G) seran los vértices del
grafo, E(G) las aristas del mismo. Por otra parte, consideramos hipergrafos H = (Vi, Ey) donde Vi es
un conjunto de vértices, y Ey C P(Vy) el conjunto de hiperaristas donde cada arista conecta a uno o
mas vértices, siendo siempre un nimero finito de vértices conectados.

Podemos definir lo que es un coloreo de un grafo de la siguiente manera:

Definicion 2.1.1: Coloreo de un grafo

Dado G = (V, E) un grafo, un coloreo en G es una funcién ¢ : V. — C, tal que c¢(i) # ¢(j) para
todo i,j € V tales que ij € F(G), donde C son los colores disponibles, y |C| es finito. Dicha
aplicacién se denomina un C'—coloreo de G.

El nimero cromdtico de un grafo G, X(G) es el minimo numero de colores necesarios para
colorear todo el grafo con un coloreo factible segin las anteriores restricciones.

Como una variante de este problema, tenemos el coloreo de mdximo impacto en hipergrafos, el proble-
ma en cuestion que estudiaremos en esta tesis. Este se define de la siguiente forma:

Definicion 2.1.2: Coloreo de maximo impacto en hipergrafos

Dados un grafo G = (V, E¢) y un hipergrafo H = (V, Ey) sobre el mismo conjunto de vérti-
ces y dado un conjunto C' de colores, obtener un C-coloreo de G que maximice la cantidad de
hiperaristas de H cuyos vértices reciben todos el mismo color.




Seccion 2.1 - Definiciones preliminares

En este caso, nuestro conjunto de vértices seran las clases o sesiones de una materia; las aristas F¢
seran las superposiciones de horarios entre las distintas clases. Finalmente, las hiperaristas Fy seran las
que conecten a las distintas clases o sesiones de un mismo curso, y los colores representaran a las distintas
aulas.

En este contexto, colorear los vértices maximizando la cantidad de hiperaristas que reciben el mismo
color, serd asignar las |C| aulas a las distintas clases, maximizando la cantidad de cursos que se asignan
a la misma aula. A esto llamaremos tener un mdximo impacto sobre las hiperaristas Ey. Daremos una
definicién mas detallada de este problema en la seccién 2.2.

Con el objetivo de introducir el concepto de programacion lineal entera, debemos comenzar con la
definicién de programacién lineal [BT97]:

Definicion 2.1.3: Programacion Lineal

La programacién lineal es una caracterizacién de problemas que constan de una funcidn objetivo
que se quiere maximizar cumpliendo una serie de restricciones lineales. Su formulacién es la
siguiente:

Encontrar un vector x € R™*! tal que
Maximiza: cTx (funcién objetivo)
Sujeto a: Ax < b (restricciones)

x; >0vVeel,...,n

Conce R Aec R™*", be R™¥!

Existen algoritmos que resuelven problemas de programacioén lineal de forma relativamente eficiente
en la practica, el mas conocido de ellos es el llamado Simplex, aunque también existen algoritmos que
son polinomiales en el peor caso [BT97].

Sin embargo en el problema que estudiaremos, como veremos mas adelante, nos interesaran unica-
mente las soluciones enteras, es decir, donde el vector x € R™ solamente puede tomar valores enteros,
con lo cual z pertenece a Z". Esta restriccion adicional compone lo que se conocen como problemas de
programacion lineal entera.

A continuacién, definiremos los conceptos de politopo y poliedro, ya que seran centrales a lo largo de
esta tesis. Debido a que las definiciones de ambos conceptos varian segtn la bibliografia que se utilice,
aqui nos basaremos en el libro Integer Combinatorial Optimization [NW99]. Primeramente, debemos
definir lo que es un semiespacio:

Definicidn 2.1.4: Semiespacio

Dado FE un espacio euclideano, un semiespacio S C F es el conjunto de vectores v € E que
satisfacen una férmula del tipo (a, v)g < bo {(a, v)g < b. Cona € FE, b € R, donde (a, v) refiere
al producto interno entre ambos vectores.

En el primer caso se tratara de un semiespacio cerrado, mientras que en el segundo caso se tratara
de un semiespacio abierto.

Definicion 2.1.5: Semiespacio en R"

Dado n € N, un semiespacio S C R", es el conjunto de vectores v € R™ que satisfacen una férmula
del tipo (a, v) < bo {(a, v) < b. Con a € R", b € R. Nuevamente en el primer caso se tratard de
un semiespacio cerrado, y en el segundo caso de un semiespacio abierto.
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Seccion 2.1 - Definiciones preliminares

A raiz de esta definicién, podemos introducir el concepto de poliedro, como una interseccién de finitos
semiespacios cerrados en R™. Es decir, un poliedro P C R™ es un conjunto que se puede expresar como
P= N {zeR" a]z <b;},dondedb; € R, a; € R".

i={1,...,m}

Andlogamente, podemos definir a un poliedro P como: P = {z € R"| Az < b}, con A € R™*",
beR™.

Notemos que ésto tltimo nos indica que el conjunto de soluciones X de un problema de programacién
lineal es, por definicién, un poliedro. Mds atn, un problema de programacién lineal, en estos términos,
es maximizar una funcién lineal sobre un poliedro.

Siguiendo la misma linea, un politopo se define como un poliedro acotado. Formalmente:

Definicién 2.1.6: Politopo

Dado un poliedro P C R", si existe r € N tal que P C B(0,r) (donde B(0,r) es la bola cerrada de
centro 0 € R™, y de radio r), entonces diremos que el mismo es un politopo.

En esta tesis haremos un analisis del poliedro dado por la capsula convexa de las soluciones de un
modelo de programacién lineal entera para el problema de asignacién de aulas a clases. La capsula
convexa de un conjunto S es el conjunto convexo mas pequeiio que contiene a todos los elementos de S,

esdecir ] C..
sSCa;
Cijconvexo

En particular, veremos que este poliedro es acotado, es decir, un politopo, analizaremos la dimensién
del mismo, y buscaremos desigualdades validas que definan caras. La dimensién de un politopo se define
como la dimensién del espacio mds pequefio que lo contiene, mientras que una desigualdad vdlida se
define de la siguiente manera:

Definicion 2.1.7: Desigualdad valida

Dado un modelo de programacién lineal o lineal entera cuyo espacio de soluciones es S, una
desigualdad vdlida es una desigualdad de la forma aTx = 3, donde a7z = 8 se puede agregar
como restriccion al modelo sin que eso modifique las soluciones factibles del mismo. Es decir, es
una desigualdad que cumplen todos los puntos que son soluciones factibles del modelo.

A continuacidn, incluimos la definicion de una cara de un politopo:

Definicion 2.1.8: Caras de un politopo

Una cara de un politopo P es un conjunto de puntos {x € P : aTz = }, donde aTz < § es una
desigualdad valida en P.

Notemos que la definicién anterior difiere de lo que conocemos como cara en la geometria en 2 dimen-
siones, ya que podemos tener, para una figura de n dimensiones, caras de 1,2, 3,...,n — 1 dimensiones.
A las caras de dimensién n — 1 las llamaremos facetas.

El dltimo concepto que debemos abordar es el de grafo de intervalos:

Definicion 2.1.9: Grafo de Intervalos

Un grafo G = (V, E) no dirigido se dice de intervalos si existe una correspondencia con sus vértices
y sus ejes, donde sus vértices son intervalos en la recta real, y sus ejes son las intersecciones entre
dichos intervalos.

Esta familia de grafos sera de importancia en este trabajo, ya que es justamente la clase de grafos
sobre la cual trabajaremos.
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Ejemplo 2.1.1: Grafo de Intervalos

A continuacién incluimos un ejemplo de un grafo con 5 vértices. Debajo del mismo se encontrara
una posible interpretacién como grafo de intervalos.

1 21 i 3
4k 151

Fig. 2.1: Grafo de intervalos de ejemplo.

2.2. Modelado del problema

Como hemos mencionado al comienzo, el problema que estudiaremos surge en el contexto de una
institucién educativa, donde queremos calcular, para cada clase o sesién de una asignatura, el aula que le
serd asignada. Tendremos una cantidad fija de aulas, y consideraremos que una superposicion de horarios
entre clases implica distintas aulas asignadas a las mismas.

El problema en cuestion puede ser interpretado como un problema de coloreo de grafos de la siguiente
forma:

Sea G = (V,E) un grafo finito, donde V representa las clases de una institucién, y F representa
los solapamientos de horarios entre distintas clases. Se busca en este caso un coloreo factible, que en el
contexto del problema implica no asignar la misma aula a dos clases con horarios superpuestos. Debe-
mos también utilizar a lo sumo |C| colores, donde C son las aulas de la institucién. Asumiremos que los
cronogramas se pautan de forma semanal, es decir, se repiten los mismos horarios cada semana, y por lo
tanto basta con definir el cronograma de una semana.

Lo que haremos en este trabajo sera considerar adicionalmente un hipergrafo H = (V, Ey), donde Ey
son hiperaristas que conectan las clases de una misma asignatura o materia. Lo que buscaremos con esta
adicién serd modelar dentro del problema la preferencia de tener todas las clases de una misma materia
asignadas a una misma aula. Esto resulta deseable tanto para la comodidad de alumnos/as y docentes,
como para la organizacién general de la institucion y del equipamiento necesario para las clases.

Notemos que este problema no tendria solucién si X(G) > |C|, por lo tanto ésta serd una de las
asunciones que tendremos que considerar. Asimismo, la asignacion de todas las clases de un curso a una
misma aula es deseable, pero no siempre serd posible. En este sentido, intentaremos maximizar la can-
tidad de cursos con esta caracteristica, a lo cual nos referiremos como tener el mdximo impacto sobre el
grafo H.

El problema clésico de coloreo posee numerosas formulaciones ya estudiadas utilizando programa-
cién lineal entera, por lo que resulta natural la idea de modificar modelos ya conocidos para resolver el
problema de coloreo de maximo impacto en hipergrafos.

Como se ve en [BDDLM17], este problema contiene como subproblema el determinar si X'(G) < |C|,
por lo tanto si consideramos el problema con grafos genéricos es sencillo verificar que pertenece a la clase
de problemas NP-dificil [GJ79].

Como G es un grafo que surge de un cronograma de clases semanales, podemos notar que se trata
de un grafo de intervalos, familia en la que la resolucién del problema de coloreo es polinomial. Sin
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embargo, siguiendo lo demostrado en [BDDLM17]], para este problema en particular, incluso con grafos
de intervalos se mantiene la complejidad NP-dificil.

A diferencia de otros modelos ya estudiados, en este caso nos interesara tinicamente maximizar la can-
tidad de asignaturas donde todas sus clases estén asignadas a la misma aula, no buscaremos maximizar
que algunas clases lo estén.

Esto ultimo resulta interesante en la practica, contrastandose con otras ideas donde, por ejemplo, se
busca maximizar los pares de clases de una asignatura que comparten el aula [BDDLM17].

En este trabajo presentaremos dos formulaciones de este problema utilizando Programacion Lineal
Entera, para posteriormente compararlas ejecutandolas con instancias reales obtenidas de la Facultad de
Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Buenos Aires.

Por ultimo, elegiremos uno de esos modelos en base a su performance y estudiaremos su politopo de
soluciones, hallando desigualdades validas y estudiando las condiciones necesarias para su facetitud.

Consideraremos siempre un grafo G = (V, E') donde V representa las clases de una institucién, F las
superposiciones de horarios entre clases, y adicionalmente consideraremos el conjunto C' de colores, y F
de cursos, donde si f € F, entonces f C V.

Ejemplo 2.2.1

A continuacion se incluye un ejemplo donde tenemos dos cursos, f y g, tal que ambos cuentan
con dos clases cada uno. Debajo del grafo, se incluye su interpretacion como intervalos.

@ﬁg@

10 12}

Y o —

Fig. 2.2: Grafo G de ejemplo, donde f y g representan a los cursos de una instituciéon educativa mientras que
los vértices numerados representan las clases de cada curso.

Utilizaremos este grafo a modo de ejemplo para introducir los modelos.

. J

Veremos a continuaciéon un ultimo ejemplo en el que comparamos dos posibles coloreos para un
mismo grafo, que representan distintas asignaciones de aulas en el contexto del problema de coloreo de
maximo impacto en hipergrafos.

Jessica Singer 8



Secciéon 2.2 - Modelado del problema

Ejemplo 2.2.2

En la Figura tenemos un grafo G cuyos vértices representan a las clases de una institucién
educativa, y sus aristas representan las superposiciones horarias entre clases. El ejemplo consta de
tres cursos, f, g y h. Los dos primeros con dos clases cada uno, y el tltimo con tres. Las hiperaristas
del hipergrafo H estan implicitas en el grafico y conectan a las clases de cada curso. Suponemos
que disponemos de dos aulas, y el color utilizado para el relleno de cada vértice representa el aula
asignada.

Fig. 2.3: Grafo G coloreado con dos colores, que representa una posible asignacion de aulas a clases. f, g,y h
representan a los cursos mientras que los vértices numerados representan las clases de cada curso.

Notemos que utilizando este coloreo, inicamente el curso f tendria a todas sus clases asignadas a
la misma aula. Si bien esta asignacion es factible, ya que se trata de un coloreo valido, no es una
asignacién 6ptima en el contexto del problema de maximo impacto en hipergrafos, como podemos
notar analizando la Figura[2.4] En la misma vemos otro coloreo factible, en el que tanto los cursos
f como g tendrian a todas sus clases asignadas a la misma aula.

Fig. 2.4: Grafo G coloreado con dos colores, que representa una posible asignacién de aulas a clases. f, g,
y h representan a los cursos mientras que los vértices numerados representan las clases de cada
curso. En este caso, la asignacion es Optima para el problema de coloreo de maximo impacto en
hipergrafos.

Dado que el ejemplo elegido es de un tamafio reducido, podemos calcular manualmente que este
ultimo coloreo si es 6ptimo, ya que no existe asignacién posible donde todos los cursos reciban
una Unica aula para todas sus clases.
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3. MODELOS DE PROGRAMACION LINEAL ENTERA

En esta seccion presentaremos dos modelos elegidos para resolver el problema de coloreo de maximo
impacto en hipergrafos, y luego presentaremos una comparacién entre ambos ejecutandolos sobre las
mismas instancias.

3.1. Modelo de representantes

El primero de nuestros modelos estd basado en el modelo de representantes para el problema de
coloreo clasico [[CCFO4].

Consideraremos un coloreo factible como una familia {51, ..., Sk}, con .S; C V un conjunto de vértices
asignados a un mismo color. Para cada uno de esos conjuntos \S; se propone elegir un representante v; del
mismo, que represente su color. Luego si en el coloreo otro vértice v tiene asignado el color de v;, esto se
traduce a que el mismo esta representado por v;.

En términos del modelo, vamos a utilizar variables z;;, donde i,j € V, donde i € N(j), y z;; = 1 si
y solo si i representa el color de j, implicando que ambos tienen asignados el mismo color. Tendremos
adicionalmente variables zf, con f € F, tales que zy = 1 si y solo si a todos los vértices v € f les corres-
ponde el mismo color.

Sea el grafo G = (V, E), donde V es el conjunto de vértices y E es el conjunto de sus aristas. Sea
ademds el conjunto C, tal que |C| > 0 es la cantidad de colores disponibles. Tenemos el siguiente modelo:

Maximizar: Z zy

fer

Sujeto a: Z x5 >1VieV (1)
JENII]
> aj; <|C (2)
jev

Ty + Tuw < Ty Yu € V, Yo € N(u),v # u, Yw € N[u] N N(v) (3)
Tuy < Tyu Yu €V, Yv € N(u),v # u (4)
2f <14 xp —xip Ve F, VieV, Vu,v e f (5)
z;; € {0,1}Vj € V,i € N(j) (6)
zp €{0,1}Vf e F (7)

La primera restriccion indica que cada vértice debe tener al menos un representante. La segunda restric-
cién fija que a lo sumo hay |C| vértices representdndose a si mismos. Esto junto con las restricciones (3)
y (4) implicaran que la cantidad de colores debe ser menor o igual a |C|. Las restricciones (3) y (4), nos
impiden que haya mas de un representante para el mismo color; es decir, prohiben el caso z,, = 1 = T,
con v,w,u € V. Adicionalmente la desigualdad (3) impide que dos vértices adyacentes tengan asignado
el mismo color. La restriccién (5) seréd la que nos provea la consistencia de los z;. De esta manera, si
tenemos un curso representado por f, y tenemos dos vértices u y v del mismo, es condicién necesaria que
uy v estén coloreados idénticamente para poder tener zy = 1. Esto se explicita aqui exigiendo que ambos
estén representados por el color de i, o que ninguno lo esté. Al aplicar esto para todo i € V, tenemos
la condicion deseada. Las ultimas dos restricciones indican el dominio de las variables. En este modelo,
trabajaremos con variables binarias.

A continuacién incluimos un ejemplo de este modelo aplicado a un caso particular:
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Seccién 3.2 - Modelo clasico

Ejemplo 3.1.1

%iﬁ)g@

10 12} i

3 ] Y

Fig. 3.1: Grafo G de ejemplo

El modelo de representantes del grafo G es el siguiente:

Maximizar: z¢ + 2z,

Sujeto a:
11+ @21 F x4 2> 1 (1) zp <1+ x31 — T30 (5)
To1 + To2 + x40 > 1 (1) 2 <1+ 241 — Ty (5)
x33 + 143 > 1 (1) zfp <l4+z12— 211 (5)
11+ Too + 233 + 244 < C (2) zf <14 x20 — a0 (5)
Ta1 + 243 < Tgy (3) zf <14 x50 — w31 (5)
T4z + T4z < Tag (3) zf <1+ x40 —zs1 (5)
12 < T11 (4) 2g <1+ x13 — 214 (5)
T21 < T2 (4) 2g < 14 293 — @24 (5)
T4 < T11 (4) 2g <1+ x33 — w34 (5)
Toq < T (4) 2g <1+ x43 — Ta4 (5)
41 < Tyg (4) 2g < 14214 — 213 (5)
Ty < Taa (4) 2g <14 o4 — Ta3 (5)
T43 < Tys 4) Zg <14 w34 — 33 (5)
T34 < T'33 (4) 2g <1+ xag — 243 (5)
2p <1+ 111 — 210 (5)  wy;€{0,1}Vi,je{1,2,3,4}  (6)
zp <1+ w21 — @22 (5) zf, 29 € {0,1} (7)

3.2. Modelo clasico

Este modelo estd basado en el modelado del problema de Coloreo de Maximo Impacto presentado en
[BDDLM17]. Utilizaremos variables z;., donde i € V, c € C'y z;. = 1 si y slo si i tiene asignado el color
c. Tendremos adicionalmente variables z;, con f € F, tales que zy = 1 siy s6lo si a todos los vértices
v € f les corresponde el mismo color.

Definimos el modelo de la siguiente forma:
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Seccién 3.2 - Modelo clasico

Maximizar: Z zy
fer

Sujeto a: Z Tie=1Vi eV (1)

ceC
Tic+Tjc <1Vi,j eV, ij € E(G) (
2f <l4+a,—z;VfEF,Vi,jeF, VeeC (
zic €{0,1} Vi €V, Ve e C (4
ZfG{O,l}VfE]: (
La restriccidn (1) exige que un vértice pueda tener a lo sumo un color. La restriccion (2) impone que si
dos vértices son adyacentes, entonces deben tener colores distintos. La restriccién (3) preserva la validez
de los zy. Notemos que si para un f € F fijo, z; fuera 1 pero hubiera dos vértices i, j € f de colores ¢,

y co respectivamente, con ¢; # cp, entonces zy > 1+ x;., — ., = 0. Las dltimas dos restricciones, (4) y
(5), fijan el dominio de las variables. En este modelo contaremos inicamente con variables binarias.

A continuacidn, incluiremos un ejemplo aplicando este modelo a un grafo de ejemplo:

@é}tﬁ@g@

1k 12} i

3 ] Y

Ejemplo 3.2.1

Fig. 3.2: Grafo G de ejemplo

Utilizando el grafo de ejemplo, suponiendo C = {c;, ¢2, c3} tenemos el siguiente modelo clasico:

Maximizar: zy + z4

Sujeto a:
Tie, + Tie, + T =1 (1) 2f <1+ Tiey — Tae;  (3)
Toe, + Toey +Toe, =1 (1) 2 <1429, — 21, (3)
31 + T3z + Tge, = 1 (1) 2f <14 Toc, —T1e,  (3)
Ty, + Tgep + Taey =1 (1) 2p <14y — T1ey  (3)
Tie, +T3e, <1 (2) 2g <1+ T30, — Taey  (3)
Tiey + T3ep <1 (2) 2g <14 x30, — Tae,  (3)
Tiey + T3es <1 (2) 2g <14 x30, — Taey,  (3)
Toe, + T3e, <1 (2) 2g < 14 x40, — T3¢, (3)
Te, + T3, <1 (2) 2g S 1+ Tye, — T3e,  (3)
Tocy + T3eq < 1 (2) 2g <14 Tyey — T3e;,  (3)
2f <1421, — Toey (3) x; €{0,1} Vi€ {1,2,3,4},Vj € {1,2,3} (4)
2 <14+ X1y — Toey (3) zf, 29 € {0,1}  (5)
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Seccion 3.3 - Comparacién de los modelos en la practica

3.3. Comparacion de los modelos en la practica

Para comparar los modelos, utilizamos instancias reales pertenecientes a la Facultad de Ciencias Exac-
tas y Naturales de la Universidad de Buenos Aires. Ambos modelos fueron implementados en lenguaje
ZIMPL [Koc04], lenguaje estindar de modelado para problemas de programacion lineal entera.

Para estos experimentos utilizamos la imagen de Docker con la versién de SCIP 7.0.2 [GAB™20], una
aplicacién de cédigo abierto que resuelve problemas de programacion lineal entera, asi como problemas
de programacién lineal o problemas mixtos (donde se requiere que algunas variables sean enteras). Nos
referiremos a veces a este programa como el solver.

En ningln caso se modificaron los pardmetros por defecto de SCIP. Los experimentos se corrieron
utilizando la versién 4.14.0 de Docker, con 4 nucleos de CPU, 8GB de memoria RAM. Se utilizé una
computadora con procesador Apple M1 Pro y 16 GB de memoria RAM.

A continuacién, incluimos informacién sobre las instancias utilizadas, junto con la solucién 6ptima
hallada por el modelo clasico y el tiempo en segundos que tomo.

Instancia | V | |E(G)| | |F| | |C| | Tiempo(s) | Resultado | #(Variables) | #(Restricciones) | Nodos visitados
2010.01.1 | 235 | 1894 | 127 | 21 523,56 127 5.062 89.926 98
2010.01.1T | 267 | 2593 | 122 | 22 1187,93 121 5.996 133.345 77
2010.02.I | 256 | 1921 | 151 | 18 295,79 147 4.759 78.412 61
2010.02.IT | 277 | 2914 | 159 | 26 708,55 155 7.361 167.743 45
2011.01.I | 265 | 2092 | 150 | 16 770,47 147 4.390 75.961 192
2011.01.0I | 255 | 2295 | 135 | 20 501,33 130 5.235 104.795 48
2012.01.I | 182 | 1381 95 | 18 445,13 93 3.371 57.386 644
2012.01.0I | 235 | 2220 | 114 | 23 494,78 111 5.519 116.730 13
2012.02.1 | 253 | 1974 | 123 | 20 357,06 122 4.930 86.342 109
2012.02.I1 | 254 | 2368 | 118 | 22 591,94 118 5.706 118.218 41
2014.02.1 | 172 | 1201 68 | 20 591,59 65 2.648 46.972 189
2014.02.11 | 238 | 2294 74 | 20 1172,63 68 4.834 117.598 38

Tab. 3.1: Instancias, tiempos, resultados y cantidad de variables y restricciones para el modelo basado en coloreo
clasico.

En este caso, el solver fue capaz de encontrar la solucién 6ptima en todos los casos, sin sobrepasar el
limite de 20 minutos.

Podemos notar que las instancias en cuestion forman grafos relativamente ralos. Ademas, tenemos
una cantidad pequefia de aulas, lo cual beneficiara al modelo clasico, debido a que traerad aparejada una
cantidad menor de variables para éste, comparandolo con el caso del modelo de representantes, como
veremos en el cuadro siguiente.

A continuacion, analizaremos los resultados utilizando el modelo de representantes. Omitiremos la
columna de tiempos, ya que en todos los casos utilizamos un tiempo limite de una hora para correr los
mismos.
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Instancia | V | |E(G)| | |F| | |C| | Resultado | #(variables) | #(restricciones) | Nodos visitados
2010.01.I | 235 | 1894 | 127 | 21 127* 55.352 881.149 1
2010.01.I1 | 267 | 2593 | 122 | 22 *x 71.411 1.349.654

2010.02.I | 256 | 1921 | 151 | 18 *x 65687 1.002.709

2010.02.I1 | 277 | 2914 | 159 | 26 159* 76.888 1.558.487 1
2011.01.I | 265 | 2092 | 150 | 16 148* 70.375 1.118.863 1
2011.01.11 | 255 | 2295 | 135 | 20 *x 65.160 1.155.751

2012.01.I | 182 | 1381 95 | 18 94* 33.219 492.454 1
2012.01.0I | 235 | 2220 | 114 | 23 113* 55.339 1.007.826 1
2012.02.1 | 253 | 1974 | 123 | 20 122* 64.132 1.000.645 1
2012.02.I1 | 254 | 2368 | 118 | 22 118* 64.634 1.173.498 1
2014.02.1 | 172 | 1201 68 | 20 66* 29.652 407.577 1
2014.02.11 | 238 | 2294 74 | 20 *x 56.718 1.040.474

Tab. 3.2: Resultados, tiempos e instancias. Los resultados marcados con * corresponden a cotas duales capturadas
luego de una hora, y los marcados con ** significan que luego de 1 hora no se logro resolver la relajacién
lineal.

Como vemos, ninguna de las instancias de este modelo logré resolver el problema utilizando el limite
de tiempo de una hora. En algunos casos, no se llegé siquiera a resolver la primera relajacién lineal. Esto
ultimo es esperable si notamos la gran cantidad de variables y restricciones. Sin embargo, alrededor del
50 % de las restricciones de este tiltimo modelo eran eliminadas en la etapa presolve.

Podemos notar una diferencia de casi un 1000 % entre la cantidad de variables y restricciones del mo-
delo clésico y de representantes. Esto es debido a que en este dltimo, las variables y restricciones resultan
afectadas de manera cuadratica y ctiibica por la cantidad de vértices del modelo. Por el contrario, el mo-
delo clasico tiene un mayor impacto al aumentar la cantidad de colores disponibles, que en los casos de
prueba utilizados no constituyen una gran cantidad.

Los resultados muestran que el modelo cldsico parece comportarse mejor en la practica, dado que los
tiempos de ejecuciéon fueron abismalmente menores. Si bien estas instancias no dejan de ser un conjunto
particular, resultan una muestra de la utilidad practica que pueden representar ambos modelos.

En la siguiente seccidn nos concentraremos en estudiar el poliedro asociado de soluciones del modelo
clasico, calculando su dimension y desigualdades validas.

Jessica Singer 14



4. ESTUDIO DEL POLITOPO ASOCIADO AL MODELO CLASICO

En esta seccion presentaremos un estudio del poliedro asociado al modelo clasico. Formalmente, lo
definiremos de la siguiente manera:

Definicion 4.0.1

Dados el grafo, G = (V, E), el hipergrafo H = (V, Ey), y un conjunto C' de colores disponi-
bles, llamaremos Py 10 (G, H,C) c RIVICIHIER] 3] poliedro generado por los puntos (z,z) €
RIVIICI+IEx| que cumplen con las restricciones asociadas al modelo clasico de coloreo de maximo
impacto en hipergrafos.

Notemos que el modelo que analizaremos tiene la particularidad de ser binarias todas sus variables.
Es por esto que, siguiendo la Definicion el poliedro asociado a este modelo es en particular un
politopo.

En general, si tuviéramos n variables de un problema de programacion lineal, donde cada una de ellas
es binaria, tendriamos que el conjunto de soluciones factibles del problema estaria encerrado en B(0, 2)
donde ésta ultima es la bola cerrada de radio 2, con centro en () € R™.

Lo primero que haremos serd calcular la dimensién de Py e (G, Z, C), y luego presentaremos fami-
lias de desigualdades validas y condiciones adicionales bajo las cuales éstas inducen facetas del mismo.

Con el fin de simplificar las demostraciones, asumiremos que, dado f € F un curso, si v,w € f,
entonces no hay aristas entre ambos. En caso que las hubiera, no habria posibilidad de obtener z¢ = 1.
Podriamos, entonces, modificar el modelo marcando z; = 0 y eliminar las desigualdades relacionadas a
zy. Ademds, asumiremos que cada clase pertenece a un unico curso, esto es, si f,g € F, v € f implica

vég.
Introduciremos a continuacion algunas notaciones que utilizaremos a lo largo del trabajo:

1. Dados i € V, ¢ € C, notaremos ¢;. € {0, 1}IVII€l al vector formado por todos 0s salvo un 1 en la
posicion ic.
)\il
2. Dado X € RIVII€l ; € V, llamaremos )\, al vector v € RI®! conformado por

Aijc|

3. Por ultimo, notaremos 0 al vector formado por todos valores 0 con la dimensién correcta.

4.1. Dimension del politopo

Lo primero que haremos sera calcular la dimensién del politopo de soluciones del problema en cues-
tién. Esto implicara que el sistema de ecuaciones utilizado en el modelo es minimal.

Proposicion 4.1.1

Si X(G) < |C|, entonces la dimensién de Py o (G, H,C) es |[V|(|C] — 1) + | F].

Demostracion. La dimension del politopo, por definiciéon es la dimensién del espacio euclideano mads
pequefio que lo contiene. Si tenemos n variables, entonces estamos buscando la dimensién de un politopo
P C R™. Esto nos daria, una cota superior a la dimensién igual a n.
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Seccién 4.1 - Dimensién del politopo

Aplicando el Teorema 3.17 de [[CCZ14], tendremos que la dimensién del politopo serd n—#(igualdades
linealmente independientes del modelo). El teorema en cuestién indica que la dimensién de un politopo
P es n menos el rango de A=, donde A= es una matriz cuyas columnas son todas las igualdades implici-
tas del modelo que induce al politopo. El rango de la misma serd entonces la cantidad de igualdades
linealmente independientes.

La cantidad de variables del modelo es |V'||C|+|F]|, ya que tenemos las variables ., cuyos subindices
representan cada posible clase y color, y los z; cuyo subindice representa cada curso.

Debemos hallar, por ultimo, las igualdades linealmente independientes. Las primeras igualdades que
podemos considerar son las propias del modelo, que facilmente podemos demostrar que son linealmente
independientes.

Al ser |V| igualdades, tenemos en principio una cota superior de la dimensién igual a |[V'|(|C|—1)+|F|.
Resta ver que no existen otras igualdades linealmente independientes.

Para eso, tomemos una igualdad genérica, ATx + uTz = )\g, y supongamos que todas las soluciones
factibles de nuestro modelo cumplen dicha igualdad. Vamos entonces a demostrar que la misma no puede
ser otra cosa que combinacidn lineal de las igualdades que ya teniamos.

Probaremos, con el fin ultimo ya mencionado, algunas propiedades sobre la igualdad genérica en
cuestion:

1. pp=0VfeF:

Sea f € F, fijo. Tomemos una solucién factible con X' (G) colores.
Como |C| > X(G), tenemos un color ¢ que no esta siendo utilizado para colorear ningtin vértice.

Utilicemos dicho color, para pintar los vértices de f. A continuacién, tomemos la solucién w; =

T .z .7 T |7
5 - conz representando el coloreo en cuestién, y tomemos la solucién we = ,coner € R
€f

el vector candnico con un 1 Unicamente en el lugar de f.

Notemos que ambas soluciones son factibles para el modelo, y por lo tanto deberian cumplir con la
igualdad genérica. Tenemos entonces:

AT +pT0 =Tz + pley <
0= %73
Y con eso probamos el resultado que queriamos. o

2. Ape = Ay Ve, €C,vEV :

Sean v € V, ¢, € C, fijos. Tomemos un coloreo factible utilizando X (G) colores, tal que no se
utilice el color ¢ para colorear ningun vértice.

Luego, intercambiemos los colores de los vértices, de forma tal que a v le quede asignado el color c.

Il

Con este coloreo, formamos la solucién w! = §
s L x 9 1 . .

Por dltimo, construyamos la solucién w* = 5 con z- igual a x', pero intercambiando el color

de v por ¢. De esta forma, obtenemos:

ATzt 4 uT0 = AT2? 4 470 =
)\vc = )\vc’

Y esto era lo que queriamos probar. o
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Seccién 4.1 - Dimensién del politopo

Ahora bien, reescribiendo la igualdad genérica que teniamos, podemos expresarla como:
SN Newic+ > ppzr = Ao
i€V ceC ferF
Como py = 0Vf € F, esto es equivalente a:
DY Newic = Ao
i€V ceC

Ahora bien, por el item 2, podemos fijar un ¢’ € C'y reescribir la igualdad como:

D Xier Y mie = Ao
eV ceC
Podemos ver que esto no es otra cosa que una combinacién lineal de las igualdades del modelo, por lo que
finalmente demostramos que no hay otras desigualdades linealmente independientes con las igualdades
del modelo, y por consecuencia que la dimension del politopo es [V|(|C| — 1) + |F|.
O
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Seccién 4.2 - Desigualdades de particién

4.2. Desigualdades de particion

La primera desigualdad que introduciremos estd basada en la desigualdad homoénima del articulo
sobre coloreo de maximo impacto [BDDLM17].
Sea f € F,coni,j€ f.Sea D C Ctalque 1 < |D| < |C| — 1. Definimos la siguiente desigualdad:

2§ < Z Tie + Z xjq Desigualdad de particién
c¢D deD

Estas desigualdades intuitivamente serian una generalizacién de las restricciones (3) del modelo:
zf§1+xic—mjcb’f€]~",i,j€}',c€0 (3)

Notemos que si fijamos un ¢ € C, y ademas fijamos D = {c}, tenemos exactamente estas restricciones,

dado que > z;. =1 — x;.. Esto Ultimo a causa de las igualdades > z,., =1Vi e V.
c¢ D ceC
Esta familia de desigualdades marca una condicién necesaria, mas no suficiente, para afirmar que si

zy = 1, no haya clases de la asignatura f asignadas a distintas aulas.

Teorema 4.2.1

Las desigualdades de particién son validas. Mds atn, si X(G) + 1 < |C|, entonces definen facetas
de PHMIC(G,H, C)

En las préximas dos subsecciones demostraremos el teorema anterior, primero demostrando la validez
de las desigualdades y por dltimo la facetitud contando con la hipdtesis adicional.

4.2.1. Demostracion de validez

Notemos que la inica forma en que la desigualdad fuese invdlida, serfasizy = 1,y > @ic + >, Tjq =
c¢D deD
0, asi que supongamos una solucién factible con dichas caracteristicas.

Como > z;. = 1, necesariamente existe un ¢ € C'\ D tal que z;. = 1. Andlogamente, existe d € D

ceC
tal que z;4 = 1. Como DN C \ D = 0, ¢ y j tienen distinto color, por lo tanto z; debe valer 0 por las
restricciones del modelo. O

4.2.2. Demostracion de facetitud

Queremos demostrar que la desigualdad de particion define una faceta. Esto es, ver que la igualdad
inducida por la desigualdad produce una cara de dimensiéon n — 1, siendo n la dimensién del politopo.
Por comodidad, llamaremos igualdad de particion a la igualdad inducida por la desigualdad de particion.

Para ver que la cara que produce tiene dimensién n— 1, primero tomemos una igualdad ATx+uTz = \g
. T T
genérica y asumamos que la cumplen todos los puntos e ZIVIICI+I7] enteros tales que ( ) €
z z

Pumic(G, H,C),yademds cumplen la desigualdad candidata por igualdad. Esto es, una ecuacién genéri-
ca que cumplan todos los puntos del politopo que pertenezcan a la cara definida por la desigualdad de
particion.

Luego debemos probar que dicha ecuacidon no puede ser otra cosa que una combinacién lineal de las
igualdades originales del modelo, y la igualdad dada por la desigualdad de particion.

Si logramos esto, estaremos probando que no hay otras igualdades linealmente independientes con las
que teniamos del modelo original (que nos dan la dimensién n del politopo) y la nueva (con la cual
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tendriamos el resultado de dimensiéon n — 1).

Fijemos la igualdad genérica como ATz + uTz = Ao, con las dimensiones correspondientes tal que to-
da solucién factible (z,z) € Prric(G, Z,C) N ZIVICIHIF] que cumple la desigualdad de particién por
igualdad también cumple la igualdad genérica.

La demostracion constara de dos partes: primero, demostraremos propiedades sobre A y u, y por
dltimo, utilizando las mismas, concluiremos que la igualdad en cuestién no puede ser otra cosa que com-
binacién lineal de las igualdades del modelo y la igualdad de particion.

Comencemos probando las siguientes afirmaciones:

1. Ake = Ay VK E V,k & £, Ve, € C:

Fijemos ¢,/ e Cyk eV \ f.
Primero tomemos una solucién factible coloreando los vértices con X'(G) colores.

Como asumimos que hay al menos X' (G) + 2 colores, deben existir al menos dos, ¢1,cy € C, que no
se hayan utilizado para colorear ningun vértice. Sin romper el coloreo factible, podemos intercambiar
colores de forma tal que ¢; = ¢. Luego, podemos intercambiar colores nuevamente de forma que el
vértice k quede asignado con el color ¢ (asumimos que ¢ # ¢/, de otra forma, el item es trivial).

Por ultimo, modificamos el coloreo asignandole a todos los vértices de f el color cs. Con este coloreo,

formaremos la solucién w! = . Esta soluciéon cumple con las restricciones del modelo, y ademas
E€f
cumple la desigualdad de particién por igualdad.

.7 x
Construyamos una solucién nueva, w? = (
(&

), asignandole el color ¢’ a k, y dejando el resto de los

vértices iguales. Esta solucion también cumple las restricciones del modelo y la igualdad de particion.

Por lo tanto, tenemos:

Az +pTey = AT+ uley <=
ANz =27 <—
Akc = )\k’c’

Con esto, tenemos el resultado deseado. o

2. pp =0V €F,f # f:

Sea ' € F\ {f}, fijo. Sea w = (3) una solucion factible con X'(G) + 1 colores, tal que todos los

v € f' tienen el mismo color. Esto es posible construyendo una solucién con X' (G) colores, y luego
utilizando un color que no haya utilizado antes para pintar los vértices de f’.

T
Luego, construyamos w = ) tal que:
z

= Sitodoslosi € f tienen el mismo color, tomemos x =Ty Z = ey.
= Sino:

* Siiy j tienen colores distintos, renombremos los colores, para que 7 tenga un color en D, y

jun color en C'\ D. Luego fijemos la solucién w = g
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* Siiy j tienen el mismo color, como todavia queda un color disponible sin utilizar (ya que
|C| > X(G) + 1), renombremos a i 0 j con un nuevo color, y estaremos en el caso anterior.

Notemos que en todos los casos tenemos una solucién factible que cumple con la igualdad de particion.

Ly P 0
Tomemos una segunda solucion, w’ = w + .
Efr
Usando un argumento andlogo al anterior, tenemos que p g = 0. o

3. pr = —Xic+ Aid VCEC\D, Vd € D:

Fijemos ce C'\ D,y d € D.
Tomemos un coloreo factible z°, tal que ni d ni c se hayan asignado a ningun vértice. Esto es posible de
la siguiente manera:

1) Tomamos un coloreo factible con X (G) colores.

2) Como C > X(G) + 1, sabemos que al menos tenemos dos colores mds disponibles. Llamémoslos
¢1 'y co. Luego, si habian vértices coloreados con ¢, cambiamos su color por ¢;. Por otra parte, si
habian vértices coloreados con d, intercambiamos su color por c,. De esta forma, obtendremos que
los colores ¢ y d quedaron sin utilizarse por ningtn vértice.

1
Definamos w' := [ * | tal que z' es igual a 2, excepto en los vértices de f, donde z}, = 1 para todo
er
k € f, con el color ¢ € C'\ D que habiamos fijado.
2
Definamos también w? := (xO ), con z? igual a z!, pero con z?, = 1 para el d € D que habiamos fijado.

Tenemos entonces:

ATzl + pes = ATz

<~
)\ic""_/flff = Nig =

= Aid — Nic

La demostracién es andloga a la anterior, por lo tanto la omitiremos. o

. )\kCI)\dekEf\{i,j}, VCEC\D, Vde D :

Fijemos k € f\ {i,j},ce C\Dyde D.

Tomemos una solucion factible g , tal que exista un color de D, y un color de C'\ D que no se hayan

asignado a ningtin vértice (esta solucién existe por el mismo argumento que el item (3)).

Fijemos d € D, ¢ € C'\ D, los colores que no se utilizaron para pintar ningdn vértice.
1
x . . o
Construyamos w! = , donde 2! es igual a z, pero pintando con d todos los vértices de f. Esta
€f
solucion es factible y cumple la igualdad de particién.

2
Por tltimo, tomemos w? := (% ) , igual a w!, pero intercambiando el color de k y de j por c. Es decir,
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2 _ .2 _
l’kc—a?jc—l.

Notemos que ambas son soluciones factibles que cumplen la igualdad. Tenemos entonces

Mol +pTey = Aa? <=
Ajd + Akd + 1f = Nje + Ape = (por (4) sabemos 11y = —Ajq + Ajc)
Akd = Ake

Notemos que, al ser ¢ y d tomados sin pérdida de generalidad, esto implica que Ay = A para todo
¢, eC.

<&
. Por (3), sabemos que pif = —Ajc + Aig, y similarmente py = —\;c + @, con lo cual tenemos como
resultado \;q = \;¢ para todo d,d’ € D. El mismo argumento puede utilizarse para probar \;. = A,
Nje = Ajer Y Aja = Ajar, con ¢, ¢ € C\ D,yd,d € D, genéricos. o
A1
Volvamos a mirar la igualdad ATz + pz = Ao teniendo en cuenta estos puntos. Si llamamos :
Alv]
a )\ siguiendo la notacién definida al comienzo de esta seccién, y hacemos lo mismo con z, tomando
T
T = . |, podemos expandir la igualdad de la siguiente forma:
T

xr1 Z1
T2 22
Z|v| |17

Haciendo la multiplicacién de matrices, tenemos:

Z Z AkeThe + Z Hizi = Ao

keV ceC ieF

Por el item 1, sabemos que si k ¢ f, Ay = Ay - 1€l Similarmente tenemos el mismo argumento si
ke f\{ij}, por el item 5.
La desigualdad quedaria entonces:

Z Akl Z The + Z AieTic + Z AjeTje + Z Hizi = Ao

k#{i,5} ceC ceC ceC 1€EF

Por item 2, tenemos s = 0 para todo [’ # f.

Tenemos entonces:

Z Akl Z T + Z XicTic + Z AjeTje + 2y = Ao

k#{i,5} ceC ceC ceC

Podemos ver que el primer término de la igualdad es combinacién lineal del lado izquierdo de las igual-
dades originales del modelo. Notemos el mismo con (1).
Si dividimos el segundo y tercer término segtin sic € C'\ D o ¢ € D, tenemos:

1)+ Z NieTic + Z NidTid + Z )\chjc + Z )\dede +ppzy = Ao
ceC\D deD ceC\D deD
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Por el item 6, podemos reescribir la ecuacién como:

M+ Niey Y Tie + Xiay D Tia + Moy D, Tje + Njay D Tja + przp = Ao
ceC\D deD ceC\D deD

Como jif = N\ja—Aic = Aje—Aja, sumando y restando Ajc, > e p Tja ¥ Nid, ZceC\D x;. podemos reescribir
la ecuacién como:

M+ X, Y Tie + Ney D Tje + ppl— Y @) + pp(= > @ja) + przp = Ao =
ceC ceC ceC\D deD

(1 + XNia, Zwic + )\jclziﬂjc + pp(— Z Tic — ijd + z¢) = Ao

ceC ceC ceC\D deD

Con esto vemos que nuestra igualdad no es otra cosa que combinacién lineal de las igualdades del modelo
y la igualdad de particién. Por lo tanto dicha desigualdad define una faceta. O
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4.3. Desigualdades de particion generalizadas

La siguiente familia de desigualdades es una generalizacion de las desigualdades de particion descritas
en la seccion anterior. A diferencia de las desigualdades de particién analizadas en [BDDLM17], veremos
que utilizando este modelo podemos generalizar las mismas para que funcionen con un niumero arbitrario
de vértices en lugar de dos.

Definicion 4.3.1

Seaf € F,coniy,...,i, € f.Sean Dy,..., D, C C disjuntos dos a dos, tales que 1< |D;| < |C|—
y U D, = C. Definimos la siguiente desigualdad:

=1

n
zp < Z Z r;;q;  Desigualdad de particion generalizada
j=1d;€D;

Teorema 4.3.1

Las desigualdades de particion generalizadas son vélidas. Mas atn, si X(G) + 1 < |C|, entonces
definen facetas de Py;rc(G, H, C)

Demostraremos la validez y la facetitud bajo la hipdtesis adicional en las siguientes subsecciones.

4.3.1. Demostracion de validez

Demostraremos por el absurdo. Supongamos que existe una solucién factible w, donde tengamos
fe€F, i, ...,in € f,D1,...,D, C C tales que la desigualdad no se cumple, es decir:

n
Zf >Z Z Ti;d;

j=1d;eD;

Ahora bien, tenemos 2y < 1,y 37, > d,ep, Ti;a; = 0, conlo cual:

122f>§n: Z :Cijdjzo <=

j=1 dj EDJ'

n
1:Zf>z Z xijdj:()

j=1 djED]‘

. .7 7 n <7
Por lo tanto, en dicha solucién valdrdn zy = 1,y > 37, >, cp, #i;a, = 0. Supongamos una solucién
factible con dichas caracteristicas.

Miremos por un momento a i;. En estas condiciones, tendremos ), , =i,a = 0. A su vez, por las
restricciones del modelo sabemos ZCEC’ x;,. = 1. Por lo tanto, necesariamente debe existir ¢ € Dy U D3 U

-U D, tal que z;,. = 1, dado que U D;,=C.

Podemos ver que, de la misma forrna existe d € D; UDsU---U D, tal que z;,4 = 1. Podemos gene-
ralizar este razonamiento diciendo que para cada j € {1, ... ,n} existed € DiUDyU---UD;_1UD; 1 U
-UD, =C\ Djtal que z;,4 = 1.

Como (C'\ D1)N(C\ D2)N---N(C\ D,) =0, necesariamente algun par de vértices entre iy, is,. .
in debe tener distinto color, y por lo tanto z; debe valer 0 por las restricciones del modelo.

(™
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4.3.2. Demostracion de facetitud

Llamemos igualdad de particion generalizada a la igualdad inducida por la desigualdad de particion
generalizada.

Utilizando el mismo argumento que en el Teorema fijaremos una igualdad genérica, A\Tx +
1Tz = Ag, con las dimensiones correspondientes, asumiendo como hipoétesis que todas las soluciones que
cumplen la igualdad de particion generalizada y ademas son soluciones factibles en el problema, cumplen
esta desigualdad.

Trataremos de demostrar que esta igualdad no puede ser otra cosa que combinacion lineal de las
igualdades del modelo y de la igualdad de particion generalizada.

La demostracion constara de dos partes: primero, demostraremos propiedades sobre \ y p, y por ulti-
mo, utilizando las mismas, concluiremos que la igualdad genérica en cuestién no puede ser otra cosa que
combinacion lineal de las igualdades mencionadas.

Primero comencemos probando las siguientes afirmaciones:

1. Ake = A\ Vk & f, Ve, € C:

Sean ¢, ¢’ € C fijos, distintos (de otra forma, es trivial la premisa).

0
Tomemos una solucién factible w® = b utilizando X'(G) colores, tal que ningtn vértice utilice

el color ¢’ (esto es posible con un razonamiento analogo a la demostracion del Teorema in-
tercambiando colores y utilizando la hipétesis de |C| > X(G)). Supongamos, ademas que el vértice
k estd pintado con el color c. Si no lo estaba, y su color era ¢ € C, podemos intercambiar el color
de todos los vértices pintados con ¢ con los vértices coloreados con c, o, si no hay ninguno, simple-
mente cambiarle el color al vértice k.

Sean ¢/, ¢’ € C los colores que no fueron utilizados por ningun vértice (ya que |C| > X(G) + 1).
g (2t

Tomemos una solucién w* =
er
Dado que ¢” € D; para algin j = {1,...,n}, al estar coloreando todos los vértices de f con dicho
color, nos quedard entre ellos, i; coloreado, y por lo tanto > d;ep, Tigd, = L Como los D; son

disjuntos, tendremos Z;Ll Yaep, Tijd, = 1.
- J J

) igual a la anterior, pero coloreando los vértices de f con ¢”.

J

. = 1. Por lo tanto w; cumple la

A suvez, z; = 1, por lo cual nos queda zy = > 7, > d,ep, Tid
igualdad de particion generalizada.

2
Luego fijemos una segunda solucién, w? = , idéntica a w', pero cambiando el color de k por
€f
, . D S L ,
. Esto es posible, ya que por hipdtesis ningun vértice tendria asignado el color ¢'.
Al no modificarse ninguna variable presente en la igualdad de particidon generalizada, esta solucién

también cumple la igualdad de particion generalizada.

Podemos ver que ambas soluciones, w! y w?, cumplen las restricciones del modelo y la igualdad de
particion generalizada, por lo tanto, deben cumplir nuestra igualdad ATz + p7z = Ag. Con lo cual
tenemos:

N2? 4+ puTep = Aol + puTey <=
ATz2 = ATzt <= (todos los términos son iguales salvo A\ier ¥ Axe)
)\kc’ = )\kc
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Y con ello tenemos lo que queriamos probar. o

2 pp =0Vf €F, ' #f:

Sea f' € F\ {f} fijo.
1
Sea w = % una solucién factible con X(G) + 1 colores, tal que todos los vértices de f’ tienen

el mismo color. Esto es posible tomando un coloreo con X (G) colores, y luego asignando un nuevo
color ¢ € C que no se haya utilizado a los vértices de f’.

_ T L
Construyamos w = ) de la sigulente manera:
z

= Sitodos los i € f tenfan el mismo color en w, entonces tomemos T = x, Z = ey.

= Si no, tomemos un color que no tenga asignado ningun vértice (éste existe, ya que |C| >
X(G) 4+ 1), e intercambiemos el color de los vértices de f por éste. Utilicemos ese nuevo
coloreo para construir Z, y fijemos z = ey.

Por ultimo, tomemos una segunda solucién, w’ = N . Con un argumento analogo al item
ef eff

anterior, tanto w’ como w cumplen las restricciones del modelo, y la igualdad de particién genera-
lizada. Por lo tanto tenemos:

NZ+pTer =N+ uT(ef +ep) <=
plep = pT(ey +ep) <
B =pgtpp =
quz = 0
Y con esto probamos lo que queriamos.

Notemos que en este caso, utilizamos la hipdtesis de que cada vértice pertenece a un dnico f, es
decir, cada clase pertenece a una Unica materia. o

3. By = Aijdm — )‘ijdj Vi, m € {1,. . .,n}, Jj # m, VdJ € Dj, vd,, € D,,, :

Fijemos m € {1,...,n},j € {1,...,n}, d, € Dy, y d; € D, respectivamente.
Tomemos z solucién factible con X (G) colores, tal que los colores d,,, y d; no se utilicen para pintar

ningun vértice.

1
Definamos w; = ( ) tal que ! = z salvo en los vértices de f, a los cuales asignaremos el color
er

2
d;. Definamos luego una segunda solucion, ws = < >, tal que x2 es igual a x!, pero cambiando
er

el color de i; por d,,.

Nuevamente, ambas soluciones cumplen las restricciones del modelo y la igualdad de particion
generalizada. Por lo tanto, nos queda:

Aol + puTey = ATa?

—
Nijd; + 1 = Nijd,,

Y con este tltimo paso tenemos el resultado deseado. o
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4. Aed; = Aka,, Yk € F\ {1582, - +sin}, Vdj € Dj, Yy, € Dy, m # j:

Fijemos k € f\ {i1,42,...,i,}, dos colores d; € D;, d,, € D,, y tomemos una solucién factible
0 con X(G) colores, tal que ni d; ni d,,, estén asignados a ningun vértice. Podemos construir
esta solucion de la siguiente forma:

= Tomamos un coloreo factible utilizando X (G) colores.

= Como |C| > X(G)+1, tenemos dos colores ¢y, c; que no utiliza ningtn vértice. Intercambiamos
colores de forma tal que ¢; = d; y c2 = dy,.
1

X
Tomemos w! = (

), donde ! es igual a z, pero coloreando con d; a todos los vértices de f.
€f

2
Tomemos w? = (I(A) ), igual a w', pero intercambiando el color de k y de i; por d,,. Es decir,

3 4, = x?j 4,, = 1. Notemos que esta solucién cumple la igualdad de particién generalizada, ya que
todos los vértices de f excepto ¢; tienen asignado el color d;, y éste ultimo tiene asignado un color
n

dm ¢ D;, porlo tanto zy = 0 = Z Y Tid,-
j=1d.eD,

Ambas son soluciones factibles que cumplen las restricciones del modelo y la igualdad de particion
generalizada. Tenemos entonces:

Nzl 4+ uTep = NT2?

Nijd; + Akd; +pf = Nijdy, T Akd,, (por (3) sabemos pf = —A;a; + Ai;d,,)
Akd; = Akdy,
Y con eso tenemos lo que queriamos probar. o

5. >‘kdj = Akd; Vk € f \ {’1:1,’1:2, ey ’I:n}, Vdj,d.; c Dj:
Este item se deduce directamente del anterior, por lo tanto omitiremos su demostracion. o

6. Aijdm = Aijd:n Vdm) d;n E Dm, Vm,_] e {1,. . .,’n,} N

Por (3), sabemos que, dados d;, d; € Dj, dy,dy,, € Dy, iy = —Ai;a; + Nija,,, y similarmente
pfy = —Xi;a + Aijd,,, con lo cual tenemos como resultado \; 4, = )\ijd; para todo d;, d;- € D;.

J g r
De forma similar es posible demostrar el item en cuestion. o

Probaremos a continuacién que la igualdad genérica A\Tx + Tz = A\ no es otra cosa que combina-
cién lineal de las igualdades del modelo, y de la igualdad de particion generalizada. Para esto, vamos a
expandir la igualdad genérica que tenfamos, y empezar a ver cada término por separado.

Primeramente, escribamos la igualdad genérica, y desarrollemos la multiplicacién vectorial. Asi, A\Tx +
1Tz = Ao se puede reescribir como la siguiente expresion:

Z Z XicTic + Z Hfzf = A0

i€V cel feF

Ahora bien, por el item 2, uy =0V f' € F, f' # f, por lo tanto la igualdad nos queda:

Z Z NicTic + Hfzf = Ao

i€V cel
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A su vez, por el item 1, sabemos que \;. = Ay~ para todo ¢ € C, y para todo k ¢ f. Separando el
primer término y haciendo factor comun, tenemos:

S0 Y e+ S M a2y = Ao
i¢f ceC icf ceC
Notemos que la primera parte de la sumatoria no es mas que combinacién lineal del lado izquierdo
de igualdades del modelo. Para facilitar la lectura de esta demostraciéon, notaremos éste término como
(1). Asi, la igualdad nos queda:

(1) + Z Z XicTic + fpzp = Ao
ief ceC
Ahora bien, unificando los items 4 y 5, tenemos que para todo k € f \ {i1,42,...,i,}, y para todo
¢, € C, A\ye = Mper, por lo tanto, similar a lo anterior, podemos reescribir la igualdad separando el caso
k € {i1,42,...,1,} de la siguiente manera:

(1) + Z Ai1 Z Tic + Z Z NicTic + Jfzy = Ao
i€\ {i1,erin}  cEC € {i1,...,in} cEC

Similar al caso anterior, el segundo término no es otra cosa que combinacion lineal del lado izquierdo
de algunas igualdades del modelo, y para facilitar la escritura lo marcamos como (2). A su vez, las
sumatorias para i, i, . . . , i, podemos separarlas seguin si ¢ € Dy, ¢ € D, etc. De esta forma obtenemos:

M+ +D.) . D> NyduTiyd, + 12 = Ao

j=1m=1d,,ED,,

Por el item 6, podemos hacer factor comun, fijando d,,, € D,,,, paracadam =1,...,n:
(1) +(2) +Z Z G D Tigdn F R = Ao
j=1m=1 dm €D

Para facilitar la lectura posterior, reescribiemos la ecuacién separando los términos segin si m = j o

m# j:

(1)+(2)+ZM > @i, +Z Z N D Tiyd, FHFZF = Ao

d;eD; j=1m=1,m#j dm €D,

Notemos que, por el item (3), sabemos que py = Ai 4, — Ai;q;- Vamos a sumar y restar términos
a la igualdad, para poder obtener una combinacién lineal de la igualdad del modelo. Fijemos j', j”

{1,...,n}, con j' # j":

n n n

(1) + (2) + § )\ij(i} E Li;d; + E E E Ti;dm, +

Jj=1 d;jeD; j=1m=1,m#j d €D,,

n n

Z Aijd}f Z Lijd;| — Z Aisds, Z Tizd; [+

J=1,3#j" d;eD; J=1,3#5’ djeD;
)\ij/d;// E xij/dj/ 7)\/”(//” § '1'/,/4/,/ +

dJIGDj/ (///EDI/

Miremos los términos marcados con un cuadrado alrededor:

n

n
Z/\i.ld.l Z Li;d;— E LJd , E Tijd; — , d E .1‘,'//{// +

j=1 d;eD; j=1,7#5" d;jeD; d;eD;
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Haciendo factor comun, tenemos:

n

Z ()\ZIJJ B Aijd;’) Z :L,ijder(jA/'//(]ﬁ// o Ai//’]/’//) Z '1‘///(], +

j=1,j#5' d;eD; d;€D;

Notemos que, por el item 3, sabemos que py = Ai,q, — Ai;q; para todo j,m € {1,...,n},j # m,
por lo tanto, la suma que tenemos no es otra cosa que multiplicar por un escalar el lado izquierdo de la
igualdad de particion generalizada:

iuf(_z Z Li;d; +Zf)

j=1d;eD;

Para simplificar la lectura, resumiremos estas sumas como el término (3). Reordenando los términos,
nos queda entonces:

W+@+®+Y Y Aw S st

J=1 m=1,m#j dm €D
n
D My D Tt
J=1,3#5' d;eD;
)\i]‘/d;1 § xij/dj/ = )\O
dj/EDj/

Ahora bien, fijemos un m’ # j’ y tomemos los términos en los que aparece i, :

n

> Nivdn D Tisdw FNid, D Tid

m=1,m#m/ dm €D, A €D,

Para poder hacer factor comtn, sumemos y restemos J\; ,,, en los términos de la primera sumatoria:
m’ %5

n
E ()\i,ml d;n - Aimyld;I + )\im// d;/) : : xim’dm + )\im,/ d;/ E xim,’dm’
1,m#m’ dm €D, dm/ €D,/

m=

Haciendo factor comun, tenemos:

n

n
§ : ()\im/d;n - )\im/d;/) z : xim/dm + § )\im/d;/ z : xim/dm
m=1

m=1,m#m’ dm €Dy, dm €D,
Notemos que, como D,U---uD, = C, podemos agrupar las primeras tres sumatorias como:
§ ()\'LA"I’/ d;” - )\i,m/ d;/) E xi/yn/ dm + )\im’/ d;/ § xinl'(;
m=1,m#m’ dm €Dy, ceC

Por el item 3, tenemos que jiy = \; 4 —X; 4 ,,ytambien py = A - . Sirestamos estas
dos igualdades, tenemos 0 = \; ,;~ — A\, ,;,, ¥ por lo tanto podemos descartar la primera sumatoria. De
m/! dm m! Aj

esta forma, nos queda:
)\im/d;/ z xim/c

ceC

Zm/dj’ ’L,m/d

Y podemos ver que esto no es otra cosa que multiplicar una de las igualdades del modelo por un
escalar.

Oodemos aplicar este mismo proceso para todos los j € {1,...,n},j # j'. Abreviaremos estos térmi-
nos como (4):
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n

(1) + (2) + (3) + (4) E Aij/d;z, E xij/dm + Aij/d;// § xij/dj/ = AO
m=1,m#j’ dm €Dy, d; €D/
En este caso, con un razonamiento analogo al anterior, vamos a obtener que esta ecuacion es equiva-

lente a:

(1) + (2 +G) + @) +Ai,q Y Tiye= o
ceC

Y podemos ver que ésta dltima es una de las igualdades originales del modelo.

Con esto, probamos que esta igualdad no es otra cosa que combinacion lineal de las igualdades
originales del modelo y de la igualdad de particion generalizada, y con eso concluimos que esta dltima
induce una faceta. O
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4.4. Desigualdad de Union de Cliques

Dado f € F un curso, dos vértices v,w € f, y un tercer vértice j € V' \ f, tal que jv € E(G) pero
jw ¢ E(G), tenemos que si j y w estan coloreados con un mismo color, necesariamente v estara coloreado
de otro, y por lo tanto zy = 0.

Ejemplo 4.4.1

En el siguiente ejemplo, tenemos un curso f, con cuatro clases entre las que se encuentran v y w.

Fig. 4.1: Grafo G de ejemplo donde tenemos v, w € f,yasuvez j ¢ f adyacente a v yno a w.

()
O

La siguiente desigualdad que presentaremos esta basada en esta idea, generalizandola de forma tal
que en lugar de un vértice j, tengamos una clique K.

Definicion 4.4.1: Desigualdad de Unidn de Cliques

Sea K una clique no vacia, {v} = f( K, w € f\ {v}.
Sea ademads, K’ una clique (que puede ser vacia) tal que:

1. Sik’ € K’, entonces k'k € E(G) para todo k € K \ {v}.
2. Sik’ € K, entonces k'v ¢ E(G).
3. Sik’ € K’, entonces existe v’ € f tal que k'v' € E(G)

Por tltimo, sea ¢ € C.
Definimos la siguiente desigualdad:

2f + Toye + Z Tre + Z Zye < 2 Desigualdad de Unidn de cliques
kEK\f ueK’

Podemos ver que los primeros tres términos refieren al ejemplo anterior, utilizando una clique K
en lugar de j. Por otra parte, afladimos la clique K’ ya que afiadiremos condiciones sobre la misma,
necesarias para que la desigualdad induzca una faceta. Sin embargo, notemos que la misma podria, a
priori, ser el conjunto vacio.
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Teorema 4.4.1: Desigualdad de Unién de cliques

Las desigualdades de unién de cliques son validas. Mas aun, si:

1. No hay vértices adyacentes a w en K

2. K’ UK \ {v} es una clique maximal

3. Para todo vértice u en f \ {v}, existe un vértice k en K \ {v} tal que u y k no son adyacentes
4. Existe k' € K’ tal que w y k' no son adyacentes

5. X(G)+1<C

Entonces define una faceta de Py rc(G, H, C).

J

Antes de pasar a la demostracién, incluimos dos ejemplos de la familia de grafos que cumple las
condiciones para que la desigualdad de unién de cliques induzca una faceta.

Ejemplo 4.4.2

En el siguiente ejemplo, tenemos un grafo G = (V, E), con |V| = 6, |E| = 3, donde |K| = 2,
|K’| = 1. Notemos que este grafo podria contar con mas vértices, pero a fines de facilitar el
ejemplo incluimos sé6lo los minimos necesarios.

Q

()
O

Fig. 4.2: Grafo G de ejemplo que cumple con las condiciones para definir una desigualdad de unién de cliques
y que produzca una faceta.
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Ejemplo 4.4.3

En este segundo ejemplo, tenemos G = (V, E), donde |V| = 8, |E| = 10, |[K| = 3y |K'| = 2.
En este caso, ambos vértices de K’ estan conectados al mismo vértice de f, aunque podrian ser
adyacentes a vértices distintos o a mas de uno.

—

D) N0,
@,

Fig. 4.3: Grafo G de ejemplo que cumple con las condiciones para definir una desigualdad de unién de cliques
y que produzca una faceta.

J

Ahora si, pasaremos a la demostracién del teorema en las siguientes dos subsecciones, demostrando
la validez primero, y posteriormente la facetitud considerando las hipétesis adicionales.

4.4.1. Demostracion de validez

Demostraremos por el absurdo. Supongamos 2y + Zuwe + ) e K\f The + D okek The = 3.
Al ser cuatro términos de una suma, cada uno de los cuales puede llegar a valer a lo sumo 1, intentaremos
probar que no puede haber tres de esos términos distintos de 0 a la vez.

= Si ZkeK\{v} Tke = 1:
En este caso, no podria haber vértices de K’ coloreados con c, por lo que ), ;T = 0.

Deberiamos tener, entonces, z,,. = zy = 1. Pero esto ultimo implica que z,. deberia valer 1, es
decir, que v, deberia estar coloreado con ¢, y esto es un absurdo ya que es parte de la clique K.

m Six,.=1:
Podemos dividir nuevamente en distintas posibilidades;
* Si)e K\{v} The = 1 estariamos entonces en un caso similar al anterior, y por lo tanto no
llegariamos a sumar 3.

* Sitenemos ), . Tr. = 1, entonces como dichos vértices tienen algtn vértice adyacente en
f, no podriamos tener z¢ = 1, y por lo tanto nuevamente no llegariamos a sumar 3.
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* Si asumimos z; = 1, entonces tendriamos que tener todos los vértices de f colorados con c,
y no podriamos colorear ningin vértice de K’ ni K con dicho color. Por lo tanto, tampoco
llegariamos a invalidar la desigualdad.

= Supongamos zy = 1, con todos los vértices de f coloreados con d € C \ {c} fijo (ya que si no
estariamos en el caso anterior):

Para sumar 3, necesitariamos tener al menos un vértice de K \ {v} y un vértice de K’ coloreados
con c.

Esto no va a ser posible, ya que si hay algtin vértice de una de las dos cliques, al ser K’ U (K \ {v})
una clique, no puede haber otro vértice del conjunto coloreado con c.

= Por ultimo, si 3", . s The = 1:

En este caso, no podriamos colorear con ¢ a ningtn vértice de K \ {v}, por ser adyacentes a los
vértices de K'.

Por lo tanto, para llegar a sumar 3 necesitariamos colorear a todos los vértices de f con ¢, y esto es
imposible nuevamente por las hipétesis sobre £'.

Concluimos entonces que la desigualdad es vélida. O

4.4.2. Demostracion de facetitud

Llamemos igualdad de union de cliques a la igualdad inducida por la desigualdad con este nombre.
Utilizando el mismo argumento que en el Teorema[4.2.1] fijaremos una igualdad genérica, A\Tz+uTz = Ao,
con las dimensiones correspondientes, asumiendo como hipétesis que todas las soluciones que cumplen la
igualdad de unién de cliques y ademads son soluciones factibles en el problema, cumplen esta desigualdad.

Trataremos de demostrar que esta igualdad no puede ser otra cosa que combinacion lineal de las
igualdades del modelo y de la igualdad de unién de cliques.

La demostracion constara de dos partes: primero, demostraremos propiedades sobre \ y y, y por ulti-
mo, utilizando las mismas, concluiremos que la igualdad genérica en cuestién no puede ser otra cosa que
combinacién lineal de las igualdades mencionadas.

Empezaremos con algunas propiedades:

1. rg =0, Vi e F\{f}:

Fijemos f' € F, f' # f,yun color d € C, d # c. Tomemos una solucion factible con X (G) colores, tal
que no se utilicen el color ¢ ni el color d (recordemos que X(G) + 1 < |C]).
1

.7 1 -CL‘ .. . . Ve .
Formemos la solucién w' = N modificando el coloreo anterior para asignarle a los vértices
€rTeyp
de f el color ¢, y a los vértices de f” el color d.
2l
Por tltimo, modifiquemos w' para formar w? definida como w? = . Notemos que ambas son
€f

soluciones factibles que cumplen por igualdad nuestra candidata a faceta. Por lo tanto, deben cumplir
nuestra igualdad genérica ATz + pTz = Ag:

)\Tl‘1+uf+/j,f/ =X :)\Tl'l—f—,uf <~
/_j,f/ :O
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2. Ao =Ayg Vd' #c,d e C,yv" ¢ fUKUK’:

Seand,d € C,d#c,yv' € V\ (f UK U K’) fijos.
Formemos un coloreo factible con X(G) colores, tal que no se utilicen los colores ¢ ni d.

Separaremos en distintos casos:

= Si v’ no tiene vértices adyacentes en f, podemos colorear con c¢ a todos los vértices de f y a v'.
= Si v’ tiene algin vecino en f:

* Siexiste k € K\ {v} tal que kv’ ¢ E(G), entonces podemos colorear k y v’ con ¢, y los
vértices de f con d.

* Siv’ es vecino de todos los vértices de K \ v: Como v’ ¢ K’, entonces debe existir otro vértice
k' € K’ que no sea adyacente a v'. Podemos entonces formar una solucién coloreando los
vértices de f con d, y k' y v’ con c.

Podemos ver que en cualquiera de los casos, formamos una solucién factible que cumple por igualdad
nuestra candidata a faceta.

L (a2t o . 5 [P e
Basta con formar w' = con el coloreo en cuestion segun el caso, y w? = solucién idéntica
ef ef
a w! pero coloreando a v’ con d'.

Con estas dos soluciones, es trivial demostrar el item en cuestién. o

3. Nia=Ng Vi€ f\{w}Vd, d €C,d#d',d#c, d #c:

Fijemos i € f\ {w},y d,d € C\ {c} distintos.
Tomemos una solucidn factible utilizando X (G) colores, de forma tal que ni d ni ¢ sean utilizados, e

intercambiando colores de manera que 7 tenga asignado el color d’'.

A continuacién, podemos modificar dicha solucién asignandole el color c a w y a un vértice k € K.
Esto ultimo es posible dadas las hipdtesis 1 y 3 del teorema de facetitud.
1

Con esto, obtendremos una primera solucién w! = b factible y que cumple la desigualdad de
clique por igualdad.

2
Por dltimo, formamos la solucién w? = b idéntica a w' pero coloreando i con d. Con estas dos

soluciones, podemos probar facilmente el item en cuestién.

4, A'v'c = )\Uld/ V’Ul 6 f \ {’U),'U}, Vd, 6 C, dl # C:

Fijemos v' € f\ {v,w},yd',d € C\ {c} distintos.
Tomemos una solucién factible con X (G) colores, tal que no se utilicen los colores d’ y c.

Luego, asignemos a w y v’ el color ¢, y, tomando un vértice k € K, tal que k no sea adyacente a v’
(éste existe por hipdtesis), coloreemos éste con c. Recordemos que por hipétesis w no es adyacente a
ningun vértice de K.

1 m2

Con este coloreo, podemos construir w! = 0/ Por ultimo, formemos w? = 0 una solucién

idéntica a w' pero intercambiando el color de v’ por d'.
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Notemos que, tanto w! como w? cumplen la igualdad de unién de cliques y son soluciones factibles
en el modelo. Por lo tanto, deben cumplir la igualdad genérica. Igualando ambas partes izquierdas de
la igualdad, tenemos:

ANzt + 070 =AT2? + 470 —
ATzl = 2\T2? —
)\v/c == )\v’d’

5. Adpe =ApaVd €C, dF#c:

Fijemos d € C'\ {c¢}. Tomemos una solucién factible con X' (G) colores, tal que no se utilicen los colores
cnid.

Sea k' € K’ tal que no es vecino de w (existe por hipétesis). Coloreemos v, w y k' con ¢. Con esta

1
. Xz
solucién, formemos w! = ( 5 ) .

72

Por tiltimo, formemos w? = ( b ) tomando w' e intercambiando el color de v por d.

Utilizando estas dos soluciones, podemos probar el item en cuestion. o

6. Aud = Auy Yu € K’, dyd’ € C\ {c} :

Fijemos u € K',y d,d € C\ {c} distintos (si no, el item es trivial).

Tomemos una solucién factible utilizando X'(G) colores, tal que no se utilicen los colores ¢ ni d, e
intercambiemos la asignacién de forma tal que a u le quede asignado el color d’.

1
Luego, formemos w! = ( > modificando dicho coloreo de forma tal que a todos los vértices de f se
er

les asigne el color c.

2

Por tiltimo, formemos w? = ( ) similar a w! pero intercambiando el color de u por d.

er
Notemos que tanto w' como w? cumplen la igualdad de unién de cliques. Utilizando las mismas y el
hecho de que ambas cumplen dicha igualdad, podemos probar el item en cuestién. o

7. Aud = Ayg Yu € K\ {v}:

Omitiremos esta demostracion ya que es muy similar a la del item anterior. o

8. pur+ Awd = Awe Vd € C\ {c}:

Fijemos d € C'\ {c}. Tomemos un coloreo factible con X(G) colores, tal que no se utilicen los colores
dni c.

Luego, coloreemos los vértices de f con d, y un vértice k € K \ {v} con c.

Notemos que esta solucidn es factible, y ademas cumple la desigualdad de unién de cliques por igual-

1
dad. Denotémosla w! = (I )
cr
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I2

Por ultimo, intercambiemos el color de w por c. Definamos esta solucién como w? = ( 8 ) y notemos

que también cumple la desigualdad de unidn de cliques por igualdad.

Como ambas soluciones ademds deben cumplir la igualdad genérica, es sencillo obtener py + Ayag =
Awe- o

9. Ao + Akd = ke + Mg Vk' e K', k € K\ {v}:

Fijemos k' € K', k € K\ {v},y d,d',d" € C\ {c} colores distintos. Notemos que, como |K| > 2,y
suponemos |C| > X(G) + 1, existen al menos cuatro colores distintos.

Tomemos una solucién factible utilizando X' (G) colores, tal que no se utilicen los colores ¢ ni d, e
intercambiemos colores de forma tal que a k le quede asignado el color d’, y k' tenga asignado el
color d’'. Podemos asumir que ambos vértices tenian colores distintos en la solucién inicial dado que
kk' € E(G).

Modifiquemos el coloreo asigndndole a los vértices de f el color d, y a &’ el color ¢. Con esto, formamos
1

., x
la solucién w! =
ef

) . Notemos que cumple la igualdad de clique.

2
Por ltimo, formemos w? = B tomando como base el coloreo de z!, e intercambiando el color de

w por ¢, el color de &’ por d’ (el que tenia en un principio), y cambiando el color de k por c.
Notemos que ambas soluciones cumplen por igualdad la desigualdad de clique.

Tenemos entonces:
Akre + lf + Awd + Akdr = Awe + Ake + Airar

Aplicando el item 8, tenemos:

Aire + Apar = Age + Arar
Finalmente, por el item 6, tenemos que Ag/g = Ag/q:

Akre + Akd = Ake + Ak

Y con este tltimo paso obtenemos lo que queriamos probar. o

10. pf + Aga = Ae VE € K\ {v}:

Fijemos k € K \ {v}, yd € C\ {c}. Tomemos un coloreo factible con X'(G) colores, tal que no se
utilicen los colores ¢ ni d.

Modifiquemos dicho coloreo asignandole el color ¢ a todos los vértices de f, y el color d a k.

1
. .z xT
Formemos con este coloreo nuestra primera solucién w! = ( ) .
ef

2
Por ultimo, formemos w? = (% ) que modifica w' coloreando todos los vértices de f \ {w} con d, y

a k con c.

Nos queda entonces:

prt Y AuetMa= D Aud+ Ake
uef\{w} u€ f\{w}
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Aplicando el item 4, tenemos que \,. = A,q para todo u € f \ {v, w}. Por lo tanto, podemos cancelar
todos los factores de la sumatoria del segundo término salvo en el sumando proveniente del vértice v:

pf + Ave + Akd = Avd + Ake
Por item 5, tenemos que \,. = \,q. Por lo tanto, nos queda:

pf + Akd = Ake

Que era lo que queriamos probar. Ademads, si utilizamos el item 9, podemos sumar la propiedad
adicional:

pf + Awa = Awe VE € K

Habiendo encontrado propiedades sobre la igualdad genérica, desarrollaremos la misma para poder
demostrar que es combinacién lineal de las igualdades del modelo y de la igualdad inducida por la
desigualdad que estamos analizando.

Comenzaremos desarrollando la multiplicacién vectorial:

ATz + ppz = g =

Z Z XidTia + Z przy = Ao

i€V deC feF
Aplicando el item 1, tenemos:
3 Nawia + przp = Ao
eV deC
Ahora bien, separaremos en distintas sumatorias segunsii € K\{v},i € f,i€ K'oi € V\{KUfUK'}:

> S Namia+ Y > Naia+ D> NiaTia+ DY Niatia + przs = Ao

i€eV\(KUfUK'’) deC ieK\{v}deC €K’ deC i€ f deC

Desarrollaremos cada término de la parte izquierda de la igualdad por separado, para demostrar que
no son otra cosa que combinaciones lineales de las partes izquierdas de las igualdades del modelo y de la
igualdad de clique en cuestiéon. Como la parte derecha en todos los casos es una constante, nos quedara
definido univocamente ).

1) Primero fijemos d; € C'\ {c}, ya que lo utilizaremos mas adelante en las demostraciones.
Comencemos por el primer término:
D D i
ieV\(K U fUK’) deC

Si aplicamos el item 2, tenemos que \;. = \;q para cualquierd € C,ei e V\ (K fUK"). Por lo
tanto, nos queda:

> Aie Y Tia
ieV\(KUFUK")  deC

Notemos que esto no es otra cosa que una combinacion lineal del lado izquierdo de las igualdades del
modelo. Notemos este término con (1).
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2)

3)

4)

Desarrollemos ahora el segundo término.:

Z Z AicTic =

i€ K\{v} ceC

Z waw + Z Z )\ldxld

i€eK\{v} i€eK\{v} deC, d#c
Aplicando el item 7, podemos hacer factor comun )\;4, en la segunda sumatoria:
Z Nie = Mia)Tic + Y Ny Y Tia
i€ K\{v} i€ K\{v} deC

Podemos ver que el segundo término no es otra cosa que una combinacion lineal del lado izquierdo
de las igualdades del modelo. Notamos este término con (2):

Z (Nie = Xidy )Tic + (2)

i€K\{v}
Por tltimo, aplicando el item 10 obtenemos:

Z prxic + (2)

e K\{v}

Desarrollemos ahora el tercer término:

Z Z AieTic =

1€K' ceC

Z Z)\icxic + Z )\icxic

i€K’ dsc i€k’
Aplicando el {tem 6, tenemos:

D Niay D wiet > Nieie =

i€K’ detc i€K’

Z )\1d1 Z Tie + Z ic ’Ldl xzc

ieK’ ceC e K’
Notemos que el primer término es una combinacién lineal del lado izquierdo de algunas de las igual-
dades del modelo. Notaremos este término con (3):
(3) + Z ic 1d1 Tic
€K’

Aplicando la propiedad dada al final del item 10, tenemos que py = A;c — A\ig,, con ¢ € K’. Nos queda
como resultado:

@)+ > pric
€K’
Por ultimo, miremos el cuarto término del lado izquierdo de la igualdad:

Z Z )\ic’xic/ =

ief c'eC

Z Z )\ic/xic’ + )\wcmwc + Z )\wdxwd + )\vc‘rvc + Z )\vdxvd

i€ f\{w,w}c’eC d#c d#c

Aplicando los items 3 y 4:

Z )\ic Z Tic' + )\wcch + Z )\wdmwd + )\vcxvc + Z )\vd‘rvd

ief\{wwv} c¢€C dc dc
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Notemos que el término -, r\ 1, 4} Aic 2_cec Tic €S Una combinacion lineal de la parte izquierda de
las igualdades del modelo. Notaremos este término con (4):

(4) + )\wcch + Z )\wdmwd + )\vc-r'uc + Z Avdx'ud
d#c d#c

Aplicando el item 8, tenemos A,q = Aye — pty paratodo d € C'\ {c}:

(4) + Mwewe + Z()\wc - Nf)xwd + Apeoe + Z AvdTod =

d#c d#c
(4) + Z(_Nf)wwd + /\'u;c Z Towd + )\vcxvc + Z Avdxvd
d#c deC d#c

Notaremos al término Ay. Y ..o Twq con (5), ya que es multiplicar por A, a una de las igualdades
del modelo, si ademds consideramos el lado derecho de la igualdad.

Utilizaremos, ademas, el hecho de que ), 2o Twd =1 = Tye:

(4) + (5) + (f,uff)(l - :L'wc) + )\vcxvc + Z )\vdl"ud -
d#c

(4) + (5) - /~Lf + fowc + )\vcxvc + Z Avdxvd
d#c

Omitiremos el término iy ya que al ser una constante, pasaria a formar parte del lado derecho de la
igualdad:

(4) + (5) + p1pZuwe + Aveoe + Y AvaTod =

d#c
4)+ () + HfTape + AveToe + )\vdl Z Lyd =
d#c
(4) + (5) + HfTwe + ()\Uc - )\1)d1 )zvc + /\’1:(11 Z Tyd

deC

Al igual que antes, notemos el término A4, ) . Tvd, Multiplicacion del lado izquierdo de una de las
igualdades del modelo, como (6):

(4) + (5) + (6) + HfTwe + (>\’11(: - )\’ud,l )m’ur:

Utilizando el item 5, nos queda:
(4) + (5) + (6) + pyzoe
Ahora bien, si unificamos todos los términos, reescribamos la igualdad:

M+ > ppmic+ 2+ G+ D pipic + (4 + (5) + (6) + piyTue + pyzp = Ao + py =

1€EK\v i€ K’
M+@2)+@B)+ @D+ (5)+(6) + Z,Uffl?ic"' Z PfTic + HfTwe + Hpzp = Xo + pf <
€K €K \v
(1)+(2)+(3)+(4)+(5)+(6)+/J/f(z.’Eic+ Z Tic + Twe + 2f) = Ao + py

€K’ i€K\v

Con este ultimo paso, demostramos que la desigualdad genérica que teniamos al principio no es otra cosa
que una combinacidn lineal de las igualdades del modelo y la igualdad de clique, y con eso concluimos
en que la desigualdad de clique induce una faceta de nuestro politopo. |
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4.5. Desigualdades Clique-Cursos

Sean f1,..., frx € F. Definimos como G # al grafo construido a partir de contraer los nodos de cada
curso f en un dnico vértice vy, unificando también todas sus aristas. Es decir, dado un eje ij € E(G), tal
que i € f;, j € f;, entonces en G r tendremos un eje ij entre vy, y vy,. Ademas, si hay mds de una arista
entre f; y f;, igualmente habrd una unica arista entre vy, y vy,.

Llamaremos clique de cursos a una clique del grafo G z.

Antes de proseguir, daremos un ejemplo de estos conceptos.

Ejemplo 4.5.1

Tomemos el siguiente grafo G:

f g@
©® G
Q)

Fig. 4.4: Grafo G que representa a 3 cursos, f, g y h respectivamente, y 7 clases.

Para éste, el grafo G r seria de la siguiente manera:

Fig. 4.5: Grafo G r cuyos vértices representan los cursos del grafo G.

Notemos que tenemos una clique de cursos entre fy g.

Definicion 4.5.1

Sean f1,..., fr € F tal que vy,,...,vs forman una clique de tamafio £ € N en Gr. Fijemos
T 8 tal que ij € fj.

Asuvez,sea D C C'tal que |D| = |C| — (k —1).

Definiremos la desigualdad de clique-curso de la siguiente manera:

k k
Z zp, <k —1+ Z Z x;;,q  Desigualdad de Clique-Curso
j=1 deD j=1
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Teorema 4.5.1

Las desigualdades de cursos son validas. Méas aun, si se cumplen las siguientes condiciones, en-
tonces esta desigualdad define una faceta de Pyarrc(G, H,C):

1. Existe una solucién factible del problema utilizando una cantidad menor o igual a |C] — 2
colores, tal que zp, =---=zp, =1y

2. Paratodo vérticev € f;, j=1,...,k,existel € {1,...,j—1,5+1,...,k} tal que v no tiene
vecinos en fj.

A continuacién, examinaremos un ejemplo sencillo con el objetivo de facilitar el entendimiento de las
condiciones necesarias para que la desigualdad induzca una faceta.
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Ejemplo 4.5.2

En el siguiente ejemplo, podemos ver que los cursos f,g y h inducirian una clique de cursos de
tamaiio 3. En este caso, tendriamos que la desigualdad clique-cursos aplicada a éstos, induciria
una faceta si contdramos con al menos cinco colores.

Podemos ver que por cada vértice hay un curso (aparte del propio) con el cual dicho vértice no

tiene vecinos.
f g
@i@ 6
®

Fig. 4.6: Grafo G con 3 cursos, f, gy h.

Por el contrario, el siguiente es un ejemplo de un grafo G que define una clique de cursos de tamafo
3. Sin embargo, no cumple las condiciones que aseguran que induzca una faceta, independiente-
mente de la cantidad de colores disponibles. Esto es debido a que hay vértices adyacentes al
numero 2 pertenecientes a todos los otros cursos.

Fig. 4.7: Grafo G con 3 cursos y 7 vértices.

En ambos casos, la clique de cursos que se forma es la siguiente:
f— g
h

Fig. 4.8: Grafo G r cuyos vértices representan los cursos del grafo G.

J

Comenzaremos demostrando la validez. Luego, asumiendo las hipétesis adicionales, demostraremos

la facetitud.
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4.,5.1. Demostracion de validez:

k
Supongamos que tenemos una solucién factible con  zp, >k — 143, Zle Ti,d-

j=1
k k
Dado que Zl zf; < k, necesariamente tendria que valer >, >, #;,4 = 0, ya que de otra forma
j=
seria imposible una desigualdad estricta.
Esto implica que los vértices i1, . . . , i, estdn coloreados tnicamente utilizando colores de C'\ D. Ahora

bien, |C'\ D| = k — 1. Por lo tanto, deberiamos tener al menos dos vértices, i;, e i,, coloreados con el

mismo color.
k

Por otra parte, para que se cumpla la desigualdad, otra condicién necesaria es que _ zy, = k, es

j=1
decir, tengamos todos los z;, encendidos. ’

A suvez, teniamos que los cursos formaban una clique, es decir que, si tuviéramos todos los zy,, .. ., zy,
encendidos, habria dos vértices de los cursos f;, y f;, que serian adyacentes y tendrian el mismo color.
Por lo tanto, tenemos un absurdo. O

4.5.2. Demostracion de facetitud

Llamaremos igualdad de clique-cursos a la igualdad inducida por la desigualdad con este nombre.
Comenzaremos probando el siguiente lema:

Lema 4.5.1

Dados D C C,y fi,..., fr acordes a la definicién previa, si existe una solucién factible al problema
de coloreo de méximo impacto en hipergrafos, tal que todos los zy,, ...,z estén encendidos, y
ademads hayan al menos dos colores sin utilizar, entonces existe una solucién factible que cumple
por igualdad la desigualdad de cursos, donde zy, = --- = zy = 1, y al menos dos colores
di,ds € D estan sin utilizar.

Demostracion. Supongamos una solucién factible con dos colores sin utilizar, tal que z¢,, ..., 25, = 1.
Luego, intercambiemos colores de forma tal que a los vértices de f; les quede asignado el color ¢,
donde C'\ D = {e¢y,...,cp_1}. Esto es posible ya que tinicamente tendriamos que intercambiar el color
que ya tienen asignados los vértices de f; por los que tengan asignado ¢;. Si ningtin vértice tenia asignado
dicho color, simplemente no le asignaremos a ninguin vértice el color previo de f;.
Notemos que este intercambio no modifica que el coloreo sea factible, ni tampoco la condicién de que
hayan dos colores sin utilizarse.

Podemos continuar repitiendo el proceso, intercambiando el color de los vértices de fs por co, vV f3
por cs, e ir siguiendo hasta tener los vértices de f,_; asignados con el color ¢;_;. Notemos que al ser
{f1,..., fx} una clique de cursos, necesariamente en el coloreo original deben haber sido asignados co-
lores distintos para cada f;.

Tenemos, al igual que antes, dos colores que ningtin vértice estd utilizando. Ahora bien, sabemos por
el proceso que utilizamos para construir la solucién que estamos utilizando todos los colores de C' \ D,
por lo tanto, los dos colores sobrantes deben pertenecer a D.

Por otra parte, partimos de la hipétesis de una solucién con todos los z; encendidos. Por lo tanto,
los vértices de fj deben estar asignados todos al mismo color, que por la construccién que hicimos de la
solucion, debe pertenecer a D.

De esta forma, mirando la desigualdad clique-cursos para este caso, tenemos:

k k
k=> 2, <k—1+4> Y mia=k
j=1

deD j=1
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Por lo tanto esta soluciéon cumple la desigualdad por igualdad. O

Notemos que las condiciones para poder aplicar el lema anterior componen la hipétesis 1 del Teorema
Por ende, podremos aplicar este lema en la demostracién de facetitud para obtener una solucién
que cumpla con las caracteristicas mencionadas en el mismo. Llamaremos a esta soluciéon w, y a los
colores sin utilizar d; € Dy dy € D.

Teniendo en cuenta este lema, demostraremos ahora la facetitud. Utilizando el mismo argumento
que en el Teorema [4.2.1] fijaremos una igualdad genérica, ATz + uTz = )¢, con las dimensiones corres-
pondientes, asumiendo como hipdtesis que todas las soluciones que cumplen la igualdad clique-cursos y
ademas son soluciones factibles en el problema, cumplen esta desigualdad.

La demostracion constara de dos partes: primero, demostraremos propiedades sobre \ y p, y por ulti-
mo, utilizando las mismas, concluiremos que la igualdad genérica en cuestién no puede ser otra cosa que
combinacidn lineal de las igualdades del modelo y de la igualdad clique-cursos.

Demostracion. Comenzaremos con las propiedades:

1. u,f/:OVf,E]:, fl5£f17---7fk:

Tomemos la solucién del lema w, con dy, d> € D los colores que no son utilizados por ningun vértice.

x1

k
Zj:l efj

Utilicemos el color d; para colorear todos los vértices de f/, y formemos la solucién w; =

con dicho coloreo.
T
k
ef + Zj:l ef;
Como ambas soluciones cumplen la igualdad de clique-cursos, obtenemos:

Por ultimo, formemos la solucién wy =

k k
ATy + T Ze-fi = ATz +puT(ep + Zefj) =
j=1 Jj=1
k k
uTY e =uTlep + ) eg,) =
j=1 j=1

k k
domg =gty oy =
j=1 Jj=1

O:Hf/

2. Aij,;:}\ijd—{—p,fj vje{l,...,k},YVee C\D,Vde D:

Seaje{l,...,k},de D,ce C\ D fijos.

Tomemos la solucion w del lema. Notemos que en la misma, se utilizan dentro de la clique de cursos
todos los colores de C'\ D, y ademds un color d’ € D, para uno de los cursos. Podemos, como paso
preliminar, intercambiar colores de forma tal que dicho curso sea f;, y ademéds quede coloreado con
d, sin romper la factibilidad de la solucién. Los restantes cursos fi,..., fj—1, fj+1,--., fxr quedardn
asignados con colores en C'\ D. Por otra parte, llamaremos nuevamente d; y ds a los dos colores que
quedaron sin utilizar.

A su vez, sea i, € {i1,...,%—-1,%41,-..,%}, tal que no es vecino de ¢; (este vértice existe por la
segunda hipétesis del teorema). Intercambiemos colores de forma tal que i, quede asignado con el
color c. A los vértices fuera de la clique asignados con color c, los coloreamos con d.
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T
k
Zj:l €f;

Por tltimo, construyamos wy con xs idéntico a x, pero coloreando a i; con c. Tenemos, por lo tanto,

Llamemos a esta solucion, que cumple la igualdad clique-curso y ademas es factible, w;, =

x .
we = & 2 . Notemos que colorear de esta forma no anula la igualdad, ya que tendremos
D m=1,mj €
m=1,m#j €fm
k—1= an=1 2f,,- Tenemos entonces A;;c = Aj;q + pig;- o

3. Mid=Aie Vi€V, i¢ f1U...Ufs, Vd€ D, Ve € C\ D

Seani e V\{f1,...,fx}, c€ C\ D, d € D fijos.

Tomamos la solucidn del lema, w, e intercambiemos colores de forma tal que no se utilicen los colores
d ni d;. Como i no pertenece a fi,..., fx, esto significa que existe un curso en la clique de cursos, tal
que ¢ no es vecino de ningun vértice de éste, dado que la clique de cursos es maximal en G z. Fijemos
dicho curso como f;.

Como la solucién del lema cumple la igualdad clique-cursos, podemos asumir que, incluso luego de
intercambiar los colores de la forma descrita, habra un dnico curso de {fi, ..., fi } asignado a un color
de D, mientras que los restantes tendrdn asignados colores en C' \ D.

Intercambiaremos colores de tal manera que los vértices de f; tengan asignado el color c. Esta serd

.7 T2 .7 . .
nuestra solucion w; = k . Notemos que esta solucién cumple la igualdad clique-curso, ya

€
Zm:l fm
que seguiremos teniendo un Unico curso asignado con un color perteneciente a D, y por lo tanto nos
k k
quedak= > z; =k—14+ > > x,a=k—1+1.
m=1 deD m=1

& 2 . Dado que

Em:l t?fm

tanto w; como ws cumplen la igualdad clique-cursos, podemos probar la afirmacién en cuestién. ¢

Por ultimo, podemos intercambiar el color de 4 por d para construir wy =

4. Xic =Ny, Ve EC\D,Vd' € D, Vi € fj,i#£ij, j=1,...,k:

Fijemos d.d’,d” € D, c € C\ D, i € f; \ {i;}. Notemos que existen al menos tres colores en D, ya
que un color se utiliza para colorear uno de los cursos en la solucién w del lema, y otros dos colores
quedan sin utilizarse en la misma solucién.

Sean f,/ y fn los cursos tales que ; no tiene vecinos en f,, e ¢ no tiene vecinos en f,.
Seguiremos los siguientes pasos:
1. Tomemos la solucién w del lema e intercambiemos colores de forma tal que d’ y d’ queden sin
utilizarse.

1. Intercambiemos colores con el objetivo de asignarle a f,, el color c. Por la construccién de la
solucién w, existia alguin curso de {fi,..., fx} cuyos vértices estaban coloreados con ¢, por lo
tanto este paso sera simplemente intercambiar los colores entre dos de los cursos, y también
entre el resto de los vértices que tengan asignados estos colores.

1. Sea fn, € {fi1,..., fx} el curso que estd asignado con un color d; € D. Podemos intercambiar
colores de forma tal que sea d el color de dicho curso.

Iv. Luego, intercambiemos el color de los vértices de f; por el color de los vértices de f,,.

v. Luego, intercambiamos el color de i; por el color ¢; € C tal que ¢; esté asignado a f,,/. Para no
perder la factibilidad del coloreo al asignarle a ¢; dicho color, si existian vértices fuera de la clique
coloreados con ¢y, los coloreamos con d”.
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vI. Por dltimo, si existian vértices fuera de la clique coloreados con ¢, los coloreamos con d'.
T

Esta sera nuestra solucién w; = &
21:1,17&]' €f

. Notemos que se sigue cumpliendo la igualdad
clique-cursos, ya que tenemos:
k k
k—1=) zp <k—1+> > wa=k-1
j=1 deD j=1
VII. Por udltimo, formamos una nueva solucién ws con z, igual a x;, pero coloreando i con c.

De esta forma, utilizando la igualdad genérica e igualando la misma con w; y ws, tenemos el resultado
deseado.

A continuacidn, incluiremos una serie de graficos con el objetivo de facilitar el entendimiento del
razonamiento anterior. Tomando un ejemplo, si partimos desde el paso III, tendriamos esta primera
figura:

Fig. 4.9: Grafo G que representa a cuatro cursos, f; fn, fn’ ¥ fm respectivamente, y 9 clases, entre las cuales estan
7 j € 7.

Donde el color rojo representaria el color d, y el color naranja corresponde a c.

Luego, en el paso IV, intercambiamos los colores de f; por los de f,,, y nos queda lo siguiente:

Fig. 4.10: Grafo G que representa a cuatro cursos, f; fn, fn’ V fm respectivamente, y 9 clases, entre las cuales estan
i; e i. Se describe cémo los vértices de f; y fr. intercambiaron colores.

En el paso V, intercambiamos el color de i, por el de f,/. Tomando al color verde como ¢;, nos queda
graficamente:
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Fig. 4.11: Grafo G que representa a cuatro cursos, f; fn, fn’ ¥ fm respectivamente, y 9 clases, entre las cuales estan
i; e 1. El color de i, es el mismo que el de los vértices pertenecientes a f,,.

Esta seria, en este caso, nuestra solucién w; . Por ultimo, la solucién wy se veria de la siguiente forma:

Fig. 4.12: Grafo G que representa a cuatro cursos, f; fn, fn’ V fm respectivamente, y 9 clases, entre las cuales estan
i; e 1. El color de 7 es el mismo que el de los vértices pertenecientes a f,.

5. Aijd—l—Aimc:Aimd—F)\ijch,mE {1,...,k},dED,c€C\D:

Fijemos j,m € {1,...,k} distintos, y los colores c € C'\ D, d € D.

Tomemos la solucién del lema, e intercambiemos colores de forma tal que los vértices de f; tengan
asignado el color d, y los vértices de f,, tengan asignado el color c. Esto es posible ya que sabemos
que al menos un curso de {f,..., fx} debe tener un color de D asignado. Por otra parte, fijemos
dy,ds € D colores que ningun vértice utilice.

Primero, vamos a intercambiar el color de todos los vértices por fuera de {fi,..., fx} que tengan
asignado el color ¢, con d;, y todos los que tengan asignado el color d con ds. Una vez hecho esto, ésta

serd nuestra solucion w; = & . Por ultimo, intercambiamos los colores de f,, y f;. De esta

Zm:l efm

forma, todos los vértices de f; quedan asignados con el color ¢, y los vértices de f,,, quedan asignados

. - s T2
con el color d. Con este cambio, formamos la solucién wy = &

Zm:l ean

Notemos que ambas soluciones cumplen las restricciones del modelo y la igualdad clique-cursos. Utili-
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zando que entonces ambas soluciones deben cumplir con la igualdad genérica, tenemos:

ATz +uTz=ATag+ Tz <—

Az = ANTay <—

ST Xa+ D die= D Niet D> Nia

1€ fm i€ f; ISH i€ f;

Ahora bien, si utilizamos el item 4, tenemos que } .. Fo\{im} Nid = D ic Fo\{im} Nies ¥ similarmente
tenemos lo mismo utilizando f; e ¢;. Por lo tanto, volviendo a la igualdad genérica, tenemos:

D Na+ D> Nie= Y dict > Aia =

iefm iEfj iefnl iefj
Mo + Mye = A

Tm tm

c + )\Zjd
Y con esto probamos el item en cuestién. o

6. py, = py Vi, j € {1,...,k}:

La demostracion de este item surge directamente de los items 2 y 5. o

Habiendo demostrado las propiedades anteriores, pasemos a la segunda parte de la demostracion,
estudiando la igualdad genérica. Primeramente, haciendo la multiplicacién vectorial, tenemos:

Z Z AicTic + Z HEzg = Ao

i€V ceC feF

Luego, separando segun si¢ € {fi,..., fu} \ {ip,-. it €{ipy, ... ip, } 00 & {f1,..., fx}, tenemos:

Z Z AicZic + Z Z AicTic + Z Z AicTic + Z ppzf = Ao

€V \{fi,er fr} cEC i€{f1,m e fu I\{ify »oripy } cEC i€{ify . if, } c€C ferF
Aplicando el item 1:
> D diewie > D Niewiet YD Newiet Z Hrzs = No
i€V\{f1,....fr} c€EC i€{f1,e s fk}\{ifl,...,ifk}cec ze{zh, ka}(‘EC
Fijemos ¢; € C'\ D,y d; € D. Luego, aplicamos el item 3 al primer término:
D A ) met > D Miemiet DD Niewiet Z Hi2g = Ao
i€V\{f1,nfr} ceC i€{f1r s fo P\ iy nify, } c€EC i€{ify seenipy } CEC

Podemos observar que el primer término es combinacion lineal del lado izquierdo de las igualdades del
modelo, lo notaremos como (1):

(D + Z Z AicTic + Z Z XicTic + Zufzzﬂ = Ao

A€{frye s feY\{ipyseesiyy } c€C i€{ify,nif, } cEC

Aplicando el item 4 al segundo término, tenemos:

1+ Z Aicy Z Tic + Z Z AicTic + Z [fZfi = Ao

€{f1s s S\ {ify e if} ceC i€{ify e if, }ceC
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Este segundo término es combinacidén lineal del lado izquierdo de las igualdades del modelo, por lo tanto
lo notaremos como (2):

(1) + (2) + Z Z Azcxzc + Z wec2f = )\0
i€{ifynify, } c€EC
Podemos separar el tercer término segunsic € Doce C\ D:
W+@D+ > D Namat > Y NieTie+ Zuﬂz,«l = o

i€{ifysesify, } dED i€{ifyse-nify, } c€C\D

Aplicando el item 2 en el cuarto término, nos queda:

k
(1 +(@2)+ Z Z AidTid + Z (Aia, + pr) Z Tic + Z,ufizfi =X

i€{ify,eify, } AED i€{ify seenify ceC\D i=1
Ahora bien, por el item 6, tenemos que jiy, = uy, para todo i,j € {1,...,k}. Llamaremos y indistinta-
mente a uy,, ..., [y, y haremos factor comun en el tltimo término del lado izquierdo:
(1)+(2)+ Z ZAidxid+ Z 1d1 +Hf Z xzc+ﬂf sz *)\0
iE{ifl,...,ifk}dED iE{ifl,...,ifk} ceC\D

Aplicamos nuevamente el item 2 en el tercer término, dado que éste implica que \;q = \;o» para todo

ie{ip,...,ip}, y para todo par d,d € D, podemos fijar d; € D y hacer factor comun:
(M + @)+ Z Aid, ZfidJr Z Nid, + fey) Z »TerufZZJz = Ao
i€{ify s, } deD ie{ifl,...,ifk} ceC\D

Ahora bien, podemos sumar y restar > (—uy) > x;d y nos queda lo siguiente:

i€{i1,..., ik } deD
k
W+@+ D () miat Y, Na T ap) Y @ietpr Y25 =
i€{igy eisy } deD i€{igy eonrisy } ceC i=1

Podemos ver que el cuarto término es combinacién lineal del lado izquierdo de algunas igualdades del
modelo, y lo notamos con (3):

M+@+G+ Y. (—uy) szdwazf—Ao
z'e{z'fl,...,ifk} deD
Haciendo factor comun con p, tenemos por ultimo:
k
W+@D+G) +ur Oz = Y. D wma)=X
i=1 i€{igy seify } dED

Podemos ver que finalmente esta igualdad genérica no puede ser otra cosa que combinacion lineal de
igualdades del modelo y de la igualdad clique-cursos. Por lo tanto, la desigualdad en cuestién define una
faceta. O
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5. CONCLUSIONES

La asignacion de aulas es un problema con el que cualquier institucién educativa de tamafio conside-
rable se topard en cierto momento, de ahi el interés por obtener algoritmos que resuelvan dicho problema
en el menor tiempo posible.

La programacion lineal entera ha demostrado ser una herramienta eficaz para resolver este problema,
a pesar de ser un problema NP-dificil. Sin embargo, al haber tantas caracteristicas especificas de cada ins-
titucién, resulta dificil construir un modelo que englobe todas las posibles particularidades y sea efectivo
en la practica.

A lo largo de este trabajo, hemos construido dos modelos de programacién entera para resolver el
problema de asignacion de aulas a cursos teniendo en cuenta uno de esos aspectos: priorizar que las
clases de un mismo curso estén asignadas a una misma aula.

Hemos comparado dichos modelos en casos concretos, concluyendo que uno de ellos, el modelo clési-
co, se comporta mejor en la practica. Posteriormente, estudiamos el poliedro asociado a las soluciones de
dicho modelo, obteniendo su dimensidon y tres familias de desigualdades validas. Encontramos condicio-
nes necesarias bajo las cuales estas familias también definen facetas.

El proceso detras de hallar desigualdades validas no es lineal. En algunos casos, pudimos trasladar
desigualdades utilizadas en otros modelos. Este es el caso de las desigualdades de particién. En otros,
nos fue util pensar qué datos nos aportan las variables del modelo.

A modo de ejemplo, algunas ideas han surgido a raiz de que, si dado un curso f, tenemos zy =1,y
tenemos el color de una de las clases del mismo, entonces tendremos definido univocamente el color de
todas ellas. Aunque esto ultimo es una implicacién, pensar como se podria traducir en una desigualdad
fue un ejercicio que colaboré en el surgimiento de las desigualdades de unién de cliques y de clique-curso.

Hemos trabajado mayoritariamente con cliques, sin ahondar en estructuras mas complejas de grafos.
Seria interesante estudiar, por ejemplo, desigualdades validas sobre caminos de un grafo. Sin embargo, en
nuestro caso, muchas familias de grafos no son compatibles o ya estan dadas, ya que estamos trabajando
con grafos de intervalos. En este sentido, resulta til la caracterizacidn por patrones prohibidos de [FH21]]
para reconocer rapidamente sub-familias de grafos de intervalos.

En el caso del modelo de representantes, los resultados demostraron que su gran cantidad de varia-
bles y restricciones resultan en un tiempo de cémputo no es efectivo, incluso para calcular la relajacién
lineal. Sin embargo, a la hora de buscar facetas y desigualdades validas, notamos que su gran cantidad
de variables de alguna manera resultaba en, informalmente, un mayor poder de expresividad, y con ello
facilitaba el hallazgo de desigualdades validas.

Este trabajo servird como puntapié para realizar algoritmos de planos de corte, asi como también para
combinar con otras variantes del problema.
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6. TRABAJO FUTURO

A lo largo de este trabajo han surgido numerosos puntos con los que se puede continuar el estudio
del problema de asignacién de aulas y sus soluciones.

Primeramente, resulta natural preguntarse por la eficacia en la practica de las desigualdades halladas,

tanto desde un punto de vista de cuanto mejoran los algoritmos existentes, asi como qué costo requiere
la utilizacién de algunas de estas desigualdades y de qué forma utilizarlas.
En este sentido, calcular la complejidad y buscar algoritmos para resolver los problemas de separaciéon
asociados con estas familias de desigualdades, y mas aun, bajo las cuales las desigualdades definen fa-
cetas, es un item importante si se pretende que las mismas puedan llegar a utilizarse en la préactica. En
el caso de las desigualdades de particion no se trata de estructuras complejas, pero si de un nimero
exponencial de desigualdades a considerar. En este caso, habria que analizar en qué momentos y cuédles
de éstas conviene agregar en un algoritmo de planos de corte.

Siguiendo la misma linea, seria interesante implementar algoritmos de planos de corte que utilicen
estas familias de desigualdades y medir su eficiencia tanto en los casos de prueba que utilizamos en esta
tesis como en casos de prueba estandar.

En el desarrollo de esta tesis, particularmente a la hora de construir desigualdades, nos hemos topado
con que en muchos casos resultaba mas sencillo o intuitivo considerar desigualdades en el modelo dado
por representantes. Al mismo tiempo, ambos modelos sufren de simetria, lo cual empeora los tiempos
de ejecucién. En el caso del modelo de representantes, resulta andlogo elegir cualquier vértice como
representante de los de su color. En el segundo caso, dado un coloreo factible, podemos intercambiar los
colores sin que esto afecte el resultado.

Si bien en ambos casos existe el problema de la simetria, en el caso del modelo de representantes ésta
aumenta enormemente al agregar vértices que compartan colores, lo que es usual en los casos practicos
de este problema.

Un posible trabajo futuro entonces seria comprobar en cuanto mejora el modelo de representantes al
romper con la simetria, e incluso agregando desigualdades validas para el mismo. La forma de romper la
simetria esta descrita en las conclusiones de [[CCF04] y en [CCCO8].
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7. APENDICE

7.1. Modelo de representantes

A continuacién presentamos el modelo ZIMPL [Koc04] para el modelo de representantes.

Como salvedades, los conjuntos de CLASES, CURSOS, y los parametros AULAS, VECINOS, ESDELCURSO,
MINIMOSDELCURSO, CANTIDADPORCURSO fueron variando por cada caso de prueba, ya que éstos dependian
del semestre analizado.

Por otra parte, se utilizaron los siguientes archivos:

1. ady_matrix_11.txt esun archivo con la matriz de adyacencia del grafo G inducido por los horarios
de las clases de uno de los semestres.

2. courses_matrix_11.txt es un archivo con una matriz M cuyas filas representan los cursos del
semestre en cuestion, y las columnas representan las clases. El valor de M;; es 1 si la clase j
pertenece al curso i, y 0 en otro caso.

3. first_of_each_course_11.txt contiene un vector v de tamafio igual a la cantidad de cursos,
donde cada valor representa el nimero mas bajo de clase que pertenece a dicho curso. Por ejemplo,
si para el curso ¢ tenemos las clases 5, 6, 14, y 19, el valor de v, seria 5.

4. Por udltimo, amount_per_course_11.txt contiene un vector v de tamafio igual a la cantidad de
cursos, donde cada escalar sera la cantidad de clases pertenecientes al curso en cuestion.

Listing 7.1: C6digo modelo ZIMPL de representantes

set CLASES := {1..238};

set CURSOS := {1..74};

param AULAS := 20; #21 22 18 26 16 20 18 23 19 22 15 20

param VECINOS[CLASES*CLASES] := read "/test_cases/aux/reps/ady_matrix_11.txt" as "n+";

var x[CLASES*CLASES] binary;

var z[CURSOS] binary;

param ESDELCURSO[CURSOS*CLASES] := read "/test_cases/aux/reps/courses_matrix_11.txt" as "n+";

param MINIMOSDELCURSO[CURSOS] := read "/test_cases/aux/reps/first_of_each_course_11.txt" as
npn

param CANTIDADPORCURSO[CURSOS] := read "/test_cases/aux/reps/amount_per_course_11.txt" as "n+";

maximize cursos_misma_aula: sum <f> in CURSOS: z[f];

subto alguien_te_representa:
forall <i> in CLASES:
(sum <j> in CLASES with VECINOS[i,j] == :x[j,i1) >=1;
subto no_mas_colores_que_cantidad_de_aulas:
(sum <j> in CLASES: x[j,j]) <= AULAS;
subto distintos_representantes_si_estan_conectados:
forall <u> in CLASES:
forall <v> in CLASES with (VECINOS[u,v] == 0 and u != v):
forall <w> in CLASES with (VECINOS[v,w] == 1 and VECINOS[u,w] == 0 and w '= u):
x[u,v] + x[u,w] <= x[u,ul;
subto distintos_representantes_si_no_estan_conectados_con_vertices_aislados:
forall <u> in CLASES:
forall <v> in CLASES with (VECINOS[u,v] == 0 and u '= v):
x[u,v] <= x[u,ul;
subto o_todos_o_ninguno:
forall <f> in CURSOS:
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forall <v> in CLASES with (VECINOS[v,MINIMOSDELCURSO[f]+1] == 0):
CANTIDADPORCURSO[f] * (z[f] + x[v,MINIMOSDELCURSO[f]+1] - 1) <=
(sum <w> in CLASES with (ESDELCURSO[f,w] == 1): x[v,w]);
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7.2. Modelo clasico

in A continuacion presentamos el modelo ZIMPL [Koc04] para el modelo clésico. Al igual que en el ca-
so anterior, los conjuntos de CLASES, CURSQS, y los parametros AULAS, VECINOS, ESDELCURSO, MINIMOSDELCURSO,
CANTIDADPORCURSO fueron variando por cada caso de prueba, ya que éstos dependian del semestre ana-
lizado. Por otra parte, se utilizaron los archivos:

1. ady_matrix_0.txt es un archivo con la matriz de adyacencia del grafo G inducido por los horarios
de las clases de uno de los semestres.

2. courses_matrix_0.txt es un archivo con una matriz M cuyas filas representan los cursos del
semestre en cuestién, y las columnas representan las clases. El valor de M;; es 1 si la clase j
pertenece al curso 7, y 0 en otro caso.

Listing 7.2: C6digo modelo ZIMPL de mdximo impacto

set V := {1..235};
set F := {1..127};
set C := {1..21};
param VECINOS[V*V] := read "/test_cases/aux/reps/ady_matrix_0.txt" as "n+";
var x[V*C] binary;
var z[F] binary;
param ESDELCURSO[F*V] := read "/test_cases/aux/reps/courses_matrix_0.txt" as "n+";
maximize cursos_misma_aula: sum <f> in F: z[f];
subto un_solo_color_cada_uno: # constraint 1
forall <i> in V:
(sum <c> in C: x[i,c]) == 1;
subto vecinos_de_distinto_color: # constraints 2
forall <i> in V:
forall <j> in V with (VECINOSI[i,j] == 1):
forall <c> in C:
x[i,c] + x[j,c] <= 1;
subto validez_de_los_zf:
forall <f> in F:
forall <i> in V with (ESDELCURSO[f,i] == 1):
forall <j> in V with (ESDELCURSO[f,j] == 1):
forall <c> in C:
z[f] <=1 + x[i,c] - x[j,c];
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