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Fragmentos de CPDL" mediante
propiedades de pathwidth

En este trabajo nos centramos en CPDL', un lenguaje recientemente definido que extiende
a PDL, una légica modal ya conocida y ampliamente estudiada. Sobre esta nueva légica
estudiamos una jerarquizacién del lenguaje basado en propiedades de pathwidth asociados a
los grafos subyacentes de ciertas expresiones que este lenguaje posee. Esta jerarquizacion es
comparable y analoga a la jerarquizacién de CPDL" basada en propiedades de treewidth con
la que se definié originalmente.

En un principio, nuestro problema se basaba en hacer una comparaciéon de expresividad
de varios fragmentos de CPDL", pero varias propiedades relacionadas con teoria de modelos
y juegos de simulacion fueron surgiendo a medida que este estudio se fue desarrollando. Fi-
nalmente, demostramos que el criterio de simulacién estudiado para la jerarquia de treewidth
también sirve para pathwidth, con algunas modificaciones seméanticas.

Palabras claves: Logica Modal, PDL, Grafos, Pathwidth, Simulacién.
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Introduccion

La computacién tedrica es una disciplina fascinante que se centra en la comprension de
los fundamentos matemaéticos de la computacién. Se trata de un campo con una rica historia
que se remonta a la década de 1930, mucho antes de la existencia de las computadoras mo-
dernas. Entre los primeros trabajos de esta indole se encuentran las tesis de Alonzo Church y
Alan Turing, que propusieron de manera independiente definiciones formales (y equivalentes)
de funciones computables, iniciando asi toda un area de nuevas ideas por explorar que se
entrelazaria con otras disciplinas ya existentes.

Se puede decir que en el corazén de la computacién tedrica se encuentra la ldgica, que es
el estudio de la inferencia sintactica o semantica, a partir de sistemas formales. Esta rama
tiene estrechas relaciones con muchos temas de la computacion, ya sea analizando de manera
algoritmica ciertos problemas inherentes a una légica (por ejemplo, estudiando la compleji-
dad de problemas de decision como satisfacibilidad, model checking, equivalencia de férmulas,
equivalencia de modelos, inferencia, etc), o desde una perspectiva mas profunda como su-
cede con la Computabilidad Descriptiva donde se intenta caracterizar clases de complejidad
mediante lenguajes 1égicos formales.

En este trabajo nos vamos a enfocar en unos tipos de légicas muy particulares denomina-
das logicas modales, las cuales se definen mediante operadores de modalidad que en la practica
se utilizan para entender distintas nociones como necesidad, posibilidad, obligacién, permiso,
creencia, conocimiento, y otras similares. A estas légicas se les puede encontrar aplicaciones en
una amplia gama de areas, incluyendo la filosofia, la lingiiistica, la matematica, la inteligencia
artificial y las ciencias de la computacién, aunque en este trabajo nos limitamos a estudiar es-
tas l6gicas de manera abstracta y general. Cominmente se toma a la 16gica proposicional como
punto de partida para definir sobre esta operadores de modalidad. En este sentido, entende-
remos una modalidad como un operador ¢, denominado diamante, que actiia sobre férmulas
¢, dando pie (de manera iterativa) a nuevas expresiones de la forma Q¢ y cuyo significado
general se entiende como desde el mundo observado podemos acceder a otro con la propiedad
. Como veremos méas adelante, esta nocioén es facilmente adaptable y compatible con otros
criterios de accesibilidad, dando lugar a légicas bastante expresivas. A lo largo del trabajo,
nos basaremos en el enfoque relacional de la l6gica modal y trabajaremos exclusivamente con
Estructuras de Kripke para la semantica, que son un tipo de estructuras de primer orden
que restringidas a relaciones unarias y binarias, se pueden entender como grafos dirigidos con
etiquetas en flechas y nodos, también llamados mundos bajo este contexto. La visualizacion
de las estructuras de Kripke como grafos hace que la nocién de accesibilidad para lidiar con
los operadores modales resulte relevante.

II



FEn 1979, Fischer y Ladner introdujeron un tipo de légica modal llamada Propositional
Dynamic Logic [Fischer and Ladner, 1979], PDL en adelante, la cual surgié para describir
correctitud, terminacion y equivalencia de programas, a través de operadores de modalidad
descritos por medio de operaciones de lenguajes regulares. Mas recientemente se ha aplicado
con otros propésitos, por ejemplo, como lenguaje de consulta sobre estructuras con forma de
grafos con valores de datos en ejes y nodos [Lange, 2006].

Nuestro punto de partida son unas extensiones de PDL llamadas CPDL (converse + PDL),
e ICPDL (intersection + CPDL) estudiadas en [Streett, 1982, Goller et al., 2009], donde de-
muestran que estos lenguajes poseen varias propiedades computacionales buenas, en particu-
lar, prueban que ambos lenguajes son decidibles. Mas relevante para esta tesis, tenemos que el
problema de decidir si un par de estructuras de Kripke finitas son equivalente bajo lenguajes
como PDL y CPDL es también decidible mediante un algoritmo polinomial, como se demues-
tra en [Balcazar et al., 1992] a partir de un criterio de bisimulacidn. Un juego de bisimulacién
se puede entender como una instancia particular de los juegos de Ehrenfeucht—Fraissé en el
que un par de jugadores, Spoiler y Duplicador, intentan demostrar que dos modelos son o no
equivalentes. Si bien ya existian varios trabajos que abordaban el estudio de PDL a través
de propiedades de bisimulacién como [Benevides, 2014, Carreiro, 2015], no existian trabajos
similares para ICPDL, hasta muy recientemente.

Motivados por la problemdtica anterior, en [Figueira et al., 2023] se define una nueva
extension de CPDL mediante un operador de programas denominado programa conjuntivo
y que depende subyacentemente de propiedades de grafos finitos. De esta manera, queda
definido CPDL' como una jerarquizacién de lenguajes dependientes de ciertas clases de grafos.
Més especificamente, CPDL' se puede ver como una unién infinita de lenguajes CPDL'(G)
donde G denota una clase de grafos particulares. En especifico, en [Figueira et al., 2023] se
usaron familias G que constan de grafos con treewidth acotado. Entre varios de los resultados
obtenidos alli, destacamos los siguientes:

» El fragmento CPDL(TW},), donde TW), consta de los grafos finitos y conexos que tienen
treewidth menor o igual a k, estéd caracterizado por un juego de bisimulacién, para todo
k> 2.

» ICPDL es légicamente equivalente al fragmento de CPDLY(TW3).

En esta tesis se propone estudiar una jerarquizacién distinta de CPDL" que depende de
otro parametro intrinsecamente relacionado al treewidth de un grafo, denominado pathwidth.
El treewidth y el pathwidth son variables numéricas definidas sobre grafos, cominmente
usadas en andlisis de complejidad parametrizada. Muchos algoritmos que son NP-hard para
grafos en general, se vuelven féciles de ejecutar (o al menos tratables) cuando el treewidth
o el pathwidth de los grafos input estd acotado por una constante fija. Intuitivamente, el
treewidth indica qué tan distante estd un grafo de ser un arbol mientras que el pathwidth
nos dice qué tan distante estda de ser un camino. La estrategia que seguiremos para estudiar
los lenguajes CPDL(PW}), con PW, la clase de los grafos finitos y conexos con pathwidth
menor o igual a k, serd esencialmente la misma que la del articulo [Figueira et al., 2023], pero
haremos especial énfasis en los puntos en los que ambos andlisis se diferencian.

sPor qué se estudia pathwidth en la literatura? La Complejidad Parametrizada es una
subrama de la Teoria de Complejidad Computacional que se enfoca en la clasificacién de



problemas computacionales de acuerdo a su dificultad inherente con respecto a miltiples
parametros. Por ejemplo, algunos problemas pueden resolverse con algoritmos que son expo-
nenciales con respecto a un parametro fijo pero polinomiales en el tamano de la entrada. Tales
algoritmos se denominan fixed-parameter tractable algorithms, o simplemente fpt-algoritmos
[Downey and Fellows, 2002]. El treewidth establece un criterio clésico para el andlisis de fpt-
algoritmos que permite en muchos casos simplificar la complejidad de un problema consi-
derando el treewidth de la entrada. En esta tesis no nos vamos a concentrar en temas de
complejidad, pero conocer el trasfondo que tienen ambas propiedades puede ser beneficioso
para desarrollar futuras investigaciones.

En el capitulo inicial daremos algunos conceptos preliminares necesarios para entender con
mayor profundidad este tipos de légicas. Partiremos con algunos aspectos bésicos de teoria de
grafos que seran relevantes a lo largo del trabajo y que conectaremos a su debido momento
con la presentacién de los lenguajes 1égicos de interés. Daremos también algo de desarrollo
tedrico de las 16gicas PDL, CPDL, ICPDL y finalmente CPDL" y algunos de sus fragmentos,
como fueron planteados en [Figueira et al., 2023].

En el siguiente capitulo expondremos formalmente los problemas particulares a tratar y
demostraremos varias propiedades sobre el lenguaje CPDLY(PW}), definido previamente en
el primer capitulo.

Concluimos el trabajo con una serie de posibles directrices para abordar los problemas
que quedaron abiertos y algunos otros que podrian extender esta investigacion.



Capitulo 1

Preliminares

Para hablar de CPDL" es necesario contar primero con algunos conceptos de teoria de
grafos y de légicas modales que daremos en este capitulo. Ademds, aprovechamos las préximas
secciones para establecer aspectos de nomenclatura y notacion. Los conceptos que veremos a
continuacién, si bien se consiguen en la bibliografia citada y muchos son de comun conoci-
miento, se colocaran para hacer el trabajo lo mas autocontenido posible.

1.1. Aspectos basicos de teoria de grafos

Un grafo (simple, no dirigido) es una tupla G = (V| E)) donde V' es un conjunto no vacio de
vértices y E es un conjunto de ejes (también llamadas aristas), donde cada eje es un conjunto
no vacio de vértices en V de tamafio a lo sumo dos. Nos referimos a V' y E como V(G) y
E(G), respectivamente. Decimos que un grafo G es finito si V(G) es un conjunto finito. En
general, asumimos que los grafos son finitos a menos que se indique lo contrario.

Dados un par de grafos G, H, decimos que H es subgrafo de G si V(H) C V(G) y
E(H) C E(G). Dado X C V(G) no vacio, el subgrafo inducido por X es el grafo H tal
que V(H) = X y E(H) consta de todas las aristas {u,v} € F(G) con u,v € X, o en otras
palabras, H es el subgrafo maximal de G con conjunto de vértices X. A veces nos referiremos
al grafo inducido o generado por una tupla u de vértices, entendiéndose que nos referimos al
subgrafo inducido por las entradas de la tupla.

Un grafo H se denomina menor del grafo G si se puede formar H a partir de G aplicando
sucesivamente operaciones de eliminacién de aristas, eliminacién de vértices y contraccién de
aristas. Una familia F de grafos se dice que es cerrada por menores si los menores de cualquier
G € F también estdan en F. Un grafo G es un menor prohibido minimal de una familia de
grafos F cerrada por menores si G € F pero cualquier menor propio de G estd en F.

Un camino en un grafo G es una secuencia vy, vs,...,v, de vértices de G tal que para
todoi=1,...,n—1, se tiene que {v;,v;1+1} € E(G). Tal camino se denomina ciclo si ademés
se cumple que v; = v,. Notemos que todo camino se puede ver como un subgrafo.

Definimos la longitud del camino v, v9, ..., v, como n. La distancia entre dos vértices es
la menor longitud de los caminos entre esos vértices, o indefinido si no existe tal camino.
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Un grafo G es conexo si para todo par u,v € V(G) con u # v, existe un camino vy, ..., v,
en GG tal que v1 = u y v, = v. Una componente conexa de G es un subgrafo conexo maximal.
Los siguientes son algunas tipos de grafos de interés:

» Un 4rbol es un grafo conexo sin ciclos (en particular, sin ejes de la forma {v}).
= Un arbol con raiz es un arbol con un vértice distinguido r denominado raiz.

= Un &arbol se dice caterpillar si todos los vértices estan a distancia a lo sumo 1 de un
camino central.

= Un k-clique es un grafo completo de k vértices.

Un digrafo es un grafo G donde los ejes ahora tienen direccién, es decir, los elementos de
E(G) son conjuntos no vacios de tamanio a lo sumo 2 y totalmente ordenados. Como es usual,
en un digrafo denotamos a los ejes como pares ordenados (u,v).

Todas las definiciones vistas sobre grafos, aplican también sobre digrafos, salvo la de
caminos que requieren un poco més de especificacion.

En un digrafo G, un camino dirigido vy, vs,...,v, es una secuencia de vértices de G tal
que (v, vi+1) € E(G). Por otra parte, decimos que v1,vs, ..., v, es un camino no dirigido, o
simplemente camino, si para todo i = 1,...,n — 1, (v;,v;41) € E(G) o (vi+1,v;) € E(G), es

decir, en un camino no dirigido podemos recorrer ejes en el sentido contrario a su direccion.
Durante este trabajo cuando decimos que un digrafo es conexo, es respecto a caminos no
dirigidos.

Todo digrafo G tiene un grafo subyacente asociado, el cual se obtiene quitando la direccién
de los ejes en E(G). De esta correlacién, es claro que un digrafo es conexo si y solo si su grafo
subyacente asociado es conexo.

Una descomposicién de arbol de un grafo G es un par (7,v) donde T es un arbol y
v : V(T) — p(V(G)) es una funcién que asocia cada vértice de T', llamado bolsa, con un
conjunto de vértices de G. Cuando = € v(b) diremos que la bolsa b € V(T') contiene al vértice
x. Ademss, se deben cumplir las siguientes propiedades:

Td1l cada vértice x de G estéd contenido en al menos una bolsa de T';

Td2 para cada eje de G entre x e y, hay al menos una bolsa de T' que contiene tanto a x
como a y; y

Td3 para cada vértice x de GG, el conjunto de bolsas de T que contienen a x es un subgrafo
conexo de V(7).

La descomposicion de arbol de un grafo infinito es un arbol infinito y una funcién que
satisface las condiciones Td1l, Td2 y Td3 de antes. El ancho de (T,v) es el maximo (o
supremo si T es infinito) de |v(b)| — 1 cuando b varfa sobre V(T').

El treewidth de un grafo G, denotado tw(G), es el minimo ancho sobre todas las descom-
posiciones de drbol de G. Denotamos por TWy, al conjunto de todos los grafos (finitos) de
treewidth a lo sumo k.

Informalmente, el treewidth de un grafo es un parametro que nos indica qué tan distinto es
el grafo de un arbol; entre mas bajo el valor, mas parecido a un arbol es. El menor treewidth
posible es 1.
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Figura 1.1: A la izquierda un arbol G y a la derecha una posible descomposicién de arbol de G. El
ancho de la descomposicién es 1. Como no existe una menor, entonces para este grafo
implica tw(G) = 1.

(%o,

Ejemplo 1. Para todo G que sea un arbol, se tiene que tw(G) = 1. Tomemos la descompo-
sicion de arbol tal que por cada arista de G tenemos un vértice en la descomposicién y cuya
bolsa tiene adentro las variables que conecta. Los vértices de la descomposicién se conectan
si las aristas asociadas compartian un nodo en el drbol G. Notemos que esta descomposicién
descrita cumple con las propiedades Td1, Td2, Td3 y tiene ancho 1. Ver Figura 1.1 para un
caso particular.

Una descomposicién de camino de un grafo G es un par (P,v) que debe ser una descom-
posicién de arbol con P restringido a ser un camino. El pathwidth de un grafo GG, denotado
pw(G), es el minimo ancho sobre todas las descomposiciones de caminos de G. Denotamos
por PWj, al conjunto de todos los grafos (finitos) de pathwidth a lo sumo k. Ver Figura 1.2
para un ejemplo.

@ (y1, 92 }—v0,41)

@ @ @ (Y0, Y5 }—{ Y0, Y3, ¥4
@ @ @ Ys, Ye

Figura 1.2: A la izquierda un drbol G y a la derecha una posible descomposicién de camino de G.
Note que pw(G) = 2, pues cualquier intento de crear una descomposicién de camino con
a lo sumo 2 nodos en cada bolsa rompe la regla Td3. Si eliminamos alguno de los nodos
Y2, Y4, Ys queda un arbol de pw = 1 (por ser caterpillar), en otras palabras, este arbol
resulta ser un menor prohibido minimal de la clase PWj.

Ejemplo 2. Todo camino tiene pw = 1, lo cual sale por un razonamiento similar al usado para
el treewidth de arboles del Ejemplo 1. Sin embargo, los caminos no son los tinicos grafos con
pathwidth 1, como queda establecido en la siguiente proposicion de propiedades de treewidth
y pathwidth.
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Proposicién 1. Son verdaderas las siguientes propiedades:
(1) Para todo G, tw(G) < pw(G), y por lo tanto PW C TWy para todo k.
(2) Un grafo conexo G es un drbol si y solo si tw(G) = 1.
(3) Un drbol T es caterpillar si y solo si pw(T) = 1.
(4) Si G es un k-clique con k > 2, entonces tw(G) = pw(G) =k — 1.
(5) Si H es subgrafo o un menor de G, entonces tw(H) < tw(G) y pw(H) < pw(G).

(6) Es NP-completo determinar si un grafo G tiene treewidth (o pathwidth) a lo sumo un
valor dado k.

(7) Cuando k es cualquier valor constante fijo, se pueden reconocer los grafos de treewidth
k, y dar una correspondiente descomposicion de drbol de ancho k, en tiempo lineal.

Las propiedades (1)-(5) salen por definicién, mientras que los resultados de complejidad
(6) y (7) son herramientas bien conocidas en el drea y cuyas pruebas pueden conseguirse en
[Courcelle, 1990, Bodlaender, 1993].

Por otra parte, no es posible establecer un criterio similar al (1) que nos permita sumergir
a TWj como una subclase de PW,,, para algin m > k y esto lo podemos verificar incluso
para k = 1, pues existen arboles que pueden tener pathwidth arbitrariamente grande. Esto
se puede demostrar por el resultado de [Scheffler, 1989] donde se muestra que los arboles
binarios completos tienen un pathwidth que crece con la profundidad del arbol (Figura 1.3).
Este resultado también aparece citado en [Bodlaender, 1998, Theorem 67].

Figura 1.3: El pathwidth de los arboles binarios completos depende de su profundidad.

1.2. Logicas modales clasicas

Los lenguajes de la l6gica modal son lenguajes proposicionales a los que se les han agregado
operadores sentenciales, usualmente llamados modalidades. A pesar de su simplicidad sintacti-
ca, estos lenguajes resultan ser herramientas ttiles para describir y razonar sobre estructuras
relacionales. Las estructuras relacionales, que definiremos més adelante, son comunes en ma-
temadticas, ciencias de la computacién, inteligencia artificial y lingiiistica, y también se utilizan
para interpretar lenguajes de primer orden.
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Ahora bien, cuando trabajamos con estructuras relacionales, a menudo nos interesan las
estructuras que poseen ciertas propiedades. Tal vez una determinada relacién binaria transitiva
sea particularmente importante. O quizas nos interesen aplicaciones donde los “dead ends”,
los “loops” y las “bifurcaciones” sean cruciales, o donde cada relacién sea una funcién parcial.
Sean cuales sean nuestros intereses, los operadores modales son esencialmente una forma
sencilla de acceder a la informaciéon contenida en las estructuras relacionales. El método
de acceso local e interno que ofrecen las modalidades es lo suficientemente potente como
para describir, restringir y razonar sobre muchos aspectos interesantes e importantes de las
estructuras relacionales. Ahora definamos formalmente a las 16gicas modales.

Una modalidad es un simbolo en nuestra légica que tiene una aridad y una seméntica
definida. Un lenguaje modal se forma por un conjunto de variables proposicionales P y un
conjunto @ de modalidades, ambos disjuntos. El conjunto de férmulas de un lenguaje modal
lo definimos como:

eu=p|L|op|piVer| Aler, ..., en)

donde p € Py A € O tiene aridad n fija. Esta definicién nos dice que una férmula puede ser
una variable proposicional, la constante proposicional para denotar falsedad (también llamada
‘bottom’), una férmula negada, una disyuncién de férmulas, o un operador modal aplicado a
férmulas (la cantidad de férmulas dependiendo de cada operador).

Las légicas modales pueden tener operadores modales de aridad arbitraria pero no los
vamos a estudiar en esta tesis, simplemente nos limitaremos al caso de operadores modales
bésicos de aridad 1.

Definicion 1. El lenguaje modal basico es definido por un conjunto de variables proposi-
cionales p € P y operadores modales unarios (a) (diamante) con a € A, con P y A infinito
numerables y disjuntos. El conjunto de férmulas lo definimos como:

pu=p|L]-plone]| (a)p

Luego con esta definiciéon podemos definir el operador modal dual [a] (box) de nuestro
diamante como [a]p := = {a)—p.

Si solo se usa una etiqueta fija a, denotamos (a) como ¢ y [a] como [J. Bajo esta restriccién,
la interpretacién de Q¢ suele ser ‘es posible que ¢’ y la de O suele ser ‘es necesario que ¢’.
Aunque como la légica modal tiene muchas aplicaciones donde se usan multiples operadores
modales, la interpretacién concreta de estos puede variar, como vemos en el siguiente ejemplo
tomado de [Blackburn et al., 2001].

Ejemplo 3. El lenguaje bdsico temporal se forma con las modalidades O = {(F),(P)}. La
interpretacién de la férmula (F)¢ es ‘p va a ser cierto en algin momento en el futuro’ mientras
que (P)y se interpreta como ‘¢ fue cierto en algiin momento en el pasado’. El lenguaje basico
temporal es el lenguaje fundacional de la rama de las légicas temporales.

Para terminar de definir el lenguaje modal, nos falta explicar sobre qué tipo de modelos
aplican las formulas, es decir, la semantica. En adelante, P y A denotan conjuntos infinito
numerables, disjuntos, de proposiciones atémicas y programas atémicos, respectivamente.
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Definicion 2. Una estructura de Kripke es una tupla
K = (X {=dacAl{X,|peP}) (1.1)

donde X es un conjunto de mundos, —, C X X X es una relaciéon de transicién para cada
a € Ay X, CX esuna relaciéon unaria para cada p € P. Denotamos al conjunto de mundos
de K como W (K).

Toda estructura de Kripke se puede visualizar como un digrafo con multiples etiquetas en
los vértices y en las flechas como se muestra en la Figura 1.4, por lo que muchas propiedades
usualmente estudiadas sobre grafos pueden plantearse como propiedades de estructuras de
Kripke. Por ejemplo, la distancia entre dos mundos de K es simplemente la longitud del
camino no dirigido méas corto que los une, o indefinido si tal camino no existe.

Decimos que K es de grado finito si cada mundo de K tiene un nimero finito de “vecinos” a
distancia 1, o en otras palabras, la cantidad de flechas que entran y salen de cada mundo es una
cantidad finita. El treewidth de una estructura de Kripke es el treewidth de su (posiblemente
infinito) grafo subyacente.

Dada una estructura de Kripke como la de la Definicion 2, los simbolos de la 16gica modal
se interpretan asi:

[[p]]K = X, parap € P,
[~¢lk ==X\ [¢lk
[o1 A2l ¢ = [1] i N [p2]
[a)plr ={ue X |Fve X u—qv yve gk}

Para el resto de lenguajes a presentar, siempre nos valdremos de las Estructuras de Kripke
para definir la seméntica de los nuevos simbolos agregados.

b, %]( CH pa?q
LN Ny

Figura 1.4: Representacién visual de una estructura de Kripke, cuyos mundos estan representados
por los puntos negros. Las etiquetas a,b, c,d son programas atémicos y p,q,r son pro-
posiciones atomicas. Note que entre un par de mundos pueden existir miltiples flechas,
cada una con una etiqueta distinta y pueden haber mundos sin proposiciones atémicas.

1.3. Propositional Dynamic Logic

Una légica importante para este trabajo es Propositional Dynamic Logic, o simplemente
PDL, que fue introducida en [Fischer and Ladner, 1979].
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En PDL se involucran solo operadores unarios como en la légica modal basica, pero la
distincién es que se pueden generar nuevos operadores diamantes a partir de ciertas opera-
ciones. Cada uno de estos diamantes tiene la forma (7), donde 7 denota un programa. La
interpretacién de (m)p es de ‘alguna terminacién de la ejecucién de 7 del mundo presente lleva
al mundo con la informacién ¢’. La sentencia dual [r]e se interpreta como ‘desde el mundo
presente (donde se evalia), cada ejecucién de 7 lleva a algiin mundo con la informacién ¢’.

A pesar de la aparente sencillez de este lenguaje, la construccion inductiva de los programas
es lo que lo hace flexible y fuertemente expresivo. Supongamos que tenemos un conjunto A
de programas bésicos a, cada uno de los cuales define una modalidad (a). Entonces podemos
armar nuevos programas complejos m mediante las reglas:

= Si 7 es un programa bésico, entonces es un programa complejo.
» (decisién) Si mp y 7o son programas complejos, entonces m U my también, con la inter-
pretacién de que se ejecuta mp 6 mo.

» (composicién) Si m y my son programas complejos, entonces 71 o mo también, con la
interpretacion de que se ejecuta primero 7 y luego mo.

» (iteracién) Si m es un programa complejo, entonces 7* también, con la interpretacién de
que se ejecuta 7w una finita cantidad de veces.

Notemos que todas estas son operaciones béasicas de lenguajes regulares. Entendiendo este
concepto, vamos a definir formalmente a PDL. Las expresiones de este lenguaje pueden ser
formulas ¢ o programas m, definidos por la siguiente gramatica, donde p varia en Py a en A:

pu=plopleAe]|(m)
mu=¢l|la|mUnm|mom || ?
Note que varias de las expresiones coinciden con las ya presentadas para la 16gica modal, asi
que en adelante solo mostraremos la semantica de las expresiones nuevas. Dada una estructura

de Kripke K como (1.1), definimos la seméntica de programas [7], C X x X y de férmulas
el x € X, como sigue:

(Mg i ={ve X |Ive X (uv) € [n]g}
[ = {(u,u) | uwe X},
[k == —a,
[ * ma] ¢ == [m1] ¢ * [m2] - Para * € {U, o},
[7*] x := la clausura reflexiva y transitiva de [7],

[l = {(u,u) |ue X,ue o]y}

Escribimos K, u |= ¢ parau € [¢] - v K, u,v |= 7 para (u,v) € [7]; y escribimos 1 = @2
(resp. m1 = mo) si [o1] = [w2l i (resp. [m1]; = [m2] k) para cada estructura de Kripke K,
en cuyo caso decimos que @1, @2 (resp. 71, m2) son equivalentes.

También utilizaremos las siguientes notaciones:

() = (Top?)
(7] = = (m)—e,
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donde la primera de estas involucra la nocién original de la légica modal de que los operadores
modales actian sobre proposiciones y la segunda es la relacion usual entre box y diamante.

Definicién 3. Decimos que una férmula ¢ (resp. programa 7) es satisfacible si existe una
estructura de Kripke K y mundo u € W(K) (resp. mundos u,v € W(K)) tal que K,u = ¢
(resp. K,u,v |= ).

1.3.1. Extensiones de PDL

Desde su introduccién, PDL se adapté a un creciente niimero de aplicaciones lo cual lo
llevé a muchas modificaciones y extensiones. La adhesion de nuevos operadores a esta légica
no solo incrementa el poder expresivo de PDL sino que ademaés se preservan varias de las
propiedades computacionales que este posee.

Daremos algunas extensiones de bastante relevancia para esta tesis.

Definicion 4. Converse-PDL, en adelante CPDL, se define como PDL més inverso sobre

programas atomicos m 1= a con a € A, cuya semantica esta dada por
[al x = {(v,u) € X* | (u =4 v)}.
Definicion 5. ICPDL se define como CPDL mas interseccién de programas m ::= w N, cuya

semantica estd dada por [m1 N ] = [m1] ; N [72] k-

Definicién 6. loop-CPDL se define como CPDL mas el operador loop ¢ ::= loop(7) cuya
semantica estd dada por [loop(m)] = {z | (z,z) € [7]x}-

Esta ultima no sera de gran relevancia para esta tesis, pero la nombramos en este punto
porque podemos entenderla también como un fragmento de ICPDL, pues tenemos la equiva-
lencia de férmulas

loop(m) = (w Ne).

Observacién 1. Todo programa (resp. férmula) en cualquiera de los lenguajes vistos puede
pensarse como una expresién relacional aplicada sobre dos variables (resp. una variable). En
efecto, para cada programa 7 podemos considerar el simbolo binario R, tal que para cualquier
estructura de Kripke K y mundos u,v € W(K) se tiene que K,u,v = Ry(z,y) si y solo si
K,u,v = 7. Es decir, x e y fungen como las variables a ser interpretadas como los mundos
u 'y v, respectivamente. Andlogo para féormulas con relaciones unarias, o alternativamente,
podemos asociar una férmula ¢ con la relacién binaria R,7(z,x). Para simplificar notacién,
siempre que haya variables involucradas, escribiremos 7(x,y) en lugar de R, (z,y).

Esta forma de entender a las expresiones de estos lenguajes sera bastante explotada en la
siguiente seccién.

1.4. PDL con esteroides

Recientemente, en [Figueira et al., 2023] se introdujo el lenguaje CPDL" como una exten-
sién de PDL con inverso (converse) e interseccién. A pesar de esto, decidimos presentarlo en
una seccién aparte porque varias ideas requerirdn algo de desarrollo.
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Ya estamos listos para definir CPDL" formalmente. Consideremos V un conjunto infinito
numerable de variables, disjunto de P y A.

Definicién 7. En adelante, un programa atomizado es una expresién de la forma 7(z, '),
donde 7 es un programa en CPDL" y z,2’ € V. Para cada programa atomizado 7(x,z’)
definimos vars(m(z,2’)) := {x,2'}, y para un conjunto de programas atomizados C definimos
vars(C) := U e vars(A).

Definimos CPDL" como una extensién de CPDL que admite programas de la forma
7 = Clxs, x4

donde:
(1) C es un conjunto finito de programas atomizados;
(2) zs,x¢ € vars(C) (xs y z¢ podrian ser iguales);

(3) el grafo subyacente G¢ de C' es conexo, donde G¢ estd definido como V (G¢) = vars(C),
y E(Geo) = {vars(A) | A € C}.

Llamamos a este tipo de expresiones programas conjuntivos. Observe que {xs,z;} C
vars(C'), por lo que también definimos vars(Clzs,z;]) := vars(C). Ver Figura 1.5 para un
ejemplo visual de programa conjuntivo.

Decimos que una férmula o programa es positivo si no contiene el simbolo — (negacién)
en ninguna parte.

AN AN
NG RN Nz )

Z2 2 2

A B C D

Figura 1.5: A. Representacién grafica del conjunto C que consta de los programas atomi-
zados 71'13(551,$3)77712($1,332),7714(3017954)7”34(901,%4),7733($3,333),7T32($37$2)77T24(96279€4),
ma2(24,2); B. Gy con 3 = Clxy,x2]; C. Gy con me = Clzs,z4]; D. G,y con
mp = Clxg,z3]. Observe que Gr,,Gry, € TWa, pero G, € TW3 \ TW;. Se obtie-
nen las mismas pertenencias al sustituir la clase TW; con el respectivo PW;.

Dada una estructura de Kripke K, una funcion de asignacién sobre un conjunto de pro-
gramas C' es una funcién f : vars(C) — W(K). Una funcién de asignacién f sobre C, es de
aceptacion si (f(x), f(z')) € [7'] x para cada programa atomizado 7'(z,z") € C.

La seméntica [C[zs, 2¢]] x de un programa conjuntivo sobre una estructura de Kripke K
es el conjunto de todos los pares (ws, wt) € W(K) x W(K) tales que f(zs5) = ws y f(xt) = wy
para alguna asignacién de aceptacion f sobre C.

Notemos que la definiciéon de programa conjuntivo es recursiva, por lo que un programa
conjuntivo C|xg, z¢] podria contener a su vez programas conjuntivos en C. En estos casos
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cuando existe una asignacién de aceptaciéon para C|xg, ], esta induce una asignacién de
aceptacién para los programas conjuntivos que estan en C.

La siguiente proposicién no forma parte del trabajo original [Figueira et al., 2023], pero
se deduce de las definiciones ya vistas de ese trabajo.

Proposicién 2. Para toda estructura de Kripke K, mundos u,v € W(K) y programa m de
CPDL", si K,u,v =7 entonces u,v pertenecen a una misma componente conera de K.

Demostracion. Para los casos bésicos € y a,a con a € A esto es obvio. El resto de los casos
se deducen directamente de la hipétesis inductiva. Haremos solo el andlisis para programas
conjuntivos: sea m = C|xs, x| y supongamos que K, u,v = 7. Entonces existe una asignacién
de aceptacién f de C sobre K tal que f(xzs) = uy f(z;) = v. Por definicién, tenemos que
K, f(z), f(2') E 7’ para todo 7’(z,2") € C, y por hipétesis inductiva, los mundos f(z), f(z')
estdn en una misma componente conexa de K. Como G¢ es conexo y la propiedad de conexidad
es transitiva y simétrica, entonces todos los elementos en {f(z) | € vars(C)} pertenecen a
una misma componente conexa de K, en particular, esto vale para u y v. ]

Observacién 2. De la demostracién anterior también podemos deducir que si K, u,v |= m,
entonces u y v estdn conectados por un camino en K que solo usa programas atémicos que
aparecen en .

Para una clase G de grafos conexos definimos CPDL+(Q) como el fragmento de CPDL*'
cuyos programas tienen una de las formas permitidas en G. Formalmente, para cualquier
programa conjuntivo m = C'lxs, 7] consideramos el grafo subyacente Gy, o] de Clzs, 4]
como aquel que tiene V(Geiy, o)) = V(Ge) v E(Gea,e) = {{zs, 7} } U E(Ge). Observe
que x5 y xy siempre estdn conectados mediante un eje en Goy, »,] PEro no necesariamente en
G¢. CPDLY(G) es el fragmento de CPDL" cuyos programas conjuntivos permitidos son de la
forma Clzs, 2¢] con Gopg, 2, € G

Las clases de grafos que nos interesa estudiar son la de TWy y la de PWy. La Figura 1.5
ilustra ejemplos de programas conjuntivos respecto a estas clases de grafos. Todo grafo tiene
asociado un valor fijo de treewidth y pathwidth, por lo que es claro que podemos escribir

CPDL' = | ) CPDL*(TW,,) = | J CPDL" (PW},).
keN keN

En adelante cuando hablemos de la jerarquizaciéon treewidth (resp. jerarquizacién path-
width) estamos haciendo referencia a la primera (resp. segunda) igualdad. A cada lenguaje
CPDL"(TWy) y CPDL"(PW},) lo llamamos nivel (o k-ésimo nivel, si se requiere mayor pre-
cisién) de su respectiva jerarquizacion.

Utilizamos la notacién estandar de v para denotar una tupla de elementos de algin con-
junto X y v[i] al elemento i-ésimo de la tupla. Si ¢ = (¢1,...,qx) es una tupla de mundos, r
un mundo y 1 < ¢ < k, denotamos @i — r| como la tupla (q1,...,¢—1,7, Git1,---,qk)-

Un homomorfismo entre las estructuras de Kripke K = (X, {—, | a € A},{X, | p € P})
y K'= (X', {=} | a € A},{X, | p € P}) es una funcién f : X — X' tal que para cada par
w,w' € X tenemos que w € X, implica f(w) € X}y (w,w’) € =, implica (f(w), f(w')) € =1,
para cada p € Py a € A. Una funcién f : X — X’ con X C X es un homomorfismo parcial
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si es un homomorfismo de K en K’, donde K es la subestructura de K inducida por X.
Denotamos por Homy (K, K') al conjunto de todos las tuplas (,v) € W (K)* x W (K')* tales
que {a[i] — v[i] | 1 <i < k} es un homomorfismo parcial de K en K’. A veces abusaremos de
la notacién y escribiremos (@',v") € Homy (K, K') con @/,7" de dimensién k' < k para denotar
(ﬂ/, 77,) S Homk/(K, K/).

1.4.1. Simulacién

En [Figueira et al., 2023] se demostré que cada nivel de la jerarquizacién treewidth de
CPDL" estd caracterizado por un juego de bisimulacién. En este trabajo, nos vamos a cen-
trar en describir la propiedad de simulacién simplemente, que caracteriza el fragmento de
expresiones positivas de CPDL" (es decir, aquellas férmulas y programas que no contienen el
simbolo —).

Definimos la nocién de TW-simulacién entre pares de estructuras de Kripke (K, K') dado
un juego de suma cero GG [ézw], descrito de la siguiente manera: El area del juego tiene como

conjunto de posiciones S U D con:

S = {s} x Homy(K,K’)
D = {di, ..., di} x (W(K)F x W(K")F),

donde a Spoiler le pertenecen todas las posiciones de S y a Duplicador todas las de D. El

conjunto de movimientos de G [étkrw] es el conjunto méas pequeno que satisface que:

1. Hay un movimiento de (s,u,?) a (d;,@’,v) si @’ = a[i — w], donde w es un mundo de
K a distancia < 1 de @[j] para algin 1 < j < k con i # j.

2. Hay un movimiento de (d;, @,v) a (s,a/,v") si ¥/ = 0[i — w] donde w es un mundo de
K' a distancia < 1 de 9[j] para algiin 1 < j < k con i # j.

Dada una posicién de tipo (s, u,v) o (d;, u, v), decimos que @ (resp. ¥) es una configuracién
en K de Spoiler (resp. en K’ de Duplicador). La condicién ganadora de Duplicador es cualquier
jugada infinita, lo cual explicamos en la siguiente definicién.

Definicién 8. Dado dos estructuras de Kripke K, K’, y tuplas v € W(K)* y o/ € W(K")*,
decimos que K’,%" TWj-simula K, o, notado como K, —IW K’ ¥’ si

(R1) (s,,7') es una posicién vélida de G[—=]"] en (K, K).
(R2) Duplicador tiene una estrategia ganadora empezando en (s,v,7").

siempre que todos los mundos en ¥ estén en una misma componente conexa de K.

Observar que si hay elementos de © en distintas componentes conexas de K, entonces
K, o —=IW K’ ¥ para todo v’ € W(K')*. Aclaramos que la Definicién 8 difiera de la presen-
tada en [Figueira et al., 2023], pues corrige un error conceptual que habia en el articulo.

De las reglas del juego, se infiere que si todos los elementos de v estan en una misma
componente conexa de K y K,v —IW K’ %' entonces los mundos de ¥/ también deben
pertenecer a una misma componente conexa de K’.
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Ademsds, por la condicién (R2), ocurre que si Spoiler pasa de la configuracién o a @
aplicando la regla 1, entonces Duplicador necesariamente debe poder realizar un movimiento
2 donde ¥’ es tal que K, 4’ —TW K’ #'. Ver Figura 1.6 para un ejemplo de estrategia ganadora
para Spoiler. Por otra parte en la Figura 1.7 utilizamos una piedra menos y observamos que
Duplicador gana.

El juego enunciado es importante por el siguiente teorema que relaciona el concepto de
simulacion con satisfacibilidad:

Teorema 1 (Extraido de [Figueira et al., 2023]). Dado k > 2. Dado K, K’ estructuras de
Kripke de grado finito y mundos u,v € W(K) y u',v' € W(K'), son equivalentes:

1. Para toda CPDLY(TW},)-férmula positiva o, tenemos que K,v = ¢ implica K',v' |= ¢
2. K,v =W K' o
y también lo siguiente es equivalente:

1. Para todo CPDLY(TW),)-programa positivo 7, tenemos que K,u,v =7 implica
K W vE™®
2. K,u,v Aﬂﬁ K' v

Observacién 3. Cuando hablamos de simulacién durante este trabajo nos permitimos el
siguiente abuso de notacién: Si 41 y @z son n-tuplas con n < k (o simplemente un elemento),
escribir K, 1 —IW K, iy quiere decir realmente que K,u; —I"W K, ), donde @} es la k-
tupla u;[j] = @;[j] para todo 1 < j < ny @}[j] = @;[n] para todo n +1 < j < k. Es decir que
extendemos la tupla con el iltimo valor para llegar a la longitud k. En términos de juegos, la
tupla u; indica que Spoiler tiene sus primeras n piedritas dispuestas en los mundos de 4 y
las k —n piedritas restantes estdn apiladas con la n-ésima piedrita (andlogo para Duplicador).
Asf por ejemplo, si escribimos K, v —=I"W K’ v/ tenemos que Spoiler (resp. Duplicador) tiene
todas sus k piedritas apiladas sobre el mundo v de K (resp. sobre el mundo v' de K'.), o si
tenemos K,u,v =" K’ u/,v' entonces Spoiler tiene la primera piedrita sobre u y las k — 1
piedritas restantes sobre v (anélogo para Duplicador).

1.4.2. Expresividad

Para logicas £1 y Lo con expresiones de férmulas y programas, decimos que L9 es al menos
tan expresivo como L1, notado £1 < Lo, si existe una traduccién de expresiones de £1 a Lo
que preserva la semantica.

Escribimos £ $ Lo para denotar que £1 < Lo y que Lo £ L;. En este caso, decimos
que las légicas Lo y £1 (en ese orden) son separables. Decimos que £ es equi-expresivo a Lo,
notado ﬁl = /:,2, si El § ﬁg y EQ § ﬁl.

La légica de primer orden es al menos tan expresiva como las légicas modales clasicas
(aquellas que no usan operadores complejos como la estrella de Kleene), y esto se demuestra
por medio de la traduccion estandar [Blackburn and van Benthem, 2007].

Mas adelante utilizaremos el siguiente resultado, que relaciona varios fragmentos logicos
ya mencionados mediante la propiedad de expresabilidad.
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Teorema 2 (Extrafdo de [Figueira et al., 2023]). ICPDL, CPDLY(TW;) y CPDLY(TW3) son
equIeTPTesivos.

Notemos que aunque el Teorema 1 no caracteriza al fragmento CPDLT(TW7) directamente,
gracias a la equiexpresividad de los lenguajes CPDLT(TW;) y CPDLY(TW3), el juego de
simulacién con 3 piedras caracteriza también a CPDLT(TWy).
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Modelo K Modelo K'
e D C
U1 C 2 U1
\/Q ©
b\@/ b\@— a,b

Comienza el juego (empieza Spoiler)
a/@\
V1 C V4
”\@A
D -~ D1

A ~

s ls

a,b

éé

A |
O o

Figura 1.6: Ejemplo de juego de simulacién con 3 piedras. Notemos que como Duplicador no tiene
opciones de juego en las hojas de este arbol, entonces Spoiler es el ganador y ademads
los modelos son distinguibles por una férmula en CPDLT(TW,). Especificamente, por
(Clz1,x4]), donde C = {a(x1,x3),a(xs, x4), c(x1,24),b(21,22),b(x2,24)}
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Modelo K Modelo X'

O e

Comienza el juego (empieza Spoiler)

A
NOE

¢

a,b

g

|

Figura 1.7: Ejemplo de juego de simulacién con 2 piedras que Duplicador gana. Notemos que esto
no implica que los modelos K,u y K’ u’ son indistinguibles en CPDL"(TW), pues el
Teorema 1 no aplica para este lenguaje, por lo que no se contradice lo obtenido en la
Figura 1.6.



Capitulo 2

Estudio jerarquico de pathwidth

En este capitulo vamos a estudiar algunas propiedades del lenguaje CPDLY(PW}) que
fue introducido formalmente en el capitulo anterior, e intentaremos resolver los siguientes
problemas:

P1 ;Son CPDL'(TW,,) y CPDL"(PW},) equiexpresivos para todo k? ;O son equiexpresivos
hasta cierto nivel?

P2 ;Para cudles k es CPDL"(PWy ) mas expresivo que CPDL"(PW})? ;Es andloga la
jerarquizacion pathwidth a la jerarquizacion treewidth?

P3 ;Hay criterios de simulacién para CPDLT(PW},) con k > 27

Algunas de estas preguntas se responderan en su totalidad y otras se resolveran parcial-
mente. Presentamos estos problemas en el orden en el que este proyecto se fue desarrollando.
Originalmente, intentamos responder las preguntas de P1 con algunas de las técnicas plan-
teadas en [Figueira et al., 2023], adaptando en la medida de lo posible las demostraciones a
condiciones de pathwidth. Las respuestas obtenidas para los problemas P2 y P3 surgieron
como consecuencia de los obstdculos que surgieron al intentar responder P1, por lo que hemos
optado por presentar los resultados en el mismo orden en el que este trabajo progresé.

2.1. Resultados en los primeros niveles via reducciones

Nos gustarfa establecer un criterio de comparacién entre los lenguajes CPDLT(TW},) y
CPDL"(PW},) para todo k, ya sea de equiexpresabilidad o de separabilidad. En principio,
dado que PW; C TWy, obtenemos directamente que CPDL"(PW}) < CPDL"(TWy). La
otra direccion requiere un poco méas de esfuerzo.

En esta seccidon nos concentraremos en los niveles bajos de la jerarquizacién pathwidth,
especificamente, obtendremos resultados de comparacién entre los lenguajes para k = 1y
k = 2. Aunque mucho de lo que veremos puede reformularse como corolarios de algunos
teoremas de [Figueira et al., 2023], hemos preferido hacer una construccién independiente y
un poco mas detallada en base a las definiciones presentadas en el capitulo anterior. Por
ejemplo, los siguientes resultados, aunque simples, pueden servir para entender la seméntica
asociada a los lenguajes CPDLT(TWy) y CPDL"(PWy,).

16
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Proposicién 3. Sea C = {m(z,y1),..., (2, yn)} con m; programas en CPDL',
T, Yl Yn € V y sea C; = {m(x,y;)} donde 7 = Clz,y;]. Existe una asignacion de acepta-
cion sobre C' si y solo si existe una asignacion de aceptacion sobre C; para cualquier i. Mds
ain, [Clz,yill x = [Cilz, vill x para toda estructura de Kripke K.

Demostracion. Sea K un estructura de Kripke y supongamos que f es una asignacion de
aceptacién sobre C. Entonces f es una extensién de f; : {z,y;} — W(K) dada por f;(z) = f(z)
y fi(yi) = f(yi), que resulta ser de aceptacién sobre C;.

Por otro lado, si g : {z,y;} — W(K) es una asignacién de aceptacién sobre C;, entonces
(9(z),9(yi)) € 7l = [Clz,yill k., v por definicién existe una asignacién de aceptacién f

sobre C tal que f(z) = g(x) y f(yi) = 9(4i)-
La igualdad [Clz, yi]] x = [Cilz, vi]] i es consecuencia del analisis anterior. O

Con la interpretaciéon grafica, notar que G¢ de la proposicién anterior es un caterpillar
con vértebra {z,y;} y que G¢, es el menor de G¢ que se obtiene al contraer las aristas {z,y;}

con j # i.
Proposicién 4. Sea C = {m(x,y), m2(y, z)} con w1 y mo programas en CPDL', z,y,2 € V y
sea C' = {m(x,y)} donde 7 = C|x,y]. Existe una asignacién de aceptacion sobre C si y solo

si existe una asignacion de aceptacion sobre C'. Mds ain, [C[z,y]] x = [C'[z, y]] x para toda
estructura de Kripke K.

Demostracion. Andloga a la de la Proposicién 3. O

Notar que G¢ de la proposicién anterior es un caterpillar (un camino de hecho) y que Ger
es el menor de G¢ que se obtiene al contraer la arista {y, z}.

)

(a) (b) (c)

Prop. 3 Prop. 4
B Em—

N

Figura 2.1: Cualquier programa conjuntivo con grafo subyacente igual al grafo (a) es equivalente a
un programa cuyo grafo subyacente es una arista, por aplicabilidad de la Proposicién 3
cuando compactamos los nodos dentro del tridangulo azul y de la Proposicién 4 cuando
compactamos los nodos dentro del entorno rosa.

La siguiente proposicion se demuestra aplicando un proceso similar al de la Figura 2.1.

Teorema 3. CPDL"(PW;) y CPDL"(TW) son equiexpresables.

Demostracion. Basta verificar que todo programa conjuntivo Clx,y] de CPDLT(TW;) se
puede traducir a un programa equivalente en CPDLT(PW). La idea general es contraer las
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hojas de una descomposicion de érbol de Ggj;,) con sus respectivos padres valiéndonos de
las Proposiciones 3 y 4. Notemos ademds que en C' hay un programa atomizado m(z,y), de lo
contrario, Ggyy,,) no serfa un drbol ya que el eje {z,y} provocaria la aparicién de un ciclo en
Gl

Para el siguiente algoritmo, asumimos que tenemos una codificacién efectiva de programas
conjuntivos en CPDLY(TW,), los cuales serdn transformados en un programa conjuntivo
equivalente en CPDL"(PW):

Cédigo 2.1: Programa para pasar de TW; a PW;

Input: programa conjuntivo C[x,y] perteneciente a TW = 1
Output: programa conjuntivo C[x,y] perteneciente a PW = 1
// Cuando hacemos operaciones sobre el &drbol subyacente de C[x,y]
// usamos a ’x’ como raiz.
mientras pw(C) > 1:
v <- alguna hoja de mayor nivel de C que no sea hijo de ’x’
si #hijos(padre(v)) = 1:
// Aplicamos la Proposicién 4
m, n <- abuelo(v), padre(v)

C’> <- programas que involucran a ’m’, ’n’ y ’v’
C<-Cc-¢ +{cC[m,n] }
si no:

// Aplicamos la Proposicién 3
m, n <- padre(v), v
C’> <- programas que involucran a todos los hijos de ’m’
cC<-¢C-¢ +{c¢C[m,n] }
fin si
fin mientras

Analicemos el Cddigo 2.1. Primero observemos que tomamos a  como raiz, esto nos va a
servir para no terminar colapsando a x ni y, pues deben ser utilizadas en el programa final.
En la Figura 2.2 podemos ver como queda el arbol subyacente de la entrada C'.

Figura 2.2: A la izquierda, el arbol G¢ para un conjunto C tal que C[z,y] estd en CPDLY(TW,).
A la derecha, el resultado después de aplicar el algoritmo del Teorema 3, G¢(y,y) €s un
caterpillar, por lo cual el resultante C[z,y] € CPDLT(PW,).

'En otras palabras, los programas conjuntivos C[z,y] de CPDL"(TW1) cumplen que Geis,y y Ge son
iguales.
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En cada iteracién del ciclo buscamos alguna hoja de mayor nivel posible (es decir, a
distancia mayor de la raiz z) de G¢. De ahi analizamos si esa hoja tiene hermanos, si no tiene
entonces removemos los programas que generan esa rama de C' y agregamos un programa
conjuntivo nuevo a C' que equivale a esa rama (Proposicién 4). Si por el otro lado la hoja tiene
hermanos entonces removemos los programas que generan la bifurcacion de C'y agregamos un
programa conjuntivo nuevo a C' que equivale a esa rama (Proposicién 3), finalizando entonces
con una expresiéon que tiene pathwidth 1, por lo que el algoritmo es correcto. O

Corolario 1. Los lenguajes CPDL"(PW;), CPDL"(PW5), CPDL"(TW;), CPDL"(TW>) e
ICPDL son equiexpresables entre st.

Demostracion. Como PW; C PWy C TWsy, entonces
CPDL"(PW;) < CPDL"(PW,) < CPDL(TW>).
Por los Teoremas 3 y 2, CPDL"(PW;) = CPDL"(TW,) = CPDL"(PW,) = ICPDL. O

Notemos que la estrategia utilizada en el Teorema 3 no es aplicable o facilmente adaptable
para niveles superiores de la jerarquia. Mas especificamente, dado un conjunto C de programas
conjuntivos tal que Go € TWy, con k > 3, de las demostraciones hechas no se desprende una
estrategia que nos permita compactar C' en otro conjunto equivalente C’ con Ggor € PWy,
incluso considerando una descomposiciéon de arbol apropiada para Gg. Veamos el ejemplo
de la Figura 2.3, donde si intentaramos compactar una expresién con esa forma usando un
método similar a los ya vistos y considerando de por medio alguna descomposicién de arbol,
tendriamos que poder redefinir la expresién original mediante operaciones binarias nuevas que
preservan la semantica, pero cada variable estd conectada con otras que pertenecen a distintos
cliques que definen sus propias bolsas en el arbol de descomposicién. Note que este problema
surge de hecho en cualquier descomposicion de arbol que se considere de este grafo, porque
los cliques de un grafo siempre deben estar contenidos en una bolsa de una descomposicion
de arbol. Esto hace pensar que no es posible realizar una traducciéon como en el primer nivel
de las jerarquias (Teorema 3).

Por lo que necesitamos alguna otra estrategia que nos permita concluir si CPDL (TW},)
y CPDL"(PW}) son equiexpresables o no. Por ejemplo, siguiendo el mismo esquema de
[Figueira et al., 2023] pasamos a estudiar propiedades de modelos.

2.2. Algunas propiedades de modelos y separabilidad

En esta seccién mostramos que a pesar de que CPDLT(PW;) y CPDL"(PW3) son equi-
expresivos, tenemos una jerarquia estricta CPDLT(PWj) S CPDLT(PWg, 1) a partir de k > 2.
Esto serd consecuencia de un resultado de [Figueira et al., 2023].

Proposicién 5 (Extrafdo de [Figueira et al., 2023]). Para todo k > 2, CPDLY(TWy,) tie-
ne la TWy-model property: Si una férmula ¢ € CPDLY(TWy}) es satisfacible, entonces es
satisfacible en una estructura de Kripke (posiblemente infinita) de treewidth a lo sumo k.

Como CPDLT(PW}) Cc CPDLT(TW,) obtenemos trivialmente el siguiente corolario:
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L T,Y, 2, W
y
e N
N S

Figura 2.3: Supongamos que a la izquierda tenemos el grafo subyacente de un conjunto C' de progra-
mas conjuntivos sobre las variables x,y, z, w, x1,y1, 21. A la derecha una correspondiente
descomposicion de arbol que demuestra que el treewidth de este grafo es 3. Los colores
se han colocado para identificar con mayor facilidad las secciones del grafo identificadas
con las bolsas de la descomposicién. Notemos que este grafo tiene pathwidth mayor que
3, pues cualquier intento de arreglar las cuatro bolsas en un camino, rompe las reglas de
descomposicién de camino.

Corolario 2. CPDLY(PW,) tiene la TWy-model property.

Con esta propiedad podremos separar a CPDLT(PWy_ 1) de CPDLY(PW}). Aclaramos que
la siguiente demostracién fue tomada de [Figueira et al., 2023] para separar a CPDLT(TWj, 1)
de CPDLY(TW},), que se adapta ficilmente a nuestro caso por propiedades de cliques (Pro-
posicién 1(4)). Reproducimos la prueba por lo ilustrativa que es.

Teorema 4. Para todo k > 2, CPDLY(PWy) S CPDLY(PWg1).

Demostracion. Para esto demostramos que la propiedad de contener un (k + 1)-clique puede
ser expresada en CPDLT(PW},) pero no en CPDLY(PW,_;) para k > 3. Consideramos la
férmulas:

Ert1 := (Clz1, zpp1]) A =(C' 21, y))
donde:

C={a(z;,zj)]1 <i<j<k+1}
C' = {a(a1,9), aly, )}, para algin a € A fijo.

Notemos que por definicién & 1 es una férmula de CPDLY(PWy,), ya que C[z1, 714 1] tiene
de grafo subyacente a un (k + 1)-clique, y el grafo subyacente de C'[z1, y] es simplemente una
arista que une a x1 con y y un loop en y. También observemos que la férmula fuerza sobre
un modelo K, u que la satisface a que contenga un (k + 1)-clique de a’s empezando desde el
mundo u.

La férmula es trivialmente satisfacible en una estructura con un (k+ 1)-clique. Y sabemos
que no puede haber un (k + 1)-clique en una estructura con treewidth < k — 1 (consecuen-
cia de algunas propiedades vistas en la Proposicién 1). Entonces, por el Corolario 2, si
fuese expresable por alguna férmula en CPDLY(PW}_;), tendria que ser satisfacible en una
estructura con treewidth a lo sumo k£ — 1, lo cual es absurdo. ]
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Esto prueba que la jerarquizacién pathwidth de CPDL' es estrictamente creciente, como
era de esperar y en analogia a lo que ocurre con la jerarquizacién treewidth. En este punto nos
preguntamos si es posible establecer un criterio similar, para separar el lenguaje CPDLT(TW},)
de CPDL"(PW}) para todo k > 3, también a través de una propiedad de modelos apropiada
que involucre pathwidth acotado.

2.2.1. ;Vale la Pathwidth Model property?

En [Blackburn et al., 2001] se recopilan algunas demostraciones de que la légica modal
clasica tiene la finite model property la cual establece, muy a groso modo, lo siguiente: si una
férmula es satisfacible, entonces también es satisfacible en un modelo finito. Esta propiedad
luego abre la puerta a resultados de decibilidad.

En [Fischer and Ladner, 1979] también demuestran que en PDL vale la finite model pro-
perty, e incluso dan una versién mas fuerte, denominada small model property que establece
que si una férmula de PDL es satisfacible entonces se debe satisfacer en un modelo cuyo
tamano es exponencial en el tamafno de la formula. ICPDL por otra parte ya no tiene la finite
model property, lo cual se verifica facilmente con la siguiente férmula:

[a*]({a) A =(a™ Ne)),

que se satisface en cualquier modelo que tenga un camino simple infinito de a’s.

En consecuencia, CPDLT(TW}) tampoco tiene la finite model property (por ser extensién
de ICPDL) pero si tiene la TWy-model property, que es justamente la Proposicién 5 usada
en la seccién anterior y formalmente demostrada en [Figueira et al., 2023]. Vale preguntarse
si es cierta una propiedad analoga para PWy.

PWy-model property : si una férmula de CPDLT(PW},) es satisfacible, ;lo es también en
una estructura de Kripke K de pathwidth a lo sumo k7 Lamentablemente, demostraremos
con un contraejemplo que no vale tal propiedad.

De hecho, veremos que no es necesario usar siquiera el recurso sintactico de los programas
conjuntivos.

Utilizaremos primero el siguiente teorema de [Scheffler, 1989]:

Teorema 5. Sea T un drbol binario completo de profundidad k, entonces pw(T) = [k/2].

Y ahora veamos la férmula:
[(aUb)*]({a) A (b)Y A =((aUb)T Ne) A={alaUb)* NblaUb)*))

Analicemos por partes:
» [(@Ub)*](...) establece que después de un camino de a’s o b’s pasa lo que estd descripto
en los puntos suspensivos.

= (a) A (b) establece que en todo mundo hay una arista saliente a y b. Esto por ser
recursivo fuerza que haya un camino infinitos de a’s y b’s.

» —((aUb)T Ne) establece que no puede haber un camino que vuelva, y asf evitando que
no haya un camino infinito en el modelo.
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s —(a(aUb)* Nb(aUb)*) establece que para los hijos de cada mundo, los caminos de a’s
o b’s no pueden juntarse entre si, evitando asi formar el drbol binario completo.

La férmula mostrada fuerza un érbol binario completo infinito (Figura 2.4), por lo tanto, a
pesar de que sea un arbol y tenga treewidth 1, su pathwidth es infinito ya que por Teorema 5
en estos arboles su pathwidth crece como su profundidad.

Figura 2.4: Representacién del arbol binario completo que fuerza la férmula de ICPDL.

Notemos que el contraejemplo es una férmula de ICPDL, con lo cual demostramos que la
PWj.-model property no vale ni siquiera para lenguajes menos expresivos que CPDL" como
ICPDL, o dicho de otro modo, no vale ni siquiera en los primeros niveles de la jerarquia
pathwidth, al recordar que ICPDL es equivalente a CPDLT (PW3).

2.3. Equivalencia de modelos y simulacion

Otra herramienta util para demostrar separabilidad de lenguajes es a través de juegos de
bisimulacién. Todavia con el objetivo de contestar la pregunta P1, nos planteamos la posibili-
dad de hallar un juego de simulacién que caracterice a CPDLY(PW},). La caracterizacién por
bisimulacién de una légica nos dice cudndo dos estructuras son equivalentes bajo esa logica.
Como ya fue mencionado previamente, haremos solo el andlisis para el fragmento positivo
de CPDL(PWy}), o sea, solo trataremos con el caso de simulacién, pero todos los resultados
son adaptables a bisimulacién mediante la agregacién de la regla de cambio de modelos para
Spoiler.

Este problema lo abordamos de dos maneras diferentes. En §2.3.1 veremos una adaptacion
del Teorema 1 valiéndonos de una nueva hipétesis que restringe fuertemente la semantica sobre
la que actia Duplicador. En §2.3.2 obtenemos un resultado mas interesante, pues mediante
nuevas condiciones de victoria logramos caracterizar al fragmento positivo de CPDLT(PW},)
sobre modelos generales.

2.3.1. Simulacion restringida a modelos deterministicos

Nuestro primer resultado en esta seccién lo encontramos restringiendo el modelo K’ del
Teorema 1 a estructuras deterministicas. La demostracién que vamos a ver sigue bastante de
cerca el formato de la demostracién hecha en [Figueira et al., 2023] del Teorema 1.



2.3. EQUIVALENCIA DE MODELOS Y SIMULACION 23

Definicién 9. Una estructura de Kripke K = (X,{—4| a € A}, {X, | p € P}) es deter-
ministica si las relaciones —, son la imagen de una funcion parcial sobre X que es inyectiva,
es decir, para todo a € A la aplicacion fo(u) = v si y solo si u —4 v con u,v € X es una
funcion inyectiva.

Para simplificar las demostraciones de los siguientes teoremas, que resultan algo intrin-
cadas, suponemos de ahora en adelante que tanto K como K’ estdn definidos sobre finitos
simbolos de Py A.

Teorema 6. Sea k > 2. Dadas dos estructuras de Kripke K y K', con K' deterministica y
mundos u,v € W(K) yu',v" € W(K'), son equivalentes:

1. Para toda CPDLY(PWy)-férmula positiva ¢, tenemos que K,v = ¢ implica K',v' |= ¢

2. K,vé;{}f{ K' W

y también lo siguiente es equivalente:

1. Para todo CPDL"(PWy)-programa positivo w, tenemos que K,u,v |= m implica
K W v E™®
2. K,u,v A;{K K' v
Mads ain, la hipotesis de determinismo finito solo es necesaria para las implicaciones 1 a 2.

Demostracion 2 =1 . Es directo por Teorema 1 y porque CPDL*(PW}) C CPDL"(TWy).
O

Recomendamos tener fresca la Definicién 8 (TWy-simulacién) para la siguiente parte.

Demostracion 1 = 2 . Por contrarreciproco, supongamos que K, u, v 74\;‘;% K' o/, v, es decir,
u,v estan en una misma componente conexa de K y no ocurre (R1) o (R2). Debemos hallar
un programa 7 en CPDLT(TW}) tal que K,u,v = 7 pero K',u/,v' [~ 7. Cuando no ocurre
(R1), es decir, cuando ((u,v), (uv',v")) & Homp(K, K'), el resultado es bastante directo, basta
analizar las finitas posibilidades para que esto tultimo suceda, lo cual ocurre cuando:

» existe un dtomo a € A tal que (u,v) € [a]x v (¢, V") & [a] x/, por lo que basta tomar
T =a;0

» existe p € P tal que uw € [p]x v v & [plx (resp. v € [plx v v & [plg), por lo que
tomamos m = p? o’ (resp. 7 = 7’ o p?) donde 7’ es un camino que conecta a u con v

en K.
Asumimos que no sucede (R2). Quiere decir que Spoiler tiene una estrategia para ganar en
una finita cantidad de movimientos en G[—1}"] empezando desde (s, (u,v), (u/,v")). Describi-
mos esta estrategia como un arbol cuyos vértices tienen etiquetas que reflejan las posiciones

que han jugado Spoiler y Duplicador. Notemos las particularidades de este arbol:
» La raiz esté etiquetada con (s, (u,v), (u/,v))?

» Todo vértice con etiqueta (s, @, €) tiene exactamente un hijo con etiqueta (d;, @', €) con-

: W
sistente con G[—; /" ].

2Recordemos que estamos utilizando el abuso de notacién 3 y (u,v) es en realidad la k-tupla (u,v,...,v).
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» Todo vértice con etiqueta (d;, @, €) tiene a lo sumo un dnico hijo con etiqueta (s, ,é’)
dado por G[Agﬁ] Si este hijo existe, la unicidad se da porque en el anterior movi-
miento la piedra i que movié Spoiler la tuvo que haber puesto a distancia < 1 de otra
piedra y Duplicador puede copiar esto, pero solo podria hacerlo de una manera por el
determinismo de K'.

= Por los items anteriores, el arbol es simplemente un camino.
Consideremos el camino 7'y la funcién X : V(T) — W (K)**+! donde:

1. V(T) consiste de todos los vértices que no pertenecen a Spoiler en su drbol de estrategia,
excepto la raiz y agregamos una arista entre el padre y el hijo de cada vértice que
sacamos.

2. Proyectamos cada vértice a su componente W (K)**1  es decir, para todo y € V(T),
Ay) = u, si la etiqueta de y en el drbol de estrategia de Spoiler es de la forma (¢, u, ),
con € {s,di,...,dgs1}.

De este camino se puede construir una férmula conjuntiva C[zs, z;] de pathwidth k que
contiene los tipos homomorficos de las tuplas proyectadas (esto es, una codificacién de las
subestructuras de K generadas por las tuplas @). Sea @ el conjunto de todos los pares (y,1)
donde y es una arista de T'y 1 < ¢ < k + 1, y sea = la relacién de equivalencia méas chica en
Q tal que:

= (y,1) & (y,1) si AQ)[E'] = AMy) ],

= (y,i) = (¢, ) si y' es hijo de y y AMy)[i] = A(y')[d].

El programa conjuntivo C' usa una variable por cada clase de equivalencia de ~, que
denotamos [y, i]~, y contiene:

1. Un dtomo a([y,il~, [y, jl=) sty =y y (AW)['], My)[j]) € lalx-

2. Un dtomo p?([y, il~, [y, i]~) si AMy)li] € [p]x-
La variable x5 (resp x¢) es la clase [y,i]~ donde y es la raiz de T" e i es tal que A(y)[i] = u
(vesp Ay)[i] = v).

Si en el conjunto C' descrito no aparecen x5 6 x; como variables de alglin programa ato-
mizado, debemos agregar un programa 7' (zs,x¢) donde 7’ es un camino que conecta a u 'y v
en K (esto es andlogo a lo que sucede en el caso basico cuando no hay una conexién directa

entre u y v). Notemos que como K esta definido sobre finitos simbolos de P y A, entonces C'
es finito.

Afirmacién 1. Clzs, z¢] € CPDLY(PWy,).
Demostracion. Ge es conexo. Por otro lado Geyy, 4, tiene pathwidth k porque (T, \) induce
una descomposicién de camino (7', \') de ancho k para Gep,, 4., donde N(y) = {[y, ]~ : 1 <

i < k+ 1} para cada y € V(T). O

Afirmacion 2. K,u,v | Clzs, ] y K' o', v = Clas, 4.
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Demostracion. Para ver que K, u,v = Clxs, x;] tomamos la asignacién f : vars(C) — W(K)
dada por f([y,i]) = A(y)[i], la cual estd bien definida porque para todo par (y,i), (v/,7) € Q,
(y,7) =~ (y',4") implica A(y)[i{] = A\(¥/)[¢'] por definicién de ~. Luego, f es una asignacién de
aceptacién de C.

Veamos por contradiccién que K/, u',v" (= Clxs, ). St K/ v/, 0" |= Clxs, 2], consideremos
I vars(C) — W(K') la correspondiente asignacién de aceptacion, la f del parrafo anterior y
la descomposicién de camino (7', \') de la afirmacién anterior. Para cada y € V(T') definamos
C, como el conjunto de todos los programas atomizados 7(x,2’) en C' tales que z,z’ € X' (y).
Tenemos que f (resp. f) es una asignacién de aceptacién de C' si y solo si f (resp. f) es una
asignacion de aceptacién de Cy para todo y € V(T).

Consideremos ademas para cada y € V(T') las tuplas

vy = (f([y, 1), f ([l B+ 1]))

de mundos de K y K’, respectivamente. Como Cy codifica la subestructura de K generada
por la tupla 1, cuando sustituimos la componente ,[i] por la correspondiente variable [y, 4],
obtenemos entonces que (i, vy) € Homy(K, K') para todo y € V(T).

Sea y — 4 una arista de T. Vamos a ver que esta arista se corresponde con algunos
movimientos validos en G [Affﬁ que se utilizan en el arbol de estrategia de Spoiler. Si y es el
nodo raiz de T', 4, (resp. Uy) se corresponde con la configuracién u,v de Spoiler (resp. v/, v’
de Duplicator), y por lo tanto, la arista y — 3y’ proviene de la primera jugada realizada
por Spoiler en su 4rbol de estrategia. Esto implica que %, y 4, son iguales salvo en alguna
componente 1 < ¢ < k+1. Como (a,,vy) € Homy (K, K'), entonces 0, y U,/ son iguales salvo

en la componente i-ésima. Por definiciéon de G [Agrﬂ tenemos que los movimientos

de (s, 1y, Dy) a (d;, Uy, Uy) y (2.1)
de (di, iy, 5y) & (s, ) |

son validos, y por lo tanto, deben aparecer en la estrategia de Spoiler. Mas general, supon-
gamos que a las configuraciones u, y v, llegamos por medio de una serie de jugadas que
aparecen en el arbol de estrategia de Spoiler. Igual que antes, la diferencia entre w, y t,, y
entre U, y ¥, se debe a una misma componente 7, por lo que en G [Aﬂﬁ] son validos algunos
movimientos tipo (2.1) que ademds deben aparecer en la estrategia de Spoiler por definicion.

Notemos que el anélisis anterior es valido incluso si 3’ es el tltimo nodo de T, pero esto
es una contradiccién, porque en el arbol (camino) de estrategia de Spoiler no deberfan existir
ningin nodo etiquetado con alguna jugada hecha por Duplicator por debajo de la que tiene

la etiqueta (d;, Uy, Uy). O

El caso para féormulas, de K, u Afw K’ ' es andlogo. En este caso C|xs,x¢] es igual que
antes pero ahora x5 = z; y la férmula final es entonces (C[zs, z4]). O

La restriccién a modelos deterministicos fue puesta con el propdsito exclusivo de que la
prueba del Teorema 1 (el caso 1 = 2) hecha en [Figueira et al., 2023], diera como resultado

3Este fue el proceso realizado durante la construccién del programa C [s,x¢].
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una férmula de CPDLY(PW}). Es una imposicién semdntica que tiene sentido hacer para
alcanzar tal propdsito, pero que resulta poco satisfactoria pues limita en gran medida el tipo
de modelos con los que se puede trabajar.

Corolario 3. Dadas K, K’ estructuras de Kripke con K' deterministica y mundosv € W(K),
v' € W(K'), las siguientes son equivalentes:

1. exziste ¢ € CPDLT(TWy}) positivo tal que K,v = y K',v [~ ¢
2. eziste ' € CPDLY(PW,,) positivo tal que K,v = ¢ y K', v [~ ¢
Demostracion 2 =1 . Directo de Teorema 1 y CPDLY(PW};) C CPDLY(TW,). O

Demostracion 1 =2 . Como existe ¢ € CPDLT(TWy) tal que K,v = ¢y K',v [~ ¢ entonces
por Teorema 1 tenemos que K, v #{W K',v', pero como K’ es deterministico, por Teorema 6,
existe una férmula ¢’ de CPDLT(PWy,) tal que K,v = ¢’y K', v [£ ¢'. O

Hemos demostrado que si dos estructuras de Kripke (con la segunda de ellas deterministica)
son distinguibles mediante una férmula de CPDLT(TW},) entonces también lo son con una
formula de CPDLY(PW,), con lo cual bajo la hipétesis de que K’ es deterministico, para
verificar que dos estructuras son equivalentes con respecto a CPDL(TWy}), bastarfa con
verificar la equivalencia con respecto a CPDLT(PW}), que en retrospectiva, es un lenguaje
mds simple por contener menos expresiones. Notemos que esto no quiere decir necesariamente
que ambos lenguajes son equi-expresivos (ni siquiera sobre modelos deterministicos), ya que
puede ser que haya una férmula ¢ € CPDLT(TW}) que no sea expresable en CPDLY(PW,,).

Ahora veremos un resultado més interesante, que no involucra restringir la clase de mo-
delos, sino mas bien modificar las reglas del juego de simulacién.

2.3.2. Criterio de simulacion para la jerarquia pathwidth

Definimos la nocién de PW-simulacién entre pares de estructuras de Kripke (K, K') dado

un juego de suma cero GG [45 W1, El 4rea del juego tiene un conjunto de posiciones S U D con:

S ={s} x Homy(K, K/)
D = {di,...,di} x (W(K)" x W(K"))

donde a Spoiler le pertenecen todas las posiciones de S y a Duplicador todas las de D. El

conjunto de movimientos de G [ékp W] es el conjunto més pequefio que satisface:

1. Hay un movimiento de (s, @,) a (d;,@,v) si @' = @[i = w], donde w es un mundo de
K a distancia < 1 de @[j] para algin 1 < j < k con i # j.

2. Hay un movimiento de (d;, @ ,v) a (s,a/,v") si ¥/ = 0[i — w] donde w es un mundo de
K’ a distancia < 1 de 9[j] para algiin 1 < j < k con i # j.

Definicién 10. Dada una estructura de Kripke K y 4 € W (K)¥, una @-sucesion es una
secuencia infinita (g, U1, U, ...) de tuplas en W (K)* tal que iy = u, y para todo n € N,
Upt1 = Upll — w], donde w € W(K) estd a distancia < 1 de uy[j], para algin 1 < j <k con

i j.
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El desarrollo de este juego es el mismo que el definido para treewidth, pero nos enfocaremos
en otros criterios de victoria para ambos jugadores: La condiciéon ganadora de Spoiler es
que haya una configuracién # y una u-sucesion donde el arbol de jugadas asociado
es finito. El arbol asociado de jugadas es el arbol donde Spoiler solo puede hacer
los movimientos de la u-sucesién. También en otras palabras, Duplicador gana si
para cualquier u-sucesion hay una jugada infinita. En adelante, estrategia ganadora
hace referencia a esta nueva nocién de victoria. En la Figura 2.6 podemos ver un ejemplo de
un arbol de jugadas del juego descripto.

Definicién 11. Dado dos estructuras de Kripke K, K', y mundos v € W (K)¥ y o' € W(K')¥,
decimos que K',v" PWy-simula K, v, notado como K,v AkPW K' v s

1. (s,0,7) es una posicion vdlida de G|=FW] en (K, K').
2. Duplicador tiene una estrategia ganadora empezando en (s,0,0').

stempre que todos los mundos en U estén en una misma componente conexa de K.

Teorema 7. Sea k > 2. Dadas K, K' estructuras de Kripke, con K' de grado finito y mundos
u,v € W(K) yu',v € W(K'), son equivalentes:

1. Para toda CPDLY(PWy)-férmula positiva o, tenemos que K,v = ¢ implica K',v' = ¢

2. Ko =K'\ v/

y también lo siguiente es equivalente:

1. Para todo CPDLY(PW})-programa positivo 7, tenemos que K, u,v = m implica K',u',v' |=
T

2. K,u,vékpﬂ K o'

Demostracion 1 = 2 . Por contrarreciproco, supongamos que K, u, v #fﬁ K' v, v, es decir,
u, v estdn en una misma componente conexa de K y no ocurre la condiciéon 1 o 2. Debemos
hallar un programa 7 en CPDL"(PW}) tal que K,u,v = 7 pero K’,u’,v' [~ m. Cuando no
ocurre la condicién 1, se procede igual que en la demostracién del Teorema 6.

Asumimos que no sucede la condicién 2. Quiere decir que existe una (u,v)-sucesién fi-
ja y una estrategia ganadora de Spoiler descrito como un arbol finito de movimientos en
G[—f], empezando desde (s, (u,v), (v/,v")) y tal que los movimientos realizados por Spoiler
estdn determinados por la (u, v)-sucesién. Supongamos que esta (u, v)-sucesion tiene la forma
(@g, U1, .- ., Um, - .), donde 1y = (u,v).*

Notemos las particularidades de este arbol:

» La rafz tiene etiqueta (s, (u,v), (v/,v")) = (s, @, (u/,0")).

» Todo vértice con etiqueta (s,u,,€) tiene como unico hijo un vértice con etiqueta
(d;, Um+1,€), donde i es la componente que se utilizé para definir ,,+1 a partir de
U, (Definicién 10).

4Recordemos que estamos utilizado el abuso de notacién 3 y (u,v) es en realidad la k-tupla (u,v,...,v).
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» Todo vértice con etiqueta (d;, @, €) tiene un hijo con etiqueta (s, @, é’) por cada posible

movimiento de Duplicador en G [Akp_}f‘{]

= Como K’ tiene grado finito, entonces la cantidad de ramas es finita y por lo tanto el
arbol es finito.

Consideremos la rama mas larga de este darbol, cuya longitud es un entero positivo m y
sea el camino P y la funcién \ : V(P) — W (K)**! donde:

1. V(P) ={v0,Y1,-- -, Ym}-

2. Myi) = u;, para todo 1 < i < m. Note que con esta funcién estamos proyectando la
componente W (K)**! de todas las jugadas del 4rbol de estrategia que hemos mantenido.

Podemos ver un ejemplo de esta transformacion en la Figura 2.7. De este camino P,
se puede construir una férmula conjuntiva C|zs, x| de pathwidth k& que contiene los tipos
homomorficos de las tuplas. Sea @ el conjunto de todos los pares (y,4) donde y es una arista
deTyl<i<k+1,ysea = larelacién de equivalencia més chica en ) tal que:

= (y,1) = (y,1') si Ay)[i']

= (y,i) = (y,4) siy’ es hijo de y y Ay)[i] = A(y')[d].
El programa conjuntivo C' usa una variable por cada clase de equivalencia de =, que
denotamos [y, i]~, y contiene:

1. Un dtomo a([y,il~, [y, jl~) siy =y y (AW)[7], Aw)[j]) € la]x-

2. Un atomo p?([y, i~ [y, i]~) si A(y)[i] € [p|k-
La variable = (resp x¢) es la clase [y, i|~ donde y es laraiz de T'y A(y)[i] = w (resp A\(y)[i] = v).
Podemos ver un ejemplo de la construccién por partes del programa conjuntivo C' en la
Figura 2.8.

Si en el conjunto C descrito no aparecen xs 6 x; como variables de algiin programa ato-

mizado, debemos agregar un programa 7' (zs,x¢) donde 7’ es un camino que conecta a u 'y v
en K (como ya hemos discutido, esto se puede hacer por hipétesis de conexidad).

Afirmacién 1. Clzs, z¢] € CPDLY(PWy).

Demostracion. G es conexo. Por otro lado Ggy, 4, tiene pathwidth £ dada por la path-
decomposition (P, \') donde N (y) = {[y,i]~: 1 <i < k+1}.

Afirmacion 2. K,u,v | Clag, x| y K' o', v £ Clag, 4.

Demostracion. Nuevamente, para ver que K, u, v = C[zs, 2¢] basta que tomemos la asignacién
[ wvars(C) — W(K) dada por f([y,i]) = A(y)[é], la cual es una asignacién de aceptacién de
C' (andlogo a la demostracion del Teorema 6).

Veamos por contradicciéon que K, u/,v" (= Clxs, x¢]. Si K/ 0/, 0" |= Clxs, 2], consideremos
1 vars(C) — W(K') la correspondiente asignacién de aceptacién, la f del parrafo anterior y
la descomposicién de camino (P, \') de la afirmacién anterior. Para cada y; € V(P) definamos
C; como el conjunto de todos los programas atomizados 7(z,z’) en C tales que z, 2’ € N (y;).
Tenemos que f (resp. f’) es una asignaciéon de aceptaciéon de C' siy solo si f (resp. f’) es una
asignacién de aceptacion de C; para todo 0 <7 < m.
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Consideremos ademés para cada y; € V(P) las tuplas

a; = (f([yi 10), -, f([yis k +1]))
v = (f'([yi, 1), - - -, f1([yi, k4 1]))

de mundos de K y K’, respectivamente. Como C; codifica la subestructura de K generada
por la tupla 1;, cuando sustituimos la componente 1;[j] por la correspondiente variable [y, j],°
obtenemos entonces que (4;,7;) € Homi (K, K') para todo y; € V(P).

Sea y; — y;+1 una arista de P. Vamos a ver que esta arista se corresponde con algunos
movimientos validos en GG [ékPEﬂ que se utilizan en el arbol de estrategia de Spoiler. Si ¢ = 0,
g (resp. 7g) se corresponde con la configuracion u, v de Spoiler (resp. u’,v" de Duplicator), y
por lo tanto, la arista yo — y1 proviene de la primera jugada realizada por Spoiler en su arbol
de estrategia. Esto implica que @y y %1 son iguales salvo en alguna componente 1 < j < k+ 1.
Como (u1,71) € Homi (K, K'), entonces 7y y 01 son iguales salvo en la componente j-ésima.
Por definicién de G[—f 1] tenemos que los movimientos

de (s, u;,v;) a (dj,ﬂi+1a17i) y

b e (2.2)
de (dj, Uit1,7;) a (8, Wit1,Vit1)

son validos (para i = 0), y por lo tanto, deben aparecer en el drbol de estrategia de Spoiler.
Mas general, supongamos que a las configuraciones @; y v; llegamos por medio de una serie de
jugadas que aparecen en el drbol de estrategia de Spoiler. Igual que antes, la diferencia entre
U; ¥ Uiy1, y entre v; y U341 se debe a una misma componente j, por lo que en G[—\f}fﬂ son
vélidos algunos movimientos tipo (2.2) que ademés deben aparecer en la estrategia ganadora
de Spoiler por definicién.

Notemos que el andlisis anterior es valido incluso para y,, que es el iltimo nodo de P,
pero esto es una contradiccion, porque en el arbol de estrategia de Spoiler no deberia existir
ningin nodo etiquetado con alguna jugada hecha por Duplicador por debajo de la que tiene

la etiqueta (d;, Upm, Um—1)-
O

Demostracion 2 =1 . Vamos a demostrar algo més fuerte que lo que se pide en el enunciado
y vamos a hacer induccién sobre CPDLT(TW}) en lugar de CPDLY(PW}). En lo que sigue,
haremos una reproduccién de la demostracién que se hizo de esta implicacién del Teorema 1,
tal como aparece en [Figueira et al., 2023]. Hacemos esto porque posteriormente habrd una
consecuencia importante en nuestro estudio.

Demostraremos por induccién en las expresiones de CPDLT(TW},) lo siguiente: para cual-
quier (u,v) € {(v,v"),((u,v), (v,v"))}, asumiendo que K,v Af}f{ K', vy K,v | e, pa-
ra alguna expresién e € CPDLT(TW}), mostraremos que K’,% = e. En adelante, llama-
mos CPDLT(TWy)-f (resp. CPDLY(TW)-p) al conjunto de férmulas (resp. programas) de
CPDL(TWy).

PW

m ¢ = pparap € P: Como K,v = ey como K,v =141 K',v' implica que hay un
homomorfismo parcial que mapea v — v’ entonces K',v' = e.

S5Este fue el proceso realizado durante la construccién del programa C [s,x¢].
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» ¢ =a para a € A: Como K,v,u ey como K,v,u Afﬂ K', v, v implica que hay un
homomorfismo parcial que mapea v — v' y u — o/, entonces K', v, v’ = e.

= ¢ =q para a € A: Andlogo al caso anterior.

" e = @1 A pg para 1,2 € CPDLY(TWy)-f: Si K,v = @1 A @2 entonces K,v = @1 y
K,v |E . Por HI, K',v' = 1 y K',v' |= 9, por lo tanto, K',v' = o1 A pa.

» e = m Umy para 1, € CPDLT(TW})-p: Anélogo al caso anterior.

= ¢ = ¢? para ¢ € CPDLY(TWy)-f: Si K,v,u [= ¢? entonces u = vy K,u [= . Por HI
K',u' | ¢ y por lo tanto K, u/,v' [= ¢?.

» ¢ = (n) para 1 € CPDLY(TWj)-p: Si K,w | (m) entonces existe un @ tal que
(v,0) € [r]kg. Como tenemos que v y ¥ son parte de la misma componente en K y
K,v =W K’ v/, entonces esto implica que existe 9 tal que K,v,o —=PW K' v/ .
Més precisamente, v’ se puede obtener usando la estrategia ganadora de Duplicador,
pues si Spoiler realiza una serie de movimientos para pasar de la configuracién v a la
configuracién v, v, estas jugadas deben ser replicadas por Duplicador en K’, pudiendo
asf pasar de la configuracién v’ a la configuracién v', %’ preservando la relacién —FW.

Por HI, K',v',?' |= 7, de donde K',v" = (7).

= ¢ = 7* para m € CPDLY(TWjy)-p: Como K, u,v = 7* y K,u,v =FW K’ 4/ v/ procede-
mos por induccién en el niimero de iteraciones. El caso base, cuando K, u,v = 7°, que
pasa solamente si u = v, lo que implica que u' = v’ por definicién de AkPW, y entonces
K',v',u' = 7% Para el caso inductivo, notemos que 7" es equivalente a @ = C[xg, ;]
para Clxg, zp] = {m(x;, zi+1)|0 < i < n}. Como las subexpresiones de 7 son iguales a las
de * entonces reemplazamos 7" por 7 y podemos invocar el caso anterior, obteniendo

que K' v/ v = 7™
» ¢ =mon param,m’ € CPDLY(TWj)-p: Caso similar al anterior.

Ahora tenemos que ver para el caso donde e es un programa conjuntivo perteneciente a
CPDL"(PWp)-p. Para esto, vamos a trabajar con la versién general de programas conjuntivos
Cz], donde z puede tener 1 < ¢ < k+1 cantidad de variables de vars(C) y el grafo subyacente
es G¢ mas todas las aristas {y,y'} para cada par distinto de variables de z. La seméntica
[CZ]lx es el conjunto de t-tuplas 4 de K tal que f(Z) = u para alguna asignacién de
aceptacién f.

Afirmacién 3. Por cada C C C y cada tupla & = (z1,...,2,) € vars(C)" conn < k+1 tal
que Gy € TWr, para todo v € W(K)" y v e W(K')": si K,v =~ K',v' y v e [Cz]]x
entonces v € [C[Z]] g -

Demostracion. Vamos a demostrar lo anterior por induccién en el tamafio del programa con-
juntivo. Sea (7', v) una descomposicién de drbol de G de ancho k para 7 = C|z]. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que la bolsa raiz de T' es v(b) = {z1,...,zn}.

Supongamos (K, ) —\fr{ (K',v") y v € [r] . Queremos ver que ¥’ € [r] /. Sea h una
asignacion de aceptacién en K tal que v = (h(z1),...,h(zy)).
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Supongamos que la raiz b de T tiene [ hijos bq,...,b; y los correspondientes subérboles
son 171,...,T;. Sea g; algun vector que se forma de agarrar todas las variables del conjunto
v(b;) Nv(b). Sea v9p = vy v; = h(y;) para cada 1 <i <.

Sea Cy el conjunto de todos los dtomos de C en la raiz. Sea C; el conjunto de todos los
atomos de C'\ Cy contenidos en bolsas de T; (tal que ambas variables estén en alguna bolsa
juntas).

Podemos observar que K, v = C[z] siy solo si K, v; | C;[y;] para todo 0 < ¢ < [. Tenemos
dos posibilidades, que Cyp = C o Cy € C.

= Caso Cy = C: Esto implica que todos los atomos de C usan variables de z. Con-
sideremos la funcién A’ : vars(C) — K’ tal que h'(z;) = ¥'[i]. Veamos que h' es
una funcién de asignacién para K’. Para cada dtomo 7'(z;,z;) € C = Cy, tenemos
que (h(x;),h(z;)) = (v[i],0[j]) € [7']x por hipdtesis de h. También tenemos que
K, u[i}, olj] =411 K',v'[i],v'[j]. Entonces (v'[i],v'[j]) € [n'] s por hipdtesis inductiva
de 7’. Esto implica que h’ es un asignacién de aceptacién en K’.

» Caso Cy € C: Entonces |C;| < |C] para todo ’L Podemos aplicar la hlpote81s inductiva
sobre cada C; porque K, v; = Cilyi] v K, v; — k+1 WK, v}, obteniendo K', v = C;[y;] para
alguna asignacién de aceptacion h} en K’ que mapea ; — .. Esto implica que b’ := hyU

..Uhj es una asignacién de aceptacién en K’ y entonces K', (b (x1),...,h (z,)) = ClZ].

Por esta afirmacién, concluimos que si K, v Ak 1 WK vy K, = e para alguna expresion
e € CPDLY(TW},), entonces K', 7' |= e.

O

La razon por la que hemos reproducido la demostracion inductiva anterior, es porque en
el transcurso de nuestro analisis notamos que esta prueba depende exclusivamente de dos
factores: uno, la cantidad de piedras en juego, y dos, que el juego sea lo suficientemente per-
misivo para pasar de una configuracién a otra. Para ambos criterios de juego, ya sea G[—F W]
o G[ATW], no resulta fundamental que las descomposiciones consideradas de un programa
conjuntivo tengan forma de arbol, sino que podamos mediante una estrategia ganadora de
Duplicador (que por hipétesis la tiene), podamos realizar con movimientos de Spoiler todos
los pasos necesarios para garantizar la satisfacibilidad del programa en K’,u/,v’. Note que del
planteamiento anterior se obtiene entonces que

Corolario 4. Sea k > 2. Dadas K, K' estructuras de Kripke, con K' de grado finito y mundos
u,v € W(K) yu',v" € W(K'), son equivalentes:
1. Para todo CPDL+(TWk)-f0’rmula positiva @, tenemos que K,v |= ¢ implica K',v' = ¢
_PW
2. K,v— ) K'\v
y también lo siguiente es equivalente:

1. Para todo CPDL(TWy)-programa positivo 7, tenemos que
K,u,v = implica K',u',v' E 7

2. K,u,v4k+1 K' '
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Demostracion 1=-2 . Directo por 1=2 del Teorema 7 y que CPDLY(PW,) C
CPDL(TWy). O

Demostracion 2 = 1. En la demostracién 1 = 2 del Teorema 7 demostramos esto directa-
mente. O]

Por otra parte, obtenemos que el concepto de indistinguibilidad con respecto a los lenguajes
CPDLY(TW},) y CPDLY(PW}) es de hecho el mismo sobre estructuras en general, a diferencia
de lo obtenido en la seccién anterior, donde el juego de simulacién era el mismo que se definié
en [Figueira et al., 2023], pero requerfa una hipétesis restrictiva fuerte.

Corolario 5. Dados K, K' estructuras de kripke, v € W(K),v' € W(K') entonces son equi-
valentes:

1. 3p € CPDLY(TWy) tal que K,v = y K',v' [ ¢

2. 3p € CPDLY(PWy) tal que K,v = y K',v' ¢
Demostracion 2 =1 . Directo de que CPDLY(PW}) C CPDLY(TW,) O
Demostracion 1 =2 . Si existe tal ¢, por Teorema 4 entonces K, v #51‘{ K',v'. Luego, por
Teorema 7 existe ¢’ € CPDLY(PWy) tal que K,v = ¢ y K',v' £ ¢'. O
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d

e
d
Modelo K’ Q
.

Arbol de jugadas Camino T Férmula que genera
cada paso
(S, (u,v,v), (u/,v',v") - > yo(u,v,v) --------------- > Cy = {d(zs,z¢)}
[yo, 1]~
| S
(D1, (w,v,v), (v, v',0")) wereevs > (w,0,0) s > Cy={e(z1,24)}

(Dla (g’ v, v)’ (wlvv,av’)) """"" > (& v, 1)) ____________________ > (3= {C(CI?z,CBt), d(:L‘Q,.’Bt)}

Férmula final
C= {d(m& mt)a €($1, xt)7 0(3327 mt)a d(an l't)}

Figura 2.5: Ejemplo de 4rbol de jugadas de juego treewidth con restriccion de modelos deterministas,
y transformacién de la Demostracién 1 =2 .
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Modelo K Modelo K'

rond "
c
[ vy = v
A c
b\@/ b\ @. a,b
Comienza el juego (empieza Spoiler)
a/@\ll

m \Kv‘;@ a,b
\Ab
\@A

-~ ~p1

D1

«
/@_ ‘
@ V4 a,b o
a,b
O n v
b. A

Figura 2.6: Ejemplo de juego pathwidth con 3 piedras. Notemos que la diferencia con el juego tree-

width, en el 3er nivel Spoiler esta obligado a realizar el mismo movimiento en ambas
ramas del arbol.
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Arbol de jugadas

(Sa (Uh V1, Ul), (’Ul, V1, vl))

|

Dl7 ’U4,’U1,’U1) vlavhvl

S T

(S (U4,'U1,’Ul) (1)471}171)1) (S (U4,U1,'U1) U4,U1,U1))
(D2, (v4,v3,v1), (v4,v1,71)) (D3, (v4, v3,v1), (v, v1,v1))
v 2%

(Sa (U4,’U3,’U1),(’U4,U3,’U1))

(D2, (v4,v2,v1), (v4, v1,v1))

(%

Camino P

(vla V1, 'Ul)

(’U4, V1, vl)

A

(v4a U3, Ul)

(114, V2, 111)

35

Figura 2.7: Ejemplo de transformacién del arbol de jugadas al camino P de la Demostracién 1= 2.
En este caso, usamos como base el juego ganado por Spoiler de la Figura 2.6.
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Camino P Férmula que genera cada paso
V1= T4
(V1,V1,V1) > 0
v Vg > 24
I ) > c(zs,24), (24, 24), b(24, 24)
v V3 — 23
(V4,V3,V1) oo > c(xs,24),a(23,24), a(xs, 23), a(24, 24), b(24, 24)
v V9 — 29

b(:lfs, 22), b(z27 Z4)7 C(iL’s, 24), G(Z4, 24)7 b(Z4, 2,’4)

Férmula final

C= {C(xs, 24), a(24, 24)5 b(z47 Z4)7 C(xsv Z4)a a(z3, 24)5 a(msv Z3), b(msa 22)7 b(z27 24)}

Grafo subyacente Path Decomposition (equivalente a P)
{1
a
2 a,b
Ts c > 24
b b

Figura 2.8: Ejemplo de como se genera la formula C' a partir del camino P de la Demostracion 1= 2.
Usamos como base las Figuras 2.6 y 2.7.



Conclusiones

En esta tesis, hemos demostrado la separabilidad de varios fragmentos de CPDL", especifi-
camente, las de los lenguajes CPDLT(PW}), observando que se forma una jerarquia similar a
la que se presenta con CPDLY(TW},). Este hallazgo subraya la complejidad inherente de estos
lenguajes y su estructura jerarquica.

A lo largo de nuestro estudio, hemos constatado que es imposible establecer un criterio de
model property para CPDLT(PW},). Este hecho refleja una de las diferencias fundamentales
que existe con respecto a los lenguajes CPDLY(TW},), lo que subraya la necesidad de estudiar
nuevos enfoques para resolver algunas cuestiones semanticas que quedaron abiertas.

Logramos restringir el juego de simulacién definido en [Figueira et al., 2023] a modelos
deterministicos y nos dimos cuenta que en este caso se puede simplificar el analisis de es-
tructuras equivalentes respecto a CPDLT(TW},) a una clase més chica de expresiones como
CPDL"(PWy).

También llegamos a obtener un juego de simulacién para los distintos niveles de la jerarquia
pathwidth, con lo que hemos concluido formalmente que si dos estructuras son equivalentes
bajo CPDLT(PW},) deben serlo también bajo CPDLY(TWy,).

A pesar de estos avances, queda pendiente para futuras investigaciones la cuestién de
si CPDLY(TWy) y CPDL"(PW,) tienen la misma expresividad. Este es un problema que
no pudimos resolver y tal vez requiera de nuevas técnicas y herramientas tedricas para su
resolucién. Conjeturamos que de hecho ambos no pueden ser equiexpresivos por la limitacién
de que los lenguajes solo admiten expresiones que se interpretan de manera unaria o binaria.
Una situacién particular que se consigue en la literatura, es que la légica modal clasica y PDL
estan caracterizados por un mismo juego de bisimulacion, y sin embargo, PDL es mucho més
expresivo que la logica modal. Creemos que una situacion similar puede estar ocurriendo aca,
en el que ambos lenguajes CPDLY(PW}) y CPDLT(TW},) estén caracterizados por el juego
de simulacién G[—£"] pero CPDLY(TW},) es mds expresivo que CPDLY(PWy,).

Otra linea de investigacién futura que se propone es la exploracién de la relacién entre
CPDL" y los menores de grafos. En particular, serfa interesante investigar las implicaciones de
los menores prohibidos y cémo afectan la estructura y propiedades de los modelos de ciertos
fragmentos de CPDL'. En [Robertson and Seymour, 1983] (uno de los primeros papers al
respecto) encontramos varios resultados que relacionan pathwidth con menores de grafos.

En resumen, los resultados obtenidos en esta tesis no solo amplian nuestro conocimiento
sobre distintos tipos de jerarquias que se pueden definir sobre CPDL", sino que también
plantean nuevas preguntas que podrian impulsar futuras investigaciones en esta area.
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