Zon®" P BUE)
& racuitap Yy

4
CIENCIAS EXACTAS
Y NATURALES

UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
FAacuLTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES
DEPARTAMENTO DE COMPUTACION

Construccion de niimeros simplemente
normales con dependencias de digitos

Tesis de Licenciatura en Ciencias de la Computacién

Agustin Luis Marchionna

Directora: Verdnica Becher

Buenos Aires, Agosto 2023



CONSTRUCCION DE NUMEROS SIMPLEMENTE NORMALES
CON DEPENDENCIAS DE DIGITOS

Dado un entero b > 2 y un conjunto de primos P, consideramos el conjunto 7p de nimeros
de Toeplitz compuesto por los nimeros reales de [0,1) cuyos digitos {an}n>1 en base b
satisfacen a, = a,, para todo p € P y n > 1. Usando funciones completamente aditivas,
construimos un nimero en 7y que es simplemente normal si y solamente si ZpEIP’\T 1/p=o00
0 2 ¢ P, segin el caso. Primero damos la demostracion para el caso b = 2, luego para
b > 2. Damos ademds otra demostracion para todo valor de b > 2 junto con una cota
superior efectiva para la discrepancia de las secuencia {b"z mdd 1},>¢ para el nimero z
que construimos.

Palabras claves: numeros normales, secuencias de Toeplitz, discrepancia, funciones aditivas
y multiplicativas.



CONSTRUCTION OF SIMPLY NORMAL NUMBERS WITH DIGIT
DEPENDENCIES

Given an integer b > 2 and a set P of prime numbers, the set 7p of Toeplitz numbers
comprises all elements of [0,1) whose digits {an}n>1 in the base-b expansion satisfy
ap = apy for all p € P and n > 1. Using completely additive arithmetical functions,
we construct a number in T that is simply Borel normal if, and only if, ZpeP\? 1/p = o0,
or p € P depending on the case. First, we give the proof for b = 2. Then, for b > 2.
In addition we give another proof for any b > 2 that yields a discrepancy bound of the
sequence {b"z mdd 1},>0, for the constructed number z.

Keywords: normal numbers, Toeplitz sequences, discrepancy, additive and multiplicative
functions.
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1. INTRODUCCION Y ENUNCIADOS DE RESULTADOS

Utilizaremos a lo largo del trabajo varios resultados clasicos, que se encuentran por
ejemplo en el libro de Gérald Tenenmbaum [14].

Comenzamos con las nociones basicas de normalidad de nimeros reales, ideadas por
Emile Borel a principios de 1900.

Definicién 1 (Simple normalidad). Sea b un entero positivo mayor o igual que 2. Un
namero real se dice simplemente normal en base b, si en su expansién en base b, todos los
digitos 0, 1,..., b— 1 aparecen con la misma frecuencia en el limite 1/b. Un nimero real
se dice normal en base b si el nimero real es simplemente normal en base b’ para cada
j=> 1L

A lo largo del trabajo, utilizamos P para referirnos al conjunto de los niimeros primos.
Siguiendo la definicién provista por Konrad Jacobs y Michael Keane [10], dado un subconjunto
de los niimeros primos P C P, introducimos el conjunto de ntimeros reales Tp asociado a
una base arbitraria b fija, que siempre es un niimero entero mayor o igual que 2.

Definicién 2 (Conjunto Tp). Dado un conjunto arbitrario de nimeros primos P, y un
nimero positivo b, un nimero real entre 0 y 1 pertenece a 7 si en su desarrollo en base b
si para cada p € P, el digito en la posicién n es el mismo que en la posicién pn. Es decir,
si

r=0,a1a92a3...,

entonces a,, = ap, para cada n entero positivo, y cada primo p del conjunto.

Por ejemplo, si consideramos el conjunto P = {2, 3}, entonces el nimero 0.ajazas . . .
tiene como digitos independientes a a1, as, a7, a11, ..., mientras que as, as, a4, dg, . .. SON
dependientes de los anteriores. En general, cuando hablemos de una sucesién a,, a lo largo
del trabajo, estaremos haciendo referencia implicita a los digitos en base b del niimero con
el que estemos trabajando.

Siguiendo esta nocién, Aistleitner, Becher y Carton [1] demostraron que para cada
conjunto de primos P finito, y base arbitraria b, casi todos los niimeros de Tp son normales
en base b. Para el caso particular en el cual P = {2} y b = 2, Becher, Carton y Heiber [2]
exhibieron un nimero de 79 que es normal en base 2. Dicha construccién se puede
generalizar para cualquier conjunto P de un elemento, y base arbitraria b.

Para construir un nimero que pertenezca a Tp, proponemos la siguiente definicién.

Consideremos la funcion aritmética €2 : N — N que para cada entero positivo n, si su
factorizacién en primos es n = p{* ... pz’“, cuenta con repeticiones la cantidad de factores
primos de n. Es decir, p{* ...p* —q a1 + ... ag.

Definicién 3 (Funcién Qg). Dado un conjunto de primos P, definimos la funcién aritmética
Qp(n) : N — N que da la cantidad de factores primos contados con repeticién que no estan

5j ]

en P. Es decir, si la factorizacién en primos de nesn=¢;"...q¢;’ -p*.. .pZ’“, con cada q

J
Q
en P y cada p fuera de P, entonces n 5 oy + - - - + oy,

Por ejemplo, 9{273}(21325377) =3+4+7=10.
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Observemos que tomando P = (), recuperamos la definicién original de €. La principal
propiedad de 29 que usaremos es que es una funcidn completamente aditiva, es decir,
Qp(mn) = Qp(m) + Qp(n) para todo conjunto de primos P, y enteros positivos m y n
cualesquiera.

Definicién 4 (El ntimero &p ;). Dado un conjunto de primos P y una base b, el ntimero
en base b

§g>,b = 0.(11&2&3 ce

donde
an = Qp(n) mod b.

Es claro que &pj € Tp, dado que Qp(n) = Qp(pn) para cada p € P, por definicién de
Qop.

Daremos condiciones suficientes y necesarias sobre el conjunto P para que {p; sea
simplemente normal en base b. Mds ain, presentaremos una cota superior efectiva sobre
la velocidad de convergencia a simple normalidad en base b.

Estamos en condiciones de presentar el resultado principal en este trabajo. Siguiendo
la notacién usual para funciones numéricas f, escribimos f < g si existe una constante c
tal que |f| < c|g].

Teorema 1. Sea P un conjunto de primos y sea Q el conjunto de aquellos primos que no
pertenecen a P. Sea b un entero positivo mayor a 1. El nimero {p, es simplemente normal
en base b si y solamente si la serie
1
!

peQ

diverge. Mdas aun, si para cada digito posible k en base b definimos para N

1 1
eN,k:N\{lgnSN:an:]@}’_l/l)’ E(N) = Z -

se tiene que
E(N)/(180b2)

ENg KL € .
Antes de presentar la demostraciéon daremos dos resultados més débiles, en el sentido
de que pueden obtenerse del Teorema 1. El Teorema 2 considera la base b = 2, el Teorema 3
considera cualquier base b mayor que 2. Sus demostraciones son més elementales que las
del Teorema 1.

Teorema 2. Sea P un conjunto de primos y sea Q el conjunto de aquellos primos que no
pertenecen a P. El niimero {p o es simplemente normal en base 2 si y solamente si Z 1/p

peQ
diverge.

Teorema 3. Sea P un conjunto de primos y sea Q el conjunto de aquellos primos que no
pertenecen a P. Sea b un entero positivo mayor a 2. El niimero §p, es simplemente normal

en base b si y solamente si E 1/p diverge.
p€eQ
Consideremos ahora la clasica funcién aritmética w : N — N que para cada entero
positivo n, dada su factorizacién en primos n = p{'...pp*, cuenta sin repeticiones la
cantidad de factores primos de n. Es decir, p* ... pi* —, k.
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Definicién 5 (Funcién wp). Dado un conjunto de primos P, definimos wp(n) : N — N
a la cantidad de factores primos contados sin repeticién que no estan en P. Es decir, si
tenemos que la factorizacién en primos de n es

5.
n:qfl...qjj Ptk

con cada g en P y cada p fuera de P, entonces n k.

A diferencia de Qyp, la funcién wp no es completamente aditiva, sino que es aditiva. Es
decir, para todo conjunto de primos P, se tiene que wp(mn) = wp(m) + wp(n) siempre y
cuando m y n sean enteros positivos coprimos entre si. Teniendo esta funcién en mente,
definiremos f&b, verificaremos que pertenece a Tp, y luego enunciaremos los resultados
analogos a los del Teorema 2 y Teorema 3.

Definicién 6 (El ntimero £ ,). Definimos ahora el niimero en base b

!
5?,17 = O.a1a2a3 ce

donde
ap = wp(n) mod b

Observemos que 55;7,) € Ty, ya que wp(n) = wp(pn) para cada p € P, por definicién
de wyp. Daremos condiciones suficientes y necesarias sobre el conjunto P para que f&b sea,
simplemente normal en base b.

Teorema 4. Sea P un conjunto de primos y sea Q el conjunto de primos que no pertenecen
a P. El numero 56372 es simplemente normal en base 2 si y solamente si Z 1/p diverge, o

p€eQ
2e€Q.

Teorema 5. Sea P un conjunto de primos, sea Q el conjunto de primos que no pertenecen
a P. Sea b una base mayor que 2. El nimero §6>,b es simplemente normal en base b si y

solamente si Z 1/p diverge.
peQ

Comparando los resultados para €29 y para we, la Unica diferencia se encuentra entre
los Teoremas 2 y 4. La comprenderemos al dar sus respectivas demostraciones.



2. DEFINICIONES Y OTROS PRELIMINARES

Presentamos aqui las definiciones y resultados auxiliares, que necesitaremos para dar
las demostraciones de los resultados que enunciamos en el capitulo anterior, Teoremas 1
a b.

Estos 5 teoremas consideran un conjunto de niimeros primos P con una propiedad: que
la serie de primos que no pertenecen al conjunto P diverja. Para que tenga sentido esta
propiedad, la serie de todos los primos deberia divergir también (de lo contrario todas las
series de primos convergerian). Comencemos demostrando ese resultado.

Proposicién. La serie Z 1/p diverge.
p

Si bien no es una prueba cuyas ideas sean luego importantes, la siguiente demostracién
del teorema se debe a Paul Erdés [7].

Demostracion. Supongamos lo contrario, que Zl /p converge. Sean pi,p2,ps3,... los
P
primos en orden creciente. Tomemos un valor de N que satisfaga Z 1/pi < 1/2, que
i>N

existe bajo la suposicién de convergencia.

Sea M, el conjunto de nimeros entre 1 y  que no son divisibles por un primo mayor
a pN.

Vamos a separar la solucién en dos pasos. El primero, encontrar una cota inferior para
| M| y el segundo, encontrar una cota superior para |M,|.

Cota inferior: Los elementos en {1,2,...,z}\ M, son todos divisibles por un primo mayor
apn. Sea N; , el conjunto de los elementos de {1,2, ..., 2z} divisibles por p;. Notar ademés
que a lo sumo z/p; elementos son divisibles por p;. Luego

{1,2,...,2}\ M, = | J Nioo
>N

y por lo tanto, tomando cardinales, obtenemos que

T — ‘M$| < Z |N7,,z| < Zx/pz < 1’/2,

i>N i>N

por lo que x/2 < |M,|.

Cota superior: Notar que cada entero positivo se puede escribir de una tnica manera
como n = m?>r, con r libre de cuadrados. Para que n € M,, r solo puede ser divisible por
primos menores o iguales a py, y cada uno de los N puede o no aparecer (y si lo hace, lo
hace con exponente 1). Por lo que hay 2NV posibilidades para r. Ademds, para m hay a lo

sumo +/z posibilidades. Por lo tanto, |M,| < 2V/z.

Combinando ambas cotas, obtenemos que si /2 < 2NV\/z entonces z < 22V*2. Pero
esto es una contradiccion para valores de x mayores al lado derecho, que esta fijo.
El absurdo provino de suponer que la serie converge, por lo que la serie diverge. ]

4
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Definiciéon. Un conjunto de primos P C P deja muchos afuera si Z 1/p diverge.
peP\P

Como es usual en funciones aritméticas consideraremos funciones que van de nimeros
naturales a nuimeros complejos. Veamos las propiedades que vamos a utilizar de dichas
funciones.

Definicién. Sea g : N — C una funcién. Entonces g es

» completamente aditiva si g(mn) = g(m) 4+ g(n) para cualesquiera enteros positivos
mymn;

» aditiva si g(mn) = g(m) + g(n) para cualesquiera enteros positivos m y n con
med(m,n) = 1;

» completamente multiplicativa si g(mn) = g(m)g(n) para cualesquiera enteros positivos
myn;

» multiplicativa si g(mn) = g(m)g(n) para cualesquiera enteros positivos m y n con
med(m,n) = 1.

Utilizaremos la notacién exp(z) := e*, sin distinguir los casos x real o complejo.

Observacion. Para cada conjunto de primos P la funcién Q9 es completamente aditiva,
y la funcién wyp es aditiva. Por lo tanto, para cada entero a y entero positivo b, la

af) aw
funcién exp i ) es completamente multiplicativa, y la funcién exp (2m’Ty> es

multiplicativa. Utilizaremos estas propiedades en las hipdtesis de los resultados intermedios.

Definicién (Promedio de una funcién). Sea g : N — C. Definimos el promedio de g como

o 9+ g(2)+ ot g(N)
N—+400 N

Definimos la siguiente clase de funciones complejas.

Definicién. Sean A, B > 0. Definimos el conjunto My(A, B) de las funciones f: N — C
que verifican las siguientes dos condiciones:

- x| f(p)] < A,

v v
. Z |f(p )|V10gp < B,
p, 2 p

en donde utilizamos la variable p para denotar primos, y v para enteros.

Por 1iltimo, vamos a necesitar algunos resultados adicionales de convergencia de algunas
series, que utilizaremos.

o o2 . . 1%
Proposicién. Para cada primo p, se tiene que g — converge.
v>2
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Demostracién. Observemos que para v suficientemente grande, v < p*/2, con lo cual para

—v/2

. 14 . . ;.
v suficientemente grande, — < p , por lo que la serie converge, siendo que cada término
p

suficientemente grande queda acotado por el de una progresién geométrica de razén menor
al. O

Observacion. Una observacion curiosa, y necesaria, es que efectivamente podemos calcular
cuanto da dicha serie. Si llamamos

2 3
S=—=4+—=+...,
p? PP

se obtiene que
Sp=2i 3,
D pe R
y por lo tanto ) ) .
S—S/p:P—FE"ij—F....
Esta ultima expresién es igual a

1+ 1 .
p? 1-1/p p’

utilizando la suma de una serie geométrica convergente. Despejando, se obtiene que

2p—1
pPp—1)

Esta tltima expresién es del orden de p~2.

S =

Veamos ahora el siguiente resultado intermedio.

In(p)

p2

Proposicién. La serie g
P

CONVETgE.

Demostracion. Notemos que In(p) < /p para todo primo, por lo que cada término estd

—3/2 y por lo tanto la serie diverge. O

acotado por p
Veamos ahora si como juntar los dltimos dos resultados en uno solo.

Proposicién 1. La serie

Z log p¥

24
pY, v>2 p
converge.

Demostracion. Notemos que

logp” v Uogp)(2p—1)
S Sy -y

pY, v>2 v>2

logp
2

Ahora, cada término de dicha serie es como mucho 3logp/ p?, v ya vimos que Z

P
converge. O
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1
Veamos ahora un resultado de la serie armonica, 1 + 3 + 3 + .... Primero, notemos

que la serie arménica también estd dada por
11> vt
p k>0

Esto se puede ver de la siguiente manera. Si consideramos cada entero positivo n y su
factorizacién en nimeros primos p{’ ... pg’“, entonces a 1/n lo podemos obtener al realizar

el producto
1 1

P

Maés aun, utilizando la formula para la serie geométrica, se puede reescribir como
1

m(i--—).

» p

Proposicion. La serie armonica tiene orden de crecimiento logaritmico.

Demostracion. Una posible demostracién de este hecho usa integrales, acotando tanto por
arriba como por abajo la integral de 1/x entre cada par de enteros consecutivos. Otra
demostracién es la siguiente.

Veamos primero el resultado para potencias de 2. Sea N = ok y acotemos Z 1/n

n<N
entre dos términos de orden k. Consideremos las siguientes cotas:
! <1 <1
2 < <
1+1 <1+1 <1+1
4 4 -2 3 -2 2
1+1+1+1 <1+1+1+1 <1+1+1+1
8§ 8 8 8 -4 5 6 7 —4 4 4 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1
27k+ﬁ+'”+27k SQk—1+2k—1+1+“.+2k_1 —2k—1+2k—1+'“+2k7—1

Sumando las k filas, y no olvidando a 1/ 2% obtenemos que

k/2< ) 1/n<k+1/2F <k+1,
n<N

como querfamos ver. Ahora, si 28 < N < 2¥*1 entonces podemos usar las cotas que ya
tenemos para 2F y 21 de la siguiente manera:

k2< > 1<y 1/n< Y Un<k+2
n<2k n<N n<2k+1
Es decir, obtuvimos que

logN —1

5 <> 1/n<logN +2,

n<N

como desedbamos obtener. O
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Utilizamos la notacién de Landau para el comportamiento asintético de las funciones.

Definicién. Decimos que una funcién g(z) = O(f(x)) si existen constantes ¢, xg tales que
para todo x > x( se tiene que |g(x)| < ¢-|f(x)|. Més atn, decimos que g(z) = o(f(z)) si
para toda constante ¢, existe xo tal que para todo z > xg se tiene que g(z) < cf(z).

Necesitaremos el comportamiento asintético de la serie de los inversos de los primos.
Uno de los teoremas que Mertens [12] demostré en conexién con la distribucién de los
nimeros primos es una versién mas fuerte del hecho que la serie de los inversos de los
primos diverge, mostrando como es su comportamiento asintético.

Teorema (Segundo Teorema de Mertens). Ezxiste una constante B para la cual

Z 1/p =loglogx + B + O(1/log(z)).

p<z

En [13], Rosser y Schoenfled mejoraron la cota del error a O(1/log(z)?). En [5], Pierre
Dusart la mejoré pero en el mismo orden. En esta tesis utilizaremos que el error es del
orden de o(1/log(X)), que se desprende del hecho de que es del orden de O(1/log(x)?).
Estos resultados tienen relacién con el Teorema de los Numeros Primos.

Lema. Sean T, c reales positivos mayores que 1. Sean

A= U(TC%,TC%‘H], y B := U(T02k+1,TCQk+2].
k>0 k>0

Entonces Z 1/py Z 1/p divergen.
peEA peEB

Dado que la serie de los inversos de los primos diverge, alguna de las dos series debe
divergir. Veamos que ambas divergen.

Demostracion. Entendamos el orden de la suma de los inversos de los primos en cada uno
de dichos intervalos, para luego concluir lo que estamos buscando. Sea K := T d para
algun [ y trabajemos con (K, cK]. Por el segundo teorema de Mertens, con la mejora de
la cota para el error, obtenemos que

Z 1/p =loglogcK —loglog K + o(1/log(K)) + o(1/log(cK))
pe(K,cK]

= log (1 + lloogg;> +o(1/log(K)).

Observemos que el primer término es al menos log ¢/(2log K) para un K suficientemente
grande, puesto que log(1 + x) > z/2 para todo z lo suficientemente cerca de 1. Mas atin,
usando la definicién de K en funcién de [, tenemos que

> 1/p>1/1+0(1/1).

pe(K,cK]

Tanto la serie armoénica para los pares como para los impares diverge, entonces ambas
series divergen. O
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No es estrictamente necesario que el término de error sea o(1/log(x)). Bastaria con
tener un término de error en el Segundo Teorema de Mertens que sea O(1/log(x)), pero
cuya constante ¢ en ¢ - 1/log(X) haga que el término dominante en la demostracién del
Lema sea efectivamente log(1l + loge/log K) y no potencialmente el término de error
O(1/log K).



3. UNOS Y CEROS: DEMOSTRACION DE LOS TEOREMAS 2 Y 4

El objetivo de este capitulo es dar condiciones suficientes y necesarias sobre un conjunto
de primos P para que las siguientes sucesiones sean simplemente normales sobre el alfabeto {0, 1}:

= Qp(n) moéd 2,n > 1
» wp(n) mod 2,n > 1

Es decir, en términos de lo introducido en la primera seccién del trabajo, demostrar los
Teoremas 2 y 4, buscando condiciones suficientes y necesarias sobre P para garantizar la
simple normalidad de los ntimeros §p o y 553’2. Notar que la nocién de simple normalidad,
y de normalidad aplica de la misma forma para sucesiones como para nimeros reales.
Podemos asociar cada ntimero real a la sucesién formada por los digitos de su expansion
b-aria, y realizar el analisis correspondiente sobre dicha sucesion.

Comenzamos con una caracterizacién de la propiedad de simple normalidad sobre
sucesiones de simbolos en {—1,1}.

Lema 1. Sea g : N — {—1,1}. Entonces la sucesion g(n) es simplemente normal sobre el
alfabeto {—1,1} si y solamente si el promedio de g es 0.

Demostracion. Veamos primero la ida. Sean
= ap ={1<i<nlg(i)=1},
w b, ={1<i<n|g()=-1}.

an 1 bn,

Por hipétesis, tenemos que lim — = —, y lim — = —. Entonces, usando algebra de
n—+o0o N 2 n—+4o0o N
N .
ay — by >iz1 9(1)

limites, tenemos que lim = 0, pero esto dltimo es justamente lim
N—r+o00 N N—+o00 N
por lo tanto g tiene promedio igual a 0.
n .
- g(e
Veamos ahora la vuelta. Por hipétesis, tenemos que lim M
n—-+oo n

=0,

= (. Pero la

an —b
suma es justamente a, — by, por lo tanto lim ————

= 0. A su vez, tenemos que
n—-+4o0o n
an — (n — ay)

n—>b,) —b
an+b, = n, por lo tanto tenemos que lim —— = =0y lim W =
n—-+o0o n n—-+o00 n
1 , b, 1

. .. , a
Manipulando ambos limites, obtenemos que lim — ==y lim — = —. O
N—+4o0o N 27 notoon 2

0.

En este capitulo consideramos tnicamente funciones que toman valores reales de valor
absoluto a lo sumo 1. Dicha hipétesis es suficiente para garantizar que el promedio existe,
y este resultado se debe a Wirsing. Previamente, muchos matematicos habian conjeturado
(entre los cuales se encontraba Erdds) que una funcién de los naturales que toma valores
1 o —1 Unicamente siempre tenia promedio.

Teorema 6 (Wirsing,[16]). Sea g : N — R wna funcion multiplicativa que satisface
lg(n)| <1 para todo entero positivo n. Entonces el promedio
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existe.

No usaremos el Teorema 6 directamente, pero serd tutil para simplificar el siguiente
teorema y asi tener mejores condiciones necesarias y suficientes para que una funcién que
nos interesa tenga promedio igual a 0. Esto nos permitird definir sucesiones simplemente
normales para base 2.

Teorema 7 (Delange, Wirsing, Haldsz, [6]). Sea g : N — C una funcidn multiplicativa.
Entonces el promedio

n——+o0o

| N
A= lim N Z g(n)
n=1
existe y es no nulo si y solamente si se satisfacen en simultdneo las siguientes dos
condiciones:
» existe un entero positivo k que satisface g(2k) £ —1,

= g serie

Z 1—g(p)

» p
converge.

De los Teoremas 6 y 7 podemos deducir que si tenemos una funcién multiplicativa real
de médulo a lo sumo 1, entonces el limite existe. Ademds, es 0 si y solamente si se satisface
alguna de las siguientes dos condiciones:

= para todo entero positivo k se satisface g(2%) = —1,

» la serie

Z 1 —g(p)

p p
diverge.

Entonces, para garantizar que el promedio de una funcién multiplicativa real de médulo
a lo sumo 1, es 0, basta con chequear estas condiciones. No hace falta chequear que el
promedio exista porque eso lo tenemos garantizado por el Teorema 6.

3.1. Demostracién del Teorema 2

Daremos condiciones suficientes y necesarias para que {p sea simplemente normal.
Recordemos que el hecho de que sea simplemente normal, quiere decir la sucesién {Qq(n)
méd 2},>1 es simplemente normal sobre el alfabeto {0,1}.

Lema 2 (Ida del Teorema 2). Sea P un conjunto de primos que deja muchos afuera.
Entonces £p 2 es simplemente normal en base 2.

Demostracién. Escribimos £po = 0.a1azas3. ... Definimos la siguiente funcién g : N — R
completamente multiplicativa:

1 si a, =0,

-1 sia,=1.
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En otras palabras, tenemos que g(n) = (—1)9“’(”). Por como definimos g, es equivalente
ver que g es simplemente normal sobre el alfabeto {—1,1} a que &po lo sea en base 2,
puesto que es solamente un renombre de los digitos binarios del nimero.

Dada la definicién de g, para p € P se tiene que g(p) = 1, y para p ¢ P se tiene
g(p) = —1. Por lo tanto, tenemos que

L= o) 0 si g(p) =1,
g 2/p sig(p) =-1

Notemos entonces que
I e D
p p’
P Ay

que por hipdtesis diverge. Por lo tanto, utilizando el Teorema 7, obtenemos que el promedio
de g es 0. Pero ya vimos en el Lema 1 que si el promedio era 0, y el alfabeto tenia solamente
los simbolos 1 y —1, entonces era simplemente normal. Por lo tanto, a, es simplemente
normal, o sea, {p2 lo es en base 2. ]

Veamos la vuelta ahora, que para que la sucesion {p o sea simplemente normal, entonces
P debe dejar muchos afuera.

Lema 3 (Vuelta del Teorema 2). Sea P un conjunto de primos. Si po es simplemente
normal, entonces P deja muchos afuera.

Demostracion. Definimos la siguiente funcién g : N — R completamente multiplicativa:

1 sia, =0
g(n) =
-1 sia,=1

Como la sucesién a,, es simplemente normal, debe ser que el promedio de g existe y es 0,

por el Lema 1. Por el Teorema 7 se tiene que o bien g(2k) = —1 para todo entero positivo
1—
k, o bien la serie Z ﬂ diverge. Notemos que si 2 € P, entonces g(2) =1,y si 2 ¢ P,
B p
2 : . 1—g(p) .
entonces g(4) = (—1)° = 1, por lo que debe ocurrir necesariamente que ———= diverge.
p
Por lo que dedujimos anteriormente, esta dltima serie es también
2

P

pEP
por lo que debe ocurrir que P deja muchos afuera, como queriamos. O

En virtud de los tltimos lemas, hemos probado el Teorema 2.
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3.2. Demostracién del Teorema 4

.. . . / .
Debemos dar condiciones suficientes y necesarias para que {3 , sea simplemente normal
K
en base 2.

Lema 4 (Parte de la ida del Teorema 4). Sea P un conjunto de primos que deja muchos
afuera. Entonces §§>72 es simplemente normal.

Demostracién. La demostracién es practicamente la misma que para {po. Definimos la
siguiente funcién g : N — R multiplicativa:

1 sia, =1,

g(n) =
-1 sia, =0.

En otras palabras, tenemos que g(n) = (—1)~*(™),

- 9(p)

1
Como P deja muchos afuera, la serie Z diverge. Por lo tanto, por el Teorema 7,

g debe tener promedio nulo. En virtud del Lema 1, g es simplemente normal, y por lo tanto
£po en base 2 también. X

Lema 5 (Parte de la ida del Teorema 4). Sea P un conjunto de primos tales que 2 ¢ P.
Entonces £§>,2 es simplemente normal en base 2.

Demostracion. Definimos la siguiente funcién g : N — R multiplicativa:

1 sia, =0
g(n) =
-1 sia,=1
Como 2 ¢ P, entonces ¢g(2¥) = (=1)! = —1 para todo entero positivo k. Por lo tanto,
por el Teorema 7, g debe tener promedio nulo. En virtud del Lema 1, g es simplemente
normal, y por lo tanto {p > en base 2 también. O

Veamos ahora la vuelta de estos ultimos dos resultados.

Lema 6. Sea P un conjunto de primos. Si 56)?2 es stmplemente normal, entonces debe
ocurrir alguna de las siguientes dos opciones (o ambas):

» P deja muchos afuera,
" 24P
Demostracion. Definimos la siguiente funcién g : N — R multiplicativa:
1 sia, =0

g(n) =
-1 sia,=1

Como 56;72 es simplemente normal, debe ser que el promedio de g existe y es 0. Por el
Teorema 7 se tiene que o bien g(2k) = —1 para todo entero positivo k, o bien la serie
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1—
Z ﬂ diverge. Notemos que si g(2k) = —1 para todo entero positivo k, entonces
p

(p)

1—
debe ocurrir que 2 ¢ P. Si por otro lado ocurre que Z -9
p

P
muchos afuera. O

diverge, entonces P deja

En virtud de los tltimos tres lemas, hemos probado el Teorema 4.

3.3. Un comentario

Tenemos condiciones necesarias y suficientes sobre el conjunto P que garantiza que la
sucesion {ay, }n>1 es simplemente normal en base 2, tomando respectivamente, a,, := Qp(n)
méd 2 y a, = wp(n) méd 2. Estas sucesiones cumplen a, = ap, para cada p € P. Si
tomamos P = {2, 3} tenemos sucesiones computables y simplemente normales que cumplen
an = a9, = agy,. Dichas sucesiones son

u 9{2’3}(’”) méod 2,
" wio31(n) méd 2.

En [11] tenemos algunos avances. Se conjetura que &j o es un nimero normal en base
2. Solamente tenemos resultados para k = 2 y k = 3. El hecho de que &y, sea normal en
base 2 es equivalente a la Conjetura de Chowla [4], y esta implica la hipétesis de Riemann
(pero no son equivalentes).

A partir de los resultados de este capitulo creemos que si se demuestra que §po es
normal, se podrd también demostrar que para ciertos conjuntos de primos P el niimero
§p2 también es normal.
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Y 5

Ahora vamos a trabajar con las sucesiones Qp(n) méd b, y wp(n) méd b, es decir, con
los ntimeros {p y f&b para bases b mayores a 2. Procederemos de forma similar a la del
capitulo anterior. Primero demostraremos que nuestras funciones tienen promedio, y luego
usaremos las condiciones del Teorema de Delange, Wirsing y Halasz para dar condiciones
suficientes y necesarias sobre el conjunto P que garanticen que los respectivos nimeros
sean simplemente normales en base b.

Damos a continuacion la version completa del Teorema 7, que presentamos en el
capitulo anterior. Usamos la notacién R(z) para denotar la parte real del nimero complejo
z.

Teorema 7 (Delange, Wirsing, Haldsz, versién completa). Sea g : N — C una funcion
multiplicativa. Entonces el promedio

n—-4o0o

L
A= lim szlg(n)

eriste y es no nulo si y solamente si se satisfacen en simultdneo las siguientes dos
condiciones:

» existe un entero positivo k que satisface g(Qk) %+ —1,

m g serie

Ezl—dm

» p
converge.
Mds atn, el limite existe y es nulo si y solamente si ocurre alguna de las dos siguientes
condiciones:

= existe un real T tal que g(Qk) = —2% para todo entero positivo k,

m g serie

2:1—%w@m%ﬂ

> p

diverge para todo real T.

Por comodidad a la hora de presentar algunas expresiones, vamos a definir la siguiente
notacion.

Definicién 7 (Distancia pretenciosa, [9]). Sean f,g : N — C tales que |f|,|g| < 1,y X
un entero positivo. Definimos

D(f,g.X) = | Y 1 —R(f(n)g(n))

p<X p

dénde p es un nimero primo. Definimos ademas D(f, g) := Xh’rJrrl D(f, g, X).
—+o0

15
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Existe una teoria de la distancia pretenciosa que incluye al Teorema 7, nosotros no
entraremos en ella. En este trabajo, inicamente usaremos dicha definicién.
Necesitamos el siguiente lema.

Lema 7. Sea g : N — C una funcion multiplicativa que dnicamente puede tomar como
valor las raices m-ésimas de la unidad, para algin m determinado. Entonces g tiene
promedio.

Demostracion. A lo largo de la demostracién, usaremos p para referirnos a nimeros
primos, como asi también las series y sumas serdn tnicamente sobre niimeros primos.

Veremos que se cumple una condicion del Teorema 7. Si ]D(g,n”) diverge para todo
real 7, entonces ya esta dicho por el Teorema 7 que g tiene promedio. Veamos que si 7 es
no nulo entonces D(g,n’") no converge. Dicha expresién es

> 1 —R(g(p) exp (—itlog p))

> p

La idea es tomar aquellos primos que hacen que g(p) exp(—i7logp) esté lejos de 1 en
el plano complejo. Como dicho niimero yace sobre el circulo unitario, bastara ver que su
argumento esté lejos del dngulo 0 médulo 27w. Una vez que sepamos qué caracteristicas
tienen esos primos, veremos que la serie de los inversos de los primos que cumplen dicha
caracteristica diverge. Esto sera suficiente, puesto que si g(p) exp(—i7 log p) estd a distancia
por lo menos ¢ del 1, entonces 1 —R(g(p) exp(—iT log p)) serd por lo menos ¢, y por lo tanto
3 1 — R(g(p) exp(—itlog p))

» p
todos los primos, notando que aquellos términos que estamos quitando son no negativos,
por lo que si una subserie diverge, como todos son positivos, la serie debera divergir.

Consideremos . .
t t
A, = —_——— —+ — 5d 1
" U (m amm 4m> o

Entonces, A,, tiene los valores que ‘estan cerca’ de las fracciones con denominador m. Por
lo tanto, vamos a querer considerar aquellos primos p tales que 7logp/(27) € Ap,. De esta
manera, el nimero complejo g(p)exp (—iTlogp) estard lejos del 1, sin importar cuanto

valga g(p).
Consideremos el complemento de A,,, al cual llamaremos

divergira. Lo que estamos haciendo es considerar algunos de

m  4m’ 4m
0<t<m

t 1t 3
By, = —+—,—+—| mdd1
= U | L
En la siguiente figura, podemos observar que buscamos que el complejo exp (—iTlogp)
caiga en los intervalos verdes. Esto seria lejos de las raices de la unidad b-ésimas. Y esto

es equivalente a que 7logp/(2m) pertenezca a By,.
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C3 Cl

——

6
Fig. 4.1: Construccién para Ag y Bs.

Volviendo a la expresién 7logp/(2m) € By, buscamos que exista un valor entero de k
y un resto médulo k para t para los cudles se verifica que

t 1 t 3
logp/(21) € |k + — + — k+ -+ 2|,
7log p/(2m) [ to +m+4m}

En ésta expresion, podemos despejar p para asi obtener que buscamos dichos k y t para

2 t 1 2 t 3
peElexp|—(k+—+— )|, exp| — [+ —+ — .
T m  4m T m  4m

Uniendo todos esos posibles intervalos, y definiendo

2 1 2r 2
T=exp|— -— ), c=exp|—--
T 4m T 4m

en definitiva estamos considerando los p que pertenecen a [T,cT| U [Tc?, Tc* U ..., y
por el Lema 2, la serie de los inversos de los primos diverge sobre dicho conjunto, como

los cuales

desedbamos obtener.
Esto quiere decir que, en el caso de que exista 7 que haga que la serie converge, debe
ser necesariamente 7 = 0. Por lo tanto,

3 1 - R(g(p))

p

< Q.
p

Como g toma finitos valores en la circunferencia unitaria, para todo primo p debe ser
g(p) =101 —R(g(p)) > ¢ para alguna constante ¢ positiva. Esto quiere decir que

1 1-Rg@) _
o> pgzp: p =0

p,9(p)#1
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1
0 sea Z — converge. Pero como |1 — g(p)| < 2, tenemos entonces que

p,9(p)#1
1 —g(p)| 2 1
— << - = 2 — < 00.
P p,9(p)#1 p,9(p)#1

Si existe un entero positivo k tal que g(2k ) # —1, entonces por el Teorema 7 el promedio
existe y es no nulo. Por el contrario, si g(2k) = —1 para todo entero positivo k, entonces
podemos tomar 7 = 2r/log2 mediante el cual g(2%) = —2¥" = —1 para todo entero

positivo k. Por lo tanto, por el Teorema 7 nuevamente, g tiene promedio nulo.
O

Una demostracion alternativa para este 1ltimo Lema, es la que se puede encontrar en
[8, Proposition 2. (i)]

Sea ¢ una raiz b-ésima de la unidad. Vamos a emular lo hecho en el capitulo anterior
para la rafz cuadritica primitiva (-1). Vamos a analizar las funciones g(n) = (%™
y g(n) = C“’f}’(”). Utilizando el Teorema 7, y el Lema anterior, dichas funciones tienen
promedio nulo si y solamente si alguna de las siguientes se cumple:

. g(2k) = —1 para todo entero positivo k,

= la serie
Z l—g (p)
p p

diverge.

En el contexto de nuestro problema, la primera condicién ahora es imposible, ya que b > 2.
Por lo tanto las g(n) definidas anteriormente tendréan promedio igual a 0 si y solamente si

la serie
Z 1—g(p)

B p

1_
diverge. Por lo visto antes, esta tultima suma es igual a Z J, por lo tanto la serie

pEP
diverge si y solamente si P deja muchos afuera.

Resta ver que {pp y {&’b son simplemente normales en base b si y solamente si la funcion
g(n) tiene promedio 0. Usaremos el siguiente lema, que vale mas generalmente.

Lema 8. Sea g : N — C multiplicativa que toma valores en las raices m-ésimas de la
unidad. Entonces g es simplemente normal si y solamente si g, g>,...,g™ ' tienen todas
promedio nulo.

Demostracion. Veamos directamente la vuelta, ya que la ida es clara.
Definimos by, = #{1 <i <n | g(i) = ¢*}. La condicién para g nos dice que:

, bl,ng1 + b2,n<2 + 4+ bm,ncm
lim =

n—-4oo n

0.

De la misma forma, tomando gk para cada 1 < k < m — 1, obtenemos que

o bl bo (R by
[ := lim : : . = 0.

n—-+o00 n
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bl,n + b2,n + -+ bm,n

Notar también que l,,, := lim
n—-+00

- = 1,yaque by p+ba nt+- - +bpyp = n.
Queremos ver que 11’1_’1_1 bgn/n = 1/m para cada 1 < k < m. Consideremos
n—-+0oo

L/CF + 1 /CP* 4 1 O™ =1,

. ., mbg
Basta ver que el lado izquierdo es exactamente hril —% Observar que para cada
n——+o0o n

1 < j <'m, se tiene que el coeficiente de b;,, en dicha expresién es

(CJ/Ck + CQj/C% 4+t (mj/cmk) _ (Cj_k + <2(j—k:) ot Cm(j_k))~

1 1
n n
Notemos si j = k, que el numerador es n; y en caso contrario el numerador es la suma de
las potencias de la raiz m-ésima de la unidad (no necesariamente primitiva), y dicho valor

es 0. Por lo tanto,
L/CF+ 10/ 4 4 1 /™ = lm mbg /0
n—-+0o
Entonces, lim by,/n =1/m, como querfamos ver. O
n—-+o0o

Observemos entonces que si P deja muchos afuera, entonces cada una de las funciones
q,q%, ... ,gb*1 tiene promedio nulo. En virtud del Lema 8, {pj y {6;7,) son simplemente
normales en base b.

Por otra parte, si {pp y éé’,b son simplemente normales, por el Lema 8 eso quiere decir
que g tiene promedio nulo. Por lo que debe ser que P deja muchos afuera.

En virtud de lo obtenido, hemos demostrado los Teoremas 3 y 5.
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Consideremos el nimero {p; para cualquier base b. El Teorema 1 enuncia una cota
superior de la velocidad de convergencia de {pj; a la simple normalidad en base b. Este
resultado da una demostracion alternativa de la que dimos para los Teoremas 2, 3, 4 y 5,
proveyendo ademaés una estimacién de cudn rapido nuestro nimero converge a la simple
normalidad. No sabemos si esta estimacién es holgada o no.

El contenido de este capitulo es trabajo conjunto con Verdnica Becher y Gérald
Tenenbaum recientemente publicado [3].

Coémo lo hicimos en el capitulo anterior, utilizamos una raiz b-ésima primitiva de
la unidad. En el capitulo anterior la llamamos (, pero en este simplemente utilizamos

a
la notaciéon exponencial, recordando que tomando a = 0,1,...,b — 1 en exp (f2m’>

obtenemos todas las raices de la unidad b-ésimas.
Recordemos el Lema 8 del capitulo anterior.

Lema 8. Sea g : N — C multiplicativa que toma wvalores en las raices m-ésimas de la
unidad. Entonces g es simplemente normal si y solamente si g,q¢>,...,g™ ! tienen todas
promedio nulo.

Utilizaremos los siguientes dos resultados de Gérald Tenenbaum en [15], sobre promedios
efectivos de funciones multiplicativas complejas. El primero es una version efectiva del
teorema de Deldnge [14, Theorem I11.4.4]. El segundo nos da la cota efectiva en caso de
que el conjunto P deje muchos afuera.

Lema 9 ([15, Corolario 2.2 ]). Sean A, B, o reales positivos. Sea f : N — C que verifica
1-—%R
que f € My(A, B) y que para todo primo p se tiene |f(p)| < 0. Si E 7f(m converge,
p
»

entonces

_ N I8 o (e ez 1y 5 SPEZN )
3100 = Rigmey [T, T +0 (e + S 50)

donde:
Q.= wf min(l, Q)/(5 - mfn(la Q))7
» b:=wsmin(l,p)/6,

» wy =1 en el caso de que f sea real, y wy =1/2 si es compleja

= Z(N; f) = Zf;p),

p<N

1
= y vy se define de forma tal que Z (
p<N

R 1
(f]()p))) ogp < vylog N yvy — 0 cuando

N tiende a infinito.

20
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1-R
Observar que la existencia de vy se deduce del hecho de que Z 7]%@ converge,
p
p
usando suma de Abel a partir de ella.
A lo largo del trabajo veniamos usando Q para denotar P\ P. Para respetar la notacién

del autor, en lugar de usar Q, pasaremos a usar F.

Lema 10 ([15, Corolario 2.4]). Sea E un conjunto de nimeros primos, y E(x) = Z 1/p.

p<z,peE
Supongamos que E(z) — 400 cuando x — +o0. Sea x € (0,1). Sik <r < 2—kK, z = ré’
y —m < 0 <7, entonces para todo x suficientemente grande se tiene que

QO H92
Zz ne(M) < g exp <r —1- 180 E(ZL’)) .

0

n<x
Pasamos ahora si a la demostracién del Teorema 1, el resultado principal de la tesis.

Demostracion. En primer lugar, veamos que si un conjunto de primos P deja muchos
afuera, entonces {Qp(n) mdd b},en es simplemente normal. Gracias al Lema 8, basta con
ver que cada una de las funciones definidas por

n — exp (%Qy(nﬂm’)

tienen promedio cero, para cada 1 < a < b—1. Pero, por como definimos dichas funciones,
basta verlo para un sistema completo de residuos no nulo médulo b.

Sea entonces P un conjunto de primos que deja muchos afuera. En virtud del Lema 10,
para cada |a| < b/2, se tiene

Z exp (%pr(n)Qm') < Nexp <1;SZ2E(N)> (5.1)

n<N

para todo N suficientemente grande. Estamos utilizando el Lema 10, para r =1, k = 1,
z=-exp(a/b) y 6 =a/b.
Observemos que entonces

tiende a 0 cuando N tiende a 400, por lo que cada una de las funciones estudiadas tienen
promedio nulo. Y usando Lema 8, se tiene que {p; es simplemente normal en base b.
Maés ain, notemos que podemos llegar a una cota superior efectiva. Observemos que,
utilizando la notacién del Lema 8 y las cotas proporcionadas por la Ecuacién 5.1, tenemos
que
bk /1 — 1/b] < exp(—E(N)/(1800%)),

en dénde estamos utilizando el sistema completo de residuos proporcionado previamente
y sus cotas.
Por el contrario, supongamos ahora que P no deja muchos afuera. Basta ver que la

1
funciéon f : N — C definida por n +— exp(gQg:(n)Qm') no tiene promedio nulo. En efecto,
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veamos que f satisface las condiciones del Lema 9. Podemos tomar A = 1 siendo que la
imagen de f estd contenida en el circulo unitario. Ademds, observemos que se verifica que

17 10 174
y [f@)llogp”

2
», v>2 p
converge, puesto que es igual a
> e
v b
p o2 P

que, como ya vimos en la Proposicién 1, converge.

Ademais, tenemos que Z 3;](3() (1 —exp(27i/b)) Z 1/p converge, al ser que P

D PEP
no deja muchos afuera. Por lo tanto, utilizando el Lema 9 con ¢ = 1 se tiene que

¥ X 0=y [TT X 255 0 (seemtzav gy + 252000

n<N p p¥<N (IOg I‘)

Basta ver que dicha expresién es > 1, para poder afirmar que no tiende a 0. Es decir,
observando que lo que estd dentro de O tiende a 0, solo resta ver que

H Z f7>>logN

p p’<N

174
Notemos que f(p) es o bien 1, o bien exp(27i/b). Afirmamos que H Z @ tiene el
p pY<N
orden de crecimiento igual a H Z iy, que es exactamente la serie arménica, que ya
P pY<N
vimos tiene orden de crecimiento logaritmico.
Por la suma de una serie geométrica, tenemos que

f fp)/p)" -1
Z fo)/p—1

v<n

Y tenemos que
(f(p)/p)" ™ = 1] > |(1/p)" ™ = 1,

1f(p)/p =1 < [1/p+1] < eP|1/p—1].
Observemos que el producto de todas las constantes converge a un nimero, puesto que
estamos tomando aquellos p € P, cuya serie de inversos converge. Por lo tanto,

IEEED B

v<x 1/<ac

y podemos concluir que

Zfiﬁ)y >>Zply>>logN,

v<z v<z

como deseabamos obtener.
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Si bien no es necesario, la ultima parte de la demostraciéon puede ser reemplazada por
a/b en lugar de 1/b y obtener que no solamente f no tiene promedio nulo, sino que ninguna
de f, f2,..., f*! tiene promedio nulo.
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