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Resumen

La electrodeposicién ramificada en celdas delgadas (ECD) es un modelo
paradigmatico para el estudio de la formaciéon de patrones de crecimiento
(GPF), es decir, el crecimiento inestable de interfases. El estudio del GPF
puede ser encuadrado dentro de los asi llamados sistemas complejos, tema
considerado como uno de los grandes desafios cientificos de este siglo por la
Academia de Ciencias de USA.

En los fenémenos de ECD se producen geometrias complejas de carac-
teristicas dendriticas o fractales. Subyacente al crecimiento dendritico existe
un complejo proceso fisicoquimico hidrodinamico de transporte de iones que
determina el patrén de crecimiento.

En este trabajo se presenta un modelo computacional de transporte ioni-
co en donde se elucida la naturaleza tridimensional del fenémeno a través de
la simulacién numérica y la utilizacion de técnicas avanzadas de visualizacién
espacio-temporal.

Los resultados obtenidos predicen complejas estructuras internas al flujo
hidrodindmico tales como anillos vorticosos de origen eléctrico, tubos de tor-
bellino de origen gravitatorio, domos de concentracién y de campo eléctrico,
y su interaccion con las dendritas. Dichas estructuras han sido observadas
experimentalmente.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones generales

En electrodeposicién en celda delga la celda electrolitica consiste en dos
placas planas de vidrio entre las cuales se colocan dos electrodos (que pueden
ser alambres de zinc o cobre) en forma paralela separados por una solucién
acuosa de un electrolito. Generalmente se utiliza Sulfato de Zinc (ZnS0y)
o Sulfato de Cobre (CuSO4) con concentraciones que varfan desde 0,01
a 0,5M/l). Una diferencia de potencial aplicada entre electrodos produce
un depdsito ramificado por reduccién de los iones metalicos. Las variables
principales que controlan el crecimiento son la concentracion de la solucién,
el voltaje aplicado y el espesor de la celda. La literatura muestra que cuando
estos parametros varian se obtienen depésitos con morfologias dendriticas o
fractales.

Desde la decada del 80, la electrodeposicién en celda delgada (ECD!) se
ha popularizado como paradigma del fenémeno de formacién de patrones de
crecimiento lejos del estado de equilibrio (GPF2). Bajo ciertas condiciones,
los patrones que se forman mediante la ECD tienen caracter fractal y fueron
analizadas asumiendo que la difusién es el modo dominante en el transporte
quimico.

Si bien las ecuaciones generales que gobiernan a la ECD con electro-
dos fijos se conocen desde hace mucho tiempo, el estudio y la simulacién
de ECD teniendo en cuenta el crecimiento del depésito (electrodos méviles)
comenzo en la década del 80 estimulado por el desarrollo de la geometria
fractal. Los trabajos pioneros de esa época dieron lugar a los modelos de un
solo campo, los asi llamados modelos de crecimiento fractal Laplaciano, tales
como DLA3 y el DBM*. Sin embargo, los modelos de un solo campo no pue-
den describir procesos generales de ECD, en donde subyacen al crecimiento
ramificado, los efectos combinados de varios campos no lineales.

El transporte iénico esta gobernado principalmente por la difusién, mi-
gracion y la conveccién. Experimentos recientes demuestran la relevancia
de la conveccién frente a la difusién y migraciéon en el transporte idnico.
Es precisamente el andlisis combinado de estos tres factores el objetivo del
presente estudio.

'ECD=ElectroChemical Deposition
2GPF=Growth Pattern Formation
3DLA=Diffusion Limited Aggregation
4DBM=Dielectric Breakdown Model



1.2. Patrones de crecimiento

1.2.1. Configuracién genérica de los experimentos

En la figura 1.1 se presenta el esquema de un experimento habitual de
electrodeposicién con las placas de vidrio y los electrodos.

B

Figura 1.1: Diagrama del sistema experimental utilizado en electrodeposicién. S
es la fuente de luz, M es el microscopio y CCD es la caAmara de video.

A la distancia entre placas se la denomina d, a la que existe entre &nodo
y catodo L, y al largo de estos w (L y w suelen ser mucho més grandes que
d, a veces dos érdenes de magnitud mayores). A este sistema se lo denomina
celda electrolitica.

El resto del equipamiento se utiliza para realizar las mediciones: un mi-
croscopio con una camara de video (CCD?®), una fuente de luz, y un video-
grabador o una placa digitalizadora para exportar las imagenes directamente
a una PC. Los pardmetros de control de este experimento son:

= d, distancia entre placas.

= F', tension o corriente entregada por la fuente de alimentacién.
= [, separacion entre anodo y catodo.

s (), concentracién de la solucion.

Finalmente, si aplicamos una diferencia de potencial entre los electrodos,
una corriente eléctrica comienza a fluir entre ellos, y podemos decir que
ocurre un proceso electrolitico.

1.2.2. Proceso electrolitico

Los experimentos de electrodeposicién se pueden realizar utilizando una
fuente de tensién constante, caso que se denomina potenciostdtico (existe un
contraelectrodo de control).

5CCD = Charge -Coupled Device.



También pueden llevarse a cabo usando una fuente de corriente constan-
te, entonces el experimento se denomina galvanostdtico. En este iltimo caso
se obtiene una densidad de corriente® y una tasa de deposicién constantes.
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Figura 1.2: Inicio del experimento, los cationes (Cu?*) se mueven hacia el cdtodo,
mientras que los aniones (SO3 ) lo hacen hacia el 4nodo.

A continuacién vamos a describir un proceso tipico de electrodeposicion
con una solucién acuosa de sulfato de cobre (CuSO4) y electrodos de cobre,
aunque esta descripcion es generalizable.

Inicialmente, la fuente de tensién o corriente constante esta cerrada y la
solucién electrolitica se encuentra en reposo. Los cationes Cu? y los aniones
S Oz_ estan distribuidos uniformemente y solo se mueven por difusién” .

Cuando la fuente comienza a entregar energia, las cargas empiezan a
moverse por conveccién® eléctrica (migracidn) debido al campo eléctrico
impuesto, ademas del movimiento difusivo que ya experimentaban. Los ca-
tiones se desplazan hacia el cdtodo? y los aniones hacia el &nodo. El esquema
1.2 muestra graficamente este proceso.

Simultdneamente, en la celda se produce una reaccién redoz'®. En el
catodo se produce la reduccién de los cationes cobre: Cugy(ag) + 2e~ —
Cu(s), y en el 4nodo la oxidacién de los cationes cobre: Cu(s) — Cuat(aq)+
2e~. Esto determina que los cationes se depositen sobre el cdtodo y que el
anodo se vaya disolviendo durante la reaccién.

Entonces, en los primeros instantes se produce una ausencia de iones
cerca del catodo debido a la deposicién de cationes y a la migraciéon de
aniones hacia el &nodo. Al mismo tiempo, encontramos un aumento de iones
en la zona cercana al dnodo, ya que los aniones se acumulan y los cationes
penetran en la solucién debido a su disolucién.

5Se llama densidad de corriente a la cantidad de corriente que circula por unidad de
superficie.

" Difusién: Un proceso en el cual las particulas se dispersan, moviéndose de regiones
de mayor densidad a regiones de menor densidad [Academic Press Dictionary of Science
Technology].

8 Conwveccidn: Una transferencia de calor o masa que ocurre cuando un fluido fluye sobre
un cuerpo sélido o dentro de un canal mientras las temperaturas o concentraciones dentro
del fluido y de la capa limite del mismo son distintas. Entonces ocurre esta transferencia
dentro del fluido como consecuencia del movimiento interno del fluido con respecto a la
capa exterior [Academic Press Dictionary of Science Technology].

9Recordemos que el cétodo tiene potencial negativo, mientras que el dnodo positivo.

10Redox es una reaccién del tipo reduccién-oxidacién.
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Figura 1.3: Instantes después de iniciado el experimento, se desarrollan tubos
vorticosos debido a la accidén gravitatoria.

Esta situacion inestable hace desarrollar zonas de bajas concentraciones
de iones cerca del ciatodo y de altas cerca del anodo, lo que se traduce
directamente en variaciones en la densidad de la solucién en dichos lugares.
Aqui la gravedad juega un papel importante, ya que debido a su accién se
generan movimientos de fluido que intentan equilibrar esta situacién. Por un
lado tenemos una circulacion del fluido hacia la parte superior de la celda
cerca del catodo, mientras que en el anodo la diferencia de peso hace que la
circulacién sea hacia el piso de la misma.

Estas corrientes producen tubos vorticosos rotando en el mismo sentido,
vy a medida que pasa el tiempo, acercandose uno a otro. Este fenémeno se
puede apreciar en el esquema 1.3 que corresponde a una vista de costado
del experimento en sus instantes iniciales.

Simultaneamente, en una regién muy cercana al ciatodo se desarrolla
una zona eléctricamente cargada, dando lugar a fuerzas de Coulomb que
inicialmente apuntan hacia el catodo.

Luego de pasados algunos segundos, esta situacién dispara el crecimiento
del depdsito sobre el catodo, que comienza sélo como unas pequenas rugo-
sidades, pero que con el correr de los segundos toman forma de filamentos
metalicos tridimensionales o dendritas. En la punta de estos dedos se con-
centran fuerzas de Coulomb, cada filamento permite al fluido penetrar por
las puntas y ser empujando por los lados, formando un anillo vorticoso ali-
mentado por estas fuerzas eléctricas.

La figura 1.4 (b) muestra un corte de este fenémeno. Debido a la natu-
raleza bidimensional de la medicién efectuada, solo se puede apreciar un par
de vértices contrarotantes, pero la existencia de anillos tridimensionales y
su visualizacion mediante simulacién es uno de los resultados obtenidos en
el presente trabajo.

El experimento se visualiza mediante el agregado de particulas trazado-
ras no ionizadas a la solucién de 1-3um didmetro'!. En la figura 1.4 podemos
ver el resultado del seguimiento de las trayectorias de particulas trazadoras
en un experimento, cuyas condiciones son [25]:

(a) t &~ 15s, las dimensiones de la celda son 17 x 1 x 0.25mm?3, solucién

"Ppyeden considerarse neutras en cuanto a la densidad y aporte de cargas.
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Figura 1.4: Movimiento convectivo visualizado con una cdmara de video y particu-
las trazadoras. En (a) tenemos una vista de costado (plano vertical perpendicular
a los electrodos) en la que se pueden observar las trayectorias debido a la accién de
la gravedad y a la diferencia de densidades. En (b) hay una vista desde arriba, en
la que el movimiento se debe, principalmente, al campo eléctrico [25].

de Sulfato de Zinc (ZnS04) a 0.2M y corriente constante con una
densidad de 40 mA/cm?.

(b) t ~ 840s, las dimensiones de la celda son 25 x 25 x 0.1mm3, solucién
de Sulfato de Cobre (CuSO4) a 0.01M y corriente constante con una
densidad de 4 mA/em?.1?

1.3. Resultados experimentales

En la figura 1.5 se puede apreciar una serie de imagenes de un experi-
mento en el que el crecimiento del depdsito es poco denso, para tomarlas
se ha utilizado una técnica de contraste diferencial denominada Schlieren's.
Las zonas claras que se observan tanto cerca del dnodo como del catodo
representan valores mayores en el médulo del gradiente de la concentracién
de la solucién y en [34] se demuestra que coinciden con los rollos andédi-
cos y catddicos respectivamente. Las zonas oscuras que se ven en el centro
de la celda corresponden a valores de concentracién que son esencialmente
constantes.

Al comienzo, los frentes de concentracién se desarrollan rapidamente
tanto en el &nodo como en el cdtodo, de forma paralela a los electrodos, ver

12 (a)Experimento gravitoconvectivo dominante y (b) electroconvectivo dominante.
13Detalle de esta técnica se puede encontrar en [47]. Los puntos més claros corresponden
a valores positivos mayores de dc/dz.



Figura 1.5: Vista superior de una pequena seccién de la celda con concentracién
1.0M. A la izquierda se encuentra el cdtodo y a la derecha el dnodo. La distancia
entre los electrodos es de 12mm, el ancho es de 20mm, el alto es de 0.1mm, y el
tiempo se incrementa hacia abajo: 20, 40, 65, 90, 115 y 135 segundos [34].

figuras 1.5 (a) y (b). Cuando se dispara el crecimiento ramificado, el frente
catodico se deforma para envolver las ramas del depdsito, como se observa
claramente en las figuras 1.5 (¢) y (d).

Momentos después las ramas que se desarrollan més rapido se aproxi-
man al frente, deformandolo y comprimiéndolo localmente, pero sin llegar
a superarlo. La distancia entre el frente de concentracion y el depdsito es
variable y depende de las condiciones experimentales impuestas, las figuras
1.5 (e) y (f) muestran el comienzo de este fenémeno.

La figura 1.6 es una secuencia similar de imagenes de Schlieren, pero
con una concentracién inicial de la soluciéon de 0.3M. Las cuatro ultimas
imagenes de esta secuencia demuestran el proceso descripto anteriormente.

En este caso el experimento se lleva a cabo hasta que el depésito y el fren-
te de concentracién catédica se encuentran con el frente anodico. Se puede
observar un cambio en la morfologia del depdsito cuando ha llegado aproxi-
madamente a las 3/4 partes de la distancia 4nodo-catodo. Esta transicién,

10



Figura 1.6: Similar a la figura 1.5, pero con concentracién 0.3M, y con tiempos:
10, 30, 80, 130, 190, 250, 330, 350 y 390 segundos [34].

en la cual el depésito de vuelve mucho maés denso, es acompanado por un
cambio en la tasa de deposicién y resulta a partir de un cambio del ambiente
quimico alrededor de los dedos debido al choque con el frente anddico [25],

11



(9] y [24].
600

time (sec)

y (mm)

Figura 1.7: Una representacién espacio-tiempo de un experimento de electrode-
posicién con las mismas condiciones de la figura 1.6. Se muestra la evolucién del
deposito y de los frentes de concentracién. El cambio en la tasa de crecimiento se
produce debido al encuentro con el frente anddico [34].

Figura 1.8: Desarrollo del depdsito en un experimento a baja viscosidad (0% de
glyrecol). Se puede apreciar la distancia que existe entre las ramas.

La evoluciéon de los frentes de concentracion y del depdsito se puede
observar en la figura 1.7. Esta figura se obtiene promediando cada una de
las imagenes en un pequeno rango de x que contiene las ramas de crecimiento
mas rapido. Cuando la gravitoconveccion es la que prevalece, las ramas se
separan considerablemente y solo unas pocas (a veces una sola) se desarrolla
mas alla de los primeros instantes, realizando un efecto de apantallamiento
sobre el resto [37]. La secuencia resultante de las imagenes unidimensionales
se apila para formar un diagrama espacio-tiempo. El frente catédico crece
casi linealmente durante los primeros instantes, luego levemente méas rapido
que en forma lineal una vez que ha sido confinado por el depésito [34].

Otro aspecto importante es el cambio en la morfologia del depdsito con la
viscosidad del fluido. En [35] se estudia este problema mediante el agregado

12



de glycerol, produciendo variaciones en la parte hidrodinamica y en el campo
eléctrico (debido al cambio en la movilidad) y efectos secundarios tales como
variaciones en la constante dieléctrica (que disminuye con el aumento del
glycerol) y la posibilidad de un cambio en la cinética electroquimica de la
interfase depésito/solucién.

Figura 1.9: Desarrollo del depédsito en un experimento con un aumento de la vis-
cosidad (40 % de glicerol), el crecimiento es mucho mds compacto.

Para lograr esto, se utiliza una soluciéon 0.1M de ZnSO4 junto con
0.001M de HyS0, (Acido Sulfirico) para poder visualizar directamente los
distintos modos de transporte utilizando un indicador acido-base [25] y [23].
A esto se agrega glycerol en cantidades que fueron desde 0 a 40 % y que co-
rresponde a una variacién desde vy a 3.75 vy (v corresponde a la viscosidad
del agua pura). Los experimentos bajo condiciones galvanostéticas revela-
ron que incrementar la viscosidad induce un decremento en la conveccion,
los gradientes de concentraciéon se hacen més pronunciados, en tanto que la
resistencia eléctrica y el voltaje aumentan.

En [36] se compara el peso relativo de la gravito y la electroconveccién
frente a una variacién en la viscosidad, obteniéndose que, bajo condicio-
nes galvanostdticas, un aumento en la viscosidad promueve un aumento en
la parte eléctrica, pero no asi en la gravitatoria. Las figuras 1.8 y 1.9 son
imégenes de dos experimentos de similares caracteristicas, pero con diferen-
tes viscosidades, se puede apreciar una clara diferencia en la morfologia del
deposito, siendo mucho mas compacto el mas viscoso. En estas figuras tam-
bién se puede observar los frentes tanto anddico como catddico y la forma en
que las ramas lo pinchan y lo deforman. En la figura 2 de [36] se muestran
varias imagenes de diferentes tipos de experimentos y esta caracteristica se
mantiene.

A pesar de que no se han realizado mediciones experimentales tridimen-
sionales, ya en [18], [19] y [20] se han reportado observaciones de anillos
vorticosos, donde se muestra que pueden formar tubos capilares. Estas ob-
servaciones permitieron la formulacion heuristica de un modelo tridimensio-
nal para fluidos electroconvectivo dominantes en el cual se conjetura acerca
de la existencia de los anillos vorticosos en la cercanias de las ramas en
crecimiento y que los frentes de concentracién tienen forma de domos.

La interaccion de todos los modos de transporte y el depdsito es un pro-
blema tridimensional realmente complejo. De hecho, para atacar este pro-
blema, es necesario un modelo tridimensional generalizado, el cual sera pre-

13



sentado a partir del siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Consideraciones Teoricas

2.1. Modelo fenomenolégico

En esta secciéon se propone un modelo fenomenolégico tridimensional
general, es decir, que incluye tanto a los regimenes electro como a los gravi-
toconvectivos.

Como se explicé en el capitulo anterior, las diferencias de densidades
generan tubos vorticosos debido a la accion de la gravedad tanto en el catodo
(o en el frente del depésito cuando se forma) como en el dnodo. Estos tubos
o rollos son cilindros que se achican hacia los lados debido al efecto de las
paredes sobre los mismos.

El rollo catédico queda atado al frente del depdsito, mientras que fuerzas
de Coulomb se concentran en los dedos del depédsito generando anillos vorti-
cosos a su alrededor, ver figura 1.4 en la pagina 9. El frente de concentracion
envuelve las puntas de los dedos, formando capsulas semiesféricas.

Los dedos quedan conectados por estas capsulas o domos que envuelven
a cada uno, formando una superficie de separacion entre la zona de alta con-
centracion de solucién de la zona en la que la solucién ha sido parcialmente
consumida.

Cuando el depésito crece, interactia con estos rollos: los rollos y las
capsulas de concentracién forman una especie de sobre tridimensional que
eventualmente es deformado por los filamentos que crecen.

La influencia de la conveccién en la morfologia de las dendritas todavia
no ha sido del todo entendida. Bajo el predominio de la electroconveccion,
la estructura del anillo vorticoso favorece el crecimiento del dedo, atrayendo
solucién altamente concentrada. Al mismo tiempo, al dejar la solucién con
baja concentracién, los dedos a su alrededor encuentran menos material
para su propio crecimiento. Con estas condiciones, en [18] se sugiere que un
aumento en la electroconveccion o una disminucién en el espesor de la celda,
provoca una disminucién en la distancia entre dendritas.

La razon principal para la ocurrencia de este fenénemo es que incremen-
tar el espesor de la celda induce un comportamiento més gravitoconvectivo,
lo que tiende a producir una solucién mas homogénea en el frente catddi-
co (si visualizdramos el campo eléctrico, verfamos que las lineas estan més
homogéneamente distribuidas).

En resumen, la composicién de los anillos y rollos vorticosos es altamente
relevante en la morfologia del depdsito resultante y en la ECD en general,
por esta causa es necesario contar con un modelo que pueda predecir su
interaccion y nos permita profundizar en su conocimiento.

15



2.2. Modelo matematico

De aqui en adelante delinearemos un modelo matematico que capture el
comportamiento descripto en la seccién anterior. Luego realizaremos varias
operaciones con el mismo hasta obtener el sistema de ecuaciones que se
resuelve en el programa (el mecanismo de resolucién se explica con detalle
en el préximo capitulo). Nos centraremos, principalmente, en los siguientes
puntos:

= Ecuaciones que componen el sistema original: se explicard los alcances
de cada una y las limitaciones que surgen con su utilizacién o aproxi-
maciones elegidas.

= Numeros adimensionales y sistema final a resolver: se daran con detalle
las operaciones aplicadas a cada ecuacion para obtener el sistema, final
con lo que también se dejara bien en claro la definicién de los ntimeros
adimensionales.

Desde el punto de vista hidrodindmico, basicamente existen dos mane-
ras de obtener las ecuaciones que gobiernan el movimiento del fluido. Uno
de estos métodos aproxima el problema desde el punto de vista molecular,
lo que significa que se trata al fluido como consistente de moléculas cuyo
movimiento se gobierna por las leyes de la dinamica.

La otra alternativa es usar el concepto de continuo. En esta aproxi-
macion, las moléculas individuales se ignoran y se asume que el fluido es
continuo. En cada punto de este fluido continuo se supone que hay valores
unicos de velocidad, presién, densidad, etc. (a estas variables se denominan
campos). Este fluido continuo debe obedecer varias leyes, entre ellas la de
conservacion de la masa, el momento y la energia, las cuales dan lugar a un
conjunto de ecuaciones diferenciales que gobiernan los distintos campos. La
solucién a estas ecuaciones diferenciales define la variacién de cada campo.
Cada uno de estos corresponde a un valor promedio de la magnitud molecu-
lar en cada posicién y tiempo. No estd de més aclarar que en este trabajo,
hemos elegido la aproximacion de fluido continuo.

Otro aspecto importante, es la eleccion del sistema de coordenadas a
utilizar. Hay dos formas basicas de trabajar:

= Coordenadas Lagrangianas: se trata de rastrear cada particula indi-
vidual con su posicién y propiedades termodinamicas como variables
dependientes (fijas en la particula).

= Coordenadas Fulerianas: En este caso las variables independientes son
las posicién y el tiempo, y se enfoca en el fluido que pasa a través de
un volumen fijo de control en el espacio (fijas en el espacio). Este es el
sistema més popular y el que se ha elegido.

La wiscosidad dindmica de un fluido describe la habilidad de transmitir
fuerzas de friccion. Si se puede representar como una constante de propor-
cionalidad entre el estrés viscoso y el gradiente de velocidad, cumpliendo
con la asi llamada Ley de Newton de la viscosidad, se dice que estamos ante
un fluido Newtoniano. Si esta constante se hace cero, estamos ante lo que
se denomina como un fluido ideal, que solo tiene un proposito de estudio
tedrico. Finalmente, cuando la relacién no es lineal, se dice que el fluido es
No-Newtoniano. En el presente trabajo utilizaremos fluidos newtonianos.
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Entonces, el transporte iénico en una ECD en celda delgada puede ser
descripto con un modelo matemético macréscopico basado en primeros prin-
cipios. Este incluye a las ecuaciones de Nernst-Planck para el transporte de
iones, la de Poisson para el potencial eléctrico y las de Navier-Stokes para el
fluido. En [32] y [33] se han presentado modelos bidimensionales. En este mo-
delo no se tienen en cuenta reacciones quimicas secundarias o transferencia
de calor. Entonces, el sistema puede escribirse como:

oC;

- _V -3 2.1
o Vi (2.1)
F
2

= — iCi 2.

Vo ; Z:z C (2.3)
ot P po - Po

V-v=0 (2.5)

En la tabla 2.1 se da el significado de los simbolos que aparecen en estas
ecuaciones. Aquellos que contienen el subindice ¢ corresponden a las distintas
especies idnicas que intervienen en el experimento.

La ecuacién (2.2) describe el proceso de transporte electroquimico que
estd constituido por tres modos simultaneos:

= Difusion: Es el movimiento de las especies debido al gradiente de su
concentracién respectiva (estd representado por el término —D;VC;).

= Migracién : Es el movimiento de las especies con carga debido a la pre-
sencia de un campo eléctrico (representado por el término —u; C; Vo).

» Conveccion : Movimiento debido al flujo hidrodindmico (representado
por C;v).

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) se conocen como las ecuaciones de Nernst-
Planck para el transporte iénico, la (2.3) como la de Poisson, la (2.4) y la
(2.5) constituyen las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresi-
bles.

Los forzantes debido a las fuerzas de Coulomb y gravitatorias estan dados
por:

fe = eEZZzCz (2.6)

f=—rg (2.7)

Vamos a asumir un sistema constituido por dos especies (i = 2), lo que
habitualmente se conoce como electrolito binario sin soporte. A partir de
ahora llamaremos C; = C (cationes) y Cy = A (aniones). Si bien tanto en el
caso del sulfato de zinc como en el de cobre las soluciones son un poco acidas
y deberfa considerarse otra especie eléctricamente activa (H™), asumimos
que contamos con un electrolito aproximadamente neutro.

Para cerrar el modelo, utilizaremos para la densidad p una aproximacion
de tipo Boussinesq:

p=po(l+aAC + BAA) = po(1+ a(C —Cy) + B(A — Ag)) (2.8)
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Donde a y 3 son coeficientes de expansién que se definen formalmente de la
siguiente manera:
1 0p 1 0p

Cuadro 2.1: Descripcion de los simbolos que aparecen en las ecuaciones (2.1)-(2.7)

Simbolo | Significado
Concentracion

Flujo

Ntumero de cargas por ion

Constante de movilidad
Constante de difusion
Concentracién de referencia de cationes

Concentracién de referencia de aniones
Constante de Faraday
Potencial electroestatico

Carga electronica

Permitividad del medio
Velocidad del fluido

Presién

Viscosidad cinématica

Densidad del fluido

Densidad de referencia del fluido
Campo eléctrico

Campo gravitatorio

sl [EHS o x| oo R5E & =Q

Tiempo

El sistema formado por las ecuaciones (2.1)-(2.5) junto con condiciones
iniciales y de contorno apropiadas es valido en un dominio espacio-temporal
definido por G = [Q(t)x(0,¢)] donde € es una regién tridimensional con
frontera I'(t), que varfa a una velocidad proporcional a la norma del flujo j;.

A los efectos de llegar al sistema definitivo que utilizaremos, comencemos
aplicando la definicién de divergencia' a la ecuacién 2.1:

oC; _ 0ji, O, 0ji.

= - - 2.1
ot ox oy 0z (2.10)
Veamos como quedan los componentes del flujo:
. 0¢ oC; Oji, 0 0¢ 0?°C; 0
i = —iCim- — D i == —pin- | Cigz ) — Ds = (uC;
Jia 'ucﬁx oz +u0:>8a: “m(c x) 8x2+8x(uc)
. 0o oC; 0ji 0 0 0%C; 0
iy = —1iCig— — D i f=—pi— | Cim- | — Di - (G
Jiy uCay ay +vC; = Dy M@y <C’ y) P +ay(UC’)
) O¢ oC; 0j; 0 0P 0%Cc; 0
io = —HiCim— — Di—— i ==l im- | —Di - (WG
Jio = —uilig = Dig - twti= “az<caz> 922 T 9z (WC

!Para un campo vectorial V en coordenadas cartesianas, V-V =

oV, avy oV
m z
divV

ox o o]
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Donde u, v y w son las componentes de la velocidad del fluido v. Si reem-
plazamos en la ecuacién (2.10), llegamos a:

. 2. 2. 20,
m1q4£«@%>+5Gﬁ%+8<Q%ﬂ+D Ci, p@Ci  p, O°C

ot Ox oy oy 0z 0z Ox? Oy? 022
0 0 0
T or (uCi) — dy (vCi) — 9 (wCi)

A continuacién obtenemos las ecuaciones correspondientes a las dos es-
pecies (cationes y aniones):

oc 0¢ 0¢ 0 (00 2
P [830 (0833) oy oy (08y> * 0z <06z>] +Devie

[ (8)-508) 2 o
_7(uA) 88( )—*(“’A) |

La ecuacién de Poisson (2.3) para el potencial electrostatico deviene en:
F
V2 = — (244 — 2cC) (2.13)
€

A continuacién escribimos el sistema (2.4)-(2.5) en la forma “funcién de
corriente-vorticidad” para lo que tomamos el rotor e introducimos la funcién
de vorticidad w y el vector potencial de velocidades :

%j v Vw=w: Vv +rAw+ pT(VC Vo) + ;)e(VA-qu)
—aVx(g-C)—pVx(g-A (2.14)
W=V xv (2.15)
w=— Ay (2.16)

De esta manera logramos eliminar la presién p. En el apéndice A se
muestra el proceso completo de transformacion. El sistema final a resolver
consiste en las ecuaciones (2.11)-(2.16) con condiciones iniciales y de con-
torno que se discuten mas abajo.

2.3. Analisis dimensional

A continuacién se presenta un andlisis dimensional del sistema (2.11)-
(2.16) por medio de una transformacién algebraica [48]-[50].

El objetivo es reducir la parametrizacion fisica a un conjunto de niimeros
adimensionales. Para ello, introducimos las siguientes variables:

v’ = r/0; y = y/zo; 7 = 2/ xo;
v = u/uo; v = v/v; w' = w/wo;
= C/Cy; A" = A/Cy; ¢ = ¢/ bo;

t/ = to = ﬂ?o/UQ;
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En donde las variables con subindice son valores de referencia que se expli-
citan més abajo. El valor de estas referencias es arbitrario y las conclusiones
obtenidas no deberian depender de la eleccién efectuada.

El detalle de las operaciones efectuadas al sistema se encuentra en el
apéndice B. El sistema queda transformado en:

oC"  pcgo [ O ,00 ,00 ,00 De o
ot xoug | Oz’ C o oz’ oy (3y o oy’ o 8 o 0z’ + a:ouov ¢
0 0 0
-2 wey- Lwey - L we)

(2.17)

DA pade [0 (08N . O (08 08/ 2
=— — [ A =— — | A — A= A
ot Toug | O’ ox! + oy’ oy’ oy 8 0z .’Eouov

0 0 0
A~ (A~ ()
(2.18)
v2¢282¢+a2¢ a2¢:@ a2¢/ 82¢/ 82¢), _
dx2  9y? 022 a2 \ox?  oy?  92?
F
D O O
0
vig = (G Coza y (e Coze o g
~ €0 € Po €0+ €+ 0o '
F=e/eo
/
alz —v'-Vw'er"Vv’Jr v Aw’+w(vcl Vd’,)
ot P o2
+LCO¢O(VA’ V') — MV x (g-C") — M V x (g-A)
po - u(] Uy UO
(2.20)
W' =V xv (2.21)
W' = =AY (2.22)

Durante el proceso de adimensionalizaciéon de las ecuaciones, quedan
definidos varios nidmeros adimensionales, los cuales gobiernan el compor-
tamiento del experimento numérico. En la tabla 2.2 se muestran todos los
nimeros adimensionales que quedaron definidos, junto con el simbolo que lo
identifica y su definicion.

Entre ellos encontramos varios que son conocidos de la mecéanica de flui-
dos en general y otros que aparecen en esta aplicacion:

= Reynolds: es uno de los niimeros adimensionales basicos en la dindmica
de fluidos, su significado fisico es que puede interpretarse como la razén
entre las fuerzas inerciales y las viscosas. En muchos casos, la magnitud
del nimero de Reynolds sirve para caracterizar el fluido (turbulento
vs laminar). Un incremento en este nimero dejando el resto constante,
provoca un incremento en la conveccién del fluido?.

?Bajo Reynolds—fluido laminar, alto Reynolds—fluido turbulento.
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Nimero Adimensional Simbolo | Definicién | Ecuacién
Numero de Poisson eléctrico cationes Poc % (2.19)
Aniones Poy % (2.19)
Numero de Peclet cationes Pec s (2.17)
Aniones Pey e (2.18)
Numero de Migracién cationes Me % (2.17)
Aniones My % (2.18)
Ntdmero de Reynolds Re T (2.20)
Numero de Grashof gravitatorio cationes Ggc Coxzig("@ (2.20)
Aniones Gga 00'56373[5'@ (2.20)
Numero de Grashof eléctrico cationes Gec % (2.20)
Aniones Ge % (2.20)

Cuadro 2.2: Definicién de los nimeros adimensionales en las ecuaciones (2.19)-
(2.20)

= Grashof gravitatorio: representa la relacion entre las fuerzas gravita-
torias y las viscosas.

= Grashof eléctrico: Relaciona la viscosidad al potencial electroéstatico
y concentracién. Un incremento tinicamente en este nimero incremen-
ta la electroconveccién (se incrementan la densidad y la viscosidad
dindmica).

= Migracion: Relaciona el movimiento en respuesta a la imposicién del
campo eléctrico, un incremento en este ntmero incrementa el trans-
porte por migracién.

= Poisson: Gobierna el acoplamiento entre el potencial eléctrico y el
transporte. Un aumento en este niimero incrementa la curvatura del
potencial eléctrico, reduciendo el ancho de la capa limite. Este niimero
es extremadamente importante dado que gobierna la naturaleza de la
pertubarcién de todo el sistema.

Si rescribimos las ecuaciones (2.19) - (2.20) con los niimeros adimensio-
nales descriptos arriba y omitimos los tildes, nos queda 3 *:

2 2 2
() 05 £ 8] e 55 5 5

ot oz \ ox) "oy\ ay) " 8z\ 0z Pec | 022 ' 0y2 ' 922
) ) )
- oz (UC) - 87/ (UC') - 92 (U)C)

(2.23)

3El campo gravitatorio tiene componente distinto de cero solo sobre el eje z.

4En nuestro caso, el médulo del nimero de Grashof eléctrico de aniones es igual al de
cationes, el signo debido a la carga de cada especie se tiene en cuenta directamente en el
sistema. (|Gea| = |Gec| = Ge).
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0A ¢ d 0¢ d ¢ 1 [9%2A4  9*A  9%A
ot Ma [8x <A(9x) + Jy <A8y> + 0z <A82>] + Pey [8x2 * oy? * 022

0 0 0
*%(UA)*@(UA)*&( wA)
(2.24)
&Fo 09 %9
8$2+8 +W_POA'A_POC'C (225)
8wm__8(u-wz)_8(v~wm)_8(w-ww)+ '@4_ '@4_ Ou
at oz By 82 Y hr T Ty TV a2
+i 82wx+82wx+82w$ 4 Ge @%_@(Xb
Re \ 0x2 Oy? 022 cc Oy 0z 0z Oy
A0  OAH aC DA
+Gea <6y 0z 0z 8y> Ge oy ~G9a oy
(2.26)
dwy — Ou-wy) Ov-wy) O (w-wy) v v v
o~ ow 3y 9z e T gy T E;
1 (0w,  O*w, O%wy oC' 0¢p  0C 0¢
T e ( o2 Vo T o ) +Gec (aax_axa>
A Dy OAIP aC 04
(2.27)
Gwz__a(u-wz)_8(v-wz)_6(w-wz)+ ‘87w+ ‘87w+ Ow
ot ox dy 9z Yrior T oy TV s
—I-i 82wz+82wz+62wz e %%_@@
Re \ 0x2 Oy? 022 “C\ ox Oy Oy Ox
DADs  OAH
+Gea <85L‘ oy Oy 8m>
(2.28)
hy | %ty | 0%y
Wy ( 5t o2t o ) (2.29)
8y 82% 32%
< 8332 322 > (2.30)
32% 52% 32%
( 8x2 oy? 622 > (2:31)
O, Oy
- —= 2.32
dy 0z (2:32)
Oy Oy
V=5 5 (2.33)
_ 0%y e
=5 o (2.34)

Las ecuaciones (2.23)-(2.34) constituyen el sistema que debe ser resuelto.
El método de resolucién se presenta en detalle en el capitulo siguiente, en
tanto que la estructura del programa resultante se explica en el apéndice C.
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2.4. Condiciones iniciales y de contorno

Para finalizar de especificar el sistema, debemos elegir condiciones de
borde adecuadas. En la tabla 2.3 se detallan todas las condiciones utilizadas,
pero podemos resumirlas como:

= Potencial eléctrico: Se asume que los electrodos se comportan segin la
ley de Nernst, por lo tanto como condicién de contorno utilizaremos la
férmula de potencial de equilibrio de Nernst. Tanto sobre las paredes
como en el piso y techo, debe satisfacer que la derivada normal sea
nula.

= Concentracion de aniones: Hay que tener en cuenta que los aniones
se conservan en la celda, no se producen ni se consumen, por lo tanto
sobre los bordes deberemos pedir que su flujo sea nulo. También se
debe satisfacer que la derivada normal sea nula sobre las paredes, piso
y techo.

= Concentracion de cationes: Los cationes se producen en el dnodo y
se consume (depositan) en el catodo, por lo tanto podemos pedir que
en el anodo se cumpla la condicién de electroneutralidad, asi que su
concentracién debe ser igual a la de cationes. En tanto en el catodo se
complica la situacién, ya que se produce un efecto de capa limite con
un campo eléctrico muy elevado. Una condicién razonable es suponer
que la difusién es despreciable[13]. Esta misma condicién la pediremos
sobre las paredes laterales, piso, techo, frente y fondo.

Pared
izquierda

Pared
derecha

Figura 2.1: El sistema de referencia que utilizaremos en el resto del trabajo.

Si existiera interfase entre la soluciéon y la agregacion, el crecimiento se toma
como parte del cdtodo para el potencial y como una pared impermeable para
el fluido. Esta es una simplificacion de lo que ocurre en la realidad, ya que
la estructura de la agregacién es porosa y permitiria pasar cierta cantidad
de fluido por su estructura.

La figura 2.1 muestra el sistema de referencia utilizado y el resumen de
las condiciones de borde utilizadas se encuentra detallado en el cuadro 2.3.

En este cuadro, el simbolo U representa el potencial eléctrico aplicado
entre dnodo y cdtodo durante el experimento. En la resolucién numérica,
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Borde 1) C A ¥
Cétodo () [0 =0]3a=0[d=0¢.=0y Fr=
Anodo U—I;Z;In(zé(?) C=A|ja= ¢m:¢z:0y%zg
Pared Izquierda % =0 % -0 % _ by =, =0y 681/;1 0
Pared Derecha %:0 %:0 %: wy:wzzoy%:
Piso =0 [5=0]%=0]de=ty=0y5=
Techo %:0 %% 0 %:O ¢m_wy:0yéguz_0

Cuadro 2.3: Las condiciones de contorno

cuando se discreticen las condiciones de contorno, elegiremos como potencial
de referencia (¢g) al potencial aplicado U.

Para poder utilizar las condiciones sobre ¢ tanto en el &nodo como en el
catodo deberemos adimensionalizarlas, comencemos con el &nodo:

kT . z.C kT
b=do— (") = ¢ = 1-
Zee Cy 02c€

In(z.C") (2.35)

De manera similar, llegamos a la condicién de borde adimensionalizada
para el potencial eléctrico sobre el cédtodo:

¢ =~ In(z.C") (2.36)
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Capitulo 3

Modelo Numeérico

La naturaleza altamente no lineal del problema de ECD representada
por las ecuaciones (2.23) a (2.34) excluye una solucién exacta, esto nos obli-
ga a encontrar una solucion aproximada para ellas. Existen diversas técnicas
numéricas tales como el método de las diferencias finitas, el método de los
elementos finitos o los métodos espectrales. En el presente trabajo utilizare-
mos el método de las diferencias finitas.

3.1. El método de las diferencias finitas

La idea basica del método de las diferencias finitas [16], [51], [55], [56]
consiste en aproximar las derivadas de una funcién en un punto por cocientes
en diferencias sobre un intervalo pequeno, transformando asi el problema
diferencial en un problema algebraico.

3.1.1. Aproximacion de derivadas de funciones de una
variable

Para aproximar por diferencias finitas la derivada f’ de una funcién f(z),
aproximamos la tangente por una secante como se muestra en la figura 3.1.

Definiendo el paso o intérvalo h = x9 — x1, en cualquier punto del intérva-
lox) <z <o, f’(x) se aproxima por

x9) — f(x
f/(x):f( 2)hf( 1), l'lSLESCL‘Q (31)
Para casi todos los puntos, la expresién (3.1) es una aproximacion, pero
por lo menos para un punto la igualdad es estricta por el teorema de Rolle.
Si establecemos que
flz2) — f(x
f/($1) — ()h() (3_2)
la expresion (3.2) es una diferencia en adelanto. En cambio, si estable-
cemos que

f(x2) — f(a
f/($2) — ()h() (3‘3)
la expresién (3.3) se conoce como diferencia en atraso.
Un esquema en diferencias centrado para la aproximacién de f'(z) en un
punto zg = (z1 + x2)/2 resulta en
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h/2

L hp2

Y x

x1 x0 x2

Figura 3.1: Aproximacién de la derivada primera

F(a0) = f(22) ; fx1)

Por consideraciones geométricas, se puede ver que la férmula (3.4) es una
mejor aproximacién que las férmulas (3.2) 6 (3.3) ya que estd mds alineada
la secante con la tangente.

Para poder demostrar la aseveracién precedente es preciso realizar un
estudio de la precisién de la aproximacién en diferencias. Esto consiste en
analizar el error que se comete al reemplazar una expresién diferencial por
su aproximacién en diferencias y de qué depende dicho error. Comenzamos
analizando la aproximacién de f’(z) con un esquema centrado. En la figura
3.1 por su definicién xg es el punto medio entre x1 y zo. Desarrollando f(x1)
y f(x2) alrededor de f(x) por la formula de Taylor

(3.4)

2 3
o) = Sy g (5) -5 (5) 1@ a<a<o
(3.5)
Para x5 tendremos
— h / 1 h ? 1" 1 h s " < <
flar) = Sy P+ (3 ) Pty (5) @) m<@s<o
(3.6)
Restando f(z2) de f(x1) y dividiendo por h resulta
1 / 1 1 ’ 2 " "
B = fla) = e+ () @+ E) )

Si tomamos médulos y reemplazamos f"”(£1) + f"'(&2) por 2méax | f" (x)]
se obtiene finalmente
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H(F ) = ) = ()| < o mis | ) (3.8)

Si f”(x) estd acotada entre los puntos z1 y x2 el error del reemplazo
de f'(xg) por el esquema en diferencias centradas estd acotado por una
constante multiplicada por h2, o se dice que es de orden h? y se escribe
O(h?). Reduciendo h a la mitad, la cota del error del reemplazo de f'(z) por
diferencias centradas se reduce en un factor de 4.

Como ya lo vimos en forma geométrica, los esquemas en adelanto o en
atraso que aproximan f’(z) son menos precisos que el esquema centrado.
Refiriéndonos a la figura 3.1 y en el caso en que (f(z2) — f(x1))/h aproxime
a f’(x1), desarrollando la serie de Taylor alrededor de f(z1)

floa) = fon) + 5 o) + W21, m<E<m (39)
en consecuencia
H(F ) — f) ~ )| < ghmés |() (3.10)

Entonces el esquema en adelanto (3.2) es de orden O(h) siempre que
1" (x) esté acotada entre x1 y x2. Reduciendo h a la mitad, se reduce la cota
del error en un factor de 2. Idéntico resultado se obtiene con el andlisis de
la precisién del esquema en atraso (3.3).

Hasta ahora hemos visto como se pueden construir aproximaciones de
f'(z) de O(h) y O(h?), mediante consideraciones de tipo geométrico. Vamos
a presentar un método que permite obtener, en forma sistemética, aproxi-
maciones de f/(z1), escribiéndolas de la siguiente manera

f(@1) = af(x1) + Bf (22) (3.11)

Donde « y 3 son coeficientes a ser determinados. Desarrollando f(z3) en
serie de Taylor alrededor de f(z1), reemplazando en (3.11) y reordenando
se tiene

2

P = (ot Af @) + 607 @) + 00 (312)

Igualando los coeficientes correspondientes de (3.12) resulta a« + 3 =0y
Bh =1 de donde =1/h u o = —1/h. Reemplazando en (3.11) se obtiene
nuevamente (3.2). Con estos valores de « y 3 la precisién del esquema en
adelanto es de O(h), esto quiere decir, ademds, que con dichos valores se
requiere que f’(z1) en (3.12) sea exacta para el término constante y lineal
en f. Entonces, cualquier esquema en diferencias se puede construir de esta
manera. En el método de los coeficientes indeterminados la aproximacién
de la derivada f'(z) se escribe como una suma ponderada de los f(x;) con
coeficientes de ponderacién a determinar con la condicién de que el esquema
sea exacto para el polinomio de mayor grado posible en f(x;).

Dado que haremos uso de ella, es instructivo presentar una aproximacion
en adelanto por tres puntos para f’(z1) utilizando el método de los coefi-
cientes indeterminados. Suponiendo conocidos f(z1), f(z2) y f(x3) en los
puntos x1, 3 = x1 + h y 3 = x2 + h la aproximacién de f’(x1), se escribe

f'(@1) = af(x1) + Bf (x2) + v f(x3) (3.13)
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Desarrollando f(z2) y f(x3) en serie de Taylor alrededor de f(x1), reem-
plazando en (3.13) y reordenando

2

F(0) = (@ + Bt 7) fa1) + (Bh + 29h) f (a1) + (ﬁ’“‘ n W) £ (@)

2
+ (ﬂ’f’) (&) + (gvh?’) ()
(3.14)

donde 1 < & < xoy x1 < & < x3. Igualando los coeficientes correspon-
dientes de (3.14) resulta a+ 5 +~v=0, 6+2y=1/hy f+ 4y =0 lo que
implica exigir que f’(z1) en (3.14) sea exacta para los términos constantes,
lineal y cuadratico. La solucién del sistema anterior resulta en o« = —3/2h,
B =2/hy~y=—1/2h. Reemplazando en (3.13) se obtiene

@) = 5 (=3 (o) + 40 (22) = f23) (3.15)

que es una aproximacién en adelanto de tres puntos de O(h?).

Si quisiéramos construir una aproximacion en diferencias centradas por
cuatro puntos del mayor orden posible para f'(zg) utilizando las posiciones
29 =0, x1 = —=2h, xo = —h, x3 =h y x4 = 2h y los valores f(z1), f(z2),
f(z3) y f(z4), tendriamos que la aproximacién de f’(zq) se escribe

f'(@o) = af(z1) + Bf (22) + vf(23) + 3 f (24) (3.16)

desarrollando f(x1), f(x2), f(x3) y f(z4) en serie de Taylor alrededor
de f(xp), reemplazando en (3.16) e igualando los coeficientes correspon-
dientes obtenemos un sistema de 4 ecuaciones con las cuatro incégnitas «,
B, ¥y § cuya solucién es: a = (12h)7L, 3= —(2/3)h~ L, v=(2/3h) 1 ¥
§ = —(12h)~!. Reemplazando en (3.16) se obtiene

(wo) = (12h) M (f (1) — 8f(x2) + 8f(x3) — f(x4)) (3.17)

que es una aproximacién por cuatro puntos centrada de O(h*).

Para obtener una aproximacién en diferencias para una derivada segunda
f"(z) hacemos una diferencia sucesiva de una derivada primera, es decir
(f'(x)). Naturalmente necesitamos, por lo menos, tres valores de f, por
ejemplo, en los puntos z1, 2 y x3, segin se muestra en la figura 3.2.

Llamando f'(zm1) v f/(xm2) a los valores aproximados de la derivada
primera f’(x) en los puntos x,,1 y Tm2, donde estos son dos valores en el
punto medio entre x1 y xo y entre xo y x3, respectivamente, tenemos que

f(z2) — f(z1)

f(xm1) = — (3.18)
() = T2 (3.19)

entonces
() = (/@) = L1m2) = o) (3.20)



Y %

Figura 3.2: Aproximacién de la derivada segunda

quedando

flza)—f(z2) _ flz2)—f(z1)
f(w) = —" L (3.21)

0, lo que es lo mismo

f”(:E) _ flx) — 2f}§§2) + f(x3)

Nuevamente aqui, dependiendo del punto elegido para que la ecuacién
(3.22) aproxime a f”(z) tendremos aproximacién en adelanto, en atraso o
centrada, respectivamente.

El andlisis de la precisién del esquema centrado que aproxima a f”(x)
es andlogo al de f/(z). Refiriéndonos a la figura 3.2, para el andlisis de
la aproximacién de f”(z3), expandimos f(z1) y f(z3) alrededor de f(x2)
mediante la formula de Taylor

(3.22)

Fla) = Fla) = B (2) + g 2)

. L (3.23)
- ghgf”(fﬂz) + Ih4fw(§1) r1 <& <29
Flas) = Fl@) + hf(22) + 21" ()
1 1 : (3.24)
+ ghi”f”(a:z) + jh‘*f“’(@) xy < & < w3

Sumando ambas ecuaciones y reordenando

(@) 2/ (e2) + f(z3) = @) + GRA(PE) ~ 10(E) (3:25)
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L (Fler) = 27 () + fa) — f'(w2)| < M (3.26)

h2

donde M = 5% méx |7 (z)|

La ecuacién (3.26) indica que el esquema centrado que aproxima f”(x)
es de O(h?) si f%(z) estd acotada. Si utilizdramos el esquema centrado que

aproxima f”(z) en la modalidad en adelanto o en atraso el orden se reduciria
a O(h).

3.1.2. Aproximacion de derivadas de una funcion de varias
variables

Supongamos una funcién f(z,y) que satisface la ecuacién de Laplace

2 2
o + o7 =0 (3.27)
ox?  Oy?
donde f = f(z,y) estd definida en un dominio Q acotado del plano (z,y)
con condiciones de borde apropiadas. Para aproximar por diferencias finitas
las derivadas parciales de f(x,y) en un punto, aproximamos el dominio 2
por un dominio discreto {2, consistente en una grilla de celdas cuadradas de
longitud h, como se indica en la figura 3.3. Si establecemos que las coorde-
nadas de un punto genérico P, como el indicado en dicha figura, estan dadas
por x = ih e y = jh y denominamos al valor de la funcién f(z,y) en P por
fp = f(ih, jh) = f; j, teniendo en cuanta lo visto en las secciones anteriores,
la aproximacién de la ecuacién de Laplace en un nodo genérico de la malla
por un esquema de segundo orden resulta en

fiv1,j —2fij + fic1j
12

fij+1 —2fij + fij—1

3 =0 (3.28)

+

3.1.3. Resolucion numérica por diferencias finitas de la
ecuacion de Laplace

Si quisiéramos resolver numéricamente la ecuacién (3.28), aplicarfamos
la misma a todos los nodos internos del dominio discreto que, junto con las
condiciones de borde, genera un sistema algebraico lineal del tipo AW = F,
donde A es la matriz de coeficientes (cuyos términos contienen pardmetros
de la discretizacién), F' es el término independiente (cuyos elementos contie-
nen parametros de la discretizacién y las condiciones de borde) y W es un
vector incognita (cuyos elementos contienen la solucién aproximada en los
nodos internos de la malla). La solucién del sistema algebraico por métodos
directos, tipo Gauss o métodos iterativos tipo Gauss-Seidel o SOR, permite
obtener la solucion aproximada buscada.

3.2. Discretizaciéon del problema tridimensional de
ECD

A continuacién presentamos la discretizacion de las ecuaciones (2.23) a
(2.34) en el dominio de la figura 2.1.
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Frontera I

~ Grilla
/ \\ -«
/ \ Dominio Q
_ ij+1
AT 10T
|'11J IIJ |+1IJ

N ilj-1 [~/

\ / [ Nodo

le— 1 X, i

y’j A

Y

Figura 3.3: Grilla de discretizacién para diferencias finitas (dos dimensiones)

Llamemos a dicho dominio €2 , y al borde del mismo I', y definamos a
nuestras tres coordenadas como z, y, z, de igual manera que en la figura 2.1.
Consideremos a la region a estudiar comprendida entre:

x=(0,XX),y=(0,YY),2=(0,22)

De acuerdo a la visto anteriormente, tomaremos un intervalo h entre
puntos de la grilla igual para los tres ejes coordenados, de esta manera ob-
tendremos una determinada cantidad de puntos (i, jj, kk) para cada eje
coordenado siendo:

ii=XX/h,jj=YY/h,kk=ZZ/h

Hemos elegido el mismo intervalo para los tres ejes de manera tal de
poder realizar algunas simplificaciones a la hora de resolver el problema.

Los puntos interiores de la grilla estaran dados por (ih,jh,kh) donde
i=1lai—1,j=14j—-1, k=1.kk—1

En un nodo genérico de la malla tridimensional una aproximacién de
O(h?) de la ecuacién de Poisson (2.25), resulta en

Plit1,5,k) — 2PG5k) T Pli-1,5k)

2

+¢(i,j+1,k) =20 jk) T Plij-1,k)
12

+¢(i,j,k+1) —20Gjk) T Plijk—1)
h2 -

Pojp-A— Poc-C
(3.29)

Esta ecuacién es valida para los puntos interiores del dominio, esto es:
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i=lai—1,7=1..4j—1,k=1.kk—1.

Para completar el conjunto de ecuaciones que utilizaremos necesitamos
tomar en cuanta las condiciones de borde. Como se puede observar en la
tabla 2.3, pagina 24, se define:

Céatodo: j =0
—kT
(b(inJ“) = b0z eLTL (ZCC(I,O,Z)) (330)
Anodo: j = jj
—kT
P =1 ¢ozceLn (2Cas2)) (3.31)

Continuando con los siguientes bordes:
En la pared izquierda: x = 0 se debe cumplir g—i =
De acuerdo a lo visto anteriormente:

a¢(07y12) ~ i(
or  2h
de donde se obtiene

—3b(0,5,k) + 40015k — P24k) =0 (3.32)

4015k — P2,k
d)(O,j,k) — (1,5 )3 (2,3,k) (333)
Ecuaciones similares se obtienen para la pared derecha, el techo y el piso,
quedando
Pared derecha: © = ¢ se debe cumplir % =

A0 (ii—14k) — Plii—2.5k
¢(ii7j7k) — ( 1] )3 ( 2.7 ) (334)

e s i 09
Piso: z = 0 se debe cumplir 5> =0

4o i1y — @ 7,2
(b(i’j’[)) — ( J )3 ( J ) (335)

RV . 00
Techo: z = kk se debe cumplir 7> =0

by = 4¢(i,j,k;k—1)3— P(i,j,kk—2) (3.36)
Las ecuaciones antes vistas para los bordes y las ecuaciones definidas
para los puntos interiores del dominio definen un conjunto de ecuaciones
que da lugar a un sistema algebraico que resolvemos utilizando el método
iterativo de sobre-relajacién SOR (Successive Over-Relazation). Detalles de
este método se pueden obtener en [56]
Si definimos a n al indice temporal y a k como el indice de iteracion
interno ! el método de Gauss-Seidel deviene en

!Conviene hacer notar que k como supraindice indica nivel iterativo y como subindice
indica nivel espacial.
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k k+1
~ Blagrge Tl

k+1
Pl = 5
k k+1
Pligiik) T Pij—1p)
6
k k+1
Pliiet1) T Pligk—1)
6
h2C™ 1 Poc _ h2A" 1 Poy
6 6

(3.37)

Las ecuaciones sobre los bordes, por ejemplo el izquierdo, quedan expre-
sadas como:

4k . — gk
kE+1 (1,5,k) (2,5,k)
Ok = 3 (3.38)
La aplicacién del método SOR a la ecuacién (3.37) resulta:
Biriay = (L= @) s0) + w80 (3.39)

Donde w es el término de relajacién. Una expresién similar se utiliza
para la ecuacién (3.38).

A continuacién analizamos la discretizacién de la ecuacién (2.23), que
reproducimos por conveniencia

oC B 0 0¢ 0 0¢ 0 Ioler
Mo [ax (Cax> "oy (Cay> T <Cazﬂ

n 1 [6*C n 0*C N 0%C
Pec | 022 0y?2 = 022
0 0 0

T or (uC) — 87/ (vC) — 9 (wC)

(3.40)

Comenzaremos la discretizaciéon por los operadores espaciales, en par-
ticular el primer término de la derecha de la ecuacién (2.23).

9 (99 _ (C52)ur12im — (C5)-1/240 341
C— ) ~ (3.41)
ox ox h

donde se han utilizado los puntos auxiliares (i +1/2) y (i —1/2). Recor-
dando que

09 Plit1,5k) — Pli-15k) (3.42)
oxr 2h

podemos reemplazar la ecuacién (3.42) en (3.41) y obtendremos

oz - h

o (C(%> = (Corajzgn (257228 ) ) — (Cmajogny (H2050220 ) )
Ox

(3.43)
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quedando luego

(9¢) (C(i+1/2,j,k)(¢(i+1,j,k) = Plijk)))
83: 83: h?
 (Clim1y2,i0) DGk — Pli-1,50)
12

(3.44)

Para aproximar los términos en los indices auxiliares se utilizan los pro-
medios, como se muestra a continuacién

Cliv1,k) +Clijk
Cliv1/2k) = (i+1.j )2 (4:4,k) (3.45)

Ciijiky T Cliz1jk
C(z’—l/?,j,k) _ 25k ; (i=1,5,k) (3.46)

Luego reemplazamos (3.45) y (3.46) en (3.44) quedando

Cliv1.:+C
8¢ (W) (gf)(H_Lj,k) - Qb(i,j,k))
8 8:6 h?
Clijiy+tCru—1,;
h2

(3.47)

¢ (C(i+1,j,k) + Cli i) (Blit1,jk) — Plijik))
6 (91: 2h2
B (Clijk) + Clic1,j) (@i jk) — Pli=1,4k))
2h?

(3.48)

Este mismo procedimiento se aplica para los otros operadores autoad-
juntos en la ecuacién (3.40). Pasemos ahora al segundo término de la misma
ecuaciéon y de acuerdo a lo visto anteriormente. obtenemos:

PC _ Clutigm) — 2Ca 5k + Cl-1,5k)
or? h2

(3.49)

De igual modo se tratan los términos en y y z.

Ahora pasemos al ultimo termino de la ecuacién de transporte (2.23),
que representa el movimiento del fluido debido al flujo hidrodindmico. El
término en cuestién es:

0 0 0
~ 5, (UC) — o (vC) = 5~ (wC) (3.50)

Comenzaremos con el primero de los tres términos y le aplicaremos apro-
ximaciones similares a las ya usadas.
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9 (uC) i1,k — (WC)(i-15k)

(3.51)
— u(l+17]7k)0(l+17]7k) _ u(l—l,],k)C(Z—l,j,k)
2h 2h

Recordando que u estd definida como ecuacién (2.32)

L O O,

%~ Bs (3.52)
Por lo tanto vamos a aproximar u por
V(15410 — Veli1-1,k)
Yyl k1) — PylirLk-1) '
2h
Anéalogamente
o Val-1541k) — Vli-1,5-1k)
 Yyi—1,ik+1) ~ Py(i—1,ik—1) '
2h
Si combinamos la ecuacién (3.53) y (3.54) en (3.51) obtendremos:
9 ( C) wz(i+1,j+1,k)2—h¢z(i+1,j—1,k) . wy(i+1,j,k+1)2—h’l/1y(i+1,j,k—1)) C(z‘+1,j,k)
oz )T 2h
(wz(ifl,j+1,k)2_hwz(i71,jfl,k) _ ¢y(z‘—1,j,k+1)2_hwy(if1,jvk*1)) C(i—l,j,k)
2h
(3.55)

Observando los otros dos términos del (3.50), y recordando (2.33) y (2.34)
podemos aproximarlos por:

Va(ij+1,k4+1) ~Pa(ij+1,k=1)  Yalitl,j+1,k) ~P2(i—1,j+1,k) C,.
2h 2h (i

0 J+1,k)
— (vC) ~
dy 2h
Ya(ij—1,k41) " Va(ij—1,k—1)  Pe(itlj—1,k)Vz(i-1,-1,k)
( o - o Clij-10)
2h
(3.56)
y
Yy(i41,5,k4+1) —Py(i—1,5,k+1) V(i j+1,k4+1) —Va(i,j—1,k+1)
0 (wC) ok - o Clijk+1)
— (wC) ~
0z 2h
Yy(it1,5,b—1) ~Pyli=1,5,k=1) _ Ya(ii+1,k—1) " Pa(i,i—1,k-1) C,. .
2h 2n (4.3,k—1)
2h
(3.57)
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A continuacién analizaremos la discretizacién del operador diferencial
temporal. Dado que estamos en presencia de un problema no lineal con
aproximacién de tipo implicita (el operador espacial se aproxima en el nivel
temporal n + 1), esto da lugar a un sistema algebraico para cada paso de
tiempo. Para resolver el sistema algebraico en cada paso de tiempo se utiliza
un método iterativo, es decir que para obtener la solucién en el paso temporal
n + 1 a partir de la solucién en el paso temporal n se deben realizar kk
iteraciones.

De acuerdo a lo anterior, llamando B a todo el término a la derecha de
la igualdad, la aproximacién final de la ecuacién (3.40) se escribe:

n+1,k n,k—1
0C _ 9Cu4m _ Sk ~ ik _ poais

ot o k

La aplicacién de la ecuacién (3.58) a todos los nodos de la grilla genera
un sistema algebraico entre los niveles n y n + 1 que se resuelve en forma
iterativa para obtener CZ";rkl Los criterios de convergencia se discuten més
adelante.

(3.58)

3.2.1. Aproximacién de las condiciones de borde

Lo hecho hasta ahora con la ecuacion de transporte nos permite obtener
los valores para los nodos interiores del dominio del problema, lo que estu-
diaremos a continuacién son las condiciones de borde del dominio para las
concentraciones de cationes C' y de aniones A, que ain no han sido defini-
das. Las condiciones sobre el potencial ¢ ya fueron discutidas al discretizar
la ecuacion de Poisson.

Como se expresa en la tabla 2.3, pagina 24, se definen, para la concen-
tracién de cationes las siguientes condiciones de borde:

Catodo: y = 0 se debe cumplir % = 0 y obtenemos

4CG 1k — Cliok
Cloop = — 20 (3.59)

Anodo: y = jj se debe cumplir C' = A entonces
Clijik) = Alijik) (3.60)
Pared izquierda: © = 0 se debe cumplir %—g = 0 y obtenemos

4C0 5 — Cloi
Cloay = — 2220 (3.61)

Pared derecha: x = it se debe cumplir %—g = 0 y obtenemos

40(1‘1'—1,]‘,/%) — C(z‘z‘—2,j,k)

Piso: z = 0 se debe cumplir %—g = 0 y obtenemos
4C; 1y — Cpi s
C(i7j70) — ( 7]71) 3 ( 7]72) (363)
Techo: z = kk se debe cumplir % = 0 y obtenemos
4C G s k=1 — Clii kh—
C(i’j’kk) _ (4,5,kk—1) . (4,5,kk—2) (364)
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En la misma tabla 2.3, pagina 24, estan expresadas las condiciones de
borde para la concentraciéon de aniones A.

Cétodo: J4, =0

Anodo: J A

Pared izquierda: x = 0 se debe cumplir % = 0 y obtenemos

4A0 58 — A
A(O,y,z) — ( J )3 ( .7) (365)

Pared derecha: x = i7 se debe cumplir % = 0 y obtenemos

4AGi—15k) — AGi—2,5k)

Piso: z = 0 se debe cumplir ‘?9—‘2 = 0 y obtenemos
4A4; 1) — Ay
A joy = — 2 5 o (3.67)

Techo: z = kk se debe cumplir %—’2 = 0 y obtenemos

AAG ety — A
iy = —EH D (3.68)

Las condiciones de borde de las ecuaciones de Navier-Stokes se tratan de
una manera similar.

3.2.2. Ciriterios de convergencia

Para cada paso interno de iteracion k se chequea la condicion de conver-
gencia . Esta debe cumplir con:

T€Sint = AT (; j k) [u?f]lk’; — u?:glkl)ffl] <10 %u=A,C,¢,w,E (3.69)

Cuando se cumple esta condicién se dice que el sistema a convergido. El
valor 10~° fue obtenido en forma empirica.

Si el algoritmo no converge después de las 30000 iteraciones
rrumpe la ejecucion del mismo.

La condiciéon de convergencia al estado estacionario exige que se cumpla
la condicién.,

2 ge inte-

T€Scony = MAT (i j ) [u?:glk) — U i) < 107 u=A,C,p,w,E (3.70)

2El total de 30000 iteraciones surge de la experiencia.
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo discutimos las simulaciones numéricas del modelo tridi-
mensional presentado y su comparacién con mediciones experimentales.

Comenzaremos con un modelo de dimensiones reducidas (celda de 60 x
120 x 40 nodos), estudiando los casos limites gravitoconvectivo y electrocon-
vectivo dominantes, para luego estudiar los casos intermedios con el objeto
de obtener conclusiones acerca de la importancia de cada aporte en el com-
portamiento global. Finalmente nos centraremos en una simulacién que toma
como base un experimento fisico realizado en nuestro laboratorio, en el que

se simulard una ECD en la que ha surgido una estructura compleja.
En el cuadro 4.1 se dan los valores de los parametros fisicos reales, ha-
biéndose elegido el sistema de unidades m-k-s.

Params | Simb. Descripcion Unidad Valor
mua A Movilidad de aniones % 8,2078
muc we Movilidad de cationes %23 5,5 x 1078

za ZA Nro. de cargas de aniones - 2
zC zc Nro. de cargas de cationes - 2
e e Carga de un electrén C 1,60218 x 10~
kb Constante de Boltzmann N—Km 1,38066 x 1023
rho p Densidad del agua kg/m> 1 x 103
nu v Viscosidad del fluido m?/seg 1 %1076
g lg| Aceleracién gravitatoria m/seg? 9,80665
Na Na Numero de Avogadro 1/M 6,0221367x 1023
t T Temperatura de referencia K 293
ALPHA_A o Coef. de compres. aniones (Boussinesq) m3/M 90 x 1076
BETA_C Coef. de compres. cationes (Boussinesq) m3/M 60 x 1076
epsilon € Constante dieléctrica relativa del agua - 78
epsilon_0 €0 Constante de permisividad del vacio | C/(N -m?) | 8,8541878x10-12
x_0 Zo Longitud de referencia m 1 x 1072
u_0 UQ Velocidad de referencia m/seg 100 x 1076
C.0 Co Concentracién de referencia M/m? 200
phi_0 do Potencial de referencia \% 1,0

Cuadro 4.1: Definicién, valores y unidades para los pardmetros fisicos reales.

En la simulacién numérica se utilizan algunos nimeros adimensionales
que por problemas de estabilidad numérica corresponden a parametros fisi-
cos distintos de los presentados en el cuadro 4.1.
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Para analizar los distintos casos, dejaremos fijos todos los niimeros adi-
mensionales salvo el Grashof gravitatorio (Gg) y el Grashof eléctrico (Ge).
A continuacién, en el cuadro 4.2, damos los valores de los niimeros adimen-
sionales utilizados que permanecen fijos para todas las simulaciones de este

capitulo:

Parametro | Simbolo Valor
Reynolds Re 2,5 x 1073
Migracién My 0,625
Migracién Mc 0,42
Poisson Poy 18,9
Peclet Pey 2,4
Peclet Peg 3,6

Cuadro 4.2: Numeros adimensionales que permanecen fijos en las simulaciones
correspondientes al estudio de los casos limites e intermedios.

4.1. Casos limites

En estas experiencias, se simula una ECD en la que el efecto de uno de
los forzantes ha sido eliminado, esta situacién es fisicamente imposible de
obtener, pero nos aportara un conocimiento profundo de la naturaleza de
los fenémenos que ocurren durante un experimento real.

En todas las simulaciones efectuadas en esta seccién, se ha utilizado una
celda de 60 x 120 x 40 nodos. El crecimiento se ha simulado como una punta
delgada ubicada en el centro del cdtodo con una profundidad de un 25 % de
la distancia anodo-catodo.

4.1.1. El caso gravitoconvectivo puro
Parametro Simbolo Valor
Grashof eléctrico Ge 0
Grashof gravitatorio Gga 1 x 10*
Grashof gravitatorio Ggc 6,66 x 103

Cuadro 4.3: Nimeros adimensionales utilizados en la simulacién del experimento
gravitoconvectivo puro. La relacion entre Gga y Ggeo respeta la relacién de coefi-
cientes de compresibilidad de cada especie.

En las figuras 4.1 y 4.2 se ven los primeros instantes de una simulacién
numérica en régimen gravitoconvectivo puro. El rollo anddico y el catédico
generados por la accién gravitatoria se representan mediante la isosuperficie
del médulo del vector potencial de velocidades.

La figura 4.2 muestra un corte en el plano yz (cdtodo-anodo) de las lineas
de contorno del médulo del vector potencial de velocidades (en problemas
bidimensionales se lo llama funcion de corriente). Como ya se ha discutido
en la seccién 1.2.2 (pagina 6) la diferencia en la densidad del fluido genera
rollos que consisten en cilindros horizontales que se achican hacia los bordes
debido a los efectos de las paredes. Puede notarse el efecto del depésito sobre
el fluido actuando como un obstaculo.
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Paso O de &
Gravite
Superficie o 0.000014

Figura 4.1: Caso limite gravitoconvectivo: Vista desde el cdtodo de los rollos
generados por la accién de la gravedad representados por el moédulo del vector
potencial de velocidades.

Pase 0 de 5
Gravite
Superficie o 0.000C14

Figura 4.2: Caso limite gravitoconvectivo: Vista desde el cdtodo de un corte
con lineas de contorno del médulo del vector potencial de velocidades, se observan
los rollos generados por la accién de la gravedad.
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Gravito
Superficie o 0.890000

Figura 4.3: Caso limite gravitoconvectivo: Vista desde el cdtodo de un corte
de la velocidad del fluido y una isosuperficie de la concentracién de aniones.

gr%%?too/\?g o%idcrd.nc

Figura 4.4: Caso limite gravitoconvectivo: Trayectorias de particulas arroja-
das en la celda con el campo de velocidades fijo en los primeros instantes de la
simulacién.
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En la figura 4.3 se ve un corte de la velocidad junto con una isosuperficie
de la concentracién de aniones. La forma que toma el campo de velocidades
coincide con lo dicho anteriormente, tanto cerca del anodo como del catodo
vemos los vortices que se forman debido a la accién de la gravedad.

Si colocaramos particulas virtuales en puntos estratégicos de la celda
podriamos observar su trayectoria determinada por el campo de velocidades
fijo en un instante de la simulacién. Esto se hace en la figura 4.4 en la
cual las particulas quedan atrapadas en los rollos antes descriptos formando
trayectorias semicilindricas con muy poco movimiento lateral sobre el &nodo,
en tanto que en el catodo el efecto producido por el crecimiento deforma
notablemente el rollo.

Pasc O de 5
Gravito
Superficie a 0.0714000

>

Figura 4.5: Caso limite gravitoconvectivo: Vista desde el cdtodo de las lineas
de campo junto con una isosuperficie del médulo del campo eléctrico.

En la figura 4.5 se muestran las lineas de campo correspondientes a
un corte horizontal del campo eléctrico y una isosuperficie del médulo de
este campo (con la transparencia aumentada para poder observar lo que
sucede por detras). Esta figura revela la existencia de una “gota” casi esférica
alrededor del depdsito, su forma se debe a que el campo es constante en
casi toda la celda y se concentra en la punta del “dedo” incrementddose su
médulo cerca de la punta. La posicién de esta gota indica aproximandamente
la zona espacial en donde la solucién deja de ser eléctricamente neutra.

42



Parametro Simbolo | Valor

Grashof eléctrico Ge 1 x10%
Grashof gravitatorio Gga 0
Grashof gravitatorio Ggc 0

Cuadro 4.4: Nimeros adimensionales utilizados en la simulacién del experimento
electroconvectivo puro.

4.1.2. El caso electroconvectivo puro

En las figuras 4.6 y 4.7 se muestra uno de los primeros instantes de una
simulacién numérica de una ECD en la que el efecto de la gravedad se ha
eliminado. La figura 4.6 revela la existencia de un anillo vorticoso encerrando
la punta del dedo, en este caso representado por una isosuperficie del médulo
del vector potencial de velocidades.

La figura 4.7 muestra un corte vertical con las lineas de contorno del
moédulo vector potencial de velocidades.

La figura 4.8 muestra un corte horizontal del campo de velocidades junto
con una isosuperficie de la concentracion de aniones donde se puede apreciar
el patrén caracteristico de un dipolo bidimensional, pudiéndose comparar
con la figura 1.4(b) de la pagina 9 correspondiente a un experimento real
[25].

La forma que toma la concentracién es bastante diferente al caso anterior,
siendo mucho maés cerrada. También se ve este patréon en la figura 4.9 en
la que se aprecia la forma “circular”’de las trayectorias de las particulas
arrojadas cerca de la punta del dedo. Es de notar la falta de actividad cerca
del anodo, tanto en los cortes del campo velocidad como en las trayectorias,
lo que nos confirma la localidad del fenémeno electroconvectivo.

La forma del campo eléctrico no muestra un cambio significativo, como
se observa en las figuras 4.5 y 4.10 en donde se han tomado los mismos
valores de médulo del campo para la isosuperficie y el mismo intervalo para
las lineas de campo, por lo tanto pueden compararse visualmente. Durante
los primeros segundos de simulacién no se observa diferencias significativas
entre las dos simulaciones.

4.1.3. Evolucién de los casos limites

En las figuras 4.11 y 4.12 vemos una serie de imagenes tomadas tanto
del caso gravitoconvectivo puro (columna derecha) como electroconvectivo
puro (columna izquierda) correspondientes a unas decenas de segundos de
la simulacién numérica. Se intenté mantener en todos los casos uniformidad
en la presentacion de las imagenes para poder realizar una comparacién
visual entre ellas. Las figuras a y b muestran lineas de contorno del campo
potencial de velocidades para un corte longitudinal (cdtodo-anodo). En el
caso gravitoconvectivo, los dos rollos ya se han unido (comparar frente a lo
observado en la figura 4.2 que corresponde a los primeros instantes de la
misma simulacién).

Las figuras ¢ y d muestran una isosuperficie del médulo del campo po-
tencial de velocidades. En el caso electroconvectivo, la influencia del techo
y piso hacen que el anillo no sea completo (se puede comprobar este efecto
observando cémo se deforma el anillo en la figura a). En tanto que la figura d
representa los rollos anddico y catédico cuando ya se han fusionado, aunque
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Pagso 0 de &
Electro
Superficie o  0.000014

Figura 4.6: Caso electroconvectivo puro: Vista desde el catodo del anillo gene-
rado por la accién de las fuerzas de Coulomb representado por el médulo del vector
potencial de velocidades.

Pose 0 de &
Electro
Superficie ¢ 0.000C14

Figura 4.7: Caso limite de electroconvectivo puro: Vista desde el cdatodo de
un corte con lineas de contorno del médulo del vector potencial de velocidades, se
observa el anillo vorticoso.
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Electro
Superficle a  0.930000

Figura 4.8: Caso electroconvectivo puro: Vista desde el cdtodo de un corte
horizontal de la velocidad del fluido y una isosuperficie de la concentracién de
aniones.

ﬁgggrog/\fdeﬁo%idadﬂ c

Figura 4.9: Caso electroconvectivo puro: Trayectorias de particulas arrojadas
en la celda cerca de la punta del dedo con el campo de velocidades fijo en los
primeros instantes del experimento.
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Pasoc 0 de 5
Electro
Superficie o 0.014000

Figura 4.10: Caso electroconvectivo puro: Vista desde el cdtodo de las lineas
de campo junto con una isosuperficie del médulo del campo eléctrico.
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todavia la celda no esta enteramente ocupada por un solo rollo.

Las figuras e y f muestran cortes del campo de velocidades junto con la
superposicion de una isosuperficie de la concentracién de aniones. En ambos
casos, la comparacién contra las figuras 4.8 y 4.3 revela cémo la isosuperficie
de la concentracién se ha trasladado hacia el dnodo, siguiendo el efecto que
se describe en la figura 3 de [25].

En las figuras 4.12 g y h vemos trayectorias correspondientes a particulas
que han sido arrojadas en las mismas posiciones que en las figuras 4.4 y 4.9.
Se nota claramente como el recorrido es mucho mas extenso en el caso de la
figura ¢ y como incluye toda la celda en el caso de la figura h.

Finalmente, las figuras ¢ y j muestran las lineas de campo eléctrico y una
isosuperficie del moédulo del mismo. No se aprecian diferencias sustanciales
entre ambas.

Paso 5 de 5
Electro
Superficle o 0.000014

Paso 5 de §
Gravito

Superficie o 0.000014

Paso 5 de 5
Gravito

Superficie a 0.000130

Paso 5 de &
Electro
Superficie a  0.000035

(© (d)

Paso 5 de 5
Electro
Superficie o 0.980000

Paso 5 de 5
Gravito
Superficie o 0.990000

Figura 4.11: Comparacién de la evolucién de los dos casos limites, la columna
izquierda corresponde a la evolucién del caso electroconvectivo, en tanto la derecha
corresponde al gravitoconvectivo. Las figuras a y b muestran un corte longitudinal
con lineas de contorno del médulo del campo potencial de velocidades, mientras que
las figuras ¢ y d muestran una isosuperficie del mismo. Las figuras e y f muestran
cortes del campo velocidades junto con la superposicién de una isosuperficie de la
concentracién de aniones.
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Figura 4.12: Segunda parte de la comparacién de la evolucién de los dos casos
limites. Las figuras g y h corresponden a trayectorias de particulas, en tanto que
las figuras ¢ y j muestran las lineas de campo eléctrico con la superposiciéon de una
isosuperficie del médulo del mismo.
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4.2. Casos intermedios

En esta seccién presentaremos experimentos que varian desde ser fuer-
temente gravitoconvectivos a fuertemente electroconvectivos. El objetivo es
poder entender los casos intermedios por los que pasa el sistema entre los
dos extremos.

La variacion la logramos mediante la definicién de una constante que
servird para expresar la importancia relativa de la gravitoconveccion frente
electroconveccién:

_ Gy

Ge,;
Tomaremos a los aniones (A4) como referencia para comparar los distintos
casos, por lo tanto a partir de ahora nos referiremos simplemente a .

i

4.2.1. El caso gravitoconvectivo dominante

Para el caso gravitoconvectivo dominante utilizamos los siguientes valo-
res de los nimeros adimensionales:

Parametro Simbolo Valor

Grashof eléctrico Ge 1 x 104

Grashof gravitatorio Gga 2 x 10%
Grashof gravitatorio Ggc 1,33 x 10%

Cuadro 4.5: Numeros adimensionales utilizados en la simulacién del experimento
gravitoconvectivo dominante, en este caso A = 2.

En la figura 4.13 podemos ver una isosuperficie del médulo del vector
potencial de velocidades, que revela la existencia de un rollo anédico asi como
de uno catédico.

En la figura 4.14 se muestra una isosuperficie de la concentracién que
marca la zona de separacion entre la solucién con alta y baja concentracién y
superpuesto un corte vertical del campo de velocidades. También es posible
comparar esta figura con la 4.3 y observar como el centroide del rollo que
empuja el dedo se encuentra levemente desplazado hacia arriba debido a la
accién de la electroconveccién, que si bien es débil, sus efectos son visibles.

La figura 4.15 muestra las trayectorias de particulas. Es interesante notar
como las arrojadas cerca del dnodo tienen un recorrido parecido a las de la
figura 4.9, mientras que las arrojadas cerca del cdtodo sufren la influencia
de la electroconveccion.

Las figuras 4.16 y 4.5, que muestran las lineas de campo eléctrico y una
isosuperfice del médulo del mismo, no presentan diferencias notables.

4.2.2. El caso electroconvectivo dominante

La figura 4.17 revela la existencia de un rollo anddico, que si lo compara-
mos con la figura 4.13 es mucho més débil. Cerca del catodo observamos la
interaccion entre el rollo catddico y el anillo vorticoso, que resulta en una dis-
minucién de la parte inferior del anillo, asi como en un aumento de las zonas
laterales. Nuevamente, en la figura 4.18 la isosuperficie de la concentracion
muestra la zona de separacién entre las zonas de alta y baja concentracion.
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Pase 0 de 2
comp_lambdaZ2
Superficie o 0.000038

Figura 4.13: Caso gravitoconvectivo dominante: Interaccién entre el rollo
catédico y el anillo vorticoso, también se puede observar el rollo anédico represen-
tados por una isosuperficie del vector potencial de velocidades.

Pase 0 de 2
comp_lambdaZ
Superficie o 1.000000

Figura 4.14: Caso gravitoconvectivo dominante: Vista desde el cidtodo de un
corte horizontal de la velocidad del fluido y la isosuperficie de la concentracién de
aniones.
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Figura 4.15: Caso gravitoconvectivo dominante: Trayectorias de particulas
arrojadas en la celda cerca de la punta del dedo con el campo de velocidades fijo
en los primeros instantes del experimento.

Parametro Simbolo Valor

Grashof eléctrico Ge 2 x 10°

Grashof gravitatorio Gga 1 x 10
Grashof gravitatorio Ggc 6,66 x 103

Cuadro 4.6: Numeros adimensionales utilizados en la simulacién del experimento
electroconvectivo dominante, en este caso A = 0,2.

La figura 4.19 muestra la forma “anillada”de las trayectorias de las
particulas arrojadas cerca del la punta del dedo, en tanto que las arroja-
das cerca del dnodo tiene el patrén caracteristico que ya hemos observado
tanto en la figura 4.15 como en la 4.4, aunque con un recorrido de menor
longitud (debido a la menor influencia de la gravitoconveccion).

4.2.3. El caso mixto

En el caso mixto, tanto la conveccién eléctrica como la gravitatoria tie-
nen la misma relevancia. La configuracién utilizada en esta simulacién se
encuentra en la tabla 4.7.

Parametro Simbolo Valor

Grashof eléctrico Ge 1 x10*

Grashof gravitatorio Gga 1 x 10?
Grashof gravitatorio Ggc 6,66 x 103

Cuadro 4.7: Nimeros adimensionales utilizados en la simulacién del experimento
mixto, en este caso A = 1.
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Pasc 0 de 2
comp_lambdaZ2

Figura 4.16: Caso gravitoconvectivo dominante: Vista desde el cdtodo de las
lineas de campo junto con una isosuperficie del mdédulo del campo eléctrico.
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FPaso O de 34
comp_lambdal_2
Superficie o  0.000073

Figura 4.17: Caso electroconvectivo dominante: Interaccién entre el rollo
catédico y el anillo vorticoso, también se puede observar el rollo anédico, ambos
representados por el vector potencial de velocidades

Pase 0 de 5
comp_lambdal_2
Superficie o 1.000000

Figura 4.18: Caso electroconvectivo dominante: Vista desde el cdtodo de un
corte horizontal de la velocidad del fluido y la isosuperficie de la concentracién de
aniones.
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Figura 4.19: Caso electroconvectivo dominante: Trayectorias de particulas
arrojadas en la celda cerca de la punta del dedo con el campo de velocidades fijo
en los primeros instantes del experimento.

La figura 4.21 presenta la simulacién de la interaccién entre el rollo y el
anillo vorticoso, esta figura muestra el rollo anddico y el catdédico interac-
tuando con el anillo, cada uno representado por la isosuperficie del médulo
del vector potencial de velocidades. La parte inferior del anillo pierde im-
portancia, en tanto que la superior es alimentada por el rollo, en la figura
4.22 se puede apreciar claramente este efecto mediante un corte vertical de
dicha funcion.

La figura 4.23 muestra un corte horizontal del campo de velocidades don-
de los vectores muestran una inclinaciéon debido al efecto del anillo vorticoso.
En esta figura se superpone una isosuperficie de la concentracion de aniones.

Las trayectorias de la figura 4.24 muestran como las particulas arrojadas
cerca del dnodo realizan el movimiento circular sin interferencias, en tanto
que las arrojadas cerca del catodo tienen un movimiento mas complejo,
debido a la interaccién antes citada.

4.3. Simulaciones de un experimento real

En esta seccién mostraremos algunos resultados numéricos que pretenden
simular experimentos reales. El objetivo es mostrar la similitud entre la
realidad fisica y nuestras simulaciones numéricas. Observaremos la evolucién
de un experimento gravitoconvectivo dominante, cémo avanzan los frentes
en el tiempo y como interactdan con una estructura de depdsito compleja.

Nos basaremos en resultados obtenidos en nuestro laboratorio por Silvina
Dengra y Graciela Gonzalez. De este experimento se han tomado varias
capturas de video, de las cuales hemos elegido la que presentamos en la
figura 4.26 para realizar su simulacién numérica.

El mecanismo para configurar el escenario de la simulacién fue el si-
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Paso O de 34
comp_lambdaC_2

Figura 4.20: Caso electroconvectivo dominante: Vista desde el cdtodo de las
lineas de campo junto con una isosuperficie del mdédulo del campo eléctrico.
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Paso 0 de 34
comp_lambdeal
Superficie o 0.000G38

Figura 4.21: Caso mixto: Una isosuperficie del vector potencial de velocidades
muestra la interaccion entre el rollo catddico y el anillo vorticoso. También puede
observarse el rollo anddico.

Paso O de 34
Lambdal
Superficie o 0.000C14

Figura 4.22: Caso limite de electroconvectivo puro: Vista desde el cdtodo de
un corte con lineas de contorno del médulo del vector potencial de velocidades, se
observa la interaccion entre el anillo vorticoso y el rollo catédico.
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Pase 0 de 5
comp_lambda
Superficie o 1.000000

Figura 4.23: Caso mixto: Vista desde el cdtodo de un corte horizontal de la
velocidad del fluido y la isosuperficie de la concentraciéon de aniones.

c%%g_l%mqu%q Jvelocidad.ne

Figura 4.24: Caso mixto: trayectorias de particulas arrojadas en la celda cerca
de la punta del dedo con el campo velocidades fijo en los primeros instantes del
experimento.
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Paso 1 de 34
comp_lambdal

Figura 4.25: Caso mixto: Vista desde el cdtodo de las lineas de campo junto con
una isosuperficie del médulo del campo eléctrico.

Figura 4.26: Imagen tipo Schlieren de un depdsito dendritico parcialmente desa-
rrollado. Corresponde a 300 segundos del inicio del experimento, la parte inferior
(recuadrada) se usa como escenario para una simulacién.
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guiente: mediante un programa de manejo grafico llamado The Gimp [61]
medimos la cantidad de pixels de cada parte de la estructura de la imagen
capturada, la escala de la malla tuvo una correspondencia fija entre nodos
y pixels, por lo que resulté relativamente sencillo determinar el tamafio de
cada dendrita. Debido a restricciones en cuanto a la capacidad de alma-
cenamiento y cantidad de memoria fisica, nos centramos solo en la parte
inferior de la imagen capturada del experimento (en la imagen 4.26 aparece
recuadrada).

Las figuras 4.27 - 4.31 corresponden a la simulacién luego de unas decenas
de segundos del inicio del experimento antes citado. La figura 4.27 es una
isosuperficie del mdédulo del vector potencial de velocidades, es de notar
como las puntas de los dedos lo pinchan. Aqui ya se registra la coalescencia
de los vértices catédicos y dnodicos en un tnico vortice que ocupa el espacio
libre entre el frente de los dedos y el anodo.

La figura 4.28 muestra dos cortes verticales con lineas de contorno del
médulo del vector potencial de velocidades. Aqui también se puede observar
que hay un solo rollo que ocupa todo el espacio util de la celda.

También en la figura 4.29 es posible observar la existencia de un tnico
rollo. Esta figura muestra dos cortes verticales del campo velocidades con la
superposicion de una isosuperfice de la concentracion de aniones.

En la figura 4.30, las particulas arrojadas cerca del anodo presentan
un movimiento helicoidal notable. Finalmente, la figura 4.31 muestra las
lineas de campo eléctrico junto con una isosuperficie del médulo del mismo,
es interesante notar el efecto de apantallamiento que realizan los dedos més
desarrollados sobre el més corto, lo que produce su estancamiento y “muerte”
natural.
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Figura 4.27: Tsosuperficie del médulo del vector potencial de velocidades.

Figura 4.28: Lineas de contorno del médulo del vector potencial de velocidades.
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FPaso 19 de 18
CincoDedos_Lambda2
Superficie o 1.000000
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Figura 4.29: Superposicién de una vista desde el cdtodo del campo velocidades y
una isosuperficie de la concentracién de aniones.

Paso 19 de 1

9
CincoDedos_Lambda2 /velocidad.nc

Figura 4.30: Seguimiento de particulas arrojadas cerca de las puntas de los dedos.
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Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones

Cuando las dendritas crecen en una ECD en celda angosta aparece un
fenémeno complejo de transporte iénico tridimensional. En el presente traba-
jo hemos introducido un modelo generalizado tridimensional macroscépico
que contempla la interacciéon de los distintos modos de transporte de cargas
en la presencia de dendritas, en particular cuando la conveccién prevalece.
Se ha mostrado como los niimeros adimensionales de Grashof gravitatorio y
Grashof eléctrico gobiernan el proceso.

Cuando predomina la gravitoconveccién, el modelo predice la existencia
de domos de concentracién y rollos convectivos cerca de cada eléctrodo, cada
uno expandiéndose hacia el otro, y la interaccion con el depésito: la capa y
el rollo rodean los filamentos formando una especie de sobre tridimensional
presionado por la punta del dedo y deformado por el frente del depdsito.

Cuando prevalece la electroconveccién, el modelo predice la existencia de
anillos vorticosos y esferas eléctricas debido a la accion de fuerzas eléctricas
sobre las cargas que se acumulan cerca de la punta del dedo.

Cuando ambos modos tienen el mismo peso, el tranporte idénico cerca
de la punta de los dedos es el resultado de la acciéon combinada de anillos
vorticosos, esferas eléctricas, capas y rollos de concentracién. En los casos
en los que se cuenta con experimentos realizados, los resultados confirman
la validez de nuestro modelo.

Maés aun, nuestro modelo permite probar numéricamente, a partir de
primeros principios, la existencia de estructuras tridimensionales que lle-
van a una formulacién fenémelogica mas completa y su evolucién espacio-
temporal. Es decir, nuestro modelo no sélo predice cualitativamente las me-
diciones bidimensionales que se encuentran en la literatura, sino que también
revela nuevas facetas del problema fisico.

5.2. Trabajo futuro

= Modelar la estructura del depdsito como porosa y elastica, para esto
seria necesario implementar un método numeérico que permita el uso
de una malla adaptativa dinamica.

= Modelar el crecimiento del depésito de manera més real, comenzando
por un modelo tipo DBM, siguiendo por un modelo de crecimiento
cristalino.
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Agregar al modelo el transporte de protones.

Realizar experiencias con mallas méas finas y tiempos mas largos que
describan con mayor precisién la riqueza del problema fisico y la diver-
sidad de escalas. Para ello es necesario paralelizar el cédigo y utilizar
un cluster tipo Beowulf con capacidades de calculo y almacenamiento
adecuadas [57].

Extender el programa para manejar electrodeposicién bipolar (actual-
mente solo existen soluciones para el problema bidimensional).

Realizar una analisis de estabilidad numérica del método.

Extender la soluciéon para problemas en otras configuraciones, por
ejemplo mediante la colocacién de los electrodos en el techo y piso
de la celda (con lo que se podria lograr un problema parecido al de
Benard [29]). En dicho problema se producen plumas de conveccién
térmica debido a diferencias de temperatura entre el piso (més calien-
te) y el techo (més frio) en un recipiente cerrado conteniendo un fluido
viscoso. En el caso de ECD inestable (dnodo arriba y catodo abajo),
existen plumas de zonas de fluido més liviano ascendiendo desde el
catodo y plumas de zonas de fluido mas pesado que descienden desde
el dnodo (por disolucién del mismo).
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Apéndice A

Formulacion de las
ecuaciones de Navier-Stokes
en la forma transporte de
vorticidad y funcién vector
potencial de velocidades

Mostramos aqui la transformacion de las ecuaciones de Navier-Stokes
escritas en variables primitivas (u, v, w, P) a las ecuaciones de Navier-Stokes
escritas en funcién del vector potencial de velocidades v y de la vorticidad
w.

A.1. Algunas propiedades del calculo vectorial

Comencemos recordando la definicién del rotor de un campo vectorial y
algunas propiedades interesantes. Sean V, Vi y Vs campos vectoriales, U
un campo escalar y ¢ una constante, entonces:

_:(ov, _ 9V, s (OVy _ OV, ov ovVe ) _
L. VXV—I(By_8ZJ>+J(E)Z_Bm)+k<azy_8y>_r0tv

en coordenadas cartesianas.

2. VX(V1+V2):(VXV1)+(VXV2)
3. Vx(cV)=¢(VxV)
4. V- (VxV)=div(rot V) =0

5. V x (VV) = rot(grad V) = 0, en este caso V puede ser cualquier
campo.

6. V-(VV) = div(grad V) = V2V = AV | A se conoce como el
operador de Laplace.

7. V(V- V)=V x(VxV)=AV

8. Vx({U-V)=UNxV)+VUxV

9. Vx(Vi-Va)=V3-VV; =V, -VVy+V(V:-Vy) = Vy(V-Vy)
10. Vx(V-VV)=V.V(VXxV)—(VxV)-VV+(V-V)-(VxV)
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A.2. Convirtiendo las ecuaciones

Definamos la vorticidad como w = V X v, esta magnitud representa la
velocidad de rotacion local en el fluido. Si aplicamos el rotor a ambos lados
de la ecuacién 2.4 (pdgina 17) obtenemos:

V x <a+v Vv> =V x <—1VP+1/V2v+fe+fg>
ot PO PO PO

Utilizando la propiedad 2, podemos analizar cada componente de la ecuacion

por separado:

W@)wg_ﬁ@y@ﬁ (5),) 1 (5), 5 (3))

(3 (%), -5 (%)) GG -5 ()
+J<§t<§“>—§t(3x>> (), 5 (5))

0 ow
V x(v-Vv) = v-V(VXxVv)=(VxVv)-Vv+(V-v) (VxvV)
por prop. 10

= v-Vw—w- Vv

por ec. 2.5 y def. de w

A continuacién eliminamos el término que contiene a la presiéon P.

1 1
v x (—VP> = ——(VxVP) = 0
~—~ ~—~

Po Po
por prop. 3 por prop. 5
V x (vV%v) = v-Vx[V(V-v) - Vx(VxvVv)] = —1v-VxVxuw
por props. 3y 7 por ec. 2.5
= —vV(Vw)-Aw) = —v[V(V-(VxV))]+rAw
por prop. 7 por def. w
= vAw
~~
por prop. 4

Finalmente los términos que contienen a los forzantes eléctrico y gravi-

tatorio:
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V><<f6> _ v)((zoe-CVgZ)_er-AVqS)
po)

por ec. 2.6 PO Po
zoe zpe
= —V x (CV¢) — —V x (AV
= 9 (eve) - v (avg)
por props. 2y 3
= 2SOV x (Vo) + VO x Vo) + A% (AV x (Vo) + VA x Vo)
~ PO Po
por prop. 8
= VO x Vo) + AE(VA X Vo)
Po PO
por prop. 5

Po por ec. 2.7 Po

v x <fg> = x <p0(1+04(C—Co)+ﬁ(A_AO)).g>

=aVx(g-C)+ BV x(g-A)

Con lo que llegamos a la formulacién de las ecuaciones de Navier-Stokes
en términos de la vorticidad y del vector potencial de velocidades:

8—w+V'Vw:w-Vv+yAw+@(VCxV¢)+%(VAXng))
ot Po Po
+aVx(g-C)+ 08V x(g-A)
w=VXxXv
w=—AyY
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Apéndice B

Adimensionalizacion del
sistema

B.1. Propiedades necesarias

Para realizar la transformacién algebraica descripta en la pagina 20 re-
cordemos que:

= Si se cambia el argumento  por un argumento ¢ que estd ligado a x
por la férmula x = f(t), entonces:

dy 1 dy
d2y / d2y o dY
= s (O - 05 (B2

= Si se cambia la funcién y por una funcién u que estd ligada con y por
la féormula y = f(u), se tiene:

d;y_ du

W it (®3)
2 2 2
s+ () (B.4)

Teniendo en cuenta que en nuestro caso, f(u) = ¢-wu con ¢ constante, las
propiedades B.1-B.4 quedan expresadas respectivamente como:

d 1d

gi - Eﬁ 2 2 (B.5)
% = CZ—Z (B.7)
2 2
% = c% (B.8)

Veamos ahora como quedaria la operacién de adimensionalizacion en el si-
guiente caso:

82¢ _ a2¢/ _ ¢O aQ(b/ B9
0t e Mg o 2 g (B.9)
¢=¢'-¢g y por B.8 r=x'-z0y B.6 0
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Andlogamente, podemos obtener el resto de los casos:
99\  Cogo O , 09’
oz <08x> ot o <C ox'
la definicién de rotor de un campo se encuentra en el apéndice 1, pagina 65:
oCc  oC oCc  oC oCc  oC
(= _ 9~ N i k| —= -2 =
VxO= <8y 8z>+']<8z 8x>+ <8x 8y>

Co oc’ C’o oc’ e @ oc’ C’o oc’ Lk @ oc’ C() ocC’
xg Oy xg9 07 x9 07 xg O0x' xg 0x'  xo OY

Co oc’ oc' oc’ ac’ oc’ ac’ Co
. B Kk B
( <8y 8z’>+']<6z’ 8:1:’>+ <8m’ 8y’>> wO(VxC)

B.2. Trabajando con el sistema

Empecemos con la ecuacién 2.13 para mostrar con detalle el proceso!:

82(Z> 82¢ 82¢> ¢0 82 ¢, 82 ¢/ 82 d)/
2 e T G G =
Vo= Ox? + Oy? + 022 (81:’2 oy? 02> >

?quﬁ/ = r (ZAA Co — zcC" - Co)

F:;;ZO €0 - € Po €0 - € Po

Trabajemos la ecuacion 2.11 realizando el reemplazo por las nuevas va-
riables:

Co0C"  pucCogo [ O ,0¢' 0 ,0¢ ,0¢' DcCo 9
wor ~ w2 |ow \Car) Ty \Cay +8z Coa )|t vV E

02
B Uocoi( 'y — voCo 0

Yoy wOCOi Pl
xg Oz’ b xg 0y (U C) rg 072 (w C) =

despejando 0 v aplicando que vg = 0 para cada componente de la veloci-
dad:
oC"  pcgo [ 0 ,00 ,00 ,00 P
at’_xof—g oz’ C@x +8y C@y +8z C@z + OtVC’

ug 0 I, vy O I~ wy 0 [P

— C")— —— ——— (W'C
55 (40~ o (4C) - 5L () =

Llegamos a la ecuacién final:

oC"  pceo [ 0 09’ 0 09’ 0 09’ D¢

57~z |00 \Caw) T o7 \Cay ) T a7 \C o )| T rewg Y
0 0 0

L wey - ey - L we)

(B.11)

De manera similar operamos sobre la ecuacién 2.12 llegando a:

2 2 2 .
!Para un campo escalar U, V2U = % + % + % (coordenadas cartesianas)
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8A’_ pago | O ,00 ,0¢ 0 ,09 Djy oy,
mﬁ’mwa;Aw‘WyA@“ﬁyA@ + 2o ” A
0 0 0

- g () = o (0 A) = 5 (0 4)

Finalmente nos falta realizar este proceso en la ecuacion 2.14:

ug 0w’ uo s Uo

C
R e IR 7v B0y By +—A ol (Ovc’ Py
toxo Ot $0 o) 0 0 Lo

Dg)+ @VX@%W+ﬁQVX@vﬁ
i) i)

zoe

V')

zae , C
_|_i( 0
PO To

VA" x

Se reemplaza tg por zo/ug y se despeja:

o' C
i:—V"Vu)'—i—w’-Vv'—F z Aw’—l—w(

ot UuQg * Lo po - UO
$ O N gy vy - 0 (g 0y - DD (g )
po - U2 ug U
(B.13)

VC' x V¢')
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Apéndice C
Descripcion del programa

En este apéndice mostramos la estructura del programa que se ha im-
plementado, haciendo hincapié en los detalles necesarios para operarlo y
encarar una modificacién eventual con el fin de incorporarle nuevas funcio-
nalidades. El programa es altamente configurable, puede modificarse desde
los parametros fisicos fundamentales hasta las dimensiones de la celda que
se desea simular sin necesidad de tener que recompilar. La mayoria de los
parametros fisicos y sus dimensiones estan listados en la tabla 4.1 en la péagi-
na 38, aunque todavia hay algunos propios de la definicién del escenario de
la simulacién y cuestiones numéricas que explicaremos a continuacién.

C.1. Configuracién del programa

En la tabla C.1 se muestra el resto de los parametros utilizados en la
configuracién del programa, junto con una pequena descripcién y el valor
que se utilizé normalmente o el genérico en el caso en que fuera necesario.
Algunos de estos necesitan una explicacién acerca de su objetivo y forma de
uso:

= Inter_Crece: Es el intervalo durante el cual se hace crecer el depdsito.
Se debe ingresar el tiempo inicial, el final y cada cuantos pasos se
producird el crecimiento. De esta manera se puede simular distintas
velocidades de crecimiento, siempre a partir de una perturbacion inicial
que se configura mediante la variable dedos.

» grabacion: La definicion de los pasos de tiempos en los cuales se guarda
en almacenamiento fisico el estado de la simulacion. En este caso se
puede definir varios intervalos con frecuencia de grabacion distinta
para cada uno, simplemente se debe tener cuidado de definir en forma
completa todo el segmento sin superposicién entre ellos. Un ejemplo
podria ser los intervalos:

{0.0, 1.0, 0.01", "1.0, 5.0, 0.5", "5.0, 20.0, 1.0"}.

= DIM_I, DIM_J, DIM_K: La cantidad de nodos en cada dimensién. Se
debe tener en cuenta que se usa la convecién C en la que se comienza
a contar desde 0, o sea si se configura como:
DIM_I=49, DIM_J=79, DIM_Z=29; se estaria simulando una celda de
50 x 80 x 30.

» dedos: La configuracion inicial del depdsito, se debe ingresar la posi-
cién inicial en cada dimensién y su longitud respectiva.
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Por ejemplo

{"24, 01, 10, 01, 01, 01", "35, 01, 20, 01, 01, O1"}eslade-
finicién de dos dedos con sus respectivas ubicaciones y longitudes, no-
tar que, nuevamente, se utiliza la convencion C para la numeracién
de los nodos y que en este caso, los dedos definidos son de longitud
unitaria.

s Graba_ASCII: Este pardmetro de tipo bool se utiliza para configurar
si el programa genera la salida en formato de archivos de texto ASCII.
Este pardmetro no tiene influencia en la salida en formato NetCDF
(formato estandar que se explica en detalle en el apéndice D, pagina
77). El objetivo es permitir realizar comparaciones contra datos ob-
tenidos con anterioridad, especialmente cuando se desea verificar la
correccién de modificaciones efectuadas.

Finalmente, no estd de més aclarar que la configuraciéon que se ha expli-
cado se centraliza en un archivo llamado 3d.cfg que se debe encontrar en
el mismo directorio donde se ejecuta el programa y en el caso en que no se
encuentre dicho archivo o ante la falta de alguno de los parametros, el pro-
grama automaticamente utilizard valores por defecto dejando un mensaje
en pantalla describiendo dicha situacién.

Parametro Descripcién Valor
Inter_Crece Intervalo durante el que crece el depdsito [tot finalstintervalo)
grabacion Definiciéon de los momentos en los que se [to, t Finals
graba el estado de la simulacion Lintervalo)s - - -
tfinal Tiempo hasta el cual se realiza la simulaciéon 1000
TOL Tolerancia del ciclo externo (temporal) 1x1075
Pasolnterno Tolerancia del ciclo interno (espacial) 1x1071
dt Definiciéon de paso temporal 0,01
wt Coeficiente de sobre relajacién 0,8
DIM_I Cantidad de nodos en la dimensién x Xo
DIM_J Cantidad de nodos en la dimensién y Yo
DIM_Z Cantidad de nodos en la dimension z Zy
dedos Estructura inicial del depdsito [£0,50,20 Ly 2] ...
Graba_ASCII | Indica si se guarda la salida en formato ASCII 0

Cuadro C.1: Los pardmetros de configuracién de programa, incluyen todos aquellos
que definen el escenario de la simulacion.

C.2. Diseno del programa

C.2.1. Soporte de datos

En la figura C.1 se puede ver un diagrama de clases correspondiente al
diseno del programa. Se ocultan los detalles de operaciones y atributos para
poder obtener una vision mas general del disefio realizado.

Ma3s alld de las rutinas de calculo, el ntucleo del programa es la clase
template Matriz, en la cual se define la forma general de acceso a los datos
de lo que es nuestra implementacién de una matriz, en ella también resol-
vimos el manejo dindmico de memoria y el almacenamiento de la salida del
programa. En la implementacién de esta clase, una matriz, de dimensiones
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(ii,j7,kk) se guarda internamente en niveles. Existen tres niveles, en el in-
ferior se encuentran los valores de los elementos de la matriz, estos estan
almacenados en arreglos unidimencionales de largo ¢, y representan, para
un plano de la matriz, una fila de los valores para el eje X. El nivel interme-
dio nos permite agrupar todos los arreglos anteriores de forma tal de poder
representar todo un plano XY de la matriz, esto lo logramos con un arreglo
de jj elementos, que almacena punteros a los arreglos del nivel inferior. El
nivel superior nos permite acceder a los distintos planos de la matriz, por lo
cual estd implementado como un arreglo de largo zz, que contiene punteros
a los distintos elementos del nivel intermedio.

El acceso a los datos se realiza mediante el operador [] que recibe una
constante de tipo Punto que se utiliza para indexar en esta estructura de
tres niveles para llegar al dato requerido. Es importante notar que al ac-
ceder mediante esta interfase, se logra independizar la forma de resolver el
almacenamiento interno de los datos.

La clase MiMask se utiliza para almacenar la estructura de la celda, in-
cluyendo los bordes y el depdsito que se ha configurado por medio de la
variable dedos en el archivo de configuracién. Esta matriz también forma
parte de los archivos de salida, ya que si se realiza una corrida que incluye
crecimiento del depésito, es necesario almacenar su estado.

Diagrama General de Clases

- ; 3 Coomdenada
Intervalo | _ Contiene ControlGrabacion
— o —
Punte Base
class T J

Matiz |~ | Punio CampoDouble
— = i) Esguina_Limite [

- - [

N ]

Matnz<long double> Matriz<uns igned> | _Matriz <CampoDouble>
———u i
MatDouble | MiMask
— ' | MatCampoDouble |
‘ &
Ly

| MatVectorPotencial MatVelocidad

MatConcentracion i t Mat Potencial

Figura C.1: Diagrama de clases del programa. Los detalles de las operaciones de
cada clase se ocultan para dar una visiéon general.

73



C.2.2. Modo general de operacién

A continuacién explicamos las etapas que constituyen una ejecucién del

programa:

1.

Valores de configuracion: La primera tarea que realiza el programa
es obtener la informacién de configuracién. Para esto intenta abrir el
archivo 3d.cfg (su contenido se ha detallado anteriormente), si esto no
pudiera realizarse por algiin motivo, como por ejemplo que el archivo
no existiera, el programa toma una serie de valores por defecto para
la simulacién.

Esta informacion se almacena en una instancia de la clase entorno
que esta definida en los archivos UEntorno.h y UEntorno.cpp.

Alocacién de memoria: Con la configuracién leida, se procede a reser-
var espacio en memoria para las matrices que se utilizardn. Se crean
cuatro matrices escalares para representar las concentraciones de anio-
nes y cationes en el paso temporal anterior y en el actual. Se crea una
matriz escalar para representar la maéscara que utiliza el programa,
esta mascara define la posicién de las paredes, techo y piso de la cel-
da asi como la ubicaciéon de los depositos. La ultima matriz escalar
que definimos es la matriz que representa el potencial. Finalmente, se
crean tres matrices para representar los campos vectoriales de veloci-
dad, vector potencial de velocidades y vorticidad. Cada una de estas
matrices estd implementada, a su vez, con tres matrices escalares para
representar cada uno de sus componentes en coordenadas cartesianas.

Junto a la obtencién de espacio de cada matriz se define el modo de
almacenamiento en disco que tendrd. Esto se realiza en el momento de
la inicializacién de cada matriz.

Condiciones iniciales: Es necesario para cada matriz inicializar sus
valores de modo tal que se cumpla con las condiciones de iniciales del
sistema. Estas condiciones se detallan en 2.4.

La madscara se inicializa de acuerdo a la configuracién del depdsito
en el archivo 3d.cfg. Las matrices de velocidad, vorticidad y vector
potencial de velocidades se inicializan con todos sus elementos en 0. Las
matrices de concentracién se inicializan con todos sus elementos en 1,
en tanto que para el potencial se utiliza una escala lineal que comienza
en el ciatodo con el valor indicado por la condiciéon de borde 2.36 y se
incrementa linealmente hasta el valor indicado por la condicién de
borde 2.35 (ambas en la pagina 24).

C.2.3. Rutinas de calculo

La discretizacion realizada en el capitulo 3 se implementa principalmente

en el archivo calcula3d.cpp, en el que se concentra todo el trabajo de
calculo del programa.

La ecuacién de Poisson (3.37) y sus condiciones de borde se resuelven en

la funcién Calcular Potencial. Las concentraciones de Aniones y Cationes,
ecuacién (3.58) se resuelven, junto con sus condiciones de borde, en las fun-
ciones ConcentracionAniones y ConcentracionCationes respectivamente.
El cuerpo principal del programa calcula3d.cpp es el encargado de resolver
las ecuaciones de Navier-Stokes.
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Por ultimo, los residuos de convergencia se calculan mediante la funcién
Obtener Residuo, y son evaluados a cada ciclo del algoritmo principal.
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Apéndice D

Detalles del programa de
visualizacion

En este apéndice daremos una descripcién del programa y del formato
del archivo de salida utilizado para realizar los graficos con los que se ha
ilustrado el presente trabajo.

D.1. Formato de los archivos de salida

D.1.1. Formato original

Inicialmente el programa generaba su salida en una serie de archivos en
formato ASCII, uno por cada plano z de la celda con el siguiente formato
para el nombre del campo que se estaba almacenando, por ejemplo para el
potencial eléctrico quedaba:
potTxy_Z.dat donde T representa el nimero de grabacién a la que corres-
ponde y Z el nimero de capa que se ha guardado en el archivo.

Las tres primeras letras se utilizaban para identificar el campo al que se
hace referencia de acuerdo a la siguiente tabla:

Campo Simbolo Archivo
Potencial 10} potTxy_Z.dat
Conc. Aniones A A_Txy_Z.dat
Conc. Cationes C C_Txy_Z.dat
Vorticidad comp. x Wy etxT'xy_Z.dat
Vorticidad comp. y Wy etyT'xy_Z.dat
Vorticidad comp. z Wy etzT'xy_Z.dat
F. de corriente comp. x Py psxT'xy_Z.dat
F. de corriente comp. y Yy psyl'xy_Z.dat
F. de corriente comp. z P, pszl'xy_Z.dat
Velocidad comp. x U u__Txy_Z.dat
Velocidad comp. y v v_Txy_Z.dat
Velocidad comp. z w w_Txy_Z.dat
Miéscara - mscTxy_Z.dat

Cuadro D.1: Los nombres de archivos utilizados para cada capa en cada paso de
tiempo guardado.
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D.1.2. Formato estandar

El esquema de nombres utilizado originalmente daba una gran cantidad
de archivos de salida. Por ejemplo, si dejabamos correr el programa con una
celda de 30 nodos de altura (o sea treinta archivos por campo por paso de
tiempo) con treinta pasos de tiempo obtenemos la no despreciable suma de
12,600 archivos, una cantidad muy dificil de manipular.

Adems4s los programas de visualizacién no aceptan directamente el for-
mato ASCII, o si lo hacen, exigen tener cierta informacién extra que nuestro
programa no generaba. Por ejemplo, el primer paquete que utilizamos para
graficar los resultados fue el Vis5D[58], un paquete orientado a visualizacién
de datos meteorolégicos.

Para poder introducir los datos en este programa, tuvimos que desarro-
llar una rutina de conversién que tomaba todos los archivos de datos en
formato ASCII, y mediante ciertas funciones de libreria de dicho paquete,
convertirlos a un archivo de formato propio que el paquete podia interpretar.

Si bien el VisdD nos resulté extremadamente 1til para analizar los pri-
meros resultados obtenidos, sus limitaciones nos llevaron a cambiar por otro
paquete graficador llamado OpenDX [59]. Como era de esperar, los formatos
de archivos que puede aceptar este paquete no incluye ni archivos ASCII sin
informacién extra ni los generados para el paquete VisbD. Ante esta nece-
sidad adoptamos un formato estandar que fuese leido por OpenDX y que a
su vez tuviera perspectivas de ser aceptado por otros paquetes de ser nece-
sario. Uno de los formatos que cumple con estas condiciones es el formato
NetCDF[60].

NetCDF, algunos detalles

El paquete NetCDF funciona como una libreria de entrada/salida, que
puede ser llamada desde programas hechos en C, FORTRAN, C++, Perl,
etc. La libreria almacena y recupera datos en archivos que son indepen-
dientes de la plataforma y que son auto-descriptivos. Cada archivo puede
contener variables multidimensionales identificadas por un nombre tnico, el
tipo de cada variable puede ser entero, real, cardcter, byte, etc., pudiéndose
acompanar con datos auxiliares, como ser unidades, o un texto descriptivo.

Los objetivos de esta libreria pueden resumirse en:

= Facilitar el uso de conjunto de datos comunes entre varias aplicaciones.

= Permitir que los conjuntos de datos puedan ser compartidos o trans-
portados entre computadoras de distintas plataformas.

= Reducir el esfuerzo de programacién gastado en interpretar distintos
formatos.

= Reducir los errores que surjen de la mala interpretacion de datos o
informacién auxiliar.

= Facilitar el uso de la salida de una aplicaciéon como entrada de otra.

El elemento basico de esta libreria son los arreglos de datos, entendiéndo-
se por arreglo a una estructura rectangular n-dimensional conteniendo ele-
mentos del mismo tipo de datos. Un escalar es un arreglo 0-dimensional.

El mero uso del formato NetCDF no asegura tener conjuntos de datos que
sean autodescriptivos, y que sean facilmente interpretables por maquinas y
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personas. Los nombres de las variables y dimensiones deben ser significativos
y cumplir con las convenciones relevantes segin cada caso.

La informacién auxiliar en los archivos NetCDF se introduce por medio
de atributos. Los atributos pueden estar relacionados con una variable o ser
globales a todo el archivo. Existen varias convenciones para distintos campos
de aplicacién que han sido desarrollados para poder compartir informacién
de una manera mas préactica. En nuestro caso particular, se tuvieron que
agregar ciertos atributos para que OpenDX pueda interpretar de manera
correcta los datos. El atributo que se debe incluir tiene que llamarse field
y ser de tipo character. El valor consta de varias palabras separadas por
comas:

= Nombre de la variable: Es el nombre con que identificard al campo de
datos OpenDX, en general se lo hace coincidir con el nombre dado a
la variable en el archivo.

= Tipo de datos: Si el campo es escalar scalar, en cambio si es vectorial
vector.

= Fscala temporal: Se debe agregar la palabra series si los datos a
importar tienen evolucién en el tiempo. En nuestro caso almacenamos
varios pasos de tiempo.

Un ejemplo de atributo para el campo escalar Potencial y el vectorial Velo-
cidad seria:

field = Potencial, scalar, series

field = Velocidad, vector, series.

Es indispendable que este atributo este bien definido para que la impor-
tacién en OpenDX sea correcta. Finalmente, con esta libreria agregada a
nuestro programa, se genera solo un archivo por campo (sea este escalar o
no) con todos los pasos de tiempo. Es claro que, ademés de la ventaja de
poder utilizar OpenDX para el analisis del resultado, la cantidad de archivos
se mantiene fija y manejable.

D.2. OpenDX, el paquete de visualizacion

Como ya dijimos en la seccién anterior, el paquete finalmente utilizado
es el OpenDX. Este paquete se basa en el producto Open Visualization
Data Ezxplorer de IBM, que recientemente ha sido puesto a disposicién de
la comunidad cientifica mediante la licencia de uso Open Source[59).

Este paquete es un ambiente de visualizacién que da al usuario la habi-
lidad de aplicar técnicas avanzadas de visualizaciéon y anélisis a sus datos.
Estas técnicas pueden ser aplicadas para ayudar a los usuarios a obtener
nuevas perspectivas y conocimiento a partir de los datos generados por sus
aplicaciones en un amplio campo del conocimiento como, por ejemplo, cien-
cia, ingenieria, medicina y el mundo de los negocios.

El nicleo de esta aplicacion se denomina Data Ezplorer y provee un
conjunto muy completo de herramientas de manipulacion, transformacién,
rendering y animacién que permite implementar métodos de visualizacion y
analisis basados en puntos, lineas, dreas, volumenes, imagenes o primitivas
geométricas en cualquier combinacion.

Data Explorer es independiente del campo particular de aplicacion y es
facilmente adaptable, en especial debido a lo intuitivo y facil de usar de su
interfase de usuario.
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OpenDX soporta estaciones de trabajo uniprocesador y multiprocesa-
dores simétricos, asi como clusters de workstation ejecutdndose en forma
distribuida. Ademaés soporta la importaciéon de varios tipos de formatos de
archivos, por ejemplo NetCDF, HDF, NASA-CDF, etc.

D.2.1. Algunos detalles acerca de la visualizacion

OpenDX no es un programa de visualizacién cerrado, es decir, no da una
interfase de usuario con las operaciones basicas aplicadas a un campo del
conocimiento. Por el contrario, es necesario escribir programas que realizar
la visualizacién de los datos dependiendo del tipo de método de analisis de
datos que se desea utilizar.

El método de programacién es bastante sencillo e intuitivo, y se basa en
la conexion visual de varios moédulos que tienen un comportamiento basico.
La interaccion entre estos médulos es lo que da como resultado la imagen
visualizada. En la figura D.1 vemos un ejemplo. Esta es una parte del pro-
grama escrito para poder realizar la visualizacién de los datos generados por
nuestra aplicacién, corresponde sélo a la parte de importacién del archivo
en formato NetCDF y utilizado para seleccionar sélo unos pasos de tiempo
de los generados. Esto es necesario debido a una restriccién de memoria de
la maquina en la cual analizamos los resultados.

= ¥isual Program Editor: fhomelestebani3disolo tesisfivel anion.net

| String

ey Lo

Format
[i=:

|
Inquire
e

[I=a s

|{Format
: [

JEn & ——

— i |

Compute

i ’_

Sequencer |Caption
| | | T

fisglea gl
Format
| J=

Jilse s

|Caption {Collect
S

Figura D.1: Interfase del usuario para programar el comportamiento de OpenDX.
Una parte del programa utilizado para generar las imégenes que ilustran el presente
trabajo.
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Los médulos a los que haciamos referencia son los rectangulos nombrados
(por ejemplo import), en tanto que las conexiones entre ellos estan represen-
tados por las lineas que unen las salidas (borde inferior de cada componente)
con las entradas de los otros (parte superior). De los componentes que estéan
presentes en la figura, el llamado String representa una cadena de caracteres
que debe ingresar el usuario por medio de una ventana especial denominada
Control Panel, que agrupa los componentes que tienen la caracteristica de
interactuar con el usuario. Finalmente, aquellos que no tienen salida conecta-
da, como por ejemplo Datos_Archivo (del que solo se ve el nombre s_Archivo
debido a un bug de OpenDX) son utilizados para transportar informacién
entre las distintas paginas que componen el programa. En la figura D.2 mos-
tramos la pagina que ensambla todos los datos de las distintas paginas del
programa para la visualizacion.

Los médulos llamados Collect son los encargados de unir la informacién
obtenida de las distintas pdginas. Finalmente el médulo Image representa
la superficie en la que se mostrard la imagen generada.

| Collect

T T
Collect
-

I
Collect
[

PR s - T
Format Collect
[ =

Figura D.2: Seccién del programa que ensambla los datos generados en el programa
para generar la imagen a visualizar.
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