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Resumen

La formacién de patrones de crecimiento (GPF), esto es, el crecimiento inesta-
ble de interfases, es un fendmeno comun a una amplia gama de problemas de la fisica
a la biologfa. y fue extensivamente estudiada en el contexto de los fenémenos fuera
del estado de equilibrio [1]. La electrodeposicién en celdas planas (ECD) es un ejem-
plo paradigmatico de GPF. Consiste en dos placas planas de vidrio que encierran dos
electrodos paralelos y un electrolito que contiene una sal metdlica. Una diferencia de
potencial aplicada entre electrodos produce un depdsito ramificado por reduccion de
los iones metdlicos. Las variaciones de la concentracién, el espesor de la celda, o el
voltaje, pueden hacer que la forma de estos depdsitos varie en geometrias fractales,
densas o dendriticas Estas variaciones de morfologia aun no han sido totalmente elu-
cidadas.

En este trabajo se introduce un nuevo modelo numérico para la descripcion de
un problema de ECD consistente en la resolucién numérica de las ecuaciones de
Nernst-Planck para el transporte idnico, la ecuacién de Poisson para el potencial elec-
trostatico, las ecuaciones de Navier-Stokes para el movimiento del fluido, y la ecua-
cion de calor para el cédlculo de temperatura del fluido. El aporte original consiste en
el acoplamiento de las ecuaciones de Nernst-Planck y Poisson con las ecuaciones de
Navier-Stokes escritas en variables primitivas. Una de las ventajas de este método en
relacién a modelos basados en las ecuaciones de Navier-Stokes escritas en términos
del potencial vectorial de velocidades y funcién vectorial de corriente, es que se hace
un mejor tratamiento de las condiciones de borde del campo de velocidades y por en-
de de la conveccién en ECD. Otra ventaja es que permite reducir el error sobre el cél-
culo del campo de velocidades. Asimismo, la utilizacién en este modelo de diferen-
cias finitas en mallas desfasadas (staggered grid) para la aproximacion numérica del
campo de velocidades y presiones, reduce notablemente las oscilaciones en el célculo
de presiéon y conduce a un modelo mas estable y robusto.

El modelo numérico propuesto simula un problema de ECD con tres especies
i6nicas diferentes: aniones, cationes y protones, en celdas en posicién horizontal o
vertical, sin gravedad primero para después considerar los efectos de la misma. Asi-
mismo, la ecuacién de temperatura permite una mejor aproximacién al estudio del

problema y deja abierto un camino en el estudio tedrico del problema. El cddigo des-



arrollado es testeado contra resultados clasicos de la mecénica de fluidos, como el
problema de la cavidad cuadrada, y en particular, en problemas de ECD bidimensio-
nales donde la conveccién es relevante. Se muestra por primera vez en la literatura la
relevancia de la presion como variable de control en el transporte iénico en ECD.
Asimismo, se muestra el alcance actual del simulador para tratar campos tér-

micos y se presentan sus posibles extensiones a tres dimensiones.
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Introduccion

La electrodeposicién quimica (o Electrochemical Deposition ECD) juega un
rol importante en una gran variedad de problemas fisicos, quimicos, biolégicos y tec-
noldgicos. Las aplicaciones actuales de la ECD van desde experimentos de construc-
cién de nanocables o nanotubos construidos mediante deposicién electroquimica de
metales de transicion, hasta el estudio de tratamientos electroquimico de tumores en
donde se utilizan dos o mas electrodos de platino insertados en el tumor por los que se
hace circular una corriente continua. Muchos de los fendmenos involucrados en ECD
son conocidos desde hace siglos aunque el comportamiento colectivo del sistema —
sobre todo lo que hace al crecimiento de patrones, la interaccién entre la conveccién y
migracién, y la interrelacion entre las fuerzas eléctricas y gravitatorias en la celda —
hacen que una descripcidn tedrica del sistema completo presente puntos atin no total-
mente elucidados. A través de la simulacién numérica se puede avanzar en el conoci-
miento de los procesos fundamentales involucrados y explicar asi, algunas de las si-

tuaciones que se observan en los experimentos.

La ECD consiste en la aplicacion de un campo eléctrico a dos electrodos (por
Ej. de cobre) que estdn colocados en forma paralela e inmersos en un electrolito (por
Ej. sulfato de cobre en agua destilada). Bajo estas condiciones dentro de la solucién
se produce una reaccién quimica por la cual hay una migracién de sales metdlicas al
catodo en donde se depositan. Por otro lado se produce la electrodisoluciéon del d&nodo
por lo que la sal metdlica se incorpora a la solucién. Las variaciones en la densidad
del electrolito dan lugar a gradientes de concentracion y a la generacion de fuerzas de
empuje que producen la conveccion del fluido. Concomitantemente, las fuerzas eléc-

tricas generan movimiento de fluido denominado electroconveccion.

Los andlisis tedricos y experimentales del problema se abocan a la descripcién
de los efectos de la concentracion de las especies entre los electrodos dependiendo de
la composicién quimica de la solucién, los campos eléctricos, la geometria de la cel-
da, y las variaciones en viscosidad del fluido dentro del la solucién y dentro del dep6-
sito formado. La concentracion y el Ph caracterizan la composicién quimica dentro de
la celda, mientras que el avance de frentes de concentracidn brinda una idea de la di-

ndmica de la composicién quimica espacio-temporal en la celda.



Los experimentos se realizan sobre celdas especialmente disefiadas y los cre-
cimientos se analizan usando técnicas de imagenes digitales. Por otro lado la simula-
cién numérica del problema permite aproximarse a los fenémenos electroquimicos en
detalle, bajo cierto nimero de aproximaciones, para analizar el comportamiento del
sistema en forma controlada, poniendo atencién en detalles particulares del mismo.

Situacién que no es posible alcanzar en un experimento de laboratorio.

En esta tesis se desarrolla un cédigo computacional bidimensional aplicado a
la simulacién de ECD en celdas delgadas. El c6digo resuelve el sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas que describen tedricamente el problema. Estas son las ecua-
ciones que gobiernan la mecénica de fluidos (Navier-Stokes), las ecuaciones diferen-
ciales que gobierna la electrodeposicion quimica (Nernst-Planck), la ecuacién de
Poisson que describe de comportamiento del campo electrostético dentro de la celda y
la ecuacion de calor, que describe la variacion de temperatura dentro de la celda. En el
capitulo uno describiremos los aspectos experimentales involucrados en ECD y su
relacién con el cédigo desarrollado. En el capitulo dos se dard una descripcién mate-
matica de todo el modelo acoplado e introduciremos a la teoria de modelos de creci-
miento. En el capitulo tres nos ocuparemos de los modelos numéricos que serdn pro-
gramados en el codigo. El capitulo cuatro es la presentacion del programa creado, su
alcance y posibilidades de ampliacién. Los capitulos cinco y seis se presentan casos
de estudio simples y avanzados, donde se observa cémo funcionan los sistemas de
ecuaciones por separado e integrados, exponiéndolos a diversas pruebas, asi como la
respuesta del sistema frente a los modelos de agregacion. Finalmente, en el capitulo
siete, se expondrdn las conclusiones y en un anexo presentaremos un modelo en tres

dimensiones junto a varias extensiones al modelo.



Capitulo 1

Conceptos fisicos

El presente capitulo introducird a los conceptos tedéricos utilizados para expli-
car el fenémeno de electro deposicién quimica en celdas delgadas. Dada la extension
y complejidad del tema, este capitulo s6lo intentard aproximar una idea clara de la
teoria empleada a lo largo de esta tesis, sobre todo la relacionada concretamente a las

simulaciones que se llevaran a cabo mas adelante.

Electrodeposicidon quimica en celdas delgadas (ECD)

En ECD, la celda electrolitica consiste basicamente de dos placas planas de
vidrio entre las cuales se colocan dos alambres (que pueden ser de zinc o cobre) en
forma paralela a una distancia de unos pocos centimetros. La celda se llena con una
solucién acuosa de sulfato de zinc (ZnSOy) o sulfato de cobre (CuSO4) en concentra-
ciones que varian desde 0,01 a 0,5 M/1. Al cerrar el circuito entre ambos electrodos,
una corriente de particulas se genera dentro de la celda, haciendo que las particulas
con carga negativa, viajen hacia el dnodo y las particulas con carga positiva, viajen
hacia el catodo.

En cada electrodo se producen procesos electroquimicos particulares, que en el
caso del dnodo, resultan en la disolucién y generacién de cationes, mientras que en el
caso del catodo el proceso electroquimico es de reduccidn, generando el crecimiento
de un depdsito que tomard una morfologia particular dependiendo de la concentracion
de la solucion, el voltaje o corriente aplicados y el espesor de la celda'. Cuando algu-
no de estos tres pardmetros varia, la forma del depdsito puede ser fractal, densamente
ramificada o dendritica [42]. En particular en el caso de la ECD de celda delgada se
produciran diversos tipos de depdsitos de compleja estructura que dependeran fuerte-
mente del espesor de la celda, la cual generard que el transporte de iones dependa en
mayor o menor medida de la migracion, la difusion o la conveccion segin sea el caso.
Asi, podemos notar que para experimentos en donde el espesor de la celda es mayor a

50 micrones, la conveccién es dominante por sobre la migracién y la difusion, lo cual

! Entendemos por concentracién de la solucién como la cantidad de particulas que hay de un soluto en
una solucién dada y al voltaje aplicado como la diferencia de potencial existente.



no sucede con experimentos cuyos espesores son menores a 50 micrones [31,59]. Son
estos tltimos mecanismos — la migracién y la difusién — son los que gobiernan el mo-
vimiento de los iones y determinan el tipo y aspecto del depdsito generado.

La figura 1.1 y 1.2 muestran un esquema experimental de celda electrolitica en
posicién horizontal, y un esquema experimental de una celda electrolitica en posicion

vertical con el catodo en la parte superior, arriba del dnodo.

B

X

Fig. 1.2: Esquema de una celda electrolitica con electrodos en posicion vertical [59].

Cuando se establece un campo eléctrico entre dos electrodos, los aniones se
mueven hacia el 4nodo y los cationes hacia el cdtodo con una velocidad proporcional
al campo aplicado. De esta forma los cationes se depositan sobre el citodo y, debido a
las fuerzas eléctricas sobre éste, los aniones son repelidos generdndose una zona de
baja concentracién anidnica. Esta movilidad idnica produce diferencias relativas de
concentraciones sobre cada electrodo. En el d4nodo se forma una zona de alta concen-

tracién debida a los aniones que llegan por migracién y a los que se producen por di-
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solucién; en el cdtodo, la concentracién de iones disminuye por la reduccién de los
iones de metal que se depositan y por los aniones que se alejan. Estas variaciones
conducen a modificaciones en la densidad, lo que produce la formacién de vortices
sobre los depésitos de crecimiento asi como la movilidad de frentes graviro-
convectivos desde cada electrodo [60,61 y 62]. El estudio de la movilidad e interac-
cion de estos frentes es una parte sustancial de los estudios en deposicién electroqui-
mica debido a que su andlisis involucra a todas las variables relevantes que determi-
nan su comportamiento. El potencial eléctrico, concentracién y velocidad del fluido
tienen estrecha relacién con la morfologia del depésito. La figura 1.3 muestra algunas
morfologias caracteristicas de electro depdsitos obtenidos con la celda en posicién

vertical.

Fig. 1.3: Ej. De depdsito ramificado de cobre sobre el cdtodo de la celda electrolitica. [59]

Antes de la aparicién del depdsito, las concentraciones catddica y anddica y
los frentes convectivos son paralelos a los electrodos. El desarrollo de las ramas del
depodsito modifica la dindmica de estos frentes, el frente catédico se subordina al fren-
te del depdsito y ambos siguen la misma ley de crecimiento. Como resultado de esta
interaccidn, el depdsito crece al mismo tiempo que se desplaza la zona despejada de
aniones. Se observa experimentalmente que la velocidad de ambos frentes sigue la
misma ley [59]. La descripcién en término de las concentraciones dentro de la celda
puede hacerse como sigue: dentro de la zona invadida por las ramas no hay iones de
ningtn tipo, porque los cationes formaron el depésito y los aniones fueron repelidos.
En la zona comprendida entre las puntas de los depdsitos y el dnodo, la concentracion

es pricticamente constante para ambos tipos de iones, mientras que directamente por
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encima de las ramas dos flujos de direccion opuesta se entrecruzan, uno de aniones y
otro de cationes. En la region anddica, se observa una capa delgada de alta concentra-
cién formada por los aniones acumulados y los cationes disueltos. Las siguientes ima-

genes grafican la evolucién de estos frentes en el tiempo.

Fig. 1.4 [34]: Evolucion de los frentes catddicos y anddicos (izquierda y derecha respectivamente) y el
crecimiento del depdsito sobre el cdtodo a los 20, 40, 65, 90, 115 y 135 segundos. La vista es de un
sector reducido de la celda; la concentracion es c=1,0 mol/l, y la distancia entre los electrodos es 12
mm.

12



Fig. 1.5 [34]: Evolucion de los frentes catddicos (izquierda) y anddicos (derecha); la concentracion es
¢ = 0,3 mol/l. Los tiempos son, de arriba hacia abajo, 10, 30, 80, 130, 190, 250, 330, 350 y 390 segun-
dos.

En las puntas de estos crecimientos, las fuerzas eléctricas provocan el despla-
zamiento de los aniones por conveccion e inducen el movimiento del fluido que, de
acuerdo con su intensidad, puede alcanzar a separar las ramas del depdsito. Si la velo-
cidad de crecimiento fuera alta, la simetria se altera y se produce un cambio en la
morfologia por la ruptura del extremo de la rama. Un esquema de las lineas de co-

rriente generadas en una rama pueden observarse en la figura 1.6, donde se ven un par
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de vértices en contrarrotacién que desplazan los iones de los extremos de la rama. Si
las fuerzas convectivas fueran lo suficientemente grandes, podrian provocar la ruptura

de la rama en dos secciones.

ZONA DE REDUCCION

Fig.1.6: Esquema idealizado del potencial sobre el crecimiento del depdsito. (Reproducida de [3])

A bajas velocidades de crecimiento el movimiento del fluido y la ramificacién
sobre la punta son pequeiios y el sector entre las ramas por donde se encauza el fluido
es amplio. Bajo estas condiciones es posible generar nuevas ramas porque éstas se
mueven y crecen en forma independiente y simétrica. La fuerzas convectivas en las
puntas son de magnitud comparable y no alteran la simetria generada por el creci-
miento. Con una velocidad de crecimiento mas alta, las fluctuaciones en la zona activa
son mayores y la generacién de nuevas ramas es mas dificultosa, ya que esas fluctua-
ciones dejan las ramas incipientes dentro de zonas de baja concentracién y el creci-
miento se detiene. El efecto final serd que a altas velocidades de crecimiento, hay un
cambio en la morfologia: las ramas son mds rectas y exhiben muy pequeiios filamen-
tos, que podrian ser ramas secundarias que no alcanzaron a desarrollarse [3].

La concentracién dentro de la celda es también crucial en este fendmeno. Para
altas concentraciones (1 mol/l) las ramas generadas son dendriticas y definidas, mien-

tras que para bajas concentraciones (0.3 mol/l) la estructura es densa y ramificada [5].
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Las perturbaciones quimicas, por ejemplo el oxigeno molecular y dlcalis di-
sueltos en un electrolito de ZnSOy, ejercen una gran influencia en la formacién de los
patrones de crecimiento en ECD. Otero et al. [4] muestran la transicién desde una es-
tructura cristalina compacta a una rugosa por la influencia de oxigeno molecular sobre
el agregado de cobre, obtenidos en una celda bajo condiciones galvanostiticas.

La Fig.1.7, reproducida de [4] muestra las variaciones sobre el depdsito de co-

bre producido por la presencia de oxigeno molecular en el electrolito.

v
el !5 ad}zii
A }.{ f%;:f
RGN

FEf A e

Fig.1.7: De izquierda a derecha:
depaositos obtenidos para concentraciones de CuSO/H,0, de 0; 0,3 y 4,0, (Reproducida de [4])

Se observa que al variar la concentracion relativa de CuSO4/H,0,, la ramifica-
cién experimenta un cambio continuo hacia una morfologia densa cuando el cobre
alcanza el punto de saturacién de oxigeno. También se observan variaciones en la
morfologia cuando la concentracién permanece constante. La primera de ellas se ob-
serva a un quinto de la distancia entre los electrodos y se supuso en un primer mo-
mento que era debido al denominado efecto Hecker [4], transicién que se produce
cuando un frente dcido que migra desde el dnodo se encuentra con el frente del dep6-

sito.
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Alcance, aplicaciones y resultados

Desde la década de los 80, la electrodeposicién en celda delgada se ha popula-
rizado como paradigma del fendmeno de formacién de patrones de crecimiento lejos
del estado de equilibrio. Los resultados de la ECD son particularmente pertinentes en
los casos de electro deposicion bipolar en el campo de macrocableado (en el cual la
aplicacién de un campo eléctrico puede ser aprovechada para crear el crecimiento de
depositos de cobre entre particulas de cobre que no estdn conectadas a un circuito ex-
terno), y en microcableado (en el ensamble de una nueva clase de microcables por di-
electroforesis de suspension de nanoparticulas metdlicas).

Hoy en dia la ECD también se aplica en el estudio de tratamiento de tumores.
Existe un tratamiento llamado EChT (ElectroChemical Treatment) en el que la ECD
es el principio de base. Diferentes experimentos han obtenido resultados satisfactorios
durante los dltimos 30 afios y consisten bdsicamente en la insercién de electrodos so-
bre el tumor sobre el que se hace circular una corriente determinada produciendo zo-
nas de alta concertacion de Ph que termina necrosando la zona cercana a dichos elec-
trodos. Sobre distintos tipos de tumores se consiguen diferentes resultados en base a la
cantidad de electrodos utilizados (un ciatodo y un dnodo, un catodo y varios dnodos,
varios catodos y un dnodo, y varios catodos y dnodos), las distancias entre catodo(s) y
anodo(s), los materiales de los electrodos (generalmente de platino pero hay otros ma-
teriales), la corriente aplicada, la cantidad y duracién de la sesiones, y la ubicacion de
los electrodos (el catodo en el tumor y el dnodo en la periferia, o al revés). Estos expe-
rimentos han tenido buenos resultados sobre neoplasmas en el pulmén reduciendo la
velocidad de crecimiento e incluso, en varios casos, se han obtenido reducciones sig-
nificativas. [18, 19, 20, 21, y 22]. Otros experimentos sobre melanomas, hematoma
carcinomas también sobre el pulmén han también demostrado ser efectivos. [23, 24,
25, 26, y 27]. Si bien estos resultados son alentadores, tanto como tratamiento tGnico
asi como en combinacién con quimioterapia o radioterapia [28,29] todavia se desco-
noce el efecto total de la EChT sobre las células tratadas con é1 [43, 44, 45], lo que lo

convierte en un campo de estudio permanente.
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Modelos en una dimension

La simulacién del fendmeno de ECD es un problema eminentemente tridimen-
sional, pero bajo ciertas restricciones, es posible en la instancia numérica reducir el
nimero de dimensiones del problema permitiendo un tratamiento unidimensional. En
el laboratorio se han realizando todas las etapas de simulacion numérica que van des-
de los modelos unidimensionales que solo contemplan como dimension significativa
la distancia entre electrodos, hasta modelos tridimensionales que describen el sistema
completo de ecuaciones del sistema [60,61]. Actualmente, los modelos de una y dos
dimensiones se siguen utilizando dependiendo del problema fisico a resolver.

El modelo unidimensional simula el movimiento del fluido entre las placas y
utiliza solamente los términos difusivos y de movilidad dada por el campo eléctrico.
De este modo el problema se reduce a las ecuaciones de Nernst-Planck para el trans-
porte i6nico y la ecuacion de Poisson para el campo eléctrico, sin tenerse en cuenta la
conveccion generada en el movimiento del fluido. La descripciéon unidimensional del
fendmeno considera la interaccion de la difusién, la migracién y el campo eléctrico y
presenta especial cuidado en el andlisis de las capas limites que se forman tanto en el
dnodo como en el citodo [61]. El transporte de iones en ECD se da por la combina-
cién de migracion, difusién y gravito-conveccidon que juega un papel sumamente im-
portante en el crecimiento del depdsito con lo que una descripcién completa del trans-
porte de iones es complicada. Algunos resultados experimentales rescatan el papel de
la migracion en el desarrollo de los fenémenos de ECD: muchas investigaciones han
mostrado que en muchos casos la velocidad de crecimiento del depésito es igual o si-
milar a la velocidad de los aniones en la solucién no perturbada alejada del depdsito
en crecimiento [60].

Del mismo modo el andlisis unidimensional se vuelve mds complejo al permi-
tir que el frente del citodo crezca. Ese crecimiento que supone una similitud con el
crecimiento del depdsito electrolitico en un experimento real, termina siendo igual-
mente un modelo extremadamente simple y permite predecir tiempos y velocidades

del frente acordes con los resultados experimentales.
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Modelos en dos dimensiones y modelos de crecimiento de depodsi-
tos

La extensién de este modelo a dos dimensiones debe tener en cuenta no solo el
agregado de las componentes en direccion transversal y longitudinal en el sentido de
la celda de las concentraciones y el potencial eléctrico, sino que ademds debe tenerse
en cuenta la distribucién del campo de velocidades que ahora si tiene sentido. El estu-
dio de los fendmenos convectivos y la inclusién dentro del modelo de los forzantes
gravitatorios, acerca el problema a la realidad que se pretende simular. Otro detalle
interesante es que sobre un modelo bidimensional es posible incluir un crecimiento
del depdsito en forma efectiva y analizar la interaccidn del electro depdsito con los
campos de velocidades y eléctricos. Existen numerosos modelos de crecimiento apli-
cados a la ECD [1,2] como el modelo de crecimiento de rotura dieléctrica (Dielectri-
cal Breakdown Model, DBM) [2] propuesto por Niemeyer, Pietronero y Weismann en
1983. Fisicamente, se propone una analogia con la electrostdtica al suponer que la
celda actiia como un dieléctrico que, al ser sometido a una diferencia de potencial que
supera cierto umbral, produce el crecimiento de un depdsito conductor que unird los
dos electrodos. La velocidad, direcciéon y forma del crecimiento serd proporcional a
un parametro del modelo que implica la mayor o menor importancia de la diferencia
de potencial [1]. El movimiento de la interfase es aleatorio en el tiempo. El modelo
DBM propone la superposicion de una descripcién deterministica para la distribucion
del campo en la celda con una estocdstica para el crecimiento del depdsito. En las fi-
guras 1.8 y 1.9 se puede apreciar la similitud entre los resultados de un experimento
de laboratorio y un modelo de simulacion utilizando DBM.

La esencia de este modelo deterministico-estocdstico es que la probabilidad de
crecimiento depende del campo eléctrico local (E), determinado por el equipotencial
sobre la punta del depdsito.

E=(-Vg)

Si bien se desconoce el significado fisico del pardmetro7, Chang et al [2] pro-
ponen una relacion entre éste y la constante dieléctrica del medio. Los cambios en este
pardmetro se manifiestan en una variacion no trivial de la dimension fractal, lo que

hace que el modelo sea particularmente interesante desde el punto de vista tedrico.
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Fig.1.8: Experimento de SCBE; las imdgenes corresponden a una secuencia que finaliza
cuando el depdsito alcanza el disco opuesto. La separacion entre los discos es de Imm. El medio es

H,80, 0.1mM. El campo aplicado fue de 37 V cm™. [4])

Fig.1.9: La simulacion del fendmeno de crecimiento se realizo sobre una matriz de 100x100.

Se necesitaron 2123 iteraciones para que se alcance el disco opuesto. Pardmetro 1= 0.8

Cuando 7 es alto, la forma del depdsito representa una punta de crecimiento y
el andlisis se restringe a una tnica rama permitiendo simular el perfil de concentracio-
nes, campo eléctrico y movimiento de fluido alrededor de una porcién singular del
depdsito. En la fig. 1.10 se observa el fuerte potencial eléctrico que bordea la punta de
un crecimiento. Esta particularidad del DBM y las caracteristicas del proceso fisico
experimental que representa serd utilizada en nuestro programa cuando introduzcamos

una rama para analizar los campos convectivos que se generan a su alrededor
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Fig.1.10: La figura muestra el depdsito para n= 10. [62]
Discusion

Se ha realizado una breve descripcién cualitativa del fendmeno de ECD y al-
gunos resultados experimentales conocidos. En ellos pudo observarse la importancia
del movimiento hidrodindmico en el transporte electroquimico en celdas delgadas en
la cercania de los electrodos. El movimiento del fluido se produce fundamentalmente
por la conveccion debido a la accién de fuerzas eléctricas, a la conveccién natural de-
bida al campo gravitatorio®. Es por ello que para analizar los procesos electroquimicos
bajo condiciones lejos del estado de equilibrio y més cercanos a los experimentos, se
hace necesario desarrollar modelos numéricos y analiticos més completos [15]. Por
otro lado la complejidad de la morfologia de los crecimientos si bien se reproduce
mediante modelos estocdsticos relativamente simples por separado, al incluirlos en los
modelos de ECD se introduce una dificultad extra que requerird de algunas simplifi-
caciones, por ejemplo considerar crecimientos o depdsitos del tipo de los obtenidos
con 77 grandes en DBM.

Por otra parte el avance acelerado del poder de cémputo de los procesadores
modernos permite hoy simular modelos hidrodindmicos de gran complejidad y magni-
tud, impensadas hasta hace unos pocos afios atrds. Dichas simulaciones necesitan ba-

sarse en un modelo matemadtico consistente que interprete el problema de manera

% En menor grado también participa la conveccién debida al calor disipado por las reacciones quimicas
sobre los electrodos.
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apropiada, por lo que la correcta formulacién de éste, validando sus resultados con los
experimentales, es un paso fundamental en el desarrollo del modelo numérico. Este

modelo matematico se introducird en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Descripcion matematica

De aqui en adelante desarrollamos el modelo matemdtico que describe el
comportamiento de las ecuaciones de electrodeposicion bidimensional acopladas a las
de Navier Stokes para fluidos incompresibles. Realizaremos luego varias operaciones
algebraicas hasta obtener el sistema de ecuaciones que serdn utilizadas dentro del pro-
grama asi como también las condiciones de borde impuestas al sistema. Luego se pre-
senta la adimensionalizacién que se lleva a cabo sobre el sistema de ecuaciones y que

facilita enormemente el analisis de los resultados.

Descripcion matematica de un problema de ECD bi-
dimensional

Desde el punto de vista hidrodindmico existen bdsicamente dos maneras de
obtener las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un fluido. Una de estas
aproxima el problema desde el punto de vista molecular, que trata al fluido como con-
sistente de moléculas cuyo movimiento se gobierna por leyes de la dindmica, y otra es
utilizando el concepto de continuo. En esta aproximacién las moléculas individuales
se ignoran y se supone que el fluido es continuo. En cada punto — del llamado campo
— de este fluido continuo se supone que hay valores tnicos de velocidad, presion y
densidad entre otras cosas. Este fluido continuo deberd obedecer varias leyes, como la
de conservacion de masa, el momento y la energia, las cuales dan lugar a un conjunto
de ecuaciones diferenciales que gobiernan los distintos campos. La solucién a estas
ecuaciones diferenciales define la variaciéon de campo y cada uno de estos valores co-
rresponde a un valor promedio de la magnitud molecular en cada posicién y tiempo.
En este trabajo nos quedaremos con la aproximacion de fluido continuo, que es un
modelo simple y que se comporta de manera precisa cuando trabajamos con fluidos
laminares e incompresibles.

La descripcién de las ecuaciones puede hacerse desde dos sistemas de coorde-

nadas posibles:
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. Coordenadas Lagrangianas: donde se trata de rastrear cada par-
ticula en forma individual. Cada particula es independiente de la otra con su
posicién y propiedades termodindmicas como variables dependientes (fijas en
la particula).

. Coordenadas Eulerianas: en este caso las variables indepen-
dientes son la posicion y el tiempo, y se enfoca en el fluido que pasa a través
de un volumen fijo de control en el espacio. Este es el sistema mas utilizado y

es el que mejor se amolda al planteo de ecuaciones hecho anteriormente.

Existe la posibilidad de combinar ambos modelos y realizar un modelo mixto
en donde las particulas ajustan los valores de las celdas. Esto se ha probado con mu-
cho éxito en simulacién de gases, pero ha demostrado ser muy inestable cuando se si-
mulan fluidos laminares e incompresibles [11]. Pasemos ahora a describir las funcio-

nes que participardn en nuestro sistema de ecuaciones diferenciales

Ecuaciones que componen el sistema

Dado el flujo de un fluido en una regién Q € R2, a través de un tiempo t €
[0,tfinat], definimos:

u: Qx0,75,,1— R?, el campo de velocidad que representa la variacién de la
posicién del fluido en el tiempo y se mide en unidades de distancia sobre unidades de
tiempo.

p:0,2,,,1— R, la presion, que se define como el cociente entre el médu-

lo de la componente normal de la fuerza (Fn) sobre una superficie (S) y el drea de di-
cha superficie y es medida en Pascales (Pa=N m™) p = % . La fuerza que ejerce un

fluido en equilibrio sobre un cuerpo sumergido en cualquier punto es perpendicular a
la superficie del cuerpo. Por otro lado, la presién es una magnitud escalar y es una ca-
racteristica del punto del fluido en equilibrio, que dependerd unicamente de sus coor-
denadas.

p:x0,2,,,1— R, la densidad del fluido, que se define como el cociente en-

tre la masa y el volumen que ocupa y se mide en unidades de masa sobre unidades de

volumen.
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T:Qx0,2,,,]1— R, la temperatura del fluido, que se mide en grados Kelvin.
C :Qx0,7,,,]1—> R, la concentracién de la i-ésima especie presente en el
fluido, que representa la cantidad de particulas de un soluto en una solucién dada. En

este trabajo utilizaremos concentraciones de aniones, cationes y protones.

¢:Qx[0,7,,,1— R, el potencial electrostético, que representa la diferencia de

potencial entre el cidtodo y el 4nodo caracterizado dentro de la celda.

Como ya dijimos con anterioridad, los fluidos incompresibles tienen la propie-
dad de que la densidad permanece constante en el tiempo (en realidad los cambios que

sufren son tan pequefios que pueden considerarse despreciables), por lo que podemos
considerarla como constante: p(x,t) = p, =cte. Un fluido de estas caracteristicas se

puede describir basicamente mediante un sistema de dos ecuaciones diferenciales de-

nominadas ecuaciones de Navier-Stokes:

ai;+<;.v>;+ivp:w2;+ﬁ 51
t

0

llamada ecuacién de momentos y la segunda,

div@y =2+ =0 2.2
ox  dy
llamada ecuacién de continuidad.
Expliquemos un poco cual es la idea de cada parte de la ecuacidn.
La ecuacién de continuidad es la mds simple y nos dice que no hay pérdida de masa
en el sistema. La ecuacién de momentos nos describe las fuerzas que participan en el

sistema. Bdsicamente intervienen tres tipos de términos: convectivos, difusivos y
fuerzas, y se expresan en diferentes términos. El término (I:V); mide la conveccion
en el sistema. En la conveccion o adveccion® el transporte de materia se realiza gracias
al movimiento de las particulas en el sistema como la fuerza del movimiento de vorti-
ces (remolinos) en el campo de velocidad. Asi, definimos a la vorticidad { como la

fuerza del movimiento de vortices (remolinos) en el campo de velocidad.

Cabe aclarar que conveccién y adveccién son practicamente sinénimos: convectivo, implica que la
vorticidad es arrastrada con el fluido, mientras que advectivo implica que la vorticidad es transportada
por el mismo fluido [11].
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Para tener una idea precisa de esto veamos las siguientes situaciones en dos di-

mensiones

fig2.1(a) fiz 21(k) fiz2.1(c)

Figura 2.1: formacion de vortices en un campo de velocidades [16]

Notemos que en la figura 2.1, una rueda imaginaria fue insertada en el campo
de velocidad. En la figura a), la velocidad u se incrementa en la direccién y, teniendo
que du/dy > 0, provocando que la rueda gire en sentido de las agujas del reloj. En el
caso b), también se producird la misma rotacién, pero en este caso serd por un decre-
mento en la velocidad v sobre x, o sea: du/dk < 0. Para ver el efecto de rotacién total,
combinamos los casos a) y b) en el caso c) y asi obtenemos la vorticidad del sistema {

= du/dy - dv/ox.

Por otro lado, el término vV 2;mide la difusion en el sistema. En este térmi-
no, v denota la viscosidad del fluido. A diferencia de la conveccion, en la difusion el
transporte no se realiza por el movimiento de la materia, sino por intercambio de
energia sin movimiento. Podemos citar como un simple ejemplo un sistema constitui-
do por un vaso de vidrio al que se le acaba de agregar agua muy fria. Inicialmente el
vaso esta a temperatura ambiente, pero después de un rato el vaso también se enfria, a
pesar de que no se mezclaron las particulas de agua con las del vaso (o no hubo mo-

vimiento de las particulas del vaso).

Finalmente, el vector ﬁe R?es el forzante del sistema y denota la accién de
fuerzas externas (como la gravedad, electricidad, temperatura u otros fluidos de distin-
ta densidad) que participan en el movimiento del fluido. Cada forzante externo utili-
zado en el sistema se expresard por medio de un término adicional que podrd ser com-
putado gracias a la adicion al sistema de un nuevo conjunto de ecuaciones que deter-
minen el comportamiento de la fuerza agregada. En este caso particular existen tres
forzantes que representan la accién de las fuerzas de Coulomb y gravitatorias produ-
cidas por la electrodeposicién calculada por la ecuacion de Nernst-Planck, y la varia-

cion de temperatura en el sistema calculada por la ecuacién de temperatura. Descom-
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pondremos entonces el término H € R”en tres subtérminos y explicaremos el rol de
cada uno de ellos.

- 2 f
H=&+f—e+—g 23
Po Po Po

El primer término de 2.3 es el forzante de temperatura que mide la difusion
dentro del sistema producidos por diferencias térmicas dentro del fluido. Es claro ver
que en este forzante la variacién de temperatura afecta a la densidad del fluido y gene-
ra la difusién debido a la accién de la gravedad entre las distintas densidades. El se-

gundo término es el forzante eléctrico

f,=eE> z,C, 2.4

que se encargard de medir la interaccion eléctrica entre las particulas del fluido provo-

cada por la diferencia de potencial existente en el sistema. El tercer término

f, =—pg 2.5

es el forzante gravitatorio del sistema, encargado de medir la variacion de energia que
provoca la gravedad sobre las especies del sistema.

Finalmente la ecuacién de Navier Stokes con todos los forzantes que utiliza-
remos resulta ser

- ~ g f
EM‘F(MV)M-FLV]):VVZM.F&J’_L_F g

£ 2.6
ot Po Po Po Po

Acoplado al sistema de ecuaciones de Navier Stokes, tenemos todos los siste-
mas de ecuaciones correspondientes a los forzantes externos que el sistema de Navier

Stokes utiliza. Estos son la ecuaciéon de temperatura
0= -~ = I
> T+uVT ={V°T 2.7
t

que mostrard las variaciones de la densidad del fluido en funcién de los cambios de
temperatura, y el sistema de ecuaciones de Nernst-Planck, que modelard los cambios
en las concentraciones de las especies durante el proceso de electro deposicion. Este
ultimo se compone de dos ecuaciones. La primera es la ecuacién de concentracion de

especies dentro del sistema
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L=_VJ. 2.8

donde

J,=—pCN$-DNC, +C,u 29

la segunda ecuacion corresponde al potencial eléctrico, que impulsa al movimiento a

las especies recién mencionadas.

V2¢=—E(ZCC+zPrPr0t—zAA) 2.10
€

Bésicamente la diferencia de potencial eléctrico entre dos puntos de un circui-
to es la causa de un flujo de corriente. Para explicar un poco mejor este fenémeno
imaginemos un tubo en el cual es introducido un gas. Asi como la diferencia de pre-
sién en el tubo provoca el movimiento del gas, la diferencia de potencial provoca el
movimiento de la corriente en el fluido para lograr estabilidad.

Si reemplazamos el J; de la segunda ecuacion en la primera arribamos a:

aC

S L=uV(CV$)+D,VC, —V(C,u) 2.11
t

Notemos que en esta ultima ecuacién ademds de un término convectivo
V(C,u) y uno difusivo D,V>C,, aparece un nuevo término que en el sistema de Na-
vier Stokes no aparecia. Este es el término de migracion ©V(C,V¢@). La migracién

basicamente serfa el movimiento de iones bajo la influencia de una diferencia en el
potencial eléctrico, o sea mide el movimiento de la corriente debido a la diferencia de
potencial del sistema. Como observacién vale destacar que el fenémeno de la convec-
cién, la migracién y la difusién influyen en el fluido a diferentes escalas: los efectos
de la conveccidn suelen apreciarse a simple vista. Los efectos de la migracion se apre-
cian a nivel microscdpico, mientras que los efectos de la difusién se observan solo a
nivel atdmico. A diferencia de los s6lidos, los fluidos tienen la propiedad de que estas
tres fuerzas pueden interactuar a la vez complementdndose o anuldndose segun las

magnitudes y direcciones de cada una.
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Tratamiento de Bordes

Matematicamente las condiciones de borde pueden describirse como:

. Aproximacién de primera especie o Dirichlet: que consiste en
suponer conocido el valor de la funcién incégnita en la frontera.

. Aproximacién de segunda especie o Newman: que consiste en
suponer conocido el valor de la derivada de la funcién incégnita en la frontera.

. Aproximacién de tercera especie o Fourier: que es una combi-
nacion de las dos anteriores
Con estas condiciones vamos a analizar fisicamente tres posibles casos de

acuerdo al comportamiento del fluido en las fronteras:

o Primer caso: un fluido tal que su velocidad estuviera condicio-
nada sobre el borde del dominio con una condicién de primera especie homo-
génea. Esto dirfa que la velocidad del fluido sobre el borde es nula y por lo
tanto el fluido no se mueve. A esta condicion la llamamos condicion sin desli-
zamiento.

. Segundo Caso: un fluido tal que su velocidad estuviera condi-
cionada sobre el borde del dominio con una condicién de primera especie no
homogénea. A diferencia del caso anterior este fluido si se mueve sobre el
borde a velocidad constante. Esto se podria interpretar como si el fluido estu-
viera entrando a velocidad constante en el sistema y por eso la llamamos con-
dicion de flujo entrante.

o Tercer Caso: un fluido cuyas condiciones de borde son homo-
géneas pero de segunda especie. Esto implicaria que no hay friccién interac-
tuando sobre el fluido en el borde. A esta condicién la llamamos condicion de

deslizamiento libre.

En ECD aparecerdn las siguientes condiciones dependiendo de la ecuacién ca-
racteristica de nuestro sistema

¢ Sobre el Potencial eléctrico: se asume que los electrodos se comportan

segtin la ley de Nernst, por lo tanto como condicién de contorno usare-

mos la férmula de potencial de equilibrio de Nernst sobre las paredes
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donde se ubicarian los electrodos. En el resto de las paredes, las condi-

ciones de borde serdn Newman homogéneas.

o Sobre la concentracion de aniones: hay que tener en cuenta que
los aniones se conservan en la celda, sin que se produzcan mds ni se consuman
los que hay. Fisicamente esta condicién de preservacion seria equivalente a
pedir que el flujo sea nulo sobre los electrodos (recordemos que matematica-
mente el flujo se describe como la parte derecha de la ecuacién de Nernst-
Planck). En el resto de las paredes, las condiciones de borde serdn Newman
homogéneas.

° Sobre la concentracion de cationes: a diferencia de los aniones,
los cationes se producen en el 4nodo y se depositan en el citodo, por lo tanto,
podriamos pedir que sobre el 4nodo se cumpla una condicién de eléctroneutra-
lidad, lo que seria equivalente a pedir que el nivel de concentracién sea igual a
la concentracién de aniones en dicho punto. En el citodo la situacién es un po-
co mds complicada ya que se produce un efecto de capa limite (donde en el
fluido cambia sus propiedades debido a la migracién de particulas) con un
campo eléctrico muy elevado. Una condicién razonable es suponer que la di-
fusion es despreciable frente a la conveccion y la migraciéon. Esta misma con-
dicién la pediremos sobre todas las paredes restantes en el sistema.

° Sobre la Velocidad: las condiciones de borde para la velocidad
varfan segun el problema a resolver. En este trabajo se utilizardn las condicio-
nes deslizamiento libre (Newman homogéneas) para todo el sistema sobre to-
das las componentes del vector velocidad.

° Sobre la Presién: las condiciones de borde para la presién son
Newman homogéneas para todo el sistema.

o Sobre la Temperatura: las condiciones de borde para la tempe-

ratura son Newman homogéneas para todo el sistema.

En la tabla 2.1 que se muestra a continuacion se presenta un resumen de las
condiciones de borde del sistema, tanto para la velocidad, presién y temperatura, co-
mo para el potencial eléctrico y las especies (aniones, cationes y protones). En ella se

nota como U al valor del potencial eléctrico aplicado entre el 4nodo y el cdtodo duran-
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te el experimento, 7r a la temperatura de referencia del sistema y kb es la constante de

Boltzman.
Borde 1) C A Prot u P T
Catod Ja=0 -
atodo —klln(ﬁ) 8£:0 A BProt:O al:() alzo al:()
zce  Co dy dy dy dy dy
Anodo - —k—Tln( ZCC) C=tetaA | J,=0 ProtZ (1- 31 0 al 0 al _0
zce Co teta) dy dy dy
Izquierda %20 a£20 aizo BProt:O %:O aﬁ:() al:()
ox ox ox ox o ox ox
Derecha a—¢=0 a£:O aizo BProt:O @ZO al:o alzo
ox ox ox ox o ox ox

Tabla 2.1: Resumen de valores de frontera para las distintas variables del sistema.
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Adimensionalizacion del sistema

A los efectos de reducir la cantidad de pardmetros fisicos introduciremos una
serie de nimeros adimensionales en el problema. Esto permite que los cédlculos sean
independientes de las unidades de trabajo y utilizables para cualquiera de ellas. Un
ejemplo claro de esto es el tiempo, que no estd medido en segundos sino en unidades
de tiempo. El modelo de adimensionalizacién presentado para las ecuaciones de
Nernst-Planck y de Poisson para el campo eléctrico fue tomado de [46], mientras que
para las ecuaciones de Navier-Stokes el modelo de adimensionalizacién planteado se
toma de [16]. Para el proceso de adimensionalizacién usaremos conveccion libre y las
siguientes reglas:

1. Sean x, t argumentos. Si se cambia x por t tal que x = f(t) entonces

dy ~dy 1 oy

AW f®a o
2. Sean y, u funciones. Si se cambia y por u tal que y = f(u) entonces

9%y W) _ Oy OV 215

ox’ ox’ ox’ ox
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Adimensionalizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Las variables adimensionales utilizadas son:

x =t =4 2.16
L 7
donde L es la longitud de referencia, y ug es la velocidad de referencia
a % a ok
ox dy

La ecuacién de Navier Stokes tendrd los siguientes nimeros adimensionales:

—

» _ Ul u «_P7Po

X >k
—,t =—,u =—,p 2.18
L L u, po“é

donde L es la longitud de referencia, y ug y po son la velocidad y la densidad de refe-

rencia. Obteniéndose finalmente:

aﬁ:-k(ﬁ*.V)ﬁWV*p*:lvzﬁ*+L'0(T)g+L[fe+ng 2.19
ot Re u, Py us \ Py Po

Recordemos que el movimiento de un fluido estd regido por dos propiedades
que son la viscosidad y la inercia. La magnitud relativa entre estas dos propiedades da
como resultado un ndmero adimensional llamado nimero de Reynolds que depende de

la velocidad del fluido, su viscosidad, y de una longitud caracteristica del sistema
Reynolds = Pottol 2.20
Y2,

El nimero de Reynolds muestra la magnitud relativa de las fuerzas inerciales y
viscosas: si Re <1, las fuerzas inerciales son despreciables comparando con la visco-
sidad, mientras que para Re grandes (10' o m4s grandes), la viscosidad es desprecia-
ble.

Para adimensionalizar los forzantes de la ecuacién deben tomarse en cuenta
varias aproximaciones. En el de la temperatura se utiliza una aproximacién de tipo

Boussinesq

p(T):po(l_f(T(x’t)_To) 2.21
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con &= L a—p asi resulta el forzante de temperatura de la forma
po oT
L
S+ &N -T,) 2.22
0

Consideremos ahora las siguientes variables adimensionales adicionales:

oy t - « T-T

PR LA L 0 Gr,*=TAE 223
L L U,

se obtiene:

1+ Gr, T (x,1) 2.24

Este nimero adimensional Gr; es el nimero de Grashof, que expresa el co-

ciente entre las fuerzas que generan movimiento en el fluido y las fuerzas viscosas.

Para el caso del forzante gravitatorio:

L
E ,f: 2.25
con
fe=-pg 226
Utilizando nuevamente una aproximacion de tipo Boussinesq
p=p,(1+aAC + BAA + yAPr) = 57
=p,(l+a(C—-C,)+ B(A-A,)+ y(Pr—Pr,))
en donde a, B y 7y tienen los siguientes valores:
=plogg, ﬂ=plogZy 7:/)108815» 2.28
y los nimeros adimensionales:
g*=uLozg yC*=CA_Cf° 2.29
se arriba a la siguiente expresion:
-8 *-Gg.C*-Gg, Pr*-Gg ,A* 2.30
donde
L’AC, L’AA, L’APr,
ch=7,GgA= a2 yGgp = a2 2.31
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son los niimeros de Grashof® gravitatorio para las tres especies. Los nimeros de Gras-
hof gravitatorio representan la relacion entre las fuerzas gravitatorias y las viscosas.

Por ultimo el forzante eléctrico

blLé/];i 2.32

recordando que.

fe=eE(z.C+z, Pr—z,A) 2.33
Adimensionalizando:
E c-C

E*=E—0 yC*:TOO 2.34

obtenemos:

E*(Ge.C*+Ge,, Pr*-Ge, A¥) 2.35
Aqui,

Ge, = L3E0§L,eACO Ge, = L3EofceAA0 yGe, = L3E0z2(_eAPr0 536

Uy Po Uy Po Uy Po

son el nimero de Grashof eléctrico que relaciona la viscosidad al potencial elec-
troestético y a la concentracién. Un incremento de este nimero produciria un aumento
en la electroconveccién del sistema debido a que se incrementan la densidad y la vis-
cosidad dindmica.

Incluyendo los forzantes la ecuacién de Navier-Stokes adimensionalizada to-
mard la siguiente forma

ou *
ot *
+GeE*(C*+Pr*—A*) —g*-Gg.C*-Gg, Pr*—Gg ,A*

1
+ U V) ¥4V * pr=— V2 *+(1+ Gr, *T *(x,1))g *+
W*.v) P = Re ( T (x,1)g 5 37

En el apéndice de este capitulo resumiremos los nimeros adimensionales que

se utilizaran para todo el sistema.

* Por analogfa al nimero adimensional de la ecuacién de temperatura, los nimeros adimensionales en
el forzante eléctrico y el gravitatorio se llaman también nimeros de Grashof eléctricos y gravitatdrios.
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Adimensionalizacion de la ecuacion de temperatura

Para la adimensionalizacién de la ecuacion de temperatura utilizaremos la

misma técnica que en la ecuacion anterior.

aL*-HZ*VT* 1 Ly 2.38
ot Re Pr

Notemos que ademds del nimero de Reynolds, aparece un nuevo nimero lla-

mado numero de Prandtl. El ndmero Pr= % o numero de Prandtl, describe la difu-

sién por la variacion de calor. Esta es una propiedad del fluido, y su rango de valores

para fluidos incompresibles es entre 3 'y 300.

Adimensionalizacion de la ecuacion de Nernst-Planck

Para la adimensionalizacion de la ecuacion de Nernst-Planck utilizaremos la

misma técnica:

; Ul 7 , i ~Ci
7’t :7,1/‘ :7’Ci =, * = / 239
= . o =019,

con los que tomara la forma:

u,AC, % _ U, 9, AC, V(C,V )+ D,AC, Vzci " u,AC, V(C,ii) 2.40
L o r r L
Si multiplicamos ambos miembros por obtenemos:
uyal,
o, —LV(CV¢)+LV2C +V(C,u) 2.41
oo M, Pe, " '

i i
con la ecuacién adimensionalizada aparecen dos nuevos nimeros adimensionales: nu-
mero de migracién y nimero de Péclet. El nimero de migracién
_ Lu,

K9,

es el que relaciona el movimiento en respuesta a la imposicién del campo eléctrico.

242

i

Incrementando este nimero se incrementaria el transporte por migracion. El nimero

de Péclet
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p Lu,
e. =
i D

i

243

representa la relacién que existe entre la fuerza convectiva del sistema y la conduc-
cién de calor del mismo. En este caso representaria la relacién entre la conveccion del

sistema y el transporte eléctrico provocado por la diferencia de pontecial.

Adimensionalizacion de la ecuacion de campo eléctrico

La ecuacién de campo electrostético tiene las siguientes variables adimensio-

nales

o . t - - . C.—-C.

o=t =t =t e =TT gy g, 2.44
L L u, AC,,

Vip=— ! C- ! Pr+ ! A 2.45

Realizando la adimensionalizacién de esta tltima aparecen tres variables adi-
mensionales més:
_ L,eACz. Po. = L,eAC,z, y Po, = L,eAC,z,,

Po,=———, Po, =
‘ P €€, P €€, ' P €€,

2.46
que representan a los nimeros de Poisson eléctrico. Esta variable tiene una gran im-
portancia sobre la perturbacién del sistema. Un aumento en este niimero incrementaria
la curvatura del potencial eléctrico, y reduciria la capa limite ya que rige el acopla-
miento entre el potencial eléctrico y el transporte.

En el siguiente apéndice se adjunta una tabla con los nimeros adimensionales

utilizados sobre el sistema completo.
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Apéndice: Listado de niumeros adimensionales

Niimero de Reynolds PoltyL
Y7,
Nuamero de Prandtl p )74
Tr=
A
- - 3
Numero de Grashof Ge. = ‘ g‘ BT, -T)L
T v 2
Numero de Grashof eléctrico para cationes G I E,z.eAC,
e =—5"
Uy Py
Numero de Grashof eléctrico para aniones G I E,z.eAA,
€y =——15 —
Uy Py
Numero de Grashof eléctrico para protones Ge. - I E,z.eAPr,
T S
Uy Py
Numero de Grashof gravitatorio para catio- L'AC,
nes Ggc ="
Uy
Numero de Grashof gravitatorio para anio- LAA,
nes Gg,=—
Uy
Numero de Grashof gravitatorio para proto- I’A Pr,
nes G8p ==
0
Numero de migracién para cationes Y Lu,
c=
M
Numero de migracién para aniones Y Lu,
A _——
Ha90
Nudmero de migracion para protones _ Lu,
Prot —
I
Numero de Peclet para cationes p Lu,
e, =—~
D,
Numero de Peclet para aniones P Lu,
e, =—"
A DA
Numero de Peclet para protones Lu,
P err =
Prot
Numero de Poisson eléctrico para cationes L,eAC,z,
¢ _——
¢() €€ 0
Nudmero de Poisson eléctrico para aniones p L,eAC,z,
0, =—"—""
¢0 €€ 0
Niimero de Poisson eléctrico para protones Po. = L,eACyzp,,,
Prot —
P €€,
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Capitulo 3
Tratamiento Numeérico

Para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones presentadas en el capi-
tulo anterior se utiliza el método de diferencias finitas. Se describe aqui dicho método

aplicado al problema de ECD y su implementacién en un programa computacional.

El método de diferencias finitas

Basicamente, el término discretizacién significa pasar de un problema conti-
nuo a un problema discreto considerando solo una cantidad finita de puntos. Existen
varios métodos de discretizacion para resolver problemas no lineales. Entre los mds
utilizados podemos encontrar el método de diferencias finitas, el método de elementos
finitos [48], el de volimenes finitos [49] y métodos espectrales [50] siendo el mads
simple de todos ellos el de diferencias finitas. Sin embargo la complejidad de un mé-
todo no hace que sea mejor que métodos mds simples en determinados problemas. El
método de diferencias finitas presenta varias ventajas con respecto a los otros méto-
dos: su facilidad de programacién, un menor uso de memoria, aproxima muy bien en
la simulacién de geometrias simples presentando resultados comparables con métodos
mds complejos, y finalmente consume menos tiempo de procesamiento. Basicamente
el método consiste en aproximar las derivadas de una funcién en un punto por cocien-

tes en diferencias sobre un intervalo pequefio [51].

Aproximacion de derivadas de funciones de una variable

Sea Q = [0,a]€ R un intervalo unidimensional, sobre el cual se resolvera la
ecuacion diferencial, dividiremos este intervalo en i, subintervalos de igual tamafio.
Se construye as{ una grilla consistente en los puntos x;=1, con i = 0,..., {5, cOMo fron-

teras de los subintervalos.

O=mxg 7 T3 &3 &1 5 Tg L7 Ty Ty a—=rg
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Figura 3.1

Recordando la definicién de derivada:
%: im u(x +0x) —u(x) 31
Eix dx—0 Eix
donde u: R R es una funcidn diferenciable. De esta manera, podemos aproximar su
operador diferencial continuo en una grilla por el operador discreto
du ¢ Cu(xg, ) —u(x;)
dx dx

32

i
en donde bdsicamente aproximamos la tangente con una secante como se muestra en

la figura 3.2(a)

A A A
f f f
f(Xis1 f(Xir1 (X1
£(x;) £(x)

f(xi.1) f(xi1)
——/ dx —/ dx ; dx

Xi-1 Xi Xit1 Xi-1 Xi Xit1 Xi-1 Xi Xit1

Fig 3.2(a) Fig 3.2(b) Fig 3.2(c)

Figura 3.2: Métodos de discretizacion de derivadas.

A este tipo de discretizacién se lo llama diferencia por adelanto. También se
pueden utilizar las diferencias por atraso (figura 3.2 (b)) o diferencias centradas (figu-
ra 3.2(c)). Es facil ver que esta ultima es una mejor aproximacién que las dos anterio-
res, ya que la pendiente de la secante tiene una menor diferencia con la pendiente de
la tangente en el punto a calcular. Demostrémoslo matematicamente: tomemos el es-
quema de la figura 3.2(c) y desarrollemos el polinomio de Taylor para f (x;.;) y para f
(xi+1) alrededor de f(x;)

S 1( &Y 1( &Y
) — ) - 1 ) _ - " ) R _ T X 3.3

con x, , <t <xparaf(x.;)y

39



ox 1(&) ., (&Y
f(xiﬂ):f(xi)"'zf(xi)""z!(z) f (xi)+3!(2] f (li2) 3.4

con x; <12<x,,, paraf(xy.)

restando estos dos polinomios y dividiéndolos por dx resulta

i) i~ 1(ox ’ 20 i "
f(xl)axf(x'l):f'(x;)+3![2] o (f @)+ 11 (@,) 3.5
Si tomdramos los médulos y reemplazamos f'''(z,))+ f'""(z,,) por 2 *max| f"'(x)| se
obtiene
SO =fx) e
s 1(x;) a O madx(f'"'(x)) 3.6

Si f"'(x) estuviera acotada entre los puntos x;.; y X+, el error de reemplazo de con di-
ferencias centradas estaria acotado por f"'(x) (que estd acotada) multiplicada por 6x2, o
sea que el error seria de dx2 y se escribe O(6x2). No estd de mds aclarar que con este
error, reduciendo 6x a la mitad, reducimos el error en un factor de 4.

Ahora busquemos el error en el esquema de diferenciacion por adelanto (el esquema

por atraso es andlogo):

o J=fl50 )+ 8 5 14, 8 (1) 37
y en COHSECUEHCia

i+1) i1 ) ' 1 . o1
f(X)(;xf(x—f (x;)) =5(5X)maX(f (x)) 3.8

de lo que se concluye que en el esquema por adelanto el error es de O(2Jx) siempre
que f"(x) esté acotada entre x; ; y x;+;. A diferencia del esquema centrado, reduciendo
ox” a la mitad se reduce la cota del error en un factor de 2. Estd claro que para que es-

tas aproximaciones sean vélidas la funcion u debe ser suficientemente suave.

2

u -
—-de una funcién u en un punto x; de la

X

Para aproximar la segunda derivada

grilla, formamos las diferencias centradas de las primeras derivadas en los puntos
Xivip = Xi +0x/2'y Xi12 = X; -0x/2, usando la mitad del paso. Estas primeras derivadas

se vuelven a aproximar por diferencias centradas con la mitad del paso. Asi, aproxi-

. u .
mamos la derivada segunda de u P como sigue:
X
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& 1 {au} _{au} Cu(x,) = 2u(x) +ulx, ) 39
ox® | ok\Lox ., Loxl., O '

Como ya expresamos anteriormente, el problema a resolver se completa con
las condiciones de borde. Si utilizamos para simplificar condiciones de borde de Di-
richlet en los extremos del segmento discretizado ( u(0)=ug y u(a)=uimay) estariamos
en condiciones de reemplazar las derivadas de la ecuacion por sus respectivos cocien-
tes diferenciales en cada punto x; de la grilla, alcanzar el sistema algebraico derivado
y resolver todo el problema. Sin embargo para ciertos sistemas existe una dificultad a
analizar dada esencialmente por la relacién entre el espaciado de la grilla elegida. Sea

una ecuacion

0%u Ju
—+K—= 3.10
ox? ox !

con la siguiente discretizacién

(g2 Us) | i) ) =120, -1 3.11
dx? 2dx

que en notacién matricial se leeria

Au=f

donde a;; = 2/8¢, aji.; = k126 +2/8¢, vy = k126 2/8¢ y a;= 0 para lijl > 1y

f=(x1).., f (xn)

Cuando en un problema de conveccién-difusion el término convectivo es do-
minante (k grande), y se discretiza utilizando diferencias centradas con un espaciado
de grilla muy grande, surgen serios problemas de estabilidad que dan por resultado
oscilaciones en la solucién numérica. La razén de esto yace en el hecho de que, para
ox grandes, ciertas propiedades de la ecuacién continua no son correctamente captu-
radas por la ecuacion discreta. Matemdticamente el hecho de obtener 6x> 2/ Ik | hace
que los autovalores de la matriz A comiencen a presentar partes reales no positivas lo
que significa inestabilidades en el sistema.

De este modo para mantener la estabilidad en problemas fuertemente convec-
tivos se deben adoptar espaciados pequeiios, conduciendo a sistemas de ecuaciones
muy grandes, especialmente en dos y tres dimensiones. Para solucionar esta dificultad

utilizaremos dos métodos:
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Método upwind: Interpolacion cuadratica aguas arriba para conveccion cinema-
tica

Bésicamente el método upwind reemplaza las diferencias centradas por dife-
rencias por adelanto o por atraso segin corresponda

|:du:|up _ (1+E)(u,' _ui—1)+(1_e)(ui+l _ui)
dx | 26

con e =sig(k) 3.12

De esta manera, todos los autovalores de la matriz A tendrian parte real positi-
va para cualquier eleccion de ox. El precio a pagar por esta discretizacion, es una cai-
da en el orden de aproximacién de O (dx2) a O (dx) [52]. Una solucién al orden de
convergencia seria sacar un promedio ponderado entre las diferencias centradas y las

diferencias upwind para mayor exactitud

2. Método de celdas donantes (donor-cell)
Otra posibilidad es el método de celdas donantes, que también tiene un menor
orden de convergencia. Basicamente el método de celdas donantes resuelve el pro-

blema de la siguiente manera

[d(kw}"" _ ko, —ku, 3.13

dx ox

i
donde k; y k, son puntos intermedios entre u, ; con u;, y u; con u;,; respectivamente,
mientras que u; y u, se componen dependiendo del signo de k; o k, de la siguiente ma-
nera:

u. =

sikr<0

{u,. sikr>0 {ui sikl >0
u, =
u

u,, sikl<0 3.14

i+1 i

pasédndolo la ecuacion en términos de u;, uj.; y ujs;

[d(ku)

dc
- } = é ((k, =k, Du,, +k +1k, |=k,+1k, D, +(=k,+1k, Du,_,) 3.15

Asi, si el signo de k indica la direccién del flujo, el esquema siempre elegira el
valor tal que el flujo apunte en direccién corriente arriba. Una tercera opcion, es un
promedio ponderado entre los esquemas de diferencias centradas y el de celda donan-
te similar a lo que hicimos con el método upwind [53, 54, 55 y 56]. Esto dltimo es

como aproximaremos el problema.
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Discretizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Tratamiento de las derivadas espaciales

Para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, utilizaremos la técnica de gri-
llas alternadas (staggered grid) de uso frecuente en estos casos, en la cual las diferen-
tes variables incégnitas no estdn ubicadas en el centro de la celda sino que estdn en
distintas caras de la misma. La razén por la que se utiliza esta técnica es para obtener
promedios de velocidades en el cdlculo de la presion en vez de sus valores de celda.
La ventaja de los promedios es que suavizan errores de medicion, sobre todo en donde
la diferencia entre valores de dos celdas contiguas puede ser muy grandes, y asi evitar
posibles oscilaciones que suelen aparecer cuando la velocidad y la presion estdn ubi-
cadas en el mismo punto [16]. Para este problema, solo la presion, la temperatura y las
variables de electro-deposicion estardn en el centro. Con respecto a la velocidad (ver
figura 3.3), la componente horizontal de la velocidad u quedard ubicada sobre el eje
derecho de la celda, mientras que la componente vertical de la velocidad v quedara
ubicada en el borde de arriba de la celda. Cabe aclarar que las componentes de la ve-
locidad coinciden con las componentes del dominio solo para simplificar las ecuacio-

nes.

i+1 Vij Vid,j
Pij l Pis,j

] Uiy L] o Uix,j
® ®

j-1 VijA Vi, 1

i-1 i i+1

Figura 3.3: celdas alternadas en 2d

Con esta técnica la celda (i,j) ocupa la regién espacial [(i-1)ox,idx] x [(j-

1)dy,joy] mientras que el correspondiente indice (i,j) es asignado a la presion en el
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centro de la celda asi como a las componentes de la velocidad en las posiciones que
previamente describi.

Si bien la técnica de grillas alternadas resuelve — o intenta resolver — el pro-
blema de oscilaciones en la presion, aparece otro problema adicional: el cilculo de
bordes se realiza sobre los centros de las celdas, y ahora con las celdas desplazadas no
todos los valores de la velocidad caen dentro de la frontera del dominio. Las fronteras
verticales, por ejemplo, no llevan velocidades de valor v, asi como las laterales no tie-
nen velocidad en u#. Una solucién a este problema es el agregar una franja fronteriza
extra en las dos dimensiones tal que las condiciones de borde puedan ser aplicadas
promediando los valores en los nodos mds cercanos a cada lado de la franja. Mds ade-
lante ampliaré este tema en la seccion de tratamiento de bordes.

Retornemos a la discretizacién sobre celdas alternadas sobre la ecuacién de

continuidad
—Uu + —Uu = 0 3 16

la discretizamos en el centro de cada celda (i,j) , i=1,...,imax> J=1,--, Jimax » SUstituyendo
las derivadas mediante un esquema por diferencias centradas como vimos al comienzo
del capitulo

[du}c N ﬂ ‘ _ WUiyj Ui " Ui jon Ui ja -0 3.17
dx dy 20k 20y

i J

Por otro lado, la ecuacién de cantidad de movimiento para u

9. 0 1£azu ava > duwv —
+ =— +

7" TRel e Ty )T N 18

es discretizada en los centros de las caras laterales de las celdas. H, representa a los

forzantes del sistema

-1 [a T _ t[[ou] [ov] ]| [ou’] [ow]  +

2ol {2 o[ Hee] ] -
Las derivadas segundas que forman el término difusivo pueden ser sustituidas

por sus contrapartes discretas (e.d. la discretizadas con el método de espaciado varia-

ble) como ya mostramos en el ejemplo del operador laplaciano, mientras que la deri-

vada espacial de la presion puede ser tratada usando diferencias centradas con la mi-

tad de ancho de la celda.
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Con la discretizacién de los términos convectivos (derivadas segundas convec-
tivas), en cambio, no resulta tan directo: si se quisiera calcular Ovu/0y en el punto me-
dio del lado derecho de la celda (i,j), se necesitan usar de promedios de u y v en el
punto en cuestién. Esto es por tener las celdas de las componentes de la velocidad

desfasadas. La siguiente discretizacion corresponde al término ovu/0y:

0 } ViiVierj — U U
[at i 20y

Tratamiento de las derivadas temporales

Para discretizar las derivadas respecto al tiempo dividimos al intervalo tempo-
ral [0,t5mal, en subintervalos [ndt,(n+1)dt], con n = 0,1,...., tra = t-1. Esto significa
que los valores de u y v son considerados solo en el tiempo ndt. Para discretizar la de-
rivada temporal en el tiempo #,.;, voy a utilizar el método de Euler, que utiliza cocien-

tes diferenciales de primer orden

n+l n+l_n
Bu} = % 321
t

Este método se puede resolver por medio de sistemas explicitos o por medio
de sistemas implicitos. Si los restantes términos de la ecuacion diferencial en un ins-
tante de tiempo ¢, fueran evaluados en dicho tiempo para conseguir directamente el
valor de la solucién en t,.;, estarfamos utilizando un método explicito. En oposicién,
si los términos de la ecuacién diferencial — las derivadas espaciales — fueran evaluados
por adelanto en #,., se obtiene un método implicito. Los métodos implicitos permiten
adoptar intervalos de tiempo mads largos sin afectar la estabilidad del problema. Sin
embargo, estos métodos requieren la solucién de sistemas lineales, y atin no lineales,
de ecuaciones, y por ende, su cdlculo es mds complejo. A continuacién desarrollare-
mos el tratamiento de la derivada temporal utilizando un método explicito.

Comenzamos nuestra descripcion del lazo temporal efectuando la discretiza-
cion temporal de los términos, y de las ecuaciones de cantidad de movimiento, obte-

niendo

n+l

)
un+l :Fn_é‘t p

3 3.22
vn+l ZGH _é‘t /4
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con

2 ¢ 2 c 5 e . -
oo L[ Qu | jov ]| _jou” | | ouy T .
Re o0x ; ay i ox i ay ;
L[] o] | [ow] —
ooy L[] [ov] | [ ] [ow] , &
' +R€([8x1+[aylj [ayl [axl-i_ y 3.24

donde Hy y Hy son los forzantes de la ecuaciéon. Mds adelante reemplazaré en dichos
términos los forzantes eléctricos, gravitatorios y de temperatura.

Cabe notar que la presion estd siendo calculada en el paso de tiempo t,;; mien-
tras que F y G son calculadas en el paso t,. Esta forma de discretizacién puede carac-
terizarse como explicita en las velocidades e implicita en la presion, y el campo de
velocidades puede evaluarse en el paso n+1 una vez que la presién es conocida en ese
paso de tiempo y asi minimizar el error numérico. Un proceso andlogo se hard poste-
riormente con el campo electroestitico para el cdlculo temporal de las ecuaciones de
Nernst-Planck.

Antes de pasar a la discretizacion de los forzantes de electro-deposicion, falta-
ria ver la discretizacién del cdlculo de la presion. Para esto, sustituyamos las ecuacio-

nes de la discretizacién temporal dentro de la ecuacién de continuidad:

1\ 1 1 ) 71
R P o| 6" -5
o o ¥/ -

+ =
ox dy ox dy 3.25

o n+l 9 ntl n n
A S L
ox dy ol ox  dy

=0

entonces, como el término de la derecha tiene que cumplir la condicién de continui-
dad nos queda que

azprl+l+azpn+l ~ 1 aF,, aGn
ox® dy’ )

L 96 3.26
ox  dy

que es la ecuacién de Poisson para la presion. La discretizacion de esta ecuacion que-

da de la forma

P(x,-+1)_2P(xi)+p(xi—1)+ P(x)=2p(x)+ p(xi)) :i ain +a£"
o’ o’ o\ dx  dy

3.27
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Para calcular este laplaciano, voy a utilizar el método iterativo SOR, cuya ex-
plicacién la podran encontrar en [57].
Realizaremos ahora el cdlculo discreto de los forzantes de la ecuacién. Co-

menzamos con el forzante de temperatura. Este se puede traducir como:

i+l,j

5
- (T +T5 g, 328

Recordemos que la temperatura esta desfasada con respecto a u 'y a v y necesita calcu-
larse en promedio para tener su valor en el punto. Andlogo a esta ecuacion podemos
deducir como serd el forzante sobre y. Pasemos ahora al forzante eléctrico y el forzan-

te gravitatorio. Como vimos en el capitulo anterior el forzante eléctrico tiene la forma
GeE(C!'!' + Pr" = A") 3.29
mientras que el forzante gravitatorio tiene la forma

chcir,l}rl - GgPrP’;',njH - GgAAi,,l;l 3.30

Asi como vimos en el forzante de temperatura, podemos ver que sobre y los forzantes
se comportardn de manera andloga.

Para finalizar con los forzantes, extendemos a Fy a G

~n n & n n
Fi,j :Fi,j _55(71,“ +T )8, +

i+l,j 3 31
+ GeE(Cif’;' + Pr’if’;l - Af;l)— g, —GgCCi’f;l —GgP,Plgf‘jfl —GgAA,."’;.'1
y
én _Gn 5& Tn+1 Tn+l
i = Ui~ 3( i T8, + 3.3

+ GeE(Cif’;' + Pr’if’;l - A:‘;l )—8, GgCCif’;l -Gg,, Pr:’;‘ - GgAAif’;T'
Junto a las ecuaciones 3.31 y 3.32, podemos reescribir la ecuacién de momen-

tos de 3.22 de la siguiente manera.

n+l

~ 9
un+l:Fn_§t p

De esta manera obtenemos el sistema de Navier Stokes junto con sus forzantes

ya discretizado.
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Discretizacion de las ecuaciones de temperatura y Nernst-Planck

La discretizacion de la ecuacion de temperatura se resuelve de manera similar

a las de Navier Stokes:

[E)T]’H {a(uT):l o(vT) 1 1([a’T 9°T

—| + + =—— + 3.32
or |, ox |, dy |, RePr||ox® ]  [dy ]

Para el caso de Nernst-Planck el tnico término que no se asemeja a términos

de otras ecuaciones ya discretizados es el término de migracién. Para ello vamos a

aplicar la regla del producto para las derivadas:

1 1
—V(C,Vp)=—(VCVp+VC,V’ 3.33
e LCVP = (VEVe V9

Esta equivalencia representa dos derivadas primeras separadas y una derivada
segunda. Esta ultima se resuelve como resolvimos el laplaciano anteriormente, mien-
tras que las primeras simplemente se resuelven por diferencias centradas. La ecuacion

queda finalmente de la siguiente manera:

Sl L L)

o |,  Mc|| ox L0x iy Loy | L9y ]
1 ([ac] [0 Joc] [] |

T Mc “: ox lj|:ax2 :|i.j +|: ay :|i.j|:ay2 :|i,_,J .
1[]d°C, 9°C, {a(uc,.)} o(vC,)

- + + +
Pe|| ox® iy dy’ iy ox dy i

Discretizacion de la ecuacion de campo eléctrico

La ecuacién de campo electroestdtico es andloga a la ecuacion de presion y re-

sulta discretizada de la siguiente manera:

P(x,,,)—20(x,)+P(x, ) " P(x;,,)—20(x,)+P(x,)) _
&2 @2
Po, "' Po, " Po, "

c

3.35
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Condiciones de borde

Vale recordar que la formulacién discreta de las condiciones de borde estin
dadas aqui para una region rectangular Q= [0, a] x [0, b]e R?, es decir que dentro de
este dominio un fluido puede ser vecino solamente de una, de dos o de tres celdas de
borde dependiendo en que parte del borde se encuentre.

Como mencionamos anteriormente, si bien la técnica de grilla desfasada redu-
ce las oscilaciones en el célculo de la presion, acarrea un problema sobre los bordes
del dominio. Este aparece debido a que ahora se necesitan dos valores de velocidad
(p.e. el u; y u;+;) para formar el valor de velocidad en el centro de la celda sobre esa
componente; sin embargo, los valores sobre el extremo derecho (p.e. el uinqy) carecen
de un valor a la derecha para poder devolver un promedio. Esto se soluciona agregan-
do una nueva fila de nodos por cada una de las componentes de la velocidad. La figu-

ra 3.4 muestra como queda el nuevo dominio.

franja frontera

jmax+1

J max ~~_

frontera del dominio Q

0 1 2 irr’ax imax +
Figura 3.4: tratamiento de la frontera del dominio

En total, se requieren sobre la frontera:

Uojy Wimaxjparaj = I,...jmaxy k = 1,...kmax

Vio Y Vijmax PArai = 1,..,imaxyk = 1,..., ,kmax
y en el exterior del domino

Wi Y Uijmax+1 PATa i = 1,...,imax

Vo,y Vimax+1jParaj = I,...,jmax
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Estos valores de velocidad son obtenidos de la discretizacion de los valores de
frontera del problema continuo. A pesar de que el programa soporte varias condicio-
nes de borde, solo veremos dos en el problema simulado, siendo la condicién sin des-
lizamiento y con deslizamiento libre. Pasemos ahora a discretizar los dos casos de
borde que encontraremos en nuestro problema.

Condicion de borde sin deslizamiento: Recordemos que para satisfacer esta
condicidn las velocidades deberdn anularse sobre el borde. Es fécil ver que para de-
terminados valores alcanza con ponerlos en cero

u0j =0 Uimaxj = 0 para j=1,... Jimax ¥ Vio = 0 Y Vijmax = 0 para i=1,...,inax, 3.36

Sin embargo, debemos considerar el problema de las celdas desfasadas para los otros
bordes. Tomemos como ejemplo el borde sobre i=imax para la componente v: ;Cudl
serd el valor de v sobre el borde? Siguiendo la condicién de borde viors. = 0 podemos
obtener el valor de Viyax+1,; para todo valor de j.

Viborde = Vimaxj + Vimax+1,)2 = 0 = Vipaxs1j = = Vimax,j 3.37

De esta manera obtenemos que:

Vo,j = -V1,; Y Vimax+1,j = ~Vimax,j paraj = 1,.. .Jmax y

3.38

W0 = -Ui1 Y Uijmax+1 = Wijmax PATAT = 1,.. ipmax.

Condicion de deslizamiento libre: Esta es la segunda de las condiciones de
borde que veremos en el problema. En este caso y al igual que el caso anterior, la
componente normal de la velocidad al borde se anula, obteniendo el mismo sistema
que las ecuaciones 3.36; sin embargo, la componente tangencial se mantiene constan-
te, lo que equivaldria a decir que la derivada de la componente tangencial se anula.
Tomando nuevamente el caso para Vinq+1,j, Obtenemos que

Vimax+1j = Vimax )X = 0 = Vimars1j = Vimaxj 3.39

Obteniendo asi el resto del sistema:

Vo,j = V1;y Vimax+1,j = Vimax,j paraj = 1,. . .,jmax y

3.38

W0 = Ui 1 Y Uijmax+] = Wijmax PATA L= 1,.. inax.
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El calculo del residuo y condiciones de estabilidad

Para mantener la estabilidad del sistema es necesario mantener el error por de-
bajo del valor de la maxima de sus normas matriciales. Es por eso que para el cdlculo
del residuo se tomard la norma 2 para todo el sistema. La norma 2 no difiere de otras
normas y su computo es sencillo.

Describiremos a continuacion las condiciones de estabilidad que necesita res-
petar el algoritmo para que su ejecucion sea exitosa, recordando que se estd trabajan-
do con un algoritmo explicito en donde dichas condiciones son mucho més restricti-
vas que en un algoritmo implicito. Para que el sistema de Navier Stokes sea estable se

debe cumplir que [11]:

[ty O < Ox 3.39

Winaxl O < Oy 3.40
-1

% < (&‘12 + 5;] 3.41

Ademds de estas condiciones, debemos agregar aquellas referidas a los forzan-
tes de la ecuacién, que de no ser consideradas, podrian desequilibrar el sistema. Vea-

mos la condicién que debe cumplir el sistema a causa del forzante de temperatura.

-1
20 1 1
<| 5+ 3.42
RePr \&* oy

Para los forzantes eléctrico y gravitatorio se tienen dos condiciones: una sobre
el nimero de Peclet y otra sobre el nimero de migraciéon. Dado que tenemos un nu-
mero de migraciéon y un nimero de Peclet para cada una de las especies, debemos

considerar el mas restrictivo. Ese serd el minimo nimero entre las especies en cada

caso.
-1
20t 1 1
: N 3.42
min(Pe.) \ o Oy
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200 (11 l 3.43
min(Mi.) \ &  &° '

El algoritmo debe correr, por supuesto, con un paso temporal que satisfaga la
condicidn de estabilidad para todos los pasos temporales. Por lo tanto el paso de tiem-

po serd menor o igual al minimo paso de tiempo propuesto por las condiciones recién

mencionadas.
O
‘M max ’
&
‘V max ’
Re (1 1)
< o7 + Ty .
2 Xy
Ot =7 *min 4 3.44
RePr( 1 1
- + .
2 é‘x2 5)]2
min(Pe.)( 1 1 -
[ S — + - S
2 &2 @2
min(Mic)(1 1)
T2 &y

El factor 7€ [0,1]es el factor de seguridad. Claro estd que a estas condiciones

se les suma en el programa, la condicién de estabilidad impuesta por el usuario.
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Capitulo 4

Presentacion del programa

En el presente capitulo describiremos algunos detalles de la implementacién y
el funcionamiento del sistema utilizado para la simulacion el sistema NaSt2DECD.
NaSt2DECD (o Navier Stokes 2D con electrodeposicion quimica) es una implementa-
cién en C para simular en el tiempo fluidos incompresibles segiin las ecuaciones de
mecdnica de Navier-Stokes y estd basado en NaSt2D[64] que fue desarrollado en la
universidad de Bonn que resuelve el sistema de Navier-Stokes. NaSt2DECD utiliza
diferencias finitas y sistema de grillas alternadas. Ademads de calcular los efectos de la
electrodeposicién quimica en el sistema, NaSt2DECD calcula la temperatura como
forzante del sistema y es capaz de resolver sistemas en diferentes tipos de dominios.
Otra diferencia que existe entre NaSt2D y NaSt2DECD, es la salida de datos: a dife-
rencia del primero, NaSt2DECD guarda la historia completa de la simulacién a medi-
da que transcurre y guarda cada variable en un archivo diferente con un formato Stan-
dard. Esto incrementa notablemente la capacidad de datos a almacenar en funcién de
programas de visualizacién, que pueden utilizarse con un costo de programacién mi-
nimo, y brinda la posibilidad de realizar seguimientos en tiempo real una vez calcula-
do el proceso. NaSt2DECD provee ademds una interfaz en texto sencilla para descri-
bir la geometria y/o varios pardmetros de los problemas. Esta interfase también provee

la capacidad de importar o exportar los resultados numéricos.

Detalles de implementacion

NaSt2DECD contiene una funcién inicial cuyo objetivo es la lectura de la en-
trada de datos. En dicha entrada la primera linea siempre corresponde al tipo de pro-
blema que se simulard. Esta funcidn agregard a las condiciones iniciales especificadas
en el archivo, las condiciones iniciales privativas del programa. Posteriormente se en-
cuentra el ciclo inicial el cual llamarad primero a los forzantes de Navier-Stokes y lue-
go computard la ecuaciéon de velocidad, la ecuacion de presion y finalmente computa
las condiciones de borde del sistema de Navier-Stokes. Tanto las ecuaciones de velo-
cidad, presion y forzantes tienen la capacidad de detectar obstdculos dentro del domi-

nio de cdlculo. De esta manera, se pueden tener obstaculos dentro del dominio y el
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sistema calculard el movimiento alrededor de dichos obsticulos segun la condicién de

contorno asignada a los mismos.

Restricciones

El sistema NaSt2DECD no tiene actualmente la capacidad de calcular domi-
nios que posean bordes libres. Si bien esta funcionalidad existia dentro del sistema
NaSt2D, no fueron programadas atin dichas condiciones de contorno para las ecua-
ciones de Nernst-Planck, por lo que solo se podra computar el simulador con este tipo

de forzante en dominios cerrados.

Uso del programa

El uso del programa es extremadamente simple: su correcta ejecucion requiere
solamente del nombre del archivo de valores de coeficientes como pardmetro. Dentro
de este archivo encontrard todos los datos que necesita para correr. Este archivo tiene

la forma

Dato Coeficiente: Comentario

A continuacién describiremos el uso de los pardmetros mds importantes en el sistema:

Problem  Esta variable describe el tipo del problema a simular. El programa interna-
mente contiene condiciones iniciales para cada tipo de problema. Esta ru-
tina esta dentro del archivo init.c del cédigo fuente.

Infile Archivo del cual se leen los valores iniciales.

Xlength ~ Tamaiio del dominio sobre la direccion x. Esta variable junto con la canti-
dad de puntos — o celdas — determina el grado de discretizacion sobre el
eje X.

Ylength ~ Tamaiio del dominio sobre la direccidn y. Esta variable junto con la canti-

dad de puntos — o celdas — determinan el grado de discretizacién sobre el

ejey.
Imax Cantidad de celdas sobre el eje x
Jmax Cantidad de celdas sobre el eje y
t_end Tiempo final de la simulacién
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Delt

Tau

del_vec

Itermax

Eps

Gamma
Re

Pr

GX, GY
Ul, vi

TI

wW,wO,
wN, wS

Intervalo de tiempo propuesto. El sistema tratard de utilizar dicho interva-
lo de tiempo como una cota en caso de que el sistema sea estable. En caso
de que el sistema se inestabilice, el sistema tomard el intervalo en funcién
de las condiciones de estabilidad descritas en el capitulo 3.

Factor de seguridad para el calculo del intervalo de tiempo. Este coefi-
ciente fue descrito en la funcién de estabilidad del capitulo 3.

Intervalo de tiempo para la escritura de la salida. Se escribiran en este ins-
tante de tiempo todas las variables que participan en la simulacién: velo-
cidad, presion, temperatura, potencial eléctrico y especies. A su vez se es-
cribirdn la corriente y la vorticidad.

Cantidad méxima de iteraciones para la presion.

Factor de error para la presion.

Pardmetro de relajacion para el método SOR en el cdlculo de la presién.
Factor para el cdlculo upwind [0,1]

El nimero de Reynolds descrito en el capitulo 2.

El nimero de Prandtl descrito en el capitulo 2.

Fuerzas externas sobre x y sobre y. Generalmente la gravedad del sistema.
Valores de velocidad iniciales. Estos valores afectardn a todo el dominio
sobre U o V seglin sea el caso.

Valor inicial de la temperatura del sistema. Al igual que con la velocidad
inicial. Este valor afectard a todo el dominio.

Condiciones de borde: 1 = deslizamiento libre o 2 = sin deslizamiento.

Visualizacion de la salida

Basicamente el formato de salida de programa NaSt2DECD es el texto con ta-

bulaciones. Cada matriz del sistema tiene un archivo asociado en donde se depositan

todos sus datos por cada instante de tiempo en el que se decidié guardar. Si bien este

formato aumenta el tiempo de entrada - salida del programa, tiene varios puntos favo-

rables: su ficil interpretacion hace posible el desarrollo de programas de visualizacién

o bien el uso de cualquier tipo de software comercial, reduce los errores que surgen de

la mala interpretacion de los datos o de la informacién auxiliar que estos adjuntan ya
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que no es necesario — en una primera aproximacion — de un software de visualizacién
para comprender los resultados, permite que los conjuntos de datos puedan ser com-
partidos o transportados entre computadores de distintas plataformas y/o arquitectu-
ras, facilita el uso de la salida de una aplicacién como entrada de la otra y facilita el
compartir datos entre varias aplicaciones. A su vez, la decisién de mantener los vecto-
res separados en distintos archivos hace posible el trabajar con un subconjunto de re-
sultados, y permite que se puedan almacenar mayor cantidad de datos, dado el limite
maximo que cumplen los archivos en los sistemas operativos actuales. El programa de
visualizacion es un script desarrollado en Matlab, que permite visualizar dentro de un
marco todas las variables en cada instante de tiempo. Ademds, el script combina valo-
res de los distintos vectores de datos para mostrar variables derivadas (como la vorti-

cidad) que son de gran utilidad para el estudio del fluido.

Casos de estudio
En primer lugar se realizaron pruebas obtenidas a partir de la adaptacion de

cada uno de los componentes de software por separado para validar su correcto fun-

cionamiento.

Primer caso: el problema de la cavidad cuadrada
Como primer problema se simulé un ejemplo cldsico de la mecénica de fluidos

Ilamado problema de la cavidad cuadrada, que bésicamente consiste en un fluido en-
cerrado en un cuadrado unitario en donde el que el unico forzante del sistema se en-
cuentra sobre uno de los bordes del cuadrado. Para simular este experimento solo se
utiliza el sistema de Navier-Stokes sin otro sistema acoplado. Los pardmetros utili-

zados para la simulacién fueron los siguientes:

Xmax 1
Ymax 1
Cant de puntos sobre x 128
Cant de puntos sobre y 128
Tiempo final 100
Delta t propuesto 0,02
Factor de seguridad propuesto 0,5
(tau)

Cant. mdx de iter para poisson 10.000
(presidn)

Factor de corte por error de con- 107"
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vergencia

Pardametro

SOR de la presidn

Gamma (parametro upwind)

Numero de
Numero de
Forzantes
Forzantes
Velocidad

Velocidad

Reynolds

Prandl

externos sobre x
externos sobre y

u inicial del sistema

v inicial del sistema

Presidén inicial

Temperatura inicial

Condiciones de borde

1,7
0,9
1.000
1

0
0
0
0
0
293K

sin deslizamiento sobre todos los

bordes, a excepcidn del borde upsx

=2

Los resultados obtenidos para dicha simulacién pueden presenciarse a conti-

nuacion en las figuras 4.1 y 4.2, donde se observan la funcién de corriente y la vorti-

cidad para diferentes estadios de simulacién.

Psi (corriente)

20

40 60 80 100 120
dy

Psi (corriente)

20

40 60 80 100 120
dy

Psi (corriente)

Figura 4.1(a) Funcion de corriente en los tiempos 10 y 30. Escala: 1 M7

Psi (corriente)

dy

Figura 4.1 (b) Funcion de corriente en los tiempos 50 y 80. Escala: 1 M7
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Vorticidad Vorticidad

120 120

100 J 100

60 “‘

dx
«
3

dx

20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
dy dy

Vorticidad Vorticidad

120 120

100 100

® 60 ® 60

20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
dy dy

Figura 4.2 Funcion de vorticidad en los tiempos 10, 30, 50 y 80 (Misma escala que la figura
4.1).

La fuerza sobre el borde afecta a la velocidad del sistema de manera que co-
mienza a generarse un vortice en el centro. Este vortice crece hasta ocupar la mayoria
de la cavidad cuadrada y alcanza finalmente el estado estacionario. Estos resultados
son comparables con resultados de la literatura [16] y respeta los resultados obtenidos

antes de la adaptacién del cédigo.

Segundo caso: el problema de Rayleigh.

En este caso introduciremos el comportamiento de un sistema de Navier-
Stokes pero con un forzante termoconvectivo. Para este caso de prueba el modelo a
correr serd el experimento termoconvectivo de Rayleigh, que bdsicamente consiste en
aislar un liquido en una celda rectangular o cilindrica creando una diferencia de tem-
peratura (gradiente) entre las capas superiores e inferiores, pudiendo asi analizar las
propiedades que adquiere el fluido y las formas del flujo de temperatura a través del
liquido entre ambas superficies limitantes. Con esto esperamos ver el comportamiento

del sistema de Navier-Stokes en presencia de la termoconveccion. Si bien este forzan-
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te no tiene gran aplicacién en los experimentos que estamos intentando simular, en
donde la electroconveccién y/o la gravitoconveccién son dominantes en el sistema, da
lugar a modelos de tipo tedrico en donde pueden combinarse varios forzantes, sean
modelos mas especificos, con distintos fluidos que los tomados en la presente tesis, o
simplemente de caracter tedrico.

Las condiciones del sistema son las siguientes:

Xmax 4.0

Ymax 1.0

Cant de puntos sobre x 40

Cant de puntos sobre y 10

Tiempo final 6.0e3

Delta t propuesto 0.0125

Factor de seguridad propuesto (tau) 0.5

Cant. mdx de iter para poisson (presidn) 500

Factor de corte por error de convergencia le-5

Pardmetro SOR de la presidn 1.7

Gamma (parametro upwind) 1.0

Numero de Reynolds 4365.0

Numero de Prandl 0.72

Forzantes externos sobre x 0

Forzantes externos sobre y 0

Velocidad u inicial del sistema 0

Velocidad v inicial del sistema 0

Presién inicial 0

Temperatura inicial 293K

Condiciones de borde Sin deslizamiento sobre
todos los bordes.

Forzante sobre el borde Tempui, =
50
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Figura 4.3. Grdficos de velocidad y temperatura para el experimento
de Raileigh en un sistema 4:1. Escala: 1e” [ | w7’

Como se puede observar, los resultados en el problema de Rayleigh coinciden
con la bibliografia [16]. Como hemos descrito al comienzo de este caso, este experi-
mento no tiene grandes aplicaciones en los experimentos a tratar, pero vale mostrarlo
para ver el alcance del simulador en futuros experimentos. Para aquellos lectores inte-
resados en el experimento de Raileigh en particular puede consultar la bibliografia
[58].

Tercer caso: el problema de Nernst-Planck

Estudiaremos ahora el problema de Nernst-Planck ya descrito en el capitulo 1
sobre un cuadrado unitario. Cabe aclarar que el modelo utilizado es el de generacién
de cationes sobre el dnodo — y por ende reduccidon de protones — a medida que el sis-
tema busca el estado de equilibrio. La opcién por este modelo fue para aprovechar la
existencia de protones en el modelo y poder realizar un experimento diferente de las
bibliografias [10], [13] y [15] que suelen utilizar un modelo de reduccién de cationes.
Otro dato importante dentro de este experimento es que en este problema no se consi-

derard la conveccién del sistema y por ende tampoco se simulard el crecimiento de
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depositos. De esta manera podemos analizar los resultados del simulador de Nernst-

Planck sin el aporte del sistema de Navier-Stokes simplificando asi el problema como

primera aproximacion.

Los valores de las variables adimensionales utilizadas para este experimento

fueron:

Cant de puntos sobre x

Cant de puntos sobre y

Tiempo final

Delta t propuesto

Error de conv. (diferencia de po-

tencial)

Pardam. SOR de la diferencia de po-

tencial

Distancia entre electrodos
Concentracidén inicial
Potencial inicial

Potencial en el &anodo
Constante dieléctrica del agua
Const. de permitividad
Carga de los aniones

Carga de los cationes

Carga de los protones
Constante de Boltzmann
Carga del protén

Mov. idénica sulfato aniones
Mov. idénica cobre cationes

Mov. idénica cobre protones

0,8

1.0

1—10

1.0

1.0

80,0
0,0796
2.0

2.0

1.0
1,38E-16
4,8E-10
8,29E-4
5,37E-4
36,23E-4

En las figuras 4.4 a 4.7 se observa la evolucién de las concentraciones de anio-

nes, cationes protones y potencial eléctrico sobre la celda para los tiempos 10, 20, 90

y 250. Los protones evolucionardn hasta su desaparicién de la celda ya que se consu-

men en las reacciones catddicas y no se generan en las anddicas. El potencial alcanza

su forma caracteristica en el estacionario [15] al igual que la distribucién de cationes y

aniones sobre todo el dominio.
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Cationes Aniones

0o ' 0o

Protones Puotencial

Figura 4.4 Concentracion de aniones, cationes protones y potencial para el tiempo = 10.

Cationes Aniones

0o ' 0o

Protones Puotencial

Figura 4.5 Concertacion de aniones, cationes protones y potencial para el tiempo = 20.
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Cationes Aniones

0o ' 0o

Protones Puotencial

Figura 4.6 Concertacion de aniones, cationes protones y potencial para el tiempo = 90.

Cationes Aniones

0o ' 0o

Protones Puotencial

Figura 4.7 Concertacion de aniones, cationes protones y potencial para el tiempo = 250.

Podemos observar en la figura 4.4 un estado inicial con las tres especies —

aniones, cationes y protones — y el potencial eléctrico, y como los protones empiezan

63



a disolverse en el cdtodo, al mismo tiempo que comienzan a generarse los cationes,
buscando el equilibrio del sistema. Por esto mismo vemos como en la figura 4.5 el
potencial eléctrico se concentra sobre el dnodo, al igual que como sucede en los mo-
delos de [10] y [13].

En la figura 4.6 podemos ver que los protones ya comienzan a desaparecer y
los cationes contindan generdndose en el catodo. A medida que esto sucede el modelo
lentamente toma cada vez mas parecido con el modelo clasico [13]. La diferencia de
potencial comienza a cambiar su curva hacia el cidtodo. Finalmente en la figura 4.7 los
protones ya desaparecieron y el sistema esta casi en estado estacionario.

A pesar de ser este un modelo ideal de comportamiento del sistema de ecua-
ciones de Nernst-Planck, hay que notar que el comportamiento que tienen las densi-
dades de las especies es muy similar al comportamiento observado en los experimen-

tos de [15].
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Capitulo 5

La conveccion en ECD

En los siguientes dos capitulos expondremos los casos de estudio realizados
con el programa presentado en el capitulo 4, casos en donde ambos sistemas ya estan
acoplados y por ende la conveccién entra en juego en el sistema.

El sistema a resolver consiste en las ecuaciones detalladas en 2.37, 2.41 y 2.45
con las condiciones de contorno listadas en la tabla 2.1, para un sistema compuesto
por tres especies con las siguientes condiciones iniciales: una distribucién uniforme de
aniones, cationes y protones en la celda y una rampa pura en el potencial eléctrico que
une catodo y dnodo.

En los casos que analizamos en este capitulo no consideraremos la presencia
de crecimientos en el citodo debidos a la electro deposicion, analizando solamente la
migracién, difusion y conveccion de las especies hasta alcanzar un estado estaciona-
rio. Vale destacar que los valores de las variables adimensionales utilizadas en los dis-
tintos casos de estudio son las mismas que las presentadas en las tablas 4.1, 4.3 y 4.4
del capitulo 4, a las cuales agregamos los valores de los nimeros adimensionales co-

rrespondientes a los forzantes electro y gravitoconvectivos:

Nro. Admimensional Valor
Nro. Grashof para la temperatura: 0
Nro. Grashof eléctrico en los cationes: 1x10-3
Nro. Grashof eléctrico en los aniones: 1x10-3
Nro. Grashof eléctrico en los protones: 1x10-3
Nro. Grashof gravitatorio en los cationes: 5x10-3
Nro. Grashof gravitatorio en los aniones: 5x10-3
Nro. Grashof gravitatorio en los protones: 5x10-3

Tabla 5.1: valores de los niimeros adimensionales correspondientes
a los distintos forzantes.

Como ya expresamos en capitulos precedentes una de las formas de analizar
numéricamente la ECD consiste en utilizar dos modelos bidimensionales, uno toman-
do la celda horizontal mirada desde el plano z para trabajar sobre el plano x-y. Otra
forma consiste en tomar una corte transversal generando una vista desde el eje y to-
mando asi una celda longitudinal que se considera simétricamente trasladable en la
direccion y. De esta forma el efecto de la gravedad y el campo eléctrico afectardn a la

celda en direcciones distintas y perpendiculares permitiendo un tratamiento simplifi-
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cado del conjunto. En el caso de la celda horizontal, los modelos bidimensionales
muestran ademds un comportamiento similar a las curvas del modelo unidimensional

analizadas en [62,63].

Primer caso: sistema electroconvectivo dominante.

Consideramos una vista superior de la celda en el plano del depésito (el plano
conteniendo a los electrodos con celda horizontal); de este modo la diferencia de po-
tencial metal-solucién depende de la posicion en la interfase electrodo-solucién. En
experimentos realizados en el laboratorio, el rango de campo eléctrico aplicado fue
entre 5,7 y 50 ch’l, siendo el minimo valor de 2,8 Vem'! entre los lados de la solu-
cion a lo largo de los electrodos suficiente para producir las reacciones electroquimi-
cas. Dado que las reacciones involucradas (disolucién de cobre y evolucién de hidré-
geno sobre cobre) son relativamente rdpidas, los sobrepotenciales de transferencia de-
ben ser pequefios. Por lo tanto, éstos pueden ser omitidos en un primer cdlculo de los
perfiles de potencial, suponiendo que la corriente fluye reversiblemente a través de la
interfase metal-solucién. El campo eléctrico actda sobre los iones en el electrolito ge-
nerando efectos convectivos y migratorios. Los efectos de la electroconveccién a ba-
jas concentraciones de electrolito, son relevantes en el fenémeno fisico-quimico y el
modelo refleja este comportamiento [15].

En este primer caso resolvemos el modelo que corresponde al experimento
mostrado en la fig 1.1. Este es un modelo sencillo y es una buena primera aproxima-
cién a modelos mds complejos. Para esta simulacién utilizaremos un sistema de diso-
lucién de protones sobre el dnodo y generacion de cationes, y supondremos que no se
genera un depdsito de cobre sobre el catodo. Las condiciones iniciales las de concen-
traciones serdn uniformes a lo largo de la celda y lineales para la diferencia de poten-
cial sobre el eje Y. Con estas simplificaciones se podrd notar que si realiziramos un
corte longitudinal en las concentraciones o en la diferencia de potencial, obtendriamos
los mismos resultados que los obtenidos en las figuras 1.8 a 1.12 en el capitulo 1, sin
embargo y a diferencia del modelo unidimensional, este modelo presenta a la electro-
conveccion como dominante en el sistema, lo cual lo vuelve un interesante modelo de
estudio. En la figuras 5.1 a 5.4 graficaremos la concentracién de las distintas especies
(cationes, aniones y protones) y la diferencia de potencial dentro de la celda para los

tiempos = 10, 100, 250, y 450. Estos tiempos son considerados significativos en estos
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experimentos por representar los instantes iniciales, la evolucién de las concentracio-
nes, la desaparicion de los protones en la celda, y finalmente la convergencia en esta-
do estacionario. Dentro de las mismas figuras, también se podrd observar la evolucién
de la velocidad, la presion y la funcién de corriente, que son vitales para el estudio de

la conveccidn en el sistema.
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Figura 5.1 Sistema electroconvectivo en el paso de tiempo =10.
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Figura 5.2 Sistema electroconvectivo en el paso de tiempo =100.
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Figura 5.3 (a) Sistema electroconvectivo — especies 'y potencial - en el paso de tiempo =250.
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Figura 5.3 (b) Sistema electroconvectivo — corriente presion - en el paso de tiempo =250.
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Figura 5.4 Sistema electroconvectivo en el paso de tiempo = 450.
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En las figuras 5.1-5.4 se grafican en cuatro tiempos representativos, las evolu-
ciones respectivas de concentraciones de Cationes, aniones y protones, el potencial
eléctrico sobre la celda y las curvas de nivel correspondientes a la funcién de corriente
y presion sobre la celda. En primer lugar se observa que a medida que transcurre el
tiempo, la concentracién de protones disminuye en la zona del dnodo mientras co-

mienzan a generase cationes. Para el paso de tiempo 250, los protones ya han desapa-
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recido del sistema, evolucionando hacia un estado estacionario que se alcanza para el
tiempo final (~450).

En estos graficos se ve como los cationes y los aniones dejan la zona del céto-
do y se acumulan en el dnodo, pero cada especie a una velocidad de migracién propia
con lo cual se producird una zona de desbalance de carga curvando el potencial eléc-
trico a medida que la misma avanza a través de la celda. Las fuerzas eléctricas alteran
el estado del sistema, generando el movimiento de los iones de un polo hacia el otro y
conveccion forzada sobre la celda. Asi las fuerzas electroconvectivas impactan fuerte-
mente sobre el campo de la velocidad y la presién formando una diferencia entre el
catodo y el dnodo consecuencia de la deposicion de particulas sobre el citodo y de la
disolucién de particulas sobre el dnodo.

El movimiento de particulas también genera en el sistema variaciones de la
presion. Dicha variacién de presion, si bien tenue, contribuye como forzante al campo
de velocidades produciendo la vorticidad a través de la celda. Esta situacidn, propia
del modelo numérico, es dificil de determinar experimentalmente para casos de estu-
dio de electroconveccion dominante (ya que los movimientos de fluidos presentes son
muy pequefios). EI modelo numérico si lo hace ya que las condiciones de borde del
sistema, la presencia del mencionado forzante de presion y la consideracién de solu-
ciones diluidas y poco viscosas son generadoras de vorticidad. Por otro lado, debemos
destacar que en modelos numéricos en variables vorticidad-funcién de corriente, en
donde no se contemplan gradientes de presiones sobre la celda, solo se observa vorti-
cidad en presencia de crecimientos de depdsitos que funcionan como generadores de

vértices contracorrientes, como veremos en el capitulo 6.

Segundo caso: sistema gravitoconvectivo dominante

El modelo gravitoconvectivo considera una celda vertical en donde la grave-
dad influye sobre el comportamiento de la ECD y no considera el forzante eléctrico
que aparece en la ecuacién 2.41. Asi como en el caso anterior, el modelo presenta las
mismas simplificaciones con la diferencia de tratarse ahora de un modelo de celda
vertical como el mostrado en la figura 1.2 del capitulo 1. De esta manera, los cationes
que migran hacia el cdtodo, no solo se ven afectadas por la migracién, sino que tam-

bién se ven afectadas por la accién de la gravedad en el sistema, haciendo que el mo-
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vimiento de las particulas sea diferente que en el modelo anterior. Las siguientes figu-
ras — 5.5 a 5.8 — presentan un caso de simulaciéon con un modelo de celda vertical en
el cual se puede apreciar la gravitoconveccién. Al igual que en el experimento ante-
rior, mostraremos el comportamiento de las distintas especies — cationes, aniones y
protones — junto con el potencial eléctrico para distintos tiempos: 10, 100, 250 y 450.
También graficaremos la funcién de corriente, la presién y la velocidad para ver los

efectos de la gravitoconveccion en el sistema.
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Figura 5.5 Sistema gravitoconvetivo puro para tiempo = 10.
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Figura 5.6 Sistema gravitoconvetivo puro para tiempo = 100.
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Figura 5.7 (a) Sistema gravitoconvetivo puro — especies y potencial - para tiempo = 250.
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Figura 5.7 (b) Sistema gravitoconvetivo puro — corriente y presion - para tiempo = 250.
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Figura 5.8 A Sistema gravitoconvetivo puro para tiempo = 450.
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En las figuras 5.5 a 5.8 se grafican las concentraciones de cationes, aniones y
protones, el potencial eléctrico y las curvas de nivel de la funcién de corriente y pre-
sién para determinados tiempos en los que se puede apreciar la evolucién del sistema
para el caso de un problema gravitoconvectivo dominante. La evolucién de los perfi-
les de concertacidn es similar a la observada en el caso electroconvectivo dominante a
menos de la asimetria que se observa en el eje paralelo al electrodo y al campo gravi-

tatorio. Este desbalance de concentracion es generador de la vorticidad sobre cada
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electrodo. Notamos que para tiempo = 250 desaparecen los protones del sistema y se
alcanza un estado estacionario a tiempo = 450 en forma andloga a lo estudiado en el
caso electroconvectivo dominante.

A pesar de la necesidad, por razones de estabilidad numérica, de reducir en va-
rios ordenes de magnitud los nimeros adimensionales correspondientes a esta clase de
experimentos en relacién con los experimentales descriptos [13, 33 y 34], los resulta-
dos numéricos concuerdan cualitativamente con dichos experimentos, por lo cual, po-
demos deducir que el modelo tiene en cuenta los fendmenos fisicos mds relevantes de
la ECD gravitoconvectiva.

En este caso nuevamente el programa da valiosa informacion sobre el compor-
tamiento de la presién sobre el sistema. Se observa que la presion es tres ordenes de
magnitud mayor que en el caso electroconvectivo, situacién extremadamente razona-
ble porque la gravedad ejerce una influencia mayor que la producida por el simple
movimiento de las particulas, lo que también produce valores de velocidades mucho
mads altas. Ademads las curvas de nivel de la presion presentan valores mds altos en la
zona en donde la velocidad tiene el mismo sentido que la gravedad lo que genera una

fuerza mayor.
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Capitulo 6

Comportamiento del sistema frente al crecimiento de
depositos

En ECD de celdas delgada se producen crecimientos de depdsitos de diversa
estructura, que puede ir desde una fina linea hasta una compleja ramificacion de va-
riada densidad. Las variables experimentales que influyen en la formacién de dichos
patrones son la corriente aplicada, la composicién de la solucion y especialmente el
espesor de la celda. Dichos pardmetros también tienen gran influencia sobre el tipo de
mecanismo de transporte de iones que se produce en la celda. Vimos en capitulos an-
teriores que dicho transporte se produce por una combinacion de difusion, conveccion
y migracién. El tipo de transporte que resulte dominante también esta relacionado a la
forma del electrodepdsito [59, 60, 62].

Si se consiguen bajas velocidades de crecimiento, el movimiento del fluido y
el despliegue de la punta del depdsito son pequefios y el sector entre las ramas por
donde se encauza el fluido es amplio. Bajo estas condiciones se generan nuevas ramas
entre las existentes porque éstas se mueven y crecen en forma independiente. Si la ve-
locidad de crecimiento aumenta, las fluctuaciones en la zona que alimenta al depdsito
de iones es mayor y la generacién de nuevas ramas resulta mds dificultosa, ya que
esas fluctuaciones dejarian las ramas incipientes dentro de zonas de baja concentra-
cion y el crecimiento se detendria. El efecto final es que a altas velocidades de creci-
miento, la morfologia del depédsito es diferente: se observan ramas rectas con escasos
filamentos secundarios, incipientes ramificaciones que no alcanzaron a desarrollarse
[3].

La concentracién de iones dentro de la celda resulta también de crucial impor-
tancia en este fendmeno. Para altas concentraciones (1 mol/l) se obtienen ramas ma-
yormente dendriticas y bien definidas, mientras que para bajas concentraciones (0.3
mol/l) la estructura presenta una mayor densidad con ramificaciones abundantes [5].
Por otro lado las perturbaciones quimicas en el interior de la celda, ejercen una gran
influencia en la formacién de los patrones de crecimiento en ECD. Algunos autores

[4] muestran la transicién desde una estructura cristalina compacta a una rugosa por la
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influencia de oxigeno molecular sobre el agregado de cobre, obtenidos en una celda
bajo condiciones galvanostaticas.

En base a estos antecedentes experimentales es que es posible establecer con-
diciones sobre las cuales los crecimientos de depdsitos varian en densidad y forma
desde una estructura densa, que ocupa practicamente todo el espacio entre los electro-
dos para transformarse simplemente en una linea tnica y fina que une los electrodos.
Si bien no existe una correlaciéon analitica entre el valor de dichos pardmetros y la
forma de los depdsitos, es posible establecer una relacién empirica entre la estructura
de depdsitos y la intensidad del campo eléctrico aplicado. Es posible también correla-
cionarlo en menor medida con la cantidad de especies existentes en solucién y con el
tipo de reacciones quimicas que se producen en el medio, pero dicha dependencia no
estd probada experimentalmente.

De modo que suponiendo que las condiciones estén dadas para producir dep6-
sitos ramificados y que esas ramas se establecen en forma suficientemente separada
(por ejemplo una separacion entre ramas de una altura dos veces mayor a la altura de
la rama considerada figura 6.1) es posible utilizar el programa aqui desarrollado para

analizar las variaciones en la celda sobre las puntas del depdsito.

Figura 6.1: secuencia de fotogramas que establece un crecimiento ramificado y poco denso.
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Modelo de una rama
Considerando una situacién experimental similar a la descripta anteriormente

en donde es posible establecer las condiciones como pasa obtener ramificaciones ais-
ladas sobre el cdtodo se propone introducir en el modelo numérico el andlisis de la
influencia de una serie de ramas ya crecidas sobre la celda electrolitica sobre el com-
portamiento del sistema. Considerando una ramificacién dendritica similar a las pre-
sentadas al final del capitulo 1, y que se observa en los experimentos a potencial y di-
lucién altas (figura 6.1) es posible utilizar NASt2dECD con un obsticulo en forma de
rama de altura predeterminada en una situaciéon de electroconveccién dominante.
Ademds de obtener el perfil de concentraciones a lo largo de la celda con una punta
crecida, pueden estudiarse los campos de velocidad, vorticidad y funcién corriente. En
estos ultimos se observan los conocidos vortices contracorriente en la punta del dep6-
sito y como las curvas de nivel de los cationes alrededor de los vértices son envolven-
tes (figuras 6.2, 6.3 y 6.4). Esta situaciéon medida y observada experimentalmente con-
firma la buena prediccion del cédigo desarrollado [33,59]. A lo largo de las curvas de
nivel graficadas en las figuras 6.2, 6.3 y 6.4 para distintos estadios de la evolucién del
programa se aprecia claramente un gradiente de concertacion de cationes que se desa-
rrolla por delante de la rama en crecimiento para los pardmetros numéricos utilizados.
El perfil de este gradiente es equidistante a la punta de la rama y se va deformando a
medida que esta crece. Dentro del envolvente de este perfil la concentracion es mucho
menor y se desarrollan dos vortices electroconvectivos que alimentan la punta de la
rama en crecimiento llevando una solucién rica en cationes a la rama frente al perfil
(figura 6.6 y 6.7). De este modo la rama en crecimiento se alimenta de los cationes
préximos, provocando un defecto en la solucién. A medida que la solucién se empo-
brece alrededor de las puntas, los fuertes campos eléctricos locales favorecen la elec-
troconveccion y dos vortices gobiernan la hidrodindmica del fluido en una escala cer-
cana a las puntas de las ramas en crecimiento. La distancia entre el frente de concerta-
cién y la rama variard con la concertacién de la solucién, la intensidad del campo
eléctrico global y la geometria de la celda, magnitudes que estdn presentes en el mo-
delo a través de los nimeros adimensionales. Nétese que la dependencia es similar a
la mencionada para el pardmetro efa de la rama de crecimiento en el modelo de DBM

(capitulo 1) [62].

77



Por otro lado a medida que se desarrolla el electrodepdsito entre los electro-

dos, el campo eléctrico dentro de la celda sufre intensas modificaciones. En particular,

la diferencia de potencial es mayor en la zona comprendida entre las puntas del agre-

gado y el dnodo, generando una mayor velocidad de crecimiento preferentemente so-

bre dichos extremos, favoreciendo el crecimiento ramificado en detrimento de la mor-

fologia fractal. Puede observarse cdmo el campo se distorsiona a medida que el elec-

trodepdsito ingresa en el medio: un tipico caso de efecto punta entre conductores, a

causa de lo cual aumenta la velocidad de crecimiento. En la simulaciéon numérica ese

aumento de velocidad estd representado por una mayor probabilidad de que el préxi-

mo punto se pegue en las puntas pues ella depende del campo eléctrico.
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Figura 6.5: fotografia de un experimento real
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Figura 6.6 funcion de corriente: modelo simulando una rama en el electrodepdsito.
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Figura 6.7: funcion vorticidad. Modelo simulando una rama en el electrodepdsito.
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La figuras 6.6 y 6.7 grafican la funcién de corriente y vorticidad sobre una ra-
ma del depdsito en donde se observan los cldsicos vértices contracorriente proximos a
la punta. En la figura 6.5 se observa una parte de un experimento de laboratorio en
donde puede apreciarse el crecimiento de un depdsito aislado, utilizdndose a modo

comparativo con los trabajos realizados con el simulador. Es necesario destacar que
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esos vortices solo se aprecian experimentalmente por medio de técnicas de particulas
trazadoras. Estos vortices alimentan la punta de la rama en crecimiento llevando so-
lucidn rica en cationes de las zonas mds alejadas frente al perfil. De este modo la rama
en crecimiento se alimenta de los cationes mas préximos, provocando un importante
defecto en la solucion. A medida que la solucién se empobrece alrededor de las pun-
tas, los fuertes campos eléctricos locales favorecen la electroconveccion y dos vorti-
ces gobiernan la hidrodindmica del fluido en una escala cercana a las puntas de las
ramas en crecimiento.

La figura 6.8 muestra las curvas de nivel correspondientes a la presion a lo
largo de la celda. En la misma se observa que la presion acompafia al movimiento del
campo de velocidades y es maxima cuando el fluido se mueve contracorriente (por
“encima” del crecimiento) y minima en el otro caso. Esto muestra que el depdsito no
solo produce la ruptura en el campo de velocidades generando vorticidad (lo que es
esperado por ser un obstidculo al movimiento) sino que también genera un pequefio
salto de presion sobre la celda. Este salto se produce debido a la accion sobre el elec-
trodepdsito del movimiento general, ya observado en el capitulo 5, que las condiciones

de borde imponen al fluido.
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Figura 6.8: presion del sistema. Modelo simulando una rama en el ‘electmdepésitoL.
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Comentario: No me queda claro cudl

'| es el modelo que se utiliz6 acé para agre-

garle el depésito. Hay gravedad? Cémo
esta orientada la celda? Me parece raro
que haya un salto de presiones alrededor
de la rama. Pero ademds como no se
indica las escalas de las lineas de igual
presion, estoy suponiendo que rojo posi-
tivo y azul negativo o al revés. A priori
no veo por qué se produce esta asimetria
lo cual dd un gradiente de presiones en
una determinada direccién, perpendicular
a la rama, salvo que estén considerando el
campo gravitatorio en esta misma direc-
cién!!!




Modelo de dos ramas
Continuando con la serie de simulaciones de ramificaciones poco densas, se

propone analizar en este caso un modelo que contemple la presencia de dos ramas se-
paradas sobre el citodo. En la figura 6.9 puede observarse un conjunto de fotogramas
tomados con la técnica de Schlieren, referenciada en [15] Alli se analiza para un de-
poésito ramificado de baja densidad de ramas como se modifican los perfiles de con-
centracién (al analizar la densidad a lo largo de la celda) en forma paralela al electro-
do (cdtodo en este caso). Tomando como base esta situacién experimental, se generan
dentro de NAST2dECD dos obstdculos sobre el cidtodo asemejando la situacion des-

cripta.

Figura 6. 9 Dos vistas de electrodepositos y perfiles de densidades [15]

En las figuras 6.10, 6.11 y 6.12 se observan las curvas de nivel de los perfiles
de concentracién y el potencial sobre la celda obtenidos numéricamente en presencia
de dos ramas paralelas crecidas sobre el dep6sito. La evolucién de estos perfiles toma
una forma similar a la observada experimentalmente por las técnicas de Schlieren ge-

nerdndose las deformaciones por las puntas de los crecimientos
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Figura 6.10: Petfiles de concentracion y potencial para tiempo = 10
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Figura 6.12: perfiles de concertacion y potencial para tiempo = 220

La simetria que caracteriza a los perfiles de concentracién préximos al dep6si-
to representa la situacién hallada en los experimentos reales cuando estos crecen en
forma aislada debido a la competencia por las particulas, generando un vacio en los
alrededores de la punta [15, 59, 61]. En las figuras 6.14 y 6.15 se observan la funcién
de corriente, vorticidad para el caso de un depdsito con dos ramas simuladas. La figu-
ra 6.13 muestra una foto de un experimento de laboratorio nuevamente puesta de ma-
nera comparativa. El vértice generado en la zona intermedia dentro de las ramas, si-
tuacién también medida y observada experimentalmente[59], provoca el movimiento
de las particulas generando una zona de baja densidad de cationes que impiden nuevos

crecimientos dentro de la zona y retroalimentando los depdsitos ya formados.

Figura 6.13: resultado de dos depdsitos obtenidos en el laboratorio
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Figura 6.15: funcion vorticidad para un depdsito simulado de 2 ramas.

En la figura 6.16 se presenta nuevamente las curvas de nivel correspondientes
a la presion sobre la celda y en particular puede observarse esta vez un salto sobre
cada rama. Que divide a la celda en tres zonas bien diferenciadas. Nuevamente el
campo de presion presenta una coherencia fisica con lo que ocurre en el campo de ve-

locidades sobre la celda.
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Comentario: Acd ocurre lo mismo que
en la figura 6.8, de lo expuesto en el texto
no queda claro qué modelo se considerd,
y si existe campo gravitatorio en qué
direccion estd, ya que en los experimen-
tos de laboratorio la celda se orient6 en
forma vertical, anodo y cdtodo perpendi-
cular a la direccién del campo gravitato-
rio. Ademds deberfa indicarse en el caso
particular mostrado, qué valores de ni-
meros adimensionales se tomaron.




Capitulo 7: Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos desarrollado un sistema de simulacion para el
fendmeno de la electrodeposicidon quimica en celdas delgadas que puede contener has-
ta tres especies méviles. En ECD, el transporte de iones esta sujeto a difusién, migra-
cién y conveccion. La conveccion se produce mayormente por fuerzas gravitatorias y
eléctricas. En esta tesis se ha desarrollado un modelo que permite considerar la gene-
racién de cationes o protones en el dnodo productos de las reacciones quimicas de di-
solucion tipicas que se producen en experimentos electroquimicos. Para esto hemos
desarrollado un modelo basado en tres sistemas de ecuaciones acopladas (Nernst-
Planck para el transporte idnico, Poisson para el potencial eléctrico y Navier-Stokes
para el fluido) que representan los fendmenos interactuantes dentro de la celda. En
particular y a diferencia de otros modelos numéricos, este trabaja en variables primiti-
vas permitiendo analizar el comportamiento de la presidn sobre la celda, en especial
sobre los depdsitos crecientes sobre el catodo. La informacién obtenida al utilizar va-
riables primitivas ademds de novedosa en el contexto de los modelos de electrodepo-
sicion es corroborada al comparar la vorticidad y la funcién de corriente (esta vez cal-
culadas como variables secundarias) con las obtenidas directamente con otros pro-
gramas.

La orientacién de los forzantes eléctricos y gravitatorios y el peso que se le
otorga a cada uno de ellos permite modelar las orientaciones de celdas delgadas mds
utilizadas en los experimentos, el denominado celda vertical “side view* (utilizadas
para analizar sistemas gravito convectivos) y la celda horizontal “top view” (de mayor
importancia para analizar electro conveccidn), por otro lado los nimeros adimensio-
nales propios del modelo y en especial los Grashof eléctricos y gravitatorios, resulta-
ron criticos no solo para la estabilidad del modelo, sino también para estudiar el tipo
de conveccién dominante establecida sobre el sistema.

El programa construido en base al NAST2D también posibilita la inclusién del
comportamiento térmico dentro de la celda, situacién que serd analizada en préximos
experimentos en el laboratorio.

En particular la forma de los perfiles de concertacién de aniones, cationes y
protones, el potencial eléctrico y los campos de velocidades en su evolucion espacio

temporal es cualitativamente similar a las observadas experimentalmente.

87



Un resultado numérico adicional se observa al simular la ecuacién de Navier-
Stokes sobre el sistema de grillas desfasadas que permitié mayor estabilidad al mode-
lo logrando simular con precisién un experimento a pesar de ser un modelo simplifi-
cado en dos dimensiones.

Otra alternativa del programa facilitada por las posibilidades dentro del siste-
ma NAST2D es la de incluir obsticulos al movimiento. Esos obstdculos bien pueden
ser los electrodepdsitos que se generan en las celdas. Asi tratados, como obsticulos,
ya impuestas las condiciones de contorno adecuadas, el programa permitié analizar la
interaccién de los perfiles de contraccion y las deformaciones en el potencial eléctrico
en presencia de dendritas que simulaban dichos crecimientos. Sabiendo que en ciertas
condiciones experimentales sobre ECD se observa que es posible que un nimero aco-
tado de ramas del depdsito crezcan en forma ordenada y relativamente distantes, im-
pidiendo mediante la conveccion generada en la punta de esta rama, el crecimiento de
las demads, es posible considerar en forma estética dichas ramificaciones para analizar
la forma de los flujos hidrodindmicos en sus inmediaciones. Un resultado similar se
consigue al utilizar modelos estocdsticos para analizar el depdsito como el DBM. En
base a estas suposiciones se pudo realizar un andlisis sobre dedos de crecimiento, es-
tudiar los distintos modos de transporte en el modelo (difusién, migracién y convec-
cioén) y su influencia sobre el crecimiento de depdsitos en el sistema. El comporta-
miento del fluido asi como el de las curvas de nivel de contraccién acuerda cualitati-

vamente con lo obtenido experimentalmente en los trabajos ya referenciados.

Si bien el modelo no ha sido contrastado con experimentos de laboratorio aun,
se ha observado su concordancia cualitativa con resultados previos, tanto numéricos
como experimentales, hallados en las referencias mencionadas, cabe destacar que el
objetivo principal de este trabajo consistié en la implementacion de un modelo numé-
rico, y que con el solo hecho de que converja, dada su complejidad, ya es en si mismo
un objetivo cumplido. En este sentido, los nimeros adimensionales utilizados, por
ejemplo, son muy distintos a los resultantes al utilizar los pardmetros fisicos reales de
los experimentos. Esta situacién no presenta disimilitudes con otros modelos numéri-
cos similares siendo, dada la inestabilidad y rigidez del problema, una forma de tratar
numéricamente este tipo de sistemas. Se espera en breve someter el modelo a contras-

taciones experimentales especialmente disefiadas para ello.
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El modelo asi desarrollado permite una solucién alternativa para un problema ya
estudiado con anterioridad. Una mejora sustancial seria utilizar la herramienta
NAST3D y acoplarla con las ecuaciones de Nernst Planck y Poisson tridimensionales.
Los dominios en tres dimensiones aproximan en mejor forma lo que sucede en una
celda electroquimica ademds de permitir una visualizacién mucho mds detallada del
problema. Sin embargo este tipo de dominios tiene un costo computacional muy alto y
se harfa necesario tomar dos medidas fundamentales para aminorar este costo:

1. Discretizacion temporal con sistemas implicitos: 1os sistemas implicitos tienen
una mayor estabilidad numérica para pasos de tiempo mds grandes. En oposi-
cién son mucho mds complejos. Sin embargo, vale recordar que las condicio-
nes de estabilidad sobre el espaciado de la grilla son muy restrictivas en tres
dimensiones.

2. Paralelizar el sistema: Actualmente el sistema se resuelve de manera serial.
Esto hace que sistemas pequefios (con alrededor de 10000 celdas) tomen tiem-
pos muy grandes (150 horas maquinas para 1000 pasos de tiempo). Esto mues-
tra la necesidad de paralelismo a la hora de correr sistemas grandes en tres di-

mensiones.
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Apéndice:
Introduccion al modelo en tres dimensiones

Si bien en esta tesis se presentd un modelo simplificado en dos dimensiones,
estd en este momento en etapa de testing un programa extendido en tres dimensiones:
NaSt3dECD. En el presente apéndice se dardn algunos detalles de todo lo ya avanza-
do con dicho programa. Basado en NaSt3DGP, NaSt3dECD (o Navier Stokes 3D with
Electro Chemical Deposition) es una implementacién en C++ para simular en el tiem-
po fluidos incompresibles segin las ecuaciones de mecdnica de Navier-Stokes, la
ecuacion de Nernst-Planck, la ecuacién de Poisson, y la ecuacién de temperatura co-
mo ya pudimos ver a lo largo de esta tesis. Ademads del sistema de grillas alternadas
que utiliza el sistema en dos dimensiones, el sistema NaSt3dECD posee otras grandes
cualidades que reducen el error de computo y perfeccionan el nivel de procesamiento
del programa. Presentaremos algunos de estos factores y daremos una breve descrip-

cién de los mismos:

Sistema de diferencias finitas con tamano de celda variable

Ademds de los problemas de estabilidad que surgen con la discretizacién de un
problema continuo surge otro problema que radica en que generalmente la evolucién
de un problema en el tiempo no evoluciona a la misma velocidad en todo el dominio o
que simplemente se quiere estudiar un determinado sector del dominio en mayor pro-
fundidad que el resto. Si quisiéramos afinar el espaciado de la grilla para obtener ma-
yor precision en una determinada parte del dominio tendriamos que pagar el precio de
una mayor precisién en todo el problema resultando mds tiempo de cdlculo desperdi-
ciado. Una solucién a este problema es que el espaciado entre cada x; sea variable.

La idea del método de diferencias finitas con espaciado variable es muy sim-

ple. Volvamos a calcular las derivadas de primer orden

[duTH _ulxg,,)—u(x;) |:du}m _ulxg,)—u(x,) |:d”Tq _ulx) —u(x,)
dx ox,,, " Ldx O, +o,  Ldx] ox,
donde dx, = x, —x,

i i
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y las de segundo orden

[du} _ 1 (u(x,-+l>—u(x,~>_u(x»—u(xi_l)J

2
dx o, 2> P ;)

donde ox,,,, =Wy Xy, O el
El sistema VONOS
El método VONOS (siglas de Variable-Order Non-Oscillatory Scheme) es un
sistema de basado en el método QUICK de tipo upwind pero de mayor orden con la
ventaja de que no oscila sobre la solucién y de ser mds rapido de calcular que otros
métodos de su mismo orden. A pesar de que es el método que el software utilizard por
defecto, no extenderé la explicacion de este algoritmo debido a su gran complejidad,

sin embargo, aquellos interesados podran referirse a la bibliografia [12].

Calculo de la ecuacion de Poisson mediante Bigstab

La técnica del gradiente biconjugado estabilizado, Bigstab, para el cédlculo de
los laplacianos, difiere de los métodos iterativos como el SOR, ya que es un método
mads eficaz que los iterativos porque se basa en propiedades sobre los autovalores de
una matriz no simétrica y una matriz precondicionada a partir de las matrices del sis-
tema. Para aquellos interesados sobre el método pueden consultar en la bibliografia

[14].

Paralelismo

NaSt3dECD fue disefiado de manera que el programa puede ejecutarse de
forma paralela, dividiendo los dominios entre las distintas maquinas. La biblioteca
utilizada para paralelizar al sistema fue MPIL, y dado que el sistema fue desarrollado
mediante clases, el paralelismo se encuentra en el nivel mds bajo del programa, permi-

tiendo la formulacién de ecuaciones de manera transparente.

El formato de salida
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NaSt3dECD guarda la historia de la simulacién a medida que trascurre y guar-
da cada variable en un archivo diferente con un formato estidndar llamado NetCDF.
Esto incrementa notablemente la capacidad de los programas de visualizacién que
pueden utilizarse con un costo de programaciéon minimo, ademads de la capacidad de
datos a almacenar, y brinda la posibilidad de realizar seguimientos en tiempo real una
vez calculado el proceso.

El paquete NetCDF proporciona un formato de almacenamiento estiandar y
funciona como una biblioteca de entrada - salida, que puede ser llamada desde pro-
gramas C, C++, Ada, FORTRAN, y Perl, entre otros lenguajes, lo que hace que sea
facilmente utilizable por varios programas. Esta biblioteca almacena y recupera datos
en archivos que son independientes de la plataforma y que son autodescriptivos. Cada
archivo puede contener variables multidimensionales identificadas por un nombre
unico, el tipo de cada variable, y datos auxiliares como unidades, un texto descriptivo
o informacion especifica para el programa que se encargara de utilizarlo.

Ademds, ya estd implementada una interfaz de visualizacién basada en el
rio la habilidad de aplicar técnicas avanzadas de visualizacion y analisis de sus datos.
Estas técnicas pueden ser aplicadas para ayudar a los usuarios a obtener nuevas pers-
pectivas y conocimiento a partir de los datos generados por sus aplicaciones en un
amplio campo de conocimiento como, por ejemplo, ciencia, ingenieria, medicina y

negocios.

El sistema Navsetup

El sistema NaSt3dECD estd dividido en dos programas navsetup, encargado
de generar las condiciones en las cuales correrd el sistema y navcalc, encargado de
correr la simulacion generada por navsetup. Esto hace que el software pueda acomple-
jarse permitiendo su fécil desarrollo. NaSt3dECD provee ademads una interfaz en texto
muy fécil de usar para describir la geometria y/o varios pardmetros de los problemas.
Esta interfase también provee la capacidad de importar o exportar los resultados nu-

meEricos.
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