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Resumen

El desplazamiento de fluidos en un medio poroso es un fenémeno de interés desde el
punto de vista académico y de suma importancia por las aplicaciones industriales,
tecnologicas y ambientales que abarca como por ejemplo la recuperacion asistida de
petréleo. Durante el desplazamiento del fluido pueden ocurrir los denominados procesos
de retencidon que son un aspecto fundamental para comprender las leyes que gobiernan
el fenémeno. Cuando estdn presentes los procesos de retencion, las ecuaciones que
describen el desplazamiento s6lo tienen solucidon analitica para ciertas condiciones
iniciales y de contorno de manera que la simulacién numérica es una herramienta
fundamental a la hora de estudiar este fendmeno fisico. En este trabajo de tesis se utiliza
el método de los elementos finitos para discretizar el problema en cuestiéon y obtener
soluciones numéricas. La implementaciéon en computadora del método numérico
permite realizar las simulaciones y comparar los resultados obtenidos con una serie de
experimentos previamente realizados y de esta manera validar el modelo matemético y
numérico propuesto para describir el fendmeno.
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1. Introduccion

En este de trabajo de tesis se estudia mediante simulaciones numéricas el
desplazamiento de fluidos miscibles a través de un medio poroso y los procesos de
retenciéon que pueden ocurrir durante dicho desplazamiento. El fenémeno fisico se
modela con una ecuacién de conveccidén-difusion-retencion y utilizando el método de
elementos finitos se obtienen soluciones aproximadas de esta ecuacién diferencial. El
dominio del problema se discretiza dividiéndolo en secciones denominadas elementos.
Se calculan primero aproximaciones locales en cada elemento y luego se combinan para
obtener la aproximacion general en todo el dominio. También se aplican técnicas de
estabilizacion con métodos multiescala para evitar las oscilaciones que se producen en
la solucién al modelar velocidades de fluido elevadas

Un medio poroso es un material o estructura que contiene espacios libres de sélido g
Estos espacios libres son los poros y estdn interconectados de manera tal de permitir el
desplazamiento de algtin fluido a través de toda la estructura. Los fluidos estudiados son
soluciones de macromoléculas de polimero, también llamados soluciones poliméricas.
Los procesos de retencion estudiados son aquellos que provocan, en este caso, que parte
de las macromoléculas de polimero sean retenidas dentro del medio poroso durante el
desplazamiento.

El desplazamiento de las soluciones de macromoléculas en un medio poroso es un
fendmeno presente en diversos procesos industriales, donde las caracteristicas del
medio, las propiedades del fluido y la interaccion entre el fluido y la matriz juegan un
rol fundamental. Un ejemplo donde lo anterior se pone en evidencia es la Ingenieria de
Reservorios. En Recuperacion Asistida de Petréleo, el uso de soluciones poliméricas es
habitual para aumentar la eficiencia del desplazamiento, lo que se logra al introducir un
tapon de polimero entre el petréleo, que se desea extraer, y el agua, que se inyecta para
desplazar el petréleo. En estos casos la interaccidn entre la matriz porosa y el fluido es
de suma importancia y afecta fuertemente el fendmeno de transporte 234 Otro
fendmeno de transporte donde es importante tanto el desplazamiento de fluidos en un
medio poroso como los procesos de retencién que pueden estar presentes, es el
transporte de contaminantes en suelos. La comprension completa de los mecanismos
que gobiernan el transporte de microorganismos, por ejemplo en un sistema de aguas
subterrdneas, es importante para evaluar los riesgos sanitarios. Ademads el transporte y la
evolucién de los virus en un medio poroso natural estdn gobernados por la inactivacion

y absorcidn de los virus en el medio poroso.5 678

Comprender la manera en que el medio o los fluidos pueden influir en estos fenémenos
es de interés desde un punto de vista académico, y de suma importancia por las
aplicaciones industriales, tecnoldgicas y ambientales que abarca.



Para estudiar estos fendmenos es necesario poder “marcar” al fluido o a una parte de él,
para diferenciarlo del resto de la solucién lo que se logra disolviendo una cierta masa de
soluto en la solucién. A este soluto se lo denomina trazador y se denomina trazador
ideal o pasivo a aquel que es inerte con respecto al liquido y al s6lido que lo rodea. La
concentracion de un trazador pasivo en un medio poroso como los estudiados
(estadisticamente homogéneos, desordenados e interconectados) en ausencia de
procesos de retencion y sin ninguna interaccion fisico-quimica entre los fluidos y el
medio puede describirse mediante una ecuacién de conveccién difusién'.

%_fw.vc:v.(m(:) (L.1)

La ecuacioén (1.1) representa entonces la concentracion del trazador (C) para el tiempo ¢
y la posicién x. Las constantes v (cm/s), K (cmz/s) representan la velocidad media del
fluido y el coeficiente de dispersion respectivamente

Esta ecuacion diferencial debe definirse en un dominio €, con un contorno I' y con
condiciones de borde e iniciales, que pueden escribirse en la forma:

c=¢C, enl;

(1.2)
VC-n=y—-aCenl,
C(Q,0)=f,

donde f; es una funcion conocida que describe la concentracién inicial, I y I, son
distintas partes del contorno, a y ¥ son constantes que describen la concentracién en

I, y C, esla concentracién en I.

Ihul,=T (1.3)
Inl,=2

Como se mencioné anteriormente, la ecuacién de conveccion difusion es valida para
describir la variacién media de un trazador pasivo ya que en dicho caso, aun si los
procesos de retencion estdn presentes, no se ven reflejados en la ecuacion de transporte.
Sin embargo si el trazador no es pasivo (por ejemplo por hallarse unido quimicamente a
las macromoléculas) la variacién de la concentraciéon media de trazador reflejard las
interacciones con el medio y el fluido, las cuales son responsables de la retencion de las
macromoléculas. En este caso cuando se desean modelar también los procesos de
retenciOn se agrega un nuevo término reactivo, siendo la ecuacién resultante la ecuacién
de conveccidn-difusion-retencion,



%_f+v.vczv.(1<vc>+f(c,z) (1.4)

donde f(C,?) es el término general asociado a los procesos de retencion.

La ecuacién (1.4) es el modelo del problema’ ' cuya validez se desea estudiar en esta
tesis. Para ello se discretiza el problema y se presenta un modelo numérico que puede
ser implementado en computadora para realizar simulaciones. El modelo numérico
puede ser verificado comparando los resultados numéricos con soluciones analiticas
conocidas y validado comparando los resultados de las simulaciones con resultados
experimentales. Esta comparacion permite analizar la validez del modelo en estudio y su
capacidad de realizar predicciones“.

Esta tesis se organiza de la siguiente manera: en el capitulo 2 se presenta la
discretizaciéon del problema y el modelo numérico utilizado para resolverlo
computacionalmente. Se plantea y desarrolla el método de elementos finitos primero en
su formulacién general y luego aplicado al problema de conveccién-difusion-retencién
en una dimensién. También se muestran los aspectos mds relevantes de la
implementacién en computadora. En el capitulo 3 se describen las experiencias de
desplazamiento de una solucién polimérica dentro de un medio poroso, para el caso de
un trazador libre y de un trazador unido quimicamente a las macromoléculas, asi como
los fenémenos fisicos que se modelan en este trabajo. En el capitulo 4 se presentan los
resultados de las simulaciones para el caso sin retencidn (trazador libre) y para el caso
con retencion, en el que se utilizan dos formas funcionales simples para describir el
término f{C,t), que permiten validar los datos observados en las experiencias. En el
capitulo 5 se detallan las técnicas de estabilizacion utilizadas y su implementacion
mostrando las diferencias con el método de elementos finitos para velocidades altas.
Finalmente en el capitulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo y las perspectivas
para futuros trabajos.



2. Modelo numérico: Elementos finitos

La ecuacién de conveccion-difusion-retencion sélo tiene solucién analitica conocida
para algunos casos particulares de la funcién f{C,z) ? 2, por esto en la mayor parte de los
casos se deben emplear métodos numéricos para transformar el problema continuo en
uno discreto y obtener una solucién aproximada.

En este trabajo se utiliza el método de elementos finitos'® que consiste en discretizar el
dominio del problema dividiéndolo en una serie de elementos para luego obtener en
cada elemento un valor aproximado a la solucion exacta del problema. Estas
aproximaciones luego se combinan para obtener la solucién global en todo el dominio.

La aproximacién C en cada elemento se define a partir de n funciones de forma"® 9.9,

C(x,t) = C(x,1) = iq@ x)=¢"(x)C 2.1)
i=1

donde Cj... C, son los pardmetros que hay que determinar. Utilizando la técnica de
residuos ponderados se buscardn los pardmetros C;... C, tal que la diferencia entre C'y

C sea minima. La ecuacién (1.4) se puede escribir con un operador funcional L :
L(C)=0 (2.2
donde L es el operador definido como

L(-)=%:+v-Vo—V-(KVo)—f(-,z) (2.3)

El residuo que se intentard minimizar se define de la siguiente manera

R=L(C)-L(C) (2.4)

0 (2.5)
R=1(C)
El método de los residuos ponderados plantea el siguiente sistema de ecuaciones para
encontrar los parametros C;... C,



[wRdQ=0 i=1.m (2.6)

donde wj... wy, son las denominadas funciones de peso

Utilizando el resultado (2.5)

'[WiL(é)dQ =0 i=1..m (2.7)

y utilizando la definiciéon de L dada en (2.3) se obtiene el sistema de ecuaciones
buscado:

le.(aa—f+v-V6‘—V-(KV@)—f(C:,t)JdQ:0 i=1l..m (2.8)
Q

En el método de elementos finitos el nimero m de funciones w; es igual al nimero de
funciones de prueba, n, y en la formulacién tipo Galerkin las funciones de prueba w; se

hacen iguales a las funciones de forma ¢, para obtener el sistema de ecuaciones lineales

que da como solucién los parametros C;...C,

2.1 Problema unidimensional
En el caso del problema unidimensional sobre un dominio Q = [a,b] la expresion (1.4)

se simplifica a

oC  dC _ azc
—+v
ot ax ax2

+f(C.1) (2.9)

con las condiciones de borde e iniciales

—Ka—C:q enx=>b
ox (2.10)
Clx=a,t=0)=1
C(x at=0)=

Multiplicando la ecuacién (2.9) por una funcién de prueba w e integrando a ambos
lados:

9%k
ot ax ox?

—

b 2
(ac J C—f(C,t)jwdsz @2.11)

a



Distribuyendo la integral respecto de la suma y reorganizando los términos:

toC
I dx+J.v—wdx

j F(C,t)wdx (2.12)

Dado que se van a utilizar aproximaciones lineales es conveniente hacer las siguientes
operaciones para reemplazar el término que tiene la derivada segunda por una expresion
equivalente pero con derivada de primer orden.

. ., dC .
Derivando respecto de x la expresion o~ w se obtiene:
X

aac
gw_azc , 9C w (2.13)

ox _ax_z Ox ox

3 oC
azcwz o . 9C ow (2.14)
ox? o0x Ox ox

El resultado (2.14) se puede utilizar para eliminar la derivada segunda de la expresion
(2.12)

8 ac
b 2
C dC ow
de K——— d K——dx
;[ '[ '[ ox ox (2.15)
%/—/
®
Utilizando el teorema fundamental del calculo
b
[ 2(x)dx = G(b)-G(a) (2.16)

aC : .
y tomando g = aa— w se puede obtener una expresion para el término marcado con ®
X

en (2.15)
0 o€ w
, 0=
Ox dC dC (2.17)
®=[k—2X sx=kZw -kZw
'[ ox g ox v - ox |,

a



y utilizando las condiciones de borde del problema:

BC _
a'x x=b 1
3¢ (2.18)
-K—w =0
ax x=a
Entonces se puede escribir ® de la siguiente manera:
0 oC w
, b
® = IK dx dx = a—Cw —Ka—cw =—qw(b) (2.19)
ox ox |, ox |,
Utilizando el resultado (2.19) para reemplazar en la expresion (2.15)
¢ 9°C 9C ow
j K2 wdx = —qw(b) - j K== dx (2.20)

a

y volviendo a la expresién (2.12), se elimina la derivada segunda con el resultado
(2.20), obteniéndose finalmente:

b
ja dx+jv—cwdx+qw(b)+jl<a—ca—wd _jf(c f)wdx (2.21)

2.2 Discretizacion espacial
Como se muestra en la Figura 1, el dominio Q = [a,b] se divide en n elementos de

longitud A.

Figura 1 Division del dominio Q2 en n elementos e;...e,

En el método de elementos finitos primero se obtienen aproximaciones locales para
cada uno de los elementos y luego se combinan para construir la aproximacioén global en
el dominioQ. La discretizaciéon consiste en tomar la concentracion aproximada
solamente en los dos extremos de cada elemento

Se define genéricamente la aproximacién C” (r) para el elemento i,

10



CO"n=C"0.()+C,0,(r)=¢"(r)C? conl<i<n (2.22)

donde ¢, y ¢, son las denominadas funciones de forma que son una base de funciones y

se utilizan para escribir a C en cualquier punto del dominio mediante una combinacién
lineal. Debido a la discretizacién los puntos del dominio relevantes serdn solamente los
extremos de cada elemento. La combinaci6n lineal se realiza con los pardmetros C”; y
", que son las incégnitas que hay que calcular para obtener la aproximacién del
elemento i.

Las funciones de forma ¢, y ¢, estdn definidas de la siguiente manera:

6N =2(-r)
2 —1<r<1 (2.23)

1
¢2(r)25(1+r)

Tanto la aproximacién C(r) del elemento genérico i como las funciones de forma

estan definidas sobre la variable r y en el intervalo [— 1,1].

Cada elemento tiene dos pardmetros y los elementos adyacentes comparten un
parametro. Dado que el dominio esta dividido en n elementos, son n+1 los pardmetros
que se deben calcular para obtener la aproximacion global en todo el dominio.

Para calcular los pardmetros ¢, y C'"; del i-ésimo elemento se reemplaza en (2.21) a
C por su aproximacién. Asi quedan definidas las condiciones que deben cumplir ", y
C'”; de un elemento genérico i. A continuacion se describen una serie de operaciones
que permiten obtener el sistema de ecuaciones que tiene como solucion a los valores de
los dos pardmetros. Luego uniendo los sistemas de cada elemento e insertando las
condiciones de borde se obtiene el sistema de ecuaciones global cuya solucién son los
n+1 pardmetros buscados.

Partiendo de la expresion (2.21)

b
I% dx+jv—wdx+qw(b)+IKa—Ca—wd —If(C t)wdx (2.24)

La expresion (2.21) estd definida sobre el dominio global Q = [a,b] pero para definir la
aproximacién en un elemento el dominio de interés es solamente la porciéon de €

correspondiente a un elemento denominada €, ya que, como se explico, Q se divide en

n segmentos de longitud £

11



oC oC oC ow
é':? wdx+é[va—x wdx + gw(b) + J.Ka—a—d = J.lf(C,f)de (2.25)

donde Q, = [O,h]. Conmutando el factor w y reorganizando los términos

Iw—dx+ va—d '[Ka—wa—cd - wa(C,t)dx = —qw(b) (2.26)

Utilizando la aproximacién de Cy la definicién de w:

C=g'
_{ } (2.27)

se obtiene la siguiente ecuacién luego de hacer los reemplazos en (2.21)

Qz

IIZ

[ 3" c<'>d +I ~99'CY +IK8¢ 99'C"

X ox

= [0 (97 CV.1)dx
3, (2.28)

Q,

=—q¢(b)

Resulta conveniente para simplificar los célculos suponer que la funcién f{C,t) tiene la
siguiente forma

f(C,t)=CA(1) (2.29)
Las funciones f{C,?) que se desea estudiar en este trabajo tienen esta forma dado que son

funciones simples que permiten trabajar las expresiones matemdticas sin provocar
limitaciones considerables. Usando (2.29) para reemplazar en (2.28):

8¢TC(‘) ¢ 'ce ¢ 3¢ C" C<'> (4557 E0
I¢ d*f d+IKax o QI P91 Cldx (2.30)

=—q¢(b)

Gracias a la suposicién sobre la forma funcional de fy teniendo en cuenta que C no

es funcién de x, C'” se puede sacar afuera de las integrales respecto de x

12



Jﬁ&ﬁd +jv¢ dxc<'>+j1<a¢ a¢ dxC" - j/1¢¢ dxC" o

=—q¢(b)

pudiendo reescribirse (2.31) de la siguiente manera

C()

jvgp ¢ dx Jija a;’x j/wq) dx|C? =—q¢b)
F

C N+K-AC

I $9" dx (2.32)

La expresion (2.32) es equivalente al sistema de ecuaciones

2c"
t

C +(K+N-AC)C? =F (2.33)

donde

b~~
=[99"dx
¥e I 3¢3¢
ax ax
~0p" (2.34)
N=[vg—"—d
:[W) Ew X

F=—q¢(b)
~n | C
(i) _

En el Apéndice A se detallan los cdlculos para obtener los valores de las matrices C,
K,NyF

2.3 Ensamblado del sistema global

La solucién C del sistema de ecuaciones (2.33) es un vector con los dos pardmetros
del i-ésimo elemento de los n en que esta dividido el dominio Q.

Se deben unir los sistemas de ecuaciones de todos los elementos para formar un sistema

de ecuaciones global que incluya a los n+1 parametros buscados. Teniendo en cuenta
que los elementos adyacentes comparten un pardmetro, el sistema global resultante es:

13



¢{§4wgé=n (2.35)

donde el subindice g indica que se estd considerando el sistema de ecuaciones global de
tamafio (n+1, n+/). En el Apéndice B se detallan las operaciones para obtener el
sistema (2.35)

En la solucién C = [c, -+ C,,,] setienen los n+1 parimetros buscados. Debido a las

funciones de forma elegidas en la seccion 2.2, C resulta ser ademds la aproximacién de
la concentracion.

Como se explico en la seccidn 2.2 la discretizacién consiste en obtener la concentracién
aproximada en los nodos de cada elemento. Cada elemento tiene dos nodos y el dominio
se dividi6 en n elementos pero como los elementos adyacentes comparten un nodo se
cuenta en total con n+1 nodos

Debido a las funciones de forma seleccionadas, la aproximacién en cada elemento

C”(r) tiene la siguiente propiedad (ver Apéndice C):

~10) _ (i)
C LT C,
G| (i)
C |1 - Cz

1<i<n (2.36)

Para 2 <i<n la concentracion en el nodo i se puede obtener a partir del nodo situado
en r =—1 del elemento i o también del nodo situado en r =1 del elemento i —1 ya que
ambos son el mismo nodo. Eligiendo el primer caso:

C = (5(0

2<i<n (2.37)

r=—1

y por lo indicado en (2.36)

=" 2<i<n (2.38)

lo que es equivalente a decir que la aproximacion de la concentracién en el nodo i es
igual al valor del pardmetro i, con 2<i<n

Lo dicho también vale para C, y C,,, ya que

14



- 1
c,=Cc" =¢"

r=—1

c,,=C” =c,”

n+l

r=1

2.4 Discretizacion temporal

(2.39)

- ‘ 14 . . . . .
Utilizando el método a ** se puede definir una iteracion para discretizar temporalmente

el problema. Siendo C' la concentracion en el tiempo ¢:
6[+At ~ (1_a)6t +a~t+At
La derivada temporal puede ser aproximada por una diferencia finita

aé ~ EthrAt _6;

o A
La ecuacioén (2.35) puede reescribirse como:

~i+Ar Nt - -
@CT+ (1-@)MC' +aMC™*™ = F
1

reorganizando los términos

A+AL At - -
(E% = (1-)MC' —aMC"*™ + F

CC™™ —€C" =-At(1-a)MC' — AtaMC"*™ + AtF
CC™ + AtaMC™™ = €C" - At(1- @)MC" + AtF
Se obtiene la definicion de la iteracidn:
(€ +AtaM)C™™ = (€ - At(1 - a)M)C' + AtF
0 de manera mds compacta:

AC"™ =BC' + AtF

donde

15
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(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)



A=(C+AtaM)
(2.48)
B=C-At(1-a)M

De esta manera partiendo de la condicion inicial C°= f; se puede realizar una iteracion
en la que se obtiene el valor de C™* a partir del valor de C". Iterando hasta ¢ =1 ; se
obtienen la aproximacion de la concentracion desde el tiempo O hasta el tiempo 7, . En

cada iteracion se resuelve el sistema (2.47) donde el valor de C' es conocidoy C'™ es
la incégnita.

2.5 Incorporacion de condiciones de borde

Las condiciones de borde dan los valores para los parametros C; y Cy, con lo cual
estos dejan de ser incdgnitas y el sistema (2.47) a resolver en cada iteracion se reduce en
dos grados de libertad. Cabe aclarar que el problema definido en (1.1) estad aplicado a un
dominio semi-infinito, la solucién que se propone es resolverlo en un dominio finito
aproximando la condicién de borde en infinito como una constante.

La matriz A =(C + AraM ) de la expresion (2.47) es tridiagonal ya que tanto la matriz

C como la M son tridiagonales. Por lo tanto el sistema (2.47) se puede reescribir como

a, a, 0 0 I o 11 € |
Ay, dy dy c, e,
0 a, ay Qs c, e,
' =| (2.49)
A A Aty 0 €1 Cni
Apn-1y Ay Ayniry || En €n
0 0 Aienn Giusaeny JLEm1 ] L

El sistema (2.49) tiene n+1 ecuaciones y n incégnitas. Al incorporar las condiciones de
borde el nimero de ecuaciones ascenderd a n+3. En esta seccién se muestra como, luego
de incorporar las condiciones de contorno, se puede reducir el nimero de incégnitas a n-
1 y la cantidad de ecuaciones también a n-1.

El sistema (2.49) las filas 1 y n+1 corresponden a las ecuaciones

a,c +a.c, =e
1€ T apt, 1

(2.50)
AiynCn T AinynenCnst = €

Tomando las condiciones de borde
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y reemplazando en las ecuaciones de las filas 1 y n+1

a,,¢, ta,c, =¢

AiynCn T Ay e €y = €

se pueden despejar los valores de C, y C,

_ e —a.c,
a,

€1 T A€o

a(n+1)n

2.51)

(2.52)

(2.53)

Estas dos nuevas ecuaciones pueden incorporarse al sistema (2.49) sumando en las filas

2yn.
a, a, 0 0 = ‘. _
ay l+ay, ay “
0 as, as, as; C3
C
a(n,l)(n—l) a(n—l)n a(nfl)(nﬂ) 0 i
C
an(n—l) 1+ ann a"("+l) "
I 0 cee 0 a(n+1)n a(”“)("H) i _Cnﬂ

€1l ~ Aiyne)Co

Aityn

n+l

Las ecuaciones 1 y n+1 afectan a las incégnitas C,, C,, C, y Cpy1 pero estos valores ya
son conocidos por las condiciones de borde y por el resultado (2.53), entonces se puede

eliminar del sistema a las ecuaciones 1 y n+1:

— ] Cl

a, l+a, ay 0 0 ¢,

0 as, as, Qs : C3
An-nn-ny A Fn-nnen) 0 G

I 0 0 ayy lta, Ay | Cn
_Cn+l
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e

n-1

en+1 - a(n+1)(n+1)cb

a(n+1)11

(2.54)

(2.55)



El sistema ahora tiene n-1 ecuaciones y n+1 incdgnitas. Las tnicas ecuaciones que
afectan a las incégnitas C; y Cy41 son la primera y la ultima:

e —a,c
_ 1 1%
a,c, +(1+ay)c, +ayc, =6, + ——
ap,
. a c (2.56)
_ ntl — Hn+D(n+1) b
a”(”,I)C‘”,I + (1 + ann )Cn + an(n+1)clz+1 - en +

a(n+1)n

Como los valores de C, y Cy1 son conocidos, estas dos ecuaciones se pueden reescribir
de la siguiente manera:

e, —a,c
_ 1 117a _
(I+ay)c, +a,e; =e, +——a,c,
ap,
. . (2.57)
_ n+l (n+1)(n+1) = b
an(nfl)cnfl + (1 + alm )Cn - en + - an(lﬁl)cb
a(nH)n

Ahora ninguna ecuacién afecta a C, y Cy,, entonces es posible eliminar las columnas 1 y
n+1 y obtener el sistema reducido de n-1 ecuaciones y n-1 incégnitas:

- o e,
2 21
1+a, a, 0 0 c, a, “
as, as Qs : Cs e,
Auvin-1y  Ga-hn G-ty || Com €,
0 0 a 1+a c €1 = A Cp
- n=h Al €, + - an(n+1)0b
L a(nJrl)n i

El sistema resultante es tridiagonal y por lo tanto tiene solucidn.

2.6 Implementacion
Se utiliz6 MATLAB para implementar la solucion numérica en computadora. El
principal algoritmo es el convdifidtmp que resuelve la ecuacién de conveccion difusion

con elementos finitos utilizando el desarrollo de la seccién 2. El mismo se describe en la
Tabla 1
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Parametros

:cantidad de elementos
:tamano de cada elemento
:velocidad
:coeficiente de retencién
IT:condiciones iniciales
, :tiempo inicial
T; :tiempo final
dt:paso temporal
C, C, : condiciones de borde
lambda: funcidén de retencidn

HOR<S BB

1. Sean C™ .. C™ vectores de n elementos

Cc’™<-condiciones iniciales CI

3. Para t=T, hasta Tf cada dt

1<—-Iambda (t)

M. x.=F., <-calcular_sistema_elemento (h, 1, v, K)

Mx=F <-ensamblar_sistema_global (M.x.=F., n)

Ac=B <-calcular_sistema_de_iteracién_temporal (Mx=F, C")
insertar_condiciones_de_borde (C,, C,, Ac=B)

c!Td® <—resolver_sistema (Ac=B)

N

WWwwwww
oULdWNPR

Resultado: C™ .. ¢ concentracién en el intervalo de tiempo T, .. Tr

Tabla 1 Esquema del algoritmo convdif1dtmp implementado en MATLAB
En el paso I se inicializan los vectores c™ .. ¢’ que contendrdn la solucidn.

En el paso 2 se incorporan las condiciones iniciales cr que son los valores de
concentracion en el tiempo inicial.

En el paso 3.1 se calcula el valor de la funcién de retencion 1ambda en el tiempo ¢.

En el paso 3.2 se calculan la matriz M, y el término independiente r. del sistema de
ecuaciones asociado a un elemento genérico descripto en la expresion (2.33) donde

M

e

(K + N — AC)
X (2.59)

Fe

1l
5 o

El procedimiento utilizado es el calcular_sistema_elemento Yy sus pardmetros son el
tamafo del elemento h, el valor de la funcién de retencidén Iambda en el tiempo ¢, la
velocidad vy el coeficiente de dispersion x.

En el paso 3.3 se calcula la matriz » y el término independiente = del sistema de
ecuaciones global mMx=F que incluye a todos los elementos y tiene como solucién la
concentracion en todo el dominio para un instante de tiempo dado. En la seccién 2.3 y
en el Apéndice B se detalla su estructura. Se utiliza el procedimiento
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ensamblar_sistema_global cuyos paradmetros son: el sistema de un elemento M x.=F.
y cantidad de elementos n

En el paso 3.4 se calcula el sistema de ecuaciones para la iteracion temporal ac=B que
permite obtener la concentracién en el tiempo t+dt a partir de la concentracién en el
tiempo t. Se aplica la técnica del método alfa explicada en la seccion 2.4 y la iteracion
definida en la expresiéon (2.47). Este cdlculo se realiza con el procedimiento
calcular_sistema_de_iteracién_temporal que recibe como pardmetros al sistema

global mMx=F y c*, la concentracion en el tiempo t.

En el paso 3.5 se insertan las condiciones de borde ca y cb en el sistema de la iteracion
temporal de la manera que se detalla en la seccién 2.5. Estos cédlculos se hacen con el
procedimiento insertar_condiciones_de_borde que recibe como pardmetros a las
condiciones de borde c, y ¢, y al sistema de iteracién temporal Ac=5B.

En el paso 3.6 se resuelve el sistema Ac=B para obtener la concentracién c '™

2.7 Verificacion

La ecuacion de conveccion-difusion si tiene solucidn analitica dadas ciertas condiciones
iniciales y de contorno. Esta solucién analitica se puede utilizar para verificar la
solucién numérica y la implementacién''. La verificacién consiste en comparar los
resultados analiticos con las resultados numéricos sin retencién (utilizando una funcién
de retencion f{C,t)=0). Como se muestra en la Figura 2 los resultados numéricos y
analiticos son equivalentes.
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Figura 2 Solucién analitica y numérica para t=20, 60 y 80 seg. Condiciones de contorno C(x=a, 1>0)=1,
C(x=b, =0)=0 y condiciones iniciales C(x=a, t=0)=1, C(x>a, t=0)=0

Los resultados de la Figura 2 verifican la solucién numérica propuesta con elementos
finitos y también su implementacion. Esta verificacion exitosa del caso sin retencion
permite abordar la simulacién de las experiencias sabiendo que se cuenta con una
implementacién que simula correctamente el fenémeno de conveccion-difusion
temporal. En el capitulo siguiente se presentan las experiencias y los resultados
experimentales que luego seran simulados con el algoritmo convdiffldtmp

El caso con retencion estudiado no puede ser verificado ya que no hay una solucién
analitica conocida. El comportamiento de convdiffldtmp con retencién serd
validado directamente contra las experiencias en el capitulo 4 utilizando distintas
funciones de retencion
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3. Experiencias

En las experiencias'® que se usaron para validar el modelo se utilizé un tubo de acrilico
cilindrico lleno con microesferas de vidrio para representar un medio poroso. Las
experiencias consisten en inyectar desde la parte inferior del medio un fluido y observar
los fenémenos que ocurren durante el desplazamiento de este fluido (o solucién) por el
interior del medio. Como se puede observar en el esquema de la Figura 3, el tubo se
encuentra montado sobre un riel que le permite al medio deslizarse verticalmente sobre
el mismo. El movimiento vertical del medio hace posible que un sensor colocado en una
posicién fija realice las mediciones en las distintas posiciones del tubo. El fluido se
inyecta mediante una bomba de caudal constante desde la parte inferior del medio y los
datos de actividad, medidos por el detector de centelleo, son almacenados en una PC.

Medio

poroso
Detector de
centelleo

caudal
constante

Figura 3 Esquema del dispositivo con el que se realizaron las
experiencias

Como se explicé en el capitulo 1, es posible marcar una porcién del fluido para
diferenciarla del resto mediante un trazador. Si un medio poroso se encuentra saturado
con un fluido, y éste es desplazado por otro miscible con el primero, pero que posee un
trazador, se observa experimentalmente que el trazador se dispersa gradualmente en el
interior del medio, ocupando una zona cada vez mayor. Se desarrolla entonces una zona
entre los fluidos, en la cual las diferencias entre las propiedades fisicas de ambos
fluidos, como la concentracion, tienden a nivelarse con el tiempo. Este fenomeno se
conoce como dispersién hidrodindmica'® y depende de las caracteristicas del medio
poroso, las propiedades del fluido y las posibles interacciones entre los fluidos
involucrados y el medio poroso.
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En el caso de las experiencias usadas para validar la simulacidn, el medio se encuentra
saturado previamente por un fluido que no posee trazador. Luego se inyecta a caudal
constante el mismo fluido, pero que posee un trazador. Durante el tiempo que dura el
experimento se realizan las mediciones que permiten obtener las curvas o perfiles de
concentracion en distintas posiciones a lo largo del medio. Estas posiciones se
denominan cara 3, cara 6, cara 9y cara 11 y estan ubicadas en los 3 cm., 6 cm., 9 cm.
y 11 cm. respectivamente. El medio tiene una longitud total de 15cm. Mediante
mediciones se pueden observar los fendmenos que ocurren durante el desplazamiento
del fluido en el interior del medio, en particular los procesos de retencién.

El trazador puede estar unido quimicamente a las macromoléculas de polimero o libre
en la solucidon. Se analizan primero las experiencias en las cuales el trazador se
encuentra libre en solucién y por lo tanto no experimenta los procesos de retencion.
Cada curva representa una cara o posiciéon dentro del medio. En el instante inicial
(tiempo cero) la concentracién es nula. Conforme avanza el tiempo la concentracién
empieza a crecer hasta llegar al valor maximo o de saturacion. La cara mas cercana al
punto de inyeccién es a la que primero llega el trazador y también la primera en
alcanzar el valor de saturacion. La segunda cara més cercana es la siguiente en alcanzar
la concentracion maxima y asi sucesivamente hasta que se observa concentracién
mdxima en todas las caras del tubo. Una vez alcanzado el valor de saturacién la
concentracion continda constante en ese valor hasta el final del experimento. En la
Figura 4 se muestra esquemadticamente la forma de estos perfiles. Cada curva representa
la concentracién a lo largo del tiempo en un punto fijo. La primera curva corresponde a
la cara 3 que es un punto situado a los 3 cm. desde el punto de inyeccién. En esta
posicion se observa que a medida que transcurre el tiempo la concentracién aumenta
hasta llegar al valor de saturacién (marcado con rectdngulos en la Figura 4), a partir del
cual permanece constante. La siguiente curva corresponde a la cara 6 y tiene una forma
similar pero esta corrida respecto de la anterior. Esto es porque el fluido marcado llega
primero a la cara 3 (punto de llegada marcado con elipses en la Figura 4) que es la mas
cercana al punto de inyeccion, luego alcanza la cara 6, etc.
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Figura 4 Gréfico esquematico de los perfiles de concentracién en las experiencias donde no se observa

retencién. Con rectdngulos se indican los puntos de saturacién de cada cara y con elipses los puntos de
arribo del frente

En el caso de las experiencias donde el trazador se encuentra unido quimicamente a las
macromoléculas el resultado es distinto, dado que en este caso en los perfiles
experimentales se ven reflejadas las interacciones entre las macromoléculas del
polimero y el medio o el fluido, poniendo en evidencia los procesos de retencién. Como
se puede observar en la Figura 5, las curvas de las experiencias con retencién tienen un
esquema similar hasta el punto donde se deberia alcanzar el valor de saturacién. Luego
en vez de continuar constante se observa un crecimiento de la concentracién por encima
del valor de saturacion que se esperaria si no existiesen interacciones entre las
macromoléculas y el medio poroso.
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Figura 5 Grifico esquematico de los perfiles de concentracién en las experiencias con retencién. En vez
de alcanzar un valor de saturacién constante tienen una zona de crecimiento a partir del punto de
saturacion (marcado con rectangulos sobre cada curva)

Las experiencias que se utilizaron para validar el modelo se encuentran detalladas en la
Tabla 2. Como se puede observar tienen distinto caudal y velocidad de inyeccién. La
longitud del medio no varia ya que en todos los casos se utiliz el mismo, por esto el
tiempo final si es distinto para cada experiencia.

El caudal de inyeccion viene dado por la bomba de caudal constante que se utiliza para
las experiencias, y es fijado por el experimentador. Dividiendo el caudal de inyeccion
por el area efectiva de seccion del medio se puede obtener la velocidad promedio del
frente. El 4rea efectiva es una magnitud que involucra la porosidad del medio y se
calcula como

e=R’¢ (3.1)

donde e es el area efectiva, R el radio y ¢ la porosidad del medio. Con esto y el caudal

de inyeccidn g se obtiene la velocidad del frente v:

(3.2)

|
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Dado que el medio tiene un didmetro de (2.3+0,1) cm y una porosidad de (34+1)% la
velocidad del frente dada por la bomba para cada experiencia se calcula como

Ve © 1.4126cm? (3.3)
z() em>0.34 '
v - M =0.264 cm/min =0.0044 cm/ se (34
037571 41260m” ' ' : |
s = QLOTSEMMIR 528 confmi = 0.00088 cm e (3-5)
0051 41260m” ' ' : |

Teniendo en cuenta los errores de medicién del didmetro, porosidad y caudal, se puede
calcular como se propaga el error en la velocidad:

AV o575 =0.0003 cm/seg (3.6)
AV 475 = 0.00008 cm/ seg (3.7)

En el Apéndice D se detallan los cdlculos de propagacién del error

. tiempo
Experiencia ShECLh B e final | Retencidén?
P (cm3/min) (cm/s) m'a :
(min)
q=0.075 0.075+0.001 | 0.00088+0.00008 | 625 No
q=0.375 0.375+0.001 | 0.0044+0.0003 160 Si

Tabla 2 Experiencias que se utilizaron para validar el modelo

Para ambas experiencias la concentracién inicial es de 500 ppm. De aqui en adelante la
experiencia con caudal 0,075 ml./min. serd llamada experiencia g=0,075 y la
experiencia con caudal 0.375 ml./min. serd referida como experiencia g=0.375
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4. Simulaciones numeéricas

Las simulaciones permiten validar con que precisién el modelo numérico y el modelo
matemdtico subyacente representan al fendmeno fisico estudiado. Esto se logra
comparando los resultados numéricos de las simulaciones con los valores de
concentracion observados en las experiencias.

Andlogamente a las experiencias, las simulaciones tienen a la velocidad de inyeccion, el
coeficiente de dispersion, la longitud del medio y la funcién asociada a la retencion
como parametros. En la Tabla 3 se detallan estas magnitudes y también los parimetros
que surgen de la discretizacion que deben ser tenidos en cuenta para la resolucion
numérica del problema.

v Velocidad del fluido
K Coeficiente de dispersidn
Paradmetros | £(C, t) Funcidén asociada a la retencidn
asociados | C(x=a) Condiciones de borde
al proceso | C(x=b)
fisico C(t=0) Condiciones iniciales
L Longitud del medio
Caras Caras de interés
Parametros | n Cantidad de nodos de la discretizacidén
propios de espacial
la Tf Tiempo final
simulacién | Dt Paso de la discretizacién temporal
numérica alfa Pardmetro del método alfa

Tabla 3 Pardmetros asociados al proceso fisico y pardmetros propios de la simulacién numérica

La validacién se realiza graficando los resultados de la experiencia junto con los
resultados de su correspondiente simulacion. Este proceso se conoce como ajuste ya que
se realizan sucesivas simulaciones ajustando los parametros v y k buscando obtener las
curvas que mejor representen a los resultados experimentales. Luego se compara el
valor de v obtenido con el ajuste con el valor de la velocidad de la experiencia.

La concentraciéon se puede graficar en funcién de la posicién para un determinado
tiempo de manera tal de analizar todas las posiciones simultineamente para ese instante
de tiempo. También se puede graficar en funcidon del tiempo para una determinada
posicién (o cara), de esta forma se puede analizar la evolucién a través del tiempo para
la cara elegida. Dado que los resultados experimentales estdn presentados por cara se
har4 lo propio con los resultados de las simulaciones y sus respectivos graficos.

4.1 Simulacion para la experiencia sin retencion q=0.075
Para las experiencias con trazador libre no se observa retencion. Se utiliza entonces una
funcién f{C,t)=0 en las simulaciones. Esto provoca que se anule el término de retencion
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del modelo y consecuentemente de la discretizacion, es decir, en las simulaciones no se
contemplan los procesos de retencion.

En la Figura 6 se presentan los resultados de las experiencias para el caso de trazador
libre (sin retencion) y se comparan con los resultados obtenidos en las simulaciones.
Los parametros utilizados en la simulacién estan detallados en la Tabla 4.

t O
s oot M —Sw
4
0.8 g
&0
o Q 0  Experiencias cara 3
g %
g 2 O Experiencias cara 6
£ 08 ;% ; & Experiencias cara 9
g % déw </ Experiencias cara 11
:§ é o Simulacién cara 3
£ 0.4 ) @’Q f? ---- Simulacién cara 6
(9] g . _‘:
§ }‘} i D 2 Simulacion cara 9
© f £ :l - Simulacién cara 11
b A
;- &
0.2 @ LR
: @ L F
I & <7
1 X S
\?‘;} @& \—,:I!
b A
! ! ! ! ! |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Tiempo (seg) « 10*

Figura 6 Ajuste de experiencias en las que no se observa retencién para las caras 3, 6, 9 y 11 con valores
de concentracién normalizados a 1

Cara 3 |Cara 6 |Cara 9 | Cara 11
\4 0.0008 cm/s
K 0.00015 [0.00015 |0.00015 [0.00018
£(C, t) 0
C(x=a) C(x=a)=1
C(x=b) C(x=b)=0
C(t=0) C(x=a,t=0)=1
C(x>a,t=0)=0
L 15 cm
N 100
Tf 40000
Dt 50
Alfa 0.5

Tabla 4 Parametros utilizados en la simulacién de las experiencias sin retencién.
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Los datos de las experiencias se normalizaron a 1 tomando como maximo el valor de
saturacion. Se utilizé una funcion f{C,t)=0 de forma tal que los resultados de las
simulaciones no presenten retenciéon. Con respecto a la velocidad, el pardmetro
v=0.0008 cm/s se corresponde con la velocidad de la experiencia calculada en
(0.00088+0.00008) cm/s.

4.2 Simulaciones para la experiencia con retencion q=0.375
Para las experiencias de caudal q=0.375 se realizaron distintas simulaciones: restando la
contribucion de la retencién y simulando la retencion con distintas funciones f{C,?).

A los resultados de las experiencias con retencion se les puede aplicar una
transformacion para sustraer la contribucidon de la retencion. Asi se obtienen nuevos
perfiles que pueden ser contrastados con una simulacién en la que no se considera
retencion.

La contribucién de la retencion se aproxima por una funcién lineal que se puede
determinar a partir de la zona del grafico donde deberia haberse alcanzado el punto de
saturacion y la concentracion parece crecer linealmente. Una recta de igual pendiente,
pero trasladada al punto donde la concentraciéon deja de ser cero se considera que
representa la contribucion de la retencion. Esta transformacion puede apreciarse en la
siguiente serie de figuras. Inicialmente en la Figura 7 se muestran los perfiles
experimentales superponiendo sobre cada perfil una recta que es calculada mediante
cuadrados minimos sobre los puntos del drea de crecimiento lineal.

450 -
400 -
350 -
< 300
0
Q
£ 2501 5 o o Cara3
8 0 O § Cara 6
2 | v Cara9
S 200 -
o O Zona de crecimiento
\v4 Zona de crecimiento
150 - ©) ; Zona de crecimiento
100 -
50

1 1 | 1 1 1 |
4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Tiempo (seg)

5 - ’ |
0 1000 2000 3000

Figura 7 Perfiles experimentales y recta sobre la zona de crecimiento lineal calculada con cuadrados
minimos
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A continuacidn en la Figura 8 se muestra el efecto de trasladar las rectas al punto donde
la concentracién deja de ser cero, es decir a partir del momento en el cual comienza a
llegar a esa posicion el frente de inyeccién. Las rectas resultantes representan la
contribucién de la retencion

500 -
450
400 -
350 -
m]
300 - H 0 Cara3
c
S & O Carab
g 50 O N v Cara9
g | - Zona de crecimiento
N\
§ O v — Zona de crecimiento
200 - \v4 — Zona de crecimiento
= = - ~ ~ — ~ Contribucién de la retenciéon
1501 ,;J ~ — — ~ Contribuci6n de la retencion
\ — — — — Contribucion de la retencion
100 -
50 - o eszmrEFFIIIITTT
H e 1 | 1 1 | ]
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Tiempo (seg)

Figura 8 Obtencion de la contribucién de la retencién trasladando las rectas al punto donde la
concentracién deja de ser cero

Como se detalla en la Figura 9, restando a los perfiles la contribucion de la retencién se
obtienen nuevas curvas en las que no se observa el efecto de la retencién en funcion del
tiempo para cada cara. Sin embargo si se observa que las caras posteriores alcanzan un
valor de saturacién menor al de las caras anteriores. Este hecho puede interpretarse
como una ‘“huella” de la retencion presente dado que una baja en el valor de
“saturacion” a medida que aumenta la distancia a la cara de inyeccion es debida,
justamente, a la retencidon de macromoléculas en las caras precedentes.
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Figura 9 Resta de la contribucién de la retencion

Una manera de eliminar completamente el fendmeno de retencién es normalizar, luego
de eliminar la contribucién de la retencion, cada cara con el valor de saturacion
correspondiente de cada una de ellas. Entonces normalizando a cada perfil por su valor
de saturacion se elimina el efecto mencionado y se obtiene como resultado las curvas de
la Figura 10 donde ya no se observa ninguna consecuencia de la retencion
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Figura 10 Resta de la retencién y normalizacién a 1
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4.2.1 Caso f(C,t)=0.

En la Figura 11 se presenta los ajustes las experiencia g=0.375 con la sustraccion de la
contribucion de la retencién y normalizando a cada perfil por su valor de saturacion. Asi
los perfiles resultantes alcanzan el valor de saturacion en 1 y no se observa retencién. Se
utiliz6 una funcién f{C,t)=0 para que los resultados de las simulaciones tampoco
presenten retencion. Los pardmetros utilizados en la simulacion estdn detallados en la
Tabla 5.
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Figura 11 Ajuste de experiencias en las que se les sustrajo la contribucién de la retencién. Caras 3, 6y 9
con valores de concentracion normalizados a 1.

Cara 3 |Cara 6 |Cara 9
\4 0.0041 cm/s
K 0.0009 [0.0008 [0.0007
£(C, t) 0
C(x=a) C(x=a)=1
C(x=b) C(x=b)=0
Cc(t=0) C(x=a,t=0)=1
C(x>a,t=0)=0
L 15 cm
N 100
Tf 8500
Dt 100
Alfa 0.5

Tabla 5 Pardmetros utilizados en la simulacién de experiencias con sustraccion de la retencién. El
pardmetro v=0.0041 cm/s se corresponde con la velocidad de la experiencia calculada en (0.0044+0.0003)
cm/s.
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4.2.2 Caso f(C,t)=bC

En la Figura 12 se presentan los ajustes de la experiencia q=0.375 para los perfiles
experimentales a los que se les ha sustraido la contribucién de la retencién. Como se
explico en la seccion 4.2, debido a la sustraccion no se observa el efecto de la retencion
en funcion del tiempo. Sin embargo si se observa que el valor de saturacion alcanzado
en cada cara va disminuyendo a medida que se avanza hacia el final del medio, sefial de
la menor concentracién que arriba a cada cara a medida que se alejan de la cara de
inyeccidn, consecuencia de la retencién de macromoléculas en las caras precedentes.

Una funcién f{C,t)=bC permite simular el efecto de la retencion en este caso. Todos los
pardmetros estdn detallados en la Tabla 6.
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Figura 12 Ajuste de experiencias con retencion. Caras 3, 6 y 9. La contribucién de la retencién se simula
con una funcién f{C,t)=bC.
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Cara 3 | Cara 6 | Cara 9
14 0.00410 cm/s
K 0.0009 0.0007 0.0007
f(C,t) -4.2e-004C -2.8e-004cC -1.9e-004cC
C(x=a) C(x=a)=500
C(x=b) C (x=b) =0
C(t=0) C(x=a,t=0)=500
C(x>a,t=0)=0
L 15 cm
N 100
Tf 8500
Dt 100
alfa 0.5

Tabla 6 Ajuste de experiencias con retencion. Funcién de retencion f{C,t) =bC. El pardmetro v=0.0041
cm/s se corresponde con la velocidad de la experiencia calculada en (0.0044+0.0003) cm/s.

4.2.3 Caso f(C,t)=mtC+bC

En la Figura 13 se presentan los ajustes de la experiencia q=0.375. Estos perfiles
experimentales presentan retencion, esto se observa por la presencia de la zona de
crecimiento que comienza en el punto donde se esperaria alcanzar un valor de
saturacion. Utilizando una funcién de retencidon dependiente del tiempo se consigue
simular la contribucion de la retencién, siendo la funcién utilizada f{C,t)=mtC+bC. En
la Tabla 7 se pueden ver los pardmetros utilizados en la simulacién.
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Figura 13 Ajuste de experiencias con retencion, caras 3,6y 9.
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Cara 3 Cara 6 | Cara 9

\%4 0.0041 cm/s
K 0.0009 0.0008 0.0008
f(C, t) 3.15e-008tC 1.75e-008tC 1.15e-008tC

-4.2e-004C -2.55e-004cC -1.75e-004C
C(x=a) C(x=a)=500
C(x=b) C (x=b)=0
C(t=0) C(x=a,t=0)=500

C(x>a,t=0)=0

L 15 cm
N 100
Tf 8500
Dt 100
Alfa 0.5

Tabla 7 Ajuste de experiencias con retencién. Funcién de retencién f{C,t) = mtC+bC. El pardmetro
v=0.0041 cm/s se corresponde con la velocidad de la experiencia calculada en (0.0044+0.0003) cm/s.

La misma simulacién pero normalizando los valores de concentraciéon de las

experiencias por el valor de saturacion que se esperaria en cada cara genera los

resultados expuestos en la Figura 14
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!
4000

L
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! ! L
7000 8000 9000

10000

Figura 14 Ajuste de experiencias con retencidn, caras 3, 6 y 9 normalizando independientemente a cada

cara.

De esta manera se puede estudiar el fendmeno de retencion en cada cara en si misma,

dado que se estd mirando el proceso como si a cada cara estuviese llegando la misma

concentracion inicial. Esto permite estudiar, por ejemplo, como ante una misma

condicién inicial diferencias en el medio generan distintos aportes en la retencion. Cabe
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aclarar que el hecho de tener polimero retenido genera cambios efectivos en
propiedades del medio poroso. Los parametros utilizados se detallan en la Tabla 8.

Cara 3 | Cara 6 | Cara 9
v 0.0041 cm/s
K 0.0009 0.0008 0.0007
f(C,t) 3.1le-008tC 1.57e-008tC 1.03e-008tC

-4.0e-005C -3.0e-005C -2.0e-005
C(x=a) C(x=a)=1
C(x=b) C (x=b) =0
C(t=0) C(x=a,t=0)=1
C(x>a,t=0)=0

L 15 cm
N 100
Tf 8500
Dt 100
Alfa 0.5

Tabla 8 Ajuste de experiencias con retencién. Funcién de retencién f{C,t) = mtC+bC y normalizacién
independiente para cada cara.

4.2.4 Discusion de los resultados en el caso con retencion

Las macromoléculas del polimero utilizado en las experiencias son cadenas semi-
rigidas. Esto significa que pueden cambiar su forma, estirindose o formando estructuras
tipo ovillo, dependiendo del régimen de flujo en el cual se encuentran, pero que a la vez
poseen una cierta "inercia" para cambiar su forma. Las macromoléculas tenderdn a
estirarse y alinearse con el flujo a altas velocidades y a tomar una forma tipo ovillo para
velocidades suficientemente bajas, adquiriendo formas intermedias en los otros casos.
Se espera que al estar estiradas y acercarse a una bifurcacién brusca, la cadena
presentara dificultades para acomodarse y seguir su desplazamiento dentro del medio, lo
que produce una retencidon de polimero. Las cadenas, sin embargo, podrdn cambiar su
forma, lleviandole un cierto tiempo reacomodarse para poder seguir su recorrido en el
medio, lo que produce una liberacion de polimero que estaba retenido en forma
temporaria. Como este tiempo de relajacion es mayor que el tiempo que le lleva a las
cadenas quedar atrapadas, el resultado global es una retencién neta de polimero. Se
espera que este tipo de retencidn, llamada retencién hidrodindmica, dependa del tiempo,
ya que al ir acumuldndose polimero en las bifurcaciones, este aumento en la
concentracién genera impedimentos a las cadenas que llegan a la bifurcacidn,
dificultdndoles atin mas su alineacion con el flujo. Existe ademads otro tipo de retencion,
llamada entrampamiento mecénico, que es la retenciéon debida al taponamiento de
canales estrechos, la cual es una retencion irreversible y puede darse tanto por la
retencion de cadenas individuales como por un conglomerado de cadenas. Este tipo de
retencion también depende del tiempo, ya que al ir reteniéndose polimero este produce
bloqueos y nueva retencién de las macromoléculas que van arribando.

En nuestro caso se consideraron dos términos para modelar la funcién f{C,¢).

En primer lugar vamos a analizar un término de la forma:
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fi(C,t) =mtC 4.1)

Este término, con un valor de la constante m positivo, da cuenta del crecimiento de la
concentracion por sobre el valor esperado para el caso en el que no hay retencion. Cémo
se menciond anteriormente, este término depende del tiempo, y mientras mds cerca
estamos de la cara de inyeccién se espera que su contribucion sea mayor, dado que las
macromoléculas mds grandes quedaran retenidas al principio, y porque una vez que
estan establecidos los caminos de flujo principales, en las caras mads alejadas las
macromoléculas se moveran principalmente por los caminos donde el transporte es mas
facil, evitando zonas donde se dificulta el paso a través de los caminos porales . Estos
comportamientos producirdn una mayor tasa de retencién en las caras inferiores y por
ello se espera que en valor absoluto el coeficiente m disminuya a medida que nos
alejamos de la cara de inyeccion.

En segundo lugar vamos a analizar el término de la forma:

L (C,t)=bC 4.2)

este término da cuenta de la disminucién en el valor de "saturacion" a medida que nos
alejamos de la cara de inyeccién, como consecuencia de la retencion de macromoléculas
en las caras precedentes. Cuando se tiene en cuenta el cambio en la concentracion
debido a que en las caras anteriores hubo retencién, y que esas cadenas no llegan a una
cara determinada, esta variacién es mds importante en las caras mds cercanas a la
inyeccion, dado que, como se explicd anteriormente, la tasa de retenciéon es mads
importante en las caras mds cercanas a la inyeccion, lo que se ve reflejado en un mayor
absoluto del coeficiente b en estos casos.

En el Apéndice F se pueden observar la Figura 16 y la Figura 17 que muestran el

comportamiento del término mtC y bC respectivamente. Esto se logra mediante
simulaciones en las que se varia s6lo m o s6lo b.
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5. Estabilizacion con métodos multiescala

El método de elementos finitos con la formulacién de Galerkin descripto a partir de la
seccion 2.2 permite obtener resultados satisfactorios cuando la velocidad del fluido es
baja en relacién al coeficiente de dispersion. Si se aplica a problemas donde el
fendmeno convectivo es el predominante el método se torna inestable y aparecen
oscilaciones en la solucién. Los métodos multiescala'® buscan reducir estas oscilaciones
dividiendo al problema en dos

p=0+¢ (5.1)

donde ¢ es la parte de la solucién que causa la oscilaciones. Esta separacion permite
aislar al causante de las oscilaciones y resolverlo de manera analitica. Luego ¢ se

resuelve numéricamente pero antes incorporandole el resultado analitico de ¢’ . Con esta

técnica la resolucion numérica no se ve afectada por el causante de las oscilaciones y se
consigue la estabilizacién buscada.

Considerando un problema genérico con un operador lineal M (-)en un dominio Q y

contorno I'

M(p)=genQ
=g (52)
p=¢,enT
donde g es una funcién conocida
Tomando la expresion en residuos ponderados del problema
(M (¢)—g)wdQ =0 Vw
i (5.3)

p=¢,enl’
Se descompone la solucién y también las funciones de peso

p=0+9 (5.4)

de manera que la expresion de residuos ponderados se transforma en

38



[(M(@ +¢)= )W +n)dQ =0 (5.5)
Q

Si se toman w y w’ linealmente independientes la expresién anterior se puede dividir
en dos problemas:

j (M) +¢)—g)wdQ =0  (problemaw) (5.6)
Q
J.(M (@ +¢)—gWdQ=0 (problema w") (5.7)
Q

Para cada elemento se resolverd analiticamente el problemaw’ y su resultado se
incorporard en el problemaw que se resolverd numéricamente a la manera de elementos
finitos. Debido a la incorporacién del problemaw’ aparecerd un término adicional en la
formulacion que contribuird a la estabilizacién de la solucién.

L oy . . 17
Para la resolucién analitica del problemaw’ se utilizaran las funciones de Green' '

[M@+¢)-gmda=0 vw (5.8)

Q,

Distribuyendo w’ y la integral

j M@ +¢)wdQ— j wdQ=0 vw’ (5.9)

Q, Q,

Como el operador M es lineal, al distribuirlo respecto de la suma y reorganizando los
términos, se obtiene:

j M (@)W dQ = - j M(@)wdQ + j aw’dQ  Yw’ (5.10)

Q, Q, Q,

Como (5.10) debe valer para todo w” también debe ocurrir que

M(@)=-M(p)+g (5.11)
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¢ se puede encontrar por medio de la funcion de Green G. El método de las funciones

de Green permite hallar la solucién analitica de sistemas de la forma Lu =bcon Lun
operador lineal y» una funcién conocida. La solucién estd dada por

u(x) = j G(x,5)b(s)ds (5.12)

donde G(x,s) es la funcién de Green del operador L

Tomando L=My b=-M (5 )+ g se puede aplicar el resultado anterior a la expresidn

(5.11) y obtener asi la solucién analitica del problema w’
§' (0= [Glx, )M @)+ g)(s)ds (5.13)
Q,
Volviendo al problema w

[(M (@ +¢)-gywdx=0 (5.14)

Q)

Distribuyendo w y la integral

jM(¢7+¢’)de— jgwczx:o (5.15)

Q, Q,

Distribuyendo el operador M y reorganizando los términos
jM(gE ywdx + j M (¢)ywdx= j gwdx (5.16)

Q, Q, Q,

y reemplazando a ¢’ por la solucién analitica encontrada para el problema w’

[M@ywax+ [m| | Gx,s) (M [p)s)+ g(s)ds [wax = [ gwax (5.17)

Q, Q,
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5.1 Aplicacion a la ecuacion de conveccion-difusion
estacionaria
Para el caso de la ecuacion de conveccion difusion estacionaria

oC 2’C
M(C):v——-K
O v Ko (5.18)

g=0

Considerando el segundo término de (5.17) y haciendo el reemplazo g =0

[M] [Gx.5)-mpks)+ g)dsilex -

(5.19)

J.M J.— G(x,s)M [aks)dSZIde

L2,

Tomando a (5.19) como un producto interno y considerando al operador lineal M sobre

la expresion encerrada entre corchetes, se puede aplicar el operador autoadjunto M, de
la siguiente forma (ver Apéndice E):

J‘M{ I—G(x,s)M [5](s)ds}de =

Q,

(5.20)
= I I— G(x,s)M [5](s)dsM ' [W](x)dx
Qth
Para calcular la integral (5.20) se utiliza una aproximacién de la funcién de Green:
G(x,s)=70(s—x) (5.21)
donde ¢ es una funcién Delta de Dirac yt es un parametro a determinar.
[ [-mlp)s)escs - xyasma” [w)x)ax (5.22)

Q9

Usando la propiedad de la funcién Delta de Dirac I}/(s)é'(s —x)ds = y(x) y tomando
Q

y(s)=—-M [5 ](s) se puede resolver la integral en s
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[-mlp)s)es(s - xyas =-mm[g |x) (5.23)

Q,

Reemplazando el resultado (5.23) en (5.22)

[ [-mp)s)ess - xyasm” [w)x)ax = [- mlp|x)amr " [w)x)a (5.24)

Q,Q Q,

Reemplazando la expresion (5.24) en (5.17) se obtiene como queda formulado el
problemaw

[Mlplax+ [-m [wlalplix= [ gwax (5.25)

La ecuacién (5.25) se puede resolver con elementos finitos. Tomando la definicién del
operador M para la ecuacion de conveccioén-difusion

2

M(C): v%—C—K% ¢
;‘C gzc (5.26)

M (C):v—+K 5

ox ox

Reemplazando M en (5.25)
2

ax 8 8C J g)dx: 0 5.27)

Este problema serd resuelto de la misma manera que se explicé en la seccién 2. El
segundo término es el que se adiciona por haber hecho la particién en dos problemas.

En el primer término se puede distribuir aw y a la integral respecto de la suma

*w aC 9°C
. 2) (v ——K 2)dx=0 (5.28)

J.va—cwdx—J. o C

o0x

h

Como se explicé en la seccion 2.1, utilizando el resultado (2.20) se puede reemplazar al
término con derivada segunda por una expresion equivalente pero con derivadas de
primer orden
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BC 9°’C

oC ow z)dx:O

ax dx

Jv%—iwdx+qw(b)+ JK

h

(5.29)

y como se explicé en la seccién 2.2, conmutando el factor w y reorganizando los

términos
aC ow 9C ac azc _
I wadx J-Kgad I( " )dx =—gw(b) (5.30)

y haciendo los siguientes reemplazos en (5.29)

~ .

C=¢'C?
_{ } (5.31)

donde 1 <i<ny ¢1(r):%(1—r)y ¢2(r):%(1+r), se obtiene:

IIZ

~307C" TS0
J‘V dgp° C d+IKa¢a¢C e
Q, ox 3, ox ox
| ¢ 2’ | 09 C? 23T C _ (5.32)
+ I(vngK P )T (v w -K e Ydx = —q@ (b)

Dado que las funciones de forma ¢ y ¢, son de primer orden, se anulan los términos

con derivadas segundas

~93TCW 3 987C® 6 07 C" ~
J'V¢a¢7cdx+J.Kalwicdx.pvzfj‘aﬁwicdx:—cmﬁ(b) (5.33)
a ox s, ox  ox o, 9% ox

como C" no es funcién de x entonces se puede sacar afuera de la integral

J’ aag dx C(,) + JK8¢ ¢ dx C(l) +v T_[ x d C(l) qé;(b) (5.34)

h Q)

tomando factor comin C”
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Lj 590" dx +j1<%f a;’x dx+v %‘z ag”x }cm =—q(b) (5.35)

o [9999]
dof. L _a
ytoman 0 factor comun g'!‘h I ox
~0¢ ¢ 9
{j ¢L +(v? r+K)j a¢ ¢’ } C" =—q¢(b) (5.36)
5, o, 0x oOx

reescribiendo respecto con las matrices K, N y F definidas en (2.34)

KV—T+IJK+N}C F (5.37)
K

La expresion (5.37) es similar a la expresiéon (2.33) salvo por el coeficiente que
multiplica a la matrizK y por la ausencia de los términos temporal y de retencion.
Entonces la estabilizaciéon buscada se consigue obteniendo el valor de 7 vy
multiplicando a la matriz K por

YT (5.38)

Luego el desarrollo del método sigue de la misma manera que se explico a partir de la
seccion 2.3

La constante 7 se puede calcular a partir de la expresion (5.21)

G(x,s)=710(s —x) (5.39)
j IG(x, s)dsdx = j jrﬁ(s — x)dsdx (5.40)
Q,Q, Q,Q,
j j G(x, s)dsdx = j x (5.41)
Q,9,
j j G(x, s)dsdx = ht (5.42)
Q,Q,
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r=t j j G(x, s)dsdx (5.43)
h Q,Q,

donde A es la longitud del elemento. En el caso de conveccidén-difusion la funcién de
Green correspondiente es: '/

{ ~2Pe(i— { _Z;P‘"
(T R
v(l—e)
G(X, S) - s —2xPe (544)
2Pe()
€ W _De r —e)
—2Pe X>s
v(l—e")
donde Pe es el nimero de Péclet de cada elemento
Po = % (5.45)
Partiendo de la expresién (5.43)
1
= J J G(x, s)dsdx (5.46)
y separando la integral
1 s+h
EZ j j G(x, s)dx + j G(x, s)dx |ds (5.47)

0

obteniendo de esta forma una expresion que puede calcularse de manera numérica

5.2 Aplicacion a la ecuacion de conveccion-difusion-retencion
temporal

Como se explicé en la seccidn anterior, la estabilizacién multiescala puede aplicarse a la

ecuacién de conveccion difusién. Asi se pueden obtener aproximaciones numéricas que

no presentan inestabilidades cuando el término convectivo es el predominante. Como se

mostrd, estabilizar la solucién numérica consiste en multiplicar la matriz K por la

constante

—+1 (5.48)
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en la solucién numérica con elementos finitos. Asumiendo que dicho término es el
causante de las oscilaciones, se puede generalizar esta técnica de estabilizacion para
aplicarla también a la ecuacién de conveccion-difusién-retencién temporal. Para ello se
debe multiplicar la matriz K en la ecuacion (2.33) por la constante (5.48):

~ (i) 2 ~ .
R S

5.3 Implementacion

El algoritmo convdifldtmp expuesto en la seccion 0 puede ser modificado de la
siguiente manera para incorporar la estabilizacion multiescala. En la Tabla 9 se resaltan
en negrita las modificaciones: la inclusion del pardmetro estabilizar para indicar si
se debe aplicar la estabilizacidn, el cdlculo de la constante tao en el paso 3 y la
modificacién del procedimiento calcular sistema_elemento y la llamada al mismo
en el paso 4.2. Este procedimiento ahora recibe como pardmetro a la constante tao e
implementa el célculo expresado en la ecuacién (5.49). A su vez, el valor de tao se
calcula segtin lo dicho en (5.47). El nuevo algoritmo se comporta de la misma manera
que el anterior si el valor del pardmetro estabilizar es “no“ ya que en ese caso el
valor de tao se fija en 0 y en consecuencia se anula la estabilizacién multiescala. Esta
afirmacién se basa en que la ecuacion (5.49) es equivalente a la ecuacién (2.33) si

tao=0.
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Pardmetros

:cantidad de elementos
:tamafio de cada elemento
:velocidad

:coeficiente de retencidén
CI:condiciones iniciales

T, :tiempo inicial

Tr :tiempo final

dt:paso temporal

C,,C, : condiciones de borde
lambda: funcién de retencidn
estabilizar: si/no

< B3

1. Sean C™ .. C™ vectores de n elementos
2. C™<-condiciones iniciales CI
3. tao = calcular_tao(K, h, v, estabilizar)
4. Para t=T, hasta Tf cada dt
4.1 I1<-lambda (t)
4.2 Mexe=Fe <-calcular_sistema_elemento(h, 7, v, K, tao)
4.3 Mx=F <-ensamblar_sistema_global (M.x.=F., n)
4.4 Ac=B <7calcular_sistema_de_iteracién_temporal(MX=F,CU
4.5 insertar_condiciones_de_borde (C,, C,, ACc=B)
4.6 c'T<_resolver_sistema (Ac=B)
Resultado: C™ .. C™ concentracién en el intervalo de tiempo T, .. Tr

Tabla 9 Algoritmo convdifldtmp con estabilizacién multiescala. Las modificaciones se indican resaltadas
en negrita

5.4 Verificacion

En la Figura 15 se puede observar un caso donde el fendmeno convectivo es el
predominante y en consecuencia se producen inestabilidades en la solucién numérica. El
grafico también incluye la misma solucién pero con estabilizacién obteniendo como
resultado curvas que no presentan oscilaciones.
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Figura 15 Solucién analitica, numérica sin estabilizacién y estabilizada para t=10, 20 y 30 segundos.
v=1; K=0.003; n=1000; L=50; dt=0.1.

5.5 Simulaciones numéricas

Entre los datos experimentales provistos por el experimentador no hay casos en que la
velocidad sea lo suficientemente mayor que el coeficiente de dispersion como para que
se lleguen a provocar oscilaciones en la simulacién numérica. Asi mismo, los resultados
de la verificacién de la seccion anterior permiten suponer que la implementacion de la
solucién numérica con estabilizaciéon puede simular correctamente el fendmeno de
conveccidn-difusién-retencién cuando el aspecto convectivo es el predominante.
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6. Conclusiones

En el capitulo 1 se presentd el problema fisico a tratar y sus caracteristicas. En el
capitulo 2 se mostré6 como obtener una solucién numérica aproximada utilizando el
método de los elementos finitos. Se implementé en Matlab el algoritmo convdi f1dtmp
que permite simular el fenémeno de conveccidén-difusion retencion temporal utilizando
distintas funciones de retencion y otros pardmetros como la velocidad y el coeficiente de
dispersion.

Se explicd que la resolucién numérica y la simulacién por computadora son la tnica
alternativa cuando no hay soluciones analiticas conocidas. Y esto es lo que ocurre en
nuestro caso cuando la retencion estd presente en el problema. Para el caso sin retencion
se aprovecho la existencia de soluciones analiticas para realizar una verificacion de la
solucién numérica con elementos finitos y su implementacién con el algoritmo
convdifldtmp. La verificacion dio resultados positivos

En el capitulo 4 se realizaron las simulaciones numéricas de todos los experimentos y se
validaron los resultados numéricos con las experiencias. Se realizaron los ajustes
utilizando distintas funciones de retencién. Para el caso de las experiencias sin retencion
se utilizd la funcién de retencién trivial f{C,#)=0 obteniendo un buen ajuste. El
parametro de velocidad utilizado coincidié con la velocidad medida en la experiencia.

Para las experiencias con retencién se organizaron los datos de distintas maneras con el
fin de observar el comportamiento de dicho fendmeno y realizar simulaciones en los
distintos escenarios. Primero se sustrajo la contribucién de la retencién respecto del
tiempo y se normalizé de forma tal que tampoco quede rastro de ésta respecto de la
posicién y se realizé una simulacién similar al caso de las experiencias sin retencion. El
ajuste obtenido fue bueno. En segundo lugar se sustrajo la contribucién de la retencién
respecto del tiempo quedando visible solamente el efecto de la retencién respecto de la
posicién, es decir, el no arribo de polimero debido a que queda retenido en caras
precedentes. La simulacién en este caso se realizd6 con una funcién de retencién
constante obteniendo un buen ajuste. Y por ultimo se realizé la simulacidn sin restar
previamente la contribuciéon de la retencién utilizando una funcién de retencidn
dependiente del tiempo. El ajuste resultante también fue bueno como se mostré en los
gréficos correspondientes. En todos los casos el pardmetro de velocidad utilizado fue
coincidente con la velocidad observada en las experiencias.

Los buenos ajustes obtenidos con las simulaciones permiten obtener pardmetros que no
podrian conseguirse de otra manera como el coeficiente de dispersion y la funcién
asociada a la retencién. Los resultados numéricos obtenidos también permiten validar el
modelo matemdtico y darle significado fisico al término de retencién estudiado.
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A la solucién numérica con elementos finitos utilizada y su respectiva implementacion
se le agregd estabilizacion con técnicas multiescala. Se mostré como la estabilizacién
permite obtener resultados satisfactorios cuando se simulan problemas en que la
velocidad es considerablemente mayor que el coeficiente de dispersion. Se explicé que
estos resultados no podian conseguirse con elementos finitos sin estabilizacién.

Como perspectiva de trabajos a futuro se plantea realizar un modelado mas detallado de
la funcién f{C,t), para poder distinguir los distintos procesos que afectan al fenémeno de
retencién (entrampamiento mecdnico y retenciéon hidrodindmica). Para ello serd
necesario contar con mayor cantidad de experiencias que permitirdn realizar ajustes
confiables para modelar cada uno de estos fendmenos. Asi mismo se espera poder
corroborar la eficacia de los métodos multiescala para estabilizar los ajustes,
utilizdndolo en el caso de experiencias realizadas a velocidades de inyeccion
suficientemente mayores. También se propone utilizar funciones de forma de grado
superior en la estabilizacion multiescala ya que las funciones lineales utilizadas
provocan la anulacién de términos durante la derivacion del método. Con funciones de
forma de grado dos, dichos términos no se anularian y asi podria esperarse una mejora
en la estabilizacion.
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Apéndice A

Calculo de integrales para obtener las matrices del sistema de un
elemento

Las matrices € ,K y N vy el vector F de la expresién (2.33) correspondientes a un
elemento genérico pueden ser calculados de la siguiente manera

Dadas las funciones de forma

6(r)= 1=

0. = (14 1) .

Estas funciones de forma estan definidas sobre la variable r y en el dominio [— 1,1] pero
las integrales estdn definidas sobre la variable x y en el dominio [0, h]. Para poder

integrar sobre la variable r en el dominio [— 1,1] se debe realizar un cambio de variable

de integracion:

r:—1...1
x:0...h (A2)
dx:gdr
h
o | [odax [90.dx
s | T | ] T F (*a3)
ALP AR RS g g [g,6,dx
-1 -1
j%(l—r)%(l—r)dx j%(l—r)%(lw)dx
=7 N A4
j1(1+r)1(1—r)dx j1(1+r)1(1+r)dx o
2 2 i2 2
1 1
j(l—r)(l—r)gdr j(l—r)(1+r)3dr 8 4
=7 b " =ﬁi : (A.5)
:[l(1+r)(l—r)%dr _jl(1+r)(1+r)%dr 8 3 3
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96, 9¢, 04, 99, 09,

94 9" “FF¢M} [ oxr ox  ax 2
K= [k =k f| 0 | DD Thlge—g[| Ox dx  dx Ox |y (A
;L ox ox g .[% ox  Ox § J‘laﬁa% 99, 09, * (A0

ox ox dx Ox oOx

j%%dx j%%dx

ox ox ox odx
=K| X (A.7)
0,00, +30,00,
J 0x ox Y ox ox
(1.2 1.2h ¢ 1.21hh
i [t s
- 1 1 - .
Ilﬁ(—l)ﬁdr Ilﬁlﬁﬁd
‘22 272 122222
1 1
12 I_lzdr O
x| A ﬂﬂl=ﬂ41} (A9)
[-==dr [-+d
' 4h Y
o g1 |02 428
| . 990, |, Pox T ox
N = p¢ d—f{[ M%wjfﬂ Q&ﬂ (A.10)
19, [
ox ox

¢ 09 ¢ 00 | 1 (1 1
I¢la—xldx _jl¢la—xzdx ) _jl—g(l—x)gdx :[E(I—x)gdx

| 1 = 1 (A.11)
Y EY) 1 1 1 1
{%Sjw:[ﬁzﬁdx {—Ea+m5m:{50+m5w
12h (1 12h 1 1
Laopl2hy (la_py1l2hy, —~[a=-rdr =[A+r)d
_V{ =52 J =502 " 4£( rdr 4£(+r)r
N 12h 12h | | 17 1 (A.12)
I__ﬂ+)§ZEd J (14 7)J—dr —Zia—ﬂm Z£a+mm

-1
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_1, iz 1 %
-y - (A.13)
1,1, 1
47 4 )
Li_p) Lt
- b S (1= 5 1
F=—q¢T(b>=—qV‘(b)}=—q : =—q| 1 =—qu (A.14)
(240 ~(1+b) —(1-1)
2 2
Resumiendo
8 4
¢=—f{ g (A.15)
3 3
K:%El _11} (A.16)
1
N=v % (A.17)
2 2
Fe—kd ! A.18
= qo (A.18)
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Apéndice B

Desarrollo matematico para unir las ecuaciones de cada elemento y

formar el sistema de ecuaciones global

Agregando el superindice i a la expresion (2.33) para indicar el nimero de elemento

~

(i)

C +(K+N-AC)C? =F

ot

y tomando los reemplazos

M=K+N-AC
Ev(i) _ oCc®
ot

se puede expresar el sistema de un elemento genérico i de la siguiente manera:

|:$11 €12:||:E'ii):|+|:M11 M12:||:~(l):| |:f1:|
GZI $22 E'(zl) MZI M22 ¢, f2
que es equivalente a las ecuaciones

~|(t) ~v(t) (1) (i) _
{Gll +C,¢'Y+M, ¢ + M ,6," = f

(i) (i) ~ (D) 0 _
CyiC"\"+C ¢y +M 50" + M 05" = f,
Globalmente para los n elementos se tienen z sistemas de ecuaciones:

¢, c\"+¢,¢'V+M, ¢ + M, = f
C, ¢ 'il)+¢'2zc '(21)+M21~(1) +M ¢, V= =1
C\CHC,E DM (&P + M ,EY = f,
$2lc'iz)+$ 25'(22)+M21~(2) +M22~(2) s
€11~'(3)+$12C '(23) +M11~(3) + M12~(3) fi
C,\ 7' +C, 8 +M L, + M8 = f,
{@“C 754) +€12~'(4) +M11C1(4) + M12~(4) fi

1(4) “'V(4) “'(4) “'(4)
C, C'\"+C ¢+ My ¢ + M 0,7 =

~1(n) ~1(n) (n) ~(n)
Cl +C,¢'"+M ¢ + M 0" =

’(") +¢ 28'(2n)+M21 o + M22~2(”) f2
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(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(a)
(b)
(©)
(d)
(e)
()
(&
(h)



~ () ~ (i+1)

~ . c ~ .

Dado que C© = ol y € = ey | son los pardmetros de dos elementos
G )

adyacentes se tiene que ¢, & = cl(’“) con lo cual las ecuaciones (b) y (c), (d) y (e), (f) y

(g), etc. se pueden sumar de la siguiente manera

¢, ¢ 'Y)"'@ 25'(21) +M21~(l) +M,,¢, D= =1,
(D) G+ G ~(z+1)
Cc'\ " +C,c'y "M+ M, =/ (B.6)

~1(i) ~1(i) ~(i+l) ~(t) ~(t) ~(i+l) _
Cy i ¢\"H(Cpy + €y )y +C 'y +M 5 67 + (M, + M ))C, M, c,"" =fi+ /],
obteniendo el sistema

~1(1) (1) o =
C\\c'\'+C, Y +M ¢ + M 8, = )
~.(1) ~1(1) 1(2) ~ (1) ~ 1 ~(2) _
C,c' )V +C,y, + €)Y +C ' +M L ¢ + (M, + M )E) +M .87 = f+ f,

“"(2) ~1(2) 1(3) ~(2) ~ 2) ~03) _
C, ¢\ HCyy + €)' +CHC ' M 87 + (M, + M )G, M,c,” =fi+1,

Cyc ~’(n 1)"'(@22 +C,))c ’(2n 1)"'@12“"('1)"'1‘/121 v +(M 5, +M11)52(n ! +M12~(n) it/
(n) ~1(n) (n) ~(n) _
G, "€ C N+ My " + M )" = f

Para simplificar la notacién se pueden numerar los n+1 pardmetros como
Cl, Cz, cees Cn, Cn+1 donde

C, ZE(D
C "'(2) c()
C _2.'(3) ""(2)
1
C, = 51(4) = 52(3) (B.8)
_~xm) _ ~(n-1)
C,=¢"=¢
~(n)
C.=c

obteniendo
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1(3) ~1(3) ~1(4) “'(3) “'(3) ~(4) _
$21 HCp + €)' +C ¢ +M 607 + (M oy, + M )C, M,c,” =fi+ 1, (B.7)



C,\C+CL,C+M \C + M, C) = f

Co\C\H(Cy, + €, )C+CLC ML, Co + (Mo, +M)C, + M, Gy = fi +
CCH(Cop, + € )CHCHLC M, Cy + (Mo, + M )G + M, Cy = fi +
Cy\CyH(Cy, + C)C+C,C+M o Cy + (Mo, + M )C, + M, Cs = f + (B.9)

C,,C, ' HCy, +C,)C,+C,Cs+M , Cy + (M, + M) )C, + M, Cs = [, + [,
¢, C,+C,C, ,+M,C, +M,C,,, =f,

n+l

y expresado en forma matricial es

c. c, 0 o c']
C, Cp+0C, C, c
0 cC,, ¢, +C, ¢, : G’
C,, c,+¢, C, G|+
¢, Cyp+C, C,| C/
: 0 0 ¢, Cp L Con’] L ~ (B.10)
M, M, 0 0 € h
M, My+M, M,, €2 URSE
0 M, M, +M,, M,, G URSE
M, My, +M, M, Co|=[fit )
. . 0 : :
M, My,+M, M,| C, fit+ /s
0 0 M,, My || Cou] | i J
0 de manera mds compacta
c, %—(;+Mg6=Fg (B.11)

donde el subindice g indica que se esta considerando el sistema de ecuaciones global de
tamafio (n+1, n+1)
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Apéndice C

La ecuacién (2.36) indica que los pardmetros C'”; y C'”; son iguales al valor de la

aproximacién C en los nodos del elemento i

A (i) _ (i)
Y =¢
G| (i)
C |1 - Cz

Esto se puede ver escribiendo € () como se la defini6 en (2.22)
C?"r=C".(r)+C," ¢,(r) conl1<i<n
y evaluando en los nodos, r=-1y r=1

é(z‘)
é(i)

(i)

r=—1 + C2 ¢2
(i)

r=1 + CZ ¢2

(i)
-1 =C 9

(i)
= =G l @

r=—1

r=1

reemplazando por la definicién de ¢, y ¢,

é(i)

é(i)

obteniendo finalmente

é(z‘)

r=—1 = Cl(i) %(2) = Cl(i)

é(z‘)

i 1 i
_ =C2()E(2)=C2()
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N | N | N | N |
=C" -]+, 1+ =nl=c’ =2+, =0
12[<>] 22[<>] S @+6," 2O

1 )1 1 01
=Cc?=a-D+c,’=a+D=c,"=0)+C," =2
rt 12( ) 22( ) 12() 22()

(C.1)

(C.2)

(C.3)

(C.4)



Apéndice D

Propagacion del error en el céalculo de la velocidad
Dada la expresion de la velocidad definida en la expresion (3.2)

v=4
e
el error viene dado por:
1 q
Av = |—Aq +|—{Ae
e e

Y tomando la definicién del area dada en (3.1)

e=R’¢

Su €rror €S:

Ae =[27RG|AR +|7R’|Ag

finalmente el error de la velocidad resulta ser

1

Av= HAq + [ Ll 2arglaR + |72 |Ag)]
e e

(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.5)

Donde, como se explicd en la seccion 3, g es el caudal, e el area efectiva y r el radio del

medio. Los errores de medicion indicados por el experimentador son: AR=0.1mm,

AO=2% y Aq=0.001 cm*/min.
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Apéndice E

La igualdad (5.20) :

J.M{ J.— G(x,s)M [g/?](s)ds}wdx =
o L (E.1)

= [ [~Grom[p)shasst [

donde
Q:[a,b]
oe o’ e
M(®):v——-K
v Ko (E.2)
Cla)=0
c)=0

Se puede probar como se muestra a continuaciéon. Llamando g a la expresién

I— G(x,s)M [aks)ds

Q)

JMH— G(x,s)M [g/?](s)ds}wdx =

, (E.3)
'[M [g ]wdx
Entonces la igualdad (E.1) es equivalente a
b b )
IM[g]wdx = IgM ’ [W]dx (E.4)
Reemplazando a M por su definicién:
b b 2
L og 0°g —
_!M[g]wdx—!(va—l(axz jwdx (E.5)
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_ ' b ' '
(vg'~Kg"Wwdx = [(ug — Lg'W]; - [ (vg — Kg"w'dx

Q. C—

=—K[g'bywid) - g'@w@)]- [ (vg — Kg'w'dx
b b
= —K[g'(b)w(b) — g'(a)w(a)]—j vew'dx +'[ Kg'w'dx
Desarrollando el dltimo término de la expresion (E.8)
b b b
L Kg'w'dx = ng'|a —L Kgw''dx
b
= Klg)w ) - g(@w' (@]~ [ Kgw"dx
= Kls0)w ®) - g@w' @]~ [ Kgw"dx
como g(a)=0y g(b)=0
b
= —L Kgw" dx
Reemplazando (E.12) en (E.8)
b b
- K[g'(b)w(b) - g'(a)w(a)] - L vew'dx — L Kgw"dx

- K[g'(b)w(b) - g'(a)w(a)]—fj vgw'+Kgw" dx

- K[g'(b)w(b) - g'(a)w(a)]—fj vgw'+Kgw" dx

~ K5 bywiv) - g @w(@)]- [ glow=+Kw")dx

- K[g' 0ywb) - g @wia)]-[ M [whax

Siw(a)=0y w(b)=0

J:)M [g]wdx = Jj gM’ [W]dx
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Apéndice F

1.2+
T
1]
el
N
E 08- cara 3 m=0
S A R ppes— cara 3 m=0.4e-008
g .............. cara 3 m=1.4e-008
:§ 0.6- cara 6 m=0
- Y T R ppe— cara 6 m=0.4e-008
§ -------------- cara 6 m=1.4e-008
g =
5. cara 9 m=0
_______ cara 9 m=0.4e-008
-------------- cara 9 m=1.4e-008
0.2
O ‘ ‘ ) | | | | |
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Tiempo (seg)

Figura 16 Comportamiento del término mtC. Cuanto mds grande es m, mds rdpidamente crece la
concentracién por encima del valor de saturacién

1.2+

cara 3 b=0

-------------- cara 3 b=-2.0000e-005

------- cara 3 b=-7.0000e-005
cara 6 b=0

.............. cara 6 b=-2.0000e-005

_______ cara 6 b=-7.0000e-005

cara 9 b=0

cara 9 b=-2.0000e-005

cara 9 b=-7.0000e-005

Concentracion normalizada
o
[}
T

o
'S
T

0.2-

| | | | | | |
4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Tiempo (seg)

0 !
1000 2000 3000

Figura 17 Comportamiento del término »bC. A medida que aumenta el médulo de b se obtienen valores de
saturacién menores.
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