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Resumen

Desde sus inicios, en la Teoria de Complejidad se definen clases de problemas diferen-
ciadas, o bien a través del tiempo o del espacio utilizado por una maquina de Turing para
resolverlos.

Un lenguaje £ pertenece a la clase de complejidad temporal PTIME si y s6lo si existe una
maquina de Turing deterministica que decide la pertenencia de una cadena w al lenguaje
en tiempo t(n), donde t es una funcion polinomial y n es la longitud de w.

Un lenguaje £ pertenece a la clase de complejidad espacial LOGSPACE si y solo si
existe una maquina de Turing deterministica que decide la pertenencia de una cadena w
al lenguaje en espacio s(n), donde ses una funcion logaritmica y n es la longitud de w.

En este trabajo nos concentraremos en la clase de complejidad temporal PTIME.

Con el pasar de los afios se encontraron otros modelos alternativos para capturar las clases
de complejidad, por ejemplo mediante algebras de funciones o por la expresividad de
diferentes l6gicas sobre modelos finitos.

Para PTIME, entre otras, existen la caracterizacion algebraica de Bellantoni-Cook Ila-
mada clase B y la caracterizacion de R. Fagin a través de la logica de Primer orden con
Punto Fijo Inflacionario (FO(IFP)) sobre modelos finitos.

Para mostrar la equivalencia de PTIME con FO(IFP), R. Fagin presenta en primer lugar
una codificacion que a cada estructructura (finita) del vocabulario fijado = con k simbolos
de relacion y | simbolos de constante, le asigna una (k + | + 1)-upla de nimeros binarios,
es decir, un namero binario para codificar cada relacion, cada constante y el universo. La
funcion de codificacion esta dada por bin(A) : r-estructuras — {0,1}*""". Denotaremos
L7 al conjunto de las codificaciones de 7-estructuras que satisfacen ¢ (Notar que L7 es
un conjunto de (k + | + 1)-uplas de nimeros binarios).

Para ver FO(IFP) ¢ PTIME, dada la clase de 7-estructuras determinada por ¢ (una
formula bien formada en FO(IFP)), R. Fagin construye la maquina de Turing que de-
cide si la codificacion de una r-estructura A pertenece a £L¥ en tiempo t(|bin(A)|), donde
t es una funcion polinomial.

Para ver PTIME C FO(IFP), se construye una formula ¢ en FO(IFP) tal que una maquina
de Turing M € PTIME acepta la codificacion de una r—estructura A si y solo si A E ¢.

Por otro lado, en 1964, A. Cobham dio una caracterizacion algebraica de la clase PTIME.
Esta caracterizacion tiene como desventaja que a la definicion habitual del operador de
recursion se le debe afiadir una condicion adicional sobre el tamafio de la salida de la
funcién. En 1992, S. Bellantoni y S. Cook presentan un algebra de funciones que también



caracteriza PTIME y no requiere probar acotaciones para el tamafio de la salida de las
funciones. A esta clase de funciones se le llama clase B. S. Bellantoni y S. Cook demues-
tran la equivalencia entre B y PTIME de manera indirecta al probar la equivalencia entre
las funciones de la clase B y el algebra de funciones definida por A. Cobham.

Esto permite entonces establecer el siguiente cuadro de equivalencias:

equivalencia de méaquinas de maquinas de
algebras de funciones Turing Turing

= clase de Cobham = PTIME = FO(IFP)

En esta tesis se mostrara directamente la equivalencia entre B 'y FO(IFP) sin utilizar
maquinas de Turing ni el algebra de funciones de Cobham, por medio de una asignacion
directa que permite representar cada funcion en B a través de una formula en FO(IFP) y
viceversa.
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Introduccion

En la década de 1930 se introdujeron varios modelos para representar las funciones
computables, como las maquinas de A. Turing, el calculo lambda de A. Church o las
funciones recursivas de K. Godel.

Dentro del conjunto de las funciones computables, se puede observar que algunas fun-
ciones se pueden calcular en menos tiempo que otras, y a medida que se les ingresan
argumentos de mayor tamario, esta diferencia en tiempo se hace mas notoria. En la déca-
da de 1960 con el trabajo de J. Hartmanis y R. Stearns (“Algebraic Structure Theory of
Sequential Machines”) surgen las bases de la complejidad computacional.

Se consideran funciones simples de calcular aquellas que requieren, para obtener un re-
sultado, un tiempo maximo t(n), donde n es el tamaiio de la entrada de la funcién y t una
funcién polinomial.

En particular, en 1964 A. Cobham [COB/64] caracteriz6 el conjunto de funciones compu-
tables en tiempo polinomial mediante un algebra de funcionescon una operacion de recur-
sion acotada (Bounded Recursion on Notation), que requiere mostrar una cota polinomial
del tamafio de la salida de la funcion. Posteriormente, S. Bellantoni y S. Cook [BEC/92]
presentaron una clase de funciones —la clase B— que caracteriza la clase de problemas
computables por una maquina de Turing deterministica en tiempo polinomial respecto al
tamafio de la entrada sin el requerimiento de mostrar la cota de la recursion. Las funcio-
nes de la clase B tienen como dominio N, las sucesiones finitas de nimeros naturales
incluyendo el cero, y como imagen Ny, los nimeros naturales incluyendo el cero.

Dado cualquier vocabulario 7, las funciones de la clase B determinan clases de r-estructu-
ras de la siguiente manera: dada una r-estructura A y una funcion f en B, A pertenece
a la clase determinada por f siy solo si f(bin(A)) > 0. Esto es, se evalta la funcion
tomando como argumento la codificacion de la estructura. A pertenece a la clase si 'y s6lo
si el resultado de aplicar esta funcion es mayor que cero. Denotaremos Ll conjunto de
las codificaciones de las T-estructuras que pertenecen a la clase determinada por f.

Por otro lado, a partir de 1974, surge la Complejidad Descriptiva ([EBF/95, IMM/98]).
R. Fagin muestra la equivalencia entre diferentes logicas y clases de complejidad, entre
ellas la equivalencia de la l6gica de primer orden con el operador de punto fijo inflacio-
nario —-FO(IFP)-y PTIME.

Las formulas en FO(IFP) también determinan clases de estructuras de la siguiente mane-
ra: dada una r-estructura A y una formula ¢ en FO(IFP), A pertenece a la clase deter-
minada por ¢ si y solo si A = ¢. Notaremos LY el conjunto de las codificaciones de las
T-estructuras que pertenecen a la clase determinada por ¢.



Entonces, ya sea mediante una formula o mediante una funcion se expresa la propiedad
o restriccion que deben cumplir las estructuras para pertenecer a la clase. Se puede, por
ejemplo, definir la clase de los grafos conexos, como la clase cuyas estructuras son los
grafos finitos y la propiedad es “ser conexo” (que es expresable por medio de una formula
con el vocabulario de grafos en FO(IFP)).

Esto permite determinar la clase por la descripcion de la propiedad que deben tener las
estructuras, mas alla de como se hace para ver si las estructuras cumplen o no la propiedad
(de aqui proviene el nombre Complegjidad Descriptiva).

Se denominan problemas de decision aquellos problemas en los que se decide la pertene-
cia de una estructura a una determinada clase.

Denotaremos 7 el conjunto de las clases de estructuras que se pueden determinar por
alguna funcion en la clase B, y Troqep) €l conjunto de las clases de estructuras que se
pueden determinar por alguna formula en FO(IFP). Mostraremos en esta tesis la igualdad
entre 7g y Tpo(”:p).

Una de las primeras dificultades que surgieron, fue la de representar una estructura como
argumento de las funciones en B. Para resolver esto, presentaremos una funcion de codi-
ficacion tal que, dado un vocabulario 7 fijado, a cada r-estructura le corresponde una
(k + I + 1)-upla de nimeros € Ny representados en binario. Esta funcion de codificacion
esta basada en la que se presenta en “Finite Model Theory” (Ver [EBF/95]).

Las funciones en B se aplican a argumentos en N7 y el conjunto de valores que pueden
tomar las variables libres de las formulas en FO(IFP) es acotado dado que se trabaja sobre
modelos finitos. Entonces fue necesario definir una forma de representar los elementos en
Nj como elementos pertenecientes al modelo finito. Para esto se representan los nimeros
en B como una secuencia de elementos en el dominio de la estructura.

Ya teniendo estos dos problemos resueltos, definiremos por induccion en la construccion
de una determinada funcion f en B, la formula ¢ en FO(IFP) tal que L= 2. Presenta-
remos como herramienta para la demostracion la definicion de Programa en B. Dado que
f es una funcion cualquiera en B podremos deducir que 7 € 7 ro(iep).-

Por medio de induccibn en la construccion de una formula ¢ en FO(IFP) definiremos
una funcion f en B tal que £? = £ Dado que ¢ es una formula (cerrada) cualquiera en
FO(IFP), deduciremos que también 7eo(rp) € 75.

Con las dos demostraciones por induccion presentadas se concluye que 7 roqrp) = Tg, €S
decir, ver si una estructura A pertenece a una clase K determinada por una formula en
FO(IFP) es equivalente a ver si A pertenece a una clase K determinada por una funcion
f en FO(IFP).

De esta manera se puede ver que para problemas de decision es equivalente determinarlos



por una formula en FO(IFP) o por una funcion en B.

Luego estableceremos la equivalencia para la clase FP -el conjunto de funciones compu-
tables en tiempo polinomial por una maquina de Turing deterministica- estableciendo una
forma de caracterizar los problemas funcionales en la l6gica FO(IFP) y en la clase B.

Llamaremos a partir de ahora B al conjunto 75 y FO(IFP) al conjunto 7 eorp).

En la seccion 1 se explicaran tres conceptos preliminares: la definicion de PTIME me-
diante el uso de Méaquinas de Turing, Complejidad Descriptiva, y la clase de funciones
de Bellantoni-Cook, para luego poder relacionar la légica FO(IFP) con la clase B de
funciones.

En la seccion 2 definiremos las formulas que intervienen en la demostracion de la inclu-
sion B € FO(IFP), incluyendo la nocion de Programa en B.

En la seccion 3 definiremos las funciones que intervienen en la demostracion de FO(IFP)
C B, incluyendo todos los pasos necesarios de acuerdo al arbol de formacion de la formu-
la.

En la seccion 4 presentaremos la definicion clase FP (funciones computables en tiempo
polinomial) en FO(IFP), con su respectiva equivalencia con la clase B.

En las secciones 5 y 6 presentaremos el trabajo a desarrollar en el futuro relacionado con
estos temas y las conclusiones obtenidas.



1. Conceptos Preliminares

1.1. Maquinas de Turing

Notacion 1.1. Si X es un alfabeto finito, X* es el conjunto de todas las cadenas finitas
(incluyendo la cadena vacia) de simbolos de X.

Definicion 1.2. Un lenguajeen X es un subconjunto £ C X*.

Notacion 1.3. Para una cadena x € X*, |x| es la longitud de x.

Una maquina de Turing consiste de un una cinta infinita a derecha (con celdas numeradas
0,1,...) y un conjunto finito de estados. En cada celda de la cinta hay un elemento de un
alfabeto X o un espacio en blanco B.

La maquina tiene un cabezal de lectura/escritura que segln el simbolo que lee en la cinta
y el estado actual, realiza las siguientes acciones:

= Escribe un simbolo en el lugar en el que se encuentra el cabezal.
= Se queda en el lugar o se mueve un espacio hacia la derecha o hacia la izquierda.

= Toma un nuevo estado.

La cinta comienza inicialmente en blanco, excepto por la cadena de entrada que pertenece
aX*. Lacadena de entrada comienza escrita a partir de la posicion 0, y se comienza a partir
del estado inicial.

Definicion 1.4. Se define maquina de Turing deterministica a la tupla:
(Q,%,T,6,00) donde
= Q es un conjunto finito de estados que contiene los estados de aceptacion y rechazo
Ja, Or, asi también como el estado inicial qp.
= ¥ corresponde al alfabeto de la cadena de entrada.

= [ corresponde al alfabeto utilizado en la cinta. Se cumple que:

e XCTI
e Bel'-X



= ¢ es la funcion de transicion y esta dada por:
0! (Q_{QA,QR})XF_) QXFX{—l,O,l}

Si g es el estado actual, sel simbolo que se lee y 6(q, s) = (¢, S, h) entonces ' el
nuevo estado, s el simbolo que se escribe y h el movimiento que debe realizar el
cabezal.

Definicion 1.5. Una méaquina de Turing M acepta una entrada x € X* si termina en ga.

Notaremos L(M) = {x € T*| M acepta x}, L(M) es el lenguaje aceptado por M.

1.1.1. Complejidad

Para poder estudiar el espacio o tiempo que se requiere para resolver un problema en
funcién del tamafio de su entrada se utilizan las siguientes definiciones:

Definicion 1.6. Se define el orden de una funcién, como una cota superior asintotica en
su crecimiento.

O(f) ={g: (3c > 0)(Ang)[Yn = ng g(n) < c- f(n)]}. (Ver [CLO/94])

En este caso todas las funciones g que tengan a partir de un ng a c- f como cota superior,
pertenecen a O(f).

Diremos que una funcion g tiene orden O(f) si g € O(f).

Llamaremos t(X) a la funcion que devuelve la cantidad de transiciones de estados que
se realizan en la maquina de Turing M para la entrada X, con ty(n) = oo si M no termina
con ncomo input. Entonces podemos definir “complejidad temporal en el peor caso” para
M de la siguiente manera:

Definicion 1.7. La complejidad temporal en el peor caso para una maquina de Turing M
es la funcion Ty : N — N U {oo} definida de la siguiente manera:

Tap(n) = max{ty(X) | x € Z*, X = n}.

Definicion 1.8. Una méaquina de Turing tiene complejidad temporal de orden polinomial
si para algin d € N, T(n) € O(nY).

La definicion de PTIME esta dada por:



Definicion 1.9. PTIME = {L|L = £(M) para alguna méaquina de Turing M de comple-
jidad temporal de orden polinomial}
De igual manera se pueden extender estas definiciones para complejidad espacial:

Llamaremos sy(X) a la funcion que devuelve la cantidad de celdas distintas —recordar
que estaban numeradas— leidas en la cinta de la maquina de Turing M para la entrada X,
con sy(n) = co si M no termina para el input n. Entonces podemos definir “complejidad
espacial en el peor caso” para M de la siguiente manera:

Definicion 1.10. La complejidad espacial en €l peor caso para una maquina de Turing M
es lafuncion Sy : N — N U {co} definida de la siguiente manera:

Sp(n) = max{sy(X)|x € X", X = n}.
Definicion 1.11. Una maquina de Turing tiene complejidad espacial de orden logaritmi-
co si Sy(n) € O(log n).
La definicion de LOGSPACE esta dada por:
Definicion 1.12. LOGSPACE = {L|L = £(M) para alguna maquina de Turing de com-
plejidad espacial de orden logaritmico M}

En algunos casos lo que se busca es que la salida del algoritmo sea una cadena, entonces se
toma por convencion ver el resultado que queda en la cinta cuando la maquina de Turing
termina, ya sea por llegar al estado ga 0 Or.

Diremos que una maquina de Turing M computa f : ¥* — X* si para cada x € ¥*, M
termina y el resultado en la cinta es f(X).

La definicion formal del conjunto FP - las funciones computables en tiempo polinomial
es la siguiente:

Definicion 1.13. FP = {f : ¥* — X*| M computa f para una maquina de Turing de
complejidad temporal de orden polinomial }

En el teorema de R. Fagin se utilizan maquinas de Turing con mdltiples cintas, pero
se puede demostrar que para toda maquina de Turing M con multiples cintas existe una
maquina de Turing M’ con una (nica cinta tal que T ¢ (n) € O((T p(N))?) (Ver [COO/05]).

1.2. Algebra de funciones de Bellantoni-Cook

Definicion 1.14. Un operador (u operacion) es una asignacion que va de funciones en
funciones (Ver [CLO/94]). Si y es un conjunto de funciones y OP es un conjunto de

6



operadores, entonces [y; OP] denota el conjunto mas pequefio de funciones que contiene
a y Yy es cerrado bajo las operaciones de OP. El conjunto [y; OP] se llama un algebra de
funciones.

Definicion 1.15. Se define la funcién caracteristica cp(X) de un predicado P:

1 siP(x)
0 sino

ce(X) = {
Si F es una clase de funciones, entonces se define ¥, como el conjunto de predicados

cuyas funciones caracteristicas pertenecen a .

Notacion 1.16. Notaremos X = X,. .. ,Xk.

Consideremos las funciones de la siguiente forma:

f(Xe, X25 .-, Xmy @4, 82, ..., &)

donde las variables que aparecen del lado izquierdo (X, Xo, ..., Xm) Se les denomina va-
riables normales (en la bibliografia denominadas normal) y las que aparecen del lado de-
recho (ai, &, ..., &) variables seguras(denominadas safe). A veces escribiremos f(X; @)
para representar f(Xg,..., Xm, as,...,a).

La idea es que sobre los valores de variables en posiciones safe no se podran aplicar
recursiones.

Los valores que tomaran todas las variables al aplicar una funcién, se representaran en
base 2.

Notacion 1.17. yi en binario con

m i €{0,1}
= ye{0,1}

representa el nimero natural escrito en base dos: 2y + i. Utilizaremos como cadenas de
bits, ’0’, y aquellas que comiencen con ’1’.

Notacion 1.18. 7(X; @) = r1(X; @), r(X; @), ..., r«X; a)
Consideremos las funciones:

= 0(;): la funcién que devuelve 0.



Si(; X): devuelve i € {0, 1} concatenado al final de x, es decir 2 - X + 1.

p(; X): devuelve el predecesor de x, [ x/2].

C(; a, b, ¢): devuelve b en caso de que a sea par, € en caso contrario.

zr’j"m(xl, ce oy Xni Xneds - - - » Xnem): devuelve X;.
Consideremos también los operadores:

= SRN:“Safe Recursion on Notation” o “Recursion Predicativa en Notacion” dada
por:
f(0,%@) = g(x.3)
f(yi,x @) =hi(y. X a f(y, X a)) parayi # 0.
En el caso base de la recursion se aplica g. En caso contrario, dependiendo del
Gltimo digito del argumento sobre el que se realiza la recursion, se aplica hy o h;.
Observar que el resultado de la recursion queda del lado safe, restrigiendo asi las

funciones que se le pueden aplicar (en particular, evitando que se pueda aplicar
recursion sobre el resultado de una recursion).

= SCOMP: “Safe Composition” o “Composicion Segura” dada por:
f(x @) = h(F(X;); (X, ).
La composicion asi definida garantiza que un argumento ubicado entre las variables
safe, no pueda aparecer como normal.

Definimos la clase B como el algebra de funciones dado por [0, Sy, Si, p, C; SRN,
SCOMP], el conjunto mas pequefio de funciones que contiene a 0, Sy, S;, p,C y que
es cerrado por SRN y SCOMP. Su dominio son las sucesiones finitas de los nmeros
naturales incluyendo al cero representados en binario.

Las funciones pertenecientes a esta clase tienen la particularidad de que por sus restric-
ciones sintacticas caracterizan las funciones pertenecientes a PTIME (Teoremas 3.3y 4.2
en [BEC/92)).

1.2.1. Laclase B

Siguiendo a S. Bellantoni, S. Cook [BEC/92] se define entonces B como la clase mas
pequefia que contiene a las funciones 1 - 5y es cerrada bajo 6, 7 siguientes:



1. (Constante) 0(;) = 0.

2. (Proyecciones) n?’m(xl e Xns Xned - - Xnam) = X, paral < j<n+m
3. (Sucesores) Si(;a) = 2a+1i, parai €0, 1.

4. (Predecesor) p(;0) = 0, p(; ai) = a.

b sia=0mod?2

5. (Condicional) C(;a,b,c) = { c sia=1mod?2

6. (Recursion Predicativa en Notacion) Es posible definir una nueva funcién f de la
siguiente forma

f(0,x3) = g(x. a)
f(yi,X;@) = hi(y,X;a f(y,X;a)) parayi # 0 con h; y gen B.

7. (Composicion segura) Es posible definir una nueva funcion f de la siguiente forma
f(x; @) = h(r(X;); t(x; @)) donde h, T y t estan en B.

Observacion 1.19. De las funciones definidas se pueden obtener los siguientes esquemas:

= Mediante una serie de composiciones y proyecciones se puede definir una funcion
f de la siguiente forma:

f(X @) = h(f(Xs;; Xs,); I(Xss; X5 Bs,))
donde si X = Xi,..., X< X5 = Xj,---s Xj, €ON J1,..., jm € {1,..., K} ysia =
a,...,a8h a5 = Qj;,...,a), CON j1,..., jpe{l,...,h}

= Mediante diversas aplicaciones de la composicion se puede definir

f(%8) = hy(ha(hs(.. . (F(X); (X, @) ... )))

Definicion 1.20. Una definicion de un conjunto X es impredicativa si su definicion de-
pende de X.

La recursion habitual podria considerarse impredicativa ya que se calcula el valor de una
funcioén f utilizando f en su definicion. Sin embargo, en esta recursion SRN, la aplicacion
se realiza sobre el Gltimo digito del primer argumento y la recursion utilizara un valor mas
chico (la parte entera del primer argumento dividido dos, i.e. | XT=-S4TET0 |y, Por Io tanto
no se presenta la impredicatividad. (Ver [BEL/92]).



1.2.2. Cota de tamano de salidaen B

Notacion 1.21. [X| = |Xy| + [Xo| + - - - + [ Xl
Lema 1.22. Sea f unafuncion en B. Existe un polinomio creciente mon6tono g tal que

If6 Y1 < ar(IX) + méx|ly|  paratodo X,y

Demostracion. La demostracion presentada en [BEC/92] es la siguiente:
Se demuestra por induccion en la derivacion de la funcion.

Si f es la funcion Constante, Proyeccion, Sucesor, Predecesor o Condicional, |f(X;y)| <
1+ X Xl + max; [yil-

Si f esta definida por Recursion Predicativa en Notacion, entonces por hipotesis inductiva
tenemos dg, dn, Y On, COMoO cotas para g, hy y hy respectivamente. Si tomamos gn = Qy, +
O, , Obtenemos

IA

11(0,%; Yl Qg(IXI) + miéx Vil
If(@d,Xy) < qh(IZI+|>‘<|)+méX(m§1XIyi|,|f(z,>‘<;V)l)

A

Si se define q:(1Z + IX|) = 12 - gu(1Z + IX]) + gq(IX]), se obtiene trivialmente |f(0,X; y)| <
A (0] + X)) + max; [yil-

Por ser g, una funcion monotona creciente:

Si tomamos que (|f(zX;y)| < q¢(1Z4 + |X]) + max;|y;| y zZ # O, es decir |zi| = |Z + 1,
obtenemos:

IA

If@. XY < (2 +1X) + max(max|yil, | (z X )I)

Gn(12 + X)) + max(max |yil, G (12 + X)) + max yil)
Gn(121 + IX) + ar (12 + X)) + max |y

Gn(12 + 1) + (12 - an(12 + 1)) + (1)) + max lyi|
12i1 - Gn(12 + [X]) + Gg(1X]) + méax iy

1211 - Gn (il + X)) + (X)) + max lyi

as (12| + X)) + miéx Iyl

IANIN NN IA

IA

Con esta induccion demostramos que |f(z X; ¥)| < q¢(/2 + |X]) + max; |y;| para todo z
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Por_l'JItimo si f esta definida por Composicion Segura, utilizando hipotesis inductiva en h,
ryt:

IN(F(X; ); 1 9))I

Gh(IT(X)N) + max (X, )|

(@ (IXI;)) + max [t(X, )|

On(D (X )) + max(a, (IX)) + max |y;)

(@ (X)) + ) ok (X) + méxlyi

(X 9

IANIA

IA

IA

Entonces eligiendo g (Ix]) = an(@(IXI;)) + X 0 (1) obtenemos la cota para la composi-
cion.

1.3. Complejidad Descriptiva

En esta seccion unificaremos la notacion relacionada con las formulas logicas, para luego
presentar los conceptos basicos y principales teoremas de la Complejidad Descriptiva.

1.3.1. Conceptos previos

Definicion 1.23. Un vocabulario es un conjunto finito no vacio de simbolos de relacion
(P,Q,R, ...)ysimbolos de constantes (c, d, . ..). Todo simbolo de relacion tiene asociado
una aridad. Se denotaran los vocabularios con 7, o, . . ..

Definicion 1.24. Una estructura A de vocabulario 7 (0 una r-estructura) consiste en un
conjunto no vacio A, el universo o dominio de A, de una relacion R™ de aridad k para
cada simbolo de relacion Rde aridad k en 7, y un ¢” € A por cada simbolo de constante ¢
enT.

Se pueden extender los resultados que se presentan a vocabularios que contienen también
simbolos de funcién de una manera simple. Dado un vocabulario = con simbolos de fun-
cion fy, ..., f,, se define el vocabulario " que se obtiene con los simbolos de relacion
y de constantes de 7, agregando una nueva relacion de aridad k + 1 por cada funcion de
aridad k en 7 de la manera natural.

Se llamara Mod(¢) al conjunto de modelos finitos de ¢.

11



1.3.2. Estructuras ordenadas

Sea T = {<} un vocabulario con un simbolo de relacion binario <. Una r-estructura A=(A
,<7) es una estructura ordenada si para todo a,b,c € A

1. —|(a <A a)

2. (@<®b)v(b<?a)v(a=h)

3. si (@< b) A (b <™ c) entonces (a <™ ¢)
Para trabajar con estructuras ordenadas finitas, se utilizan vocabularios que contienen
{<, S, min, méx} (i.e. simbolos de relacion de menor entre los elementos, sucesor, simbo-
los de constantes de minimo y maximo), donde ademas de cumplirse los puntos anteriores
para todo a, b, c € A debe suceder que:

1. S7fabsiy solo si ((a <™ b) y, para todo ¢ si (a <™ ¢) entonces (b <" ¢ Vv b = c))

2. min? <*aomin® = a

3. a<® max™ o0 a = max”

Si tenemos un vocabulario 7o con {<} C 7y C {<, S, min, max} y o un vocabulario arbitra-
rio tal que 7o C o, O(o) representa las o-estructuras ordenadas.

Para codificar las estructuras, tal como se explicara mas adelante, se hace fuerte uso del
orden entre los elementos del dominio, es por eso que se requiere siempre trabajar con
estructuras ordenadas.

En esta tesis utilizaremos estructuras ordenadas con dominios finitos.

1.3.3. Teorias de Primer Orden

Para un vocabulario , las formulas en primer orden van a ser cadenas pertenecientes al
alfabeto dado por:

= variables
= conectivos logicos(V, =)

= cuantificadores

12



= jgualdad
= ()

= los simbolos de t

Un término del vocabulario 7 es una variable o una constante.

Una formula de la logica de primer orden del vocabulario 7 esta dada por finitas aplica-
ciones de las siguientes reglas:
= Sitgyt; sontérminos, ty = t; es una formula. En particular es una formula atomica.

= si Re 7 esunsimbolo de relacion de aridad k, y ty, ..., t, son términos, Rty ...t es
una formula. En particular es una formula atomica.

= Siy es una formula, —y es una formula.
= Si ¢y son formulas, (¢ V ) es una formula.

= Si ¢ esuna formulay x una variable, (3x)¢ es una formula.

Variables libres

Dada una formula ¢ se define el conjunto free(y) de las variables libres de ¢:

si ¢ es atbmica, free(y) es el conjunto de variables que aparecen ¢
free(-¢) = free(y)

free(e v ¢) = free(y) U free(y)

free((Ax)¢) = free(p)\{x}

Las variables ligadas son aquellas que se encuentran bajo el alcance de un cuantificador.
Observar que una variable puede estar libre y ligada en una misma férmula.

La relacion de satisfacibilidad

Sea A una T—estructura, una asignacion en A es una funcién a cuyo dominio es el conjun-
to de variables y su imagen son elementos de A, a : {v,|n > 1} — A. Se puede extender
« a constantes, definiendo: a(c) = ¢ con ¢ € 7. Se denota a2 como la asignacion que
coincide con «, excepto en x, a2(x) = a

13



Se define la relacion
Ak ¢la]

de la siguiente manera:

AEHL =t[a] siysolosi a(ty) = a(ty)
AERL...t[a] siysolosi Ra(ty)...a(t,)
Ak —p[a] siysolosi noA E ¢[a]
AE(eVY)la]l siysolosi AE ¢la] 0 A E yla]
A E Axp[a] siysolosi hayunae Atal que A E go[a/;]

Ademas
AEe

si para cualquier a
Ak ¢la]

1.3.4. Logica de Segundo Orden

La l6gica de segundo orden es una extension de la l6gica de primer orden que permite
cuantificar relaciones. Se agregan entre las formulas bien formadas:

= si X es una variable de relacion de aridad k, y ti, ..., tc son términos, Xt; ...ty es
una férmula. Es también una formula atbmica.

= Si ¢ esunaformulay X es una variable de relacion, (3X)¢ es una formula.

1.3.5. Punto Fijo Inflacionario FO(IFP)

Dado que existen enunciados que no se pueden expresar en logica de primer orden, como
la féormula que caracteriza los grafos conexos, o los dominios de cardinal par, se realizan
extensiones a la logica de primer orden a fin de obtener un mayor poder de expresion. La
idea es agregar operaciones que simulen ciclos o iteraciones.

Sea M un conjunto finito no vacio, llamaremos (M) a el conjunto de partes de M. Dada
la funcion F : £(M) — £ (M) obtenemos la siguiente secuencia:

0, F(0), F(F(0)), ...

14



Representables como Fg, F1, F,,...; con Fy = 0, F1 = F(F,). Si existe un ng > 0 tal
que Fpy11 = Fy,, entonces paratodom > ny, Fy, = F,, y se denota como F., = Fp, el
punto fijo de F. Si no existe ningln ny que cumpla lo anterior, entonces el punto fijo no
existe y se denota F, = 0.

Definicion 1.25. F es inflacionaria si para todo X € M, X € F(X).

Se puede ver en [EBF/95], que dada una funcién F inflacionaria, el punto fijo siempre
existey Fo, = Fym.

Seay(x, ..., XU, X, \_() una formula en el vocabulario 7 (X, . . ., X, U variables de primer
orden de ¥, y X, Y variables de segundo orden), donde la aridad de X es k. Dada una 7-
estructura A con b una interpretacion de u y S una interpretacion de Y, definimos la

funcion F¥ : P(AY) — P(A¥) de la siguiente forma:

FY(R) = ((ay,....a) |AE ylay,...,a, bR S])

Para un vocabulario 7 la clase FO(IFP)[r] de formulas esta dada por las siguientes reglas:

si y es una formula atbmica de segundo orden en 7, € FO(IFP)[7]

= Siy es una formula, —y es una formula

= Si Yy ¢ son formulas, (¥ Vv ¢) es una formula

= Siy es unaformulay x es una variable, (AX)y es una formula

= si y es una formula, X es una variable de aridad k, y las longitudes de X y t es Kk,

entonces [| FPx xy/]t es una formula.

FO(IFP) se obtiene al clausurar la l6gica de primer orden con el operador de punto fijo.
Variables libres

Dada una formula ¢ en FO(IFP) se agrega la siguiente definicion al conjunto de las
variables libres:

= free([IFPxxe]t) = free(t) U (free(p)\(x, X})

La relacion de satisfacibilidad

Sea A una r-estructura y ¢ una formula con el vocabulario de 7. Si X es una variable
de relacion de aridad k, y las variables libres de [I FPx x¢]t estan entre uy Y; by S son
interpretaciones en A de uy Y respectivamente, entonces:

Ak [IFPsxelt[b, S] siysolosi (ti[b], ..., t[b]) € F&¥
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Ejemplo 1.26. Sea v = (E) el vocabulario de los grafos, donde E es el simbolo de relacion
que representa los ejes. Sea ¢(X, y, X) = Exy Vv 3z(XxzA Ezy) entonces al evaluar F}; sobre
una r-estructura A se obtiene:

F¢ es el conjunto vacio (por definicion).

F? es el conjunto de los (x,y) tal que A = F(X,Y, 0), es decir se obtienen los (x,y) tales
que existe un eje entre xe y en A.

F es el conjunto de los (x,y) tal que A = F(x,y, FY), es decir obtenemos los (x, y) entre
los que hay un camino de longitud a lo sumo igual a dos.

Y asi sucesivamente se puede definir F£, como el conjunto de los (x, y) tales que existe un
camino entre ellos en A.

Usando esto se puede definir una propiedad que caracteriza los grafos conexos de la si-
guiente manera:

Gconexo = VX, y[l F PXy,XQO(Xa Y, X)]Xy

1.3.6. Clausura Transitiva Deterministica FO(DTC)

Definicion 1.27. Sea R una relacion binaria en un conjunto M, R ¢ M?, se define la
clausura transitiva deter ministica como:

DTC(R) = {(ab)e M?|existen>0,ye,...,e,€c Ma=g,b=e,
Vi < n, e, es el Gnico etal que (e, €) € R}

Entonces, [DTCxygp(X, Y, W)]St si y solo si (S, t) € DTC{(X, V)le(X, Y, U)})
Ver Flum [EBF/95].
Definicion 1.28. C < C’

Una clase de complejidad descriptiva C es menor o igual que una clase de complejidad
descriptiva C’ si para cada vocabulario 7, para cada clase de 7-estructuras K determinable
por una formula ¢ en C existe una formula en C’ que también determina la clase.

Proposicion 1.29. FO(DTC) < FO(IFP)

Se puede ver gque para toda formula ¢ que pertenece a FO(DTC)[r], existe una formula
en ¢ perteneciente a FO(I FP)[r] también con vocabulario r tal que Mod(¢) = Mod(y)

Ver [ EBF/95], Proposicion 6.1.5.
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1.3.7. Clases de Complejidad en estructuras

Definicion 1.30. Una logica £ captura una clase de complejidad C si dado cualquier
vocabulario T que contiene los simbolos de relacion y constantes que se utilizan en es-
tructuras ordenadas, y K € O(r) se tiene:

K € C © K es axiomatizable en £

En particular por el Teorema de Fagin (Ver [EBF/95]), FO(IFP) captura PTIME y
FO(DTC) captura LOGSPACE.

Entonces, si C es una clase de complejidad en teoria de complejidad clasica (en maquinas
de Turing), denotamos como C’ su correspondiente clase de complejidad en estructuras.

Ejemplo 1.31. Para PTIME:

C consiste en todos los lenguajes L, L € A*, tal que existe una maquina de Turing
deterministica que acepta L en tiempo polinomial.

C’ consiste en todas las clases de estructuras ordenadas K, K € O(r) para algin
7, tal que existe una maquina de Turing deterministica que acepta la codificacion
binaria de K en tiempo polinomial.

La Teoria de Complejidad Descriptiva presenta una serie de equivalencias entre clases de
complejidad en maquinas de Turing y poder expresivo en distintas logicas.

Con las definiciones dadas se puede ver que probar la diferencia o equivalencia de poder
expresivo entre dos l6gicas es equivalente a mostrar la diferencia o equivalencia entre las
clases de complejidad que capturan.

Entonces, el problema de hallar la existencia de una maquina de Turing con ciertos re-
querimientos de tiempo o espacio, se traduce en el problema de hallar una formula en una
determinada l6gica que exprese lo mismo.

17



2. B C FO(IFP)

En esta seccion presentaremos la demostracion de la inclusion B ¢ FO(IFP). En primer
lugar —en la seccion 2.1- presentaremos la funcidn que nos permitira codificar cada es-
tructura como una tupla de nimeros binarios. Luego, en la seccion 2.2 presentaremos la
definicion de un Programa en B, que nos permitira formalizar la relacion entre las funcio-
nesy el orden de construccion de la formula equivalente. En la seccion 2.3 demostraremos
una cota polinomial en el tamafio de la salida de los programas en B. En la seccion 2.4
presentaremos la representacion de los argumentos en B. En la seccion 2.5 presentaremos
un mecanismo de sustitucion en formulas, el cual sera utilizado para los operadores del
algebra de Bellantoni-Cook. Las secciones anteriores sirven como herramientas para las
secciones 2.6 y 2.7 donde demostraremos por induccion en la funcion en B, la formula
gue determina la misma clase de r-estructuras.

2.1. Codificacion de estructuras

Seat=(Ry,...,R.,Cq,...,C).

Las funciones en la clase B trabajan con nimeros, entonces para que una funcion pueda
decirnos si una estructura tiene 0 no una propiedad se necesita una forma de codificar
T—estructuras con nimeros. Definiremos la funcion bin de la siguiente manera:

sktl+l

bin : r-estructura — {0, 1}
A (Nry,..., M, Cp,...,0)

= N es una secuencia de unos de longitud n = [|A|

= Sea R = R una relacion en 7 de aridad r tal que R € {0,...,n - 1}". Dadas las
tuplas (0,...,0),(0,...,1),...,(n=1,...,n—1) se define | j|, la tupla nUmero j en
el orden lexicogréafico de {0,...,n— 1}".

Ejemplo 2.1. Algunos ejemplos:

e Paraj=0
|J|I’ :(0,,0)

e Paraj=1
ljlr = (0,...,1)

e Paraj=n"-1
ljil=(n-1,...,n=-1)
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j=ji-n Tt N
Entonces para cada relacion hay un input dado por: ri = lay_j18y_2 ... &89, donde
a; = 1siy solosi RYjj;
Esta codificacion esta basada en la que se presenta en [EBF/95], con las siguientes
modificaciones:
e Comienza con un uno para no perder la longitud de la relacion.

e El orden de las tuplas comienza por aquella menor en el orden lexicografico
ubicada en el bit menos significativo, para lograr una correspondencia directa
el recorrer las relaciones utilizando el operador de recursion de la clase B.

Ejemplo 2.2. Ejemplo de una codificacion

n-1n1..n1n-1 00,01 00,00
| 0 | 101111100 | 0 | 1 |

—

En el gréfico, si representamos la codificacion de una relacion R, se ve que por
ejemplo (0,0,...,0,0) e R (0,0,...,0,1) ¢ Ry(n-1,n-1,...,n-1,n-1) ¢ R

= Para cada simbolo de constante ¢;, se codifica con la representacion binaria de c;.

2.2. Programaen B

En primer lugar se presentara la definicion de la relacion Dep sobre funciones en B.
(f,g) € Depsi f depende de g para su definicion. Esto servira luego para establecer la
relacion entre las distintas funciones del programa.

Definicion 2.3. Dep es una relacion binaria entre las funciones en B. Se define de la
siguiente manera:

= Si f est4 definida por composicion
f(x3) = h(r(X); i(X; &)

Entonces valen:

e Dep(f,h)
e Dep(f,rVrieTr
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e Dep(f, )Vt et
e Y para toda funcion g tal que (g # h) A (g # i) A (g # t;): =Dep(f, g)

= Si f esta definida por recursion

f(0,x3) =g(x a)
f(yi, X @) = hi(y. X, f(y,.X @)
Entonces valen:

e Dep(f, Q)
e Dep(f, hy)
e Dep(f,hy)
e Y paratoda funcion r tal que (r # g) A (r # hg) A (r # hy): =Dep(f,r)

Definicion 2.4. Se define Dep* como la clausura transitiva de Dep.

Definicion 2.5. Un programa # en B va a estar dado por la tupla (f,C) donde f es una
funcion en B, sin variables safe, que toma como argumentos las variables necesarias para
la codificacion de una 7-estructura. C es un conjunto de funciones en B. La tupla debe
cumplir lo siguiente:

= Si f esté definida por composicion:

f(x) = h(F(X); (%))
entonces h, Ty t pertenecen a C.

= Si f esté definida por recursion

f(0,%) = 9(x;)
entonces g, hg, h; pertenecen a C.

= Para toda funcién k € C, Vh € B, Dep*(k,h) — h € C (toda funcién necesaria para
construir k pertenece a C).

Notacion 2.6. Se utilizara la notacion pr; para representar el programa que computa la
funcioén f.
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Definicion 2.7. Los argumentos de un programa pr¢ en un programa en B, £ = (f,C)
son los argumentos de P.

Definicion 2.8. Una clase de r-estructuras K es determinada por un programa = (f, C),
si K es determinada por f.

2.3. Cota del tamafio de la salida de un programa #

Dados un vocabulario 7, una r-estructura A, un programa £ = (f,C) y una clase de 7-
estructuras K que determina %, definiremos a continuacion una serie de lemas que nos
permitiran acotar el tamafio de la salida de .

El objetivo de esta seccion es obtener una cota polinomial en la longitud de la codificacion
de la estructura, para esto utilizaremos la notacion de f, g, h como los programas que
computan las funciones f, g, h respectivamente.

Lema 2.9. 9 7 es un vocabulario, A = (AR}, ....Re, ¢, ...,c" esuna r-estructura
dondelaaridad decada R esa;,y f(n,rq,..., 1, Ci,...,C;) esunafuncibn en B, enton-
ces existe un d tal que|f (bin(A); )| < ||Al|°.

Demostracion. Por el lema 1.22 existe un polinomio monétono creciente ps tal que
If(n, 1o, ..M € een, G5)E< eIl + X5 Il + X5 Icyl). Entonces,

Tomando [|A]| = n.

Sabiendo que la longitud de la codificacion de una relacion de aridad aes n® + 1.

Sabiendo que la longitud de la codificacion de una constante es log,(n), o sea es
menor o igual a n.

n > 2, ya que siempre tomamos estructuras cuyo dominio tenga por lo menos dos
elementos

|f(bin(A); )|

IA

pr(n+ Z(na“ +1) + Z n)

J
d

IA

n
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Cuando en un programa £ = (f,C), donde f define una clase de r-estructuras %, se
aplica f a la codificacion de una estructura (A, para evaluar el resultado de la funcion -si
no es una funcion inicial- se tiene que primero obtener el resultado de las funciones de las
que depende. Por ejemplo, si

f(n,ry,....MeCr,...,c;) =h{r(nre,....recp,....c;); 80,1, ..., N, C1b..., G ))
entonces para obtener el resultado de f, primero habra que obtener los resultados de
ri(n,ry,...,r,Cp,...,C;) paratodo i
tj(n,ry,...,r,Cy,...,G;) para todo j
Dentro del programa %, los valores que toman las variables de las funciones no son arbi-

trarios, sino que dependen de la codificacion de la estructura.

Por ejemplo ri(n,ry,..., 1, Cy,...,C;) se aplicara a la codificacion de la estructura cuya
pertenencia a la clase se quiere decidir. Esta idea la notaremos de la siguiente manera:

Notacion 2.10. Dado un programa # = (f, C), donde f define una clase de r-estructuras
K, si g € C, notaremos |g#(X; y)| al tamafio de la salida de la funcion g dentro del contexto
de A, es decir cuando se la aplica a valores que influyen en decidir si A pertenece o0 no a
K.

Lema 2.11. 9 7 esun vocabulario, A = (AR}, ..., R, cf,...,c" esuna r-estructura

donde la aridad de cada R, es &, # = (f,C) es un programa en B donde f define una
clase de r-estructuras K, entonces con |A| = n, paratodo f’ € C tal que Dep(f, '),

|fa( 9l < n’
Demostracion. Si f’ es tal que Dep(f, f’) entonces hay dos casos posibles:

1. f definida por Composicion Segura:
f(nry,....reCo,...,c;) =h(nre,...,recC, ..., ¢ ) t(0,re, ..., M, C1y. .., G5 ))

= Si f’ =r; paraalgini:

i, (%)l = [ri,(bin(A);)l
< py(lbin(A)])
< ps(lbin(A))) 1)
< nd (2

La linea 1 sale de la definicion de ps segun la demostracion de 1.22.
La linea 2 sale de la desigualdad presentada en el lema 2.9.
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= Si f’ =t paraalgini:

[ti,, (X Q) It (bin(A); )|
P (Ibin(A)1)
ps ([bin(A)I)

r]d

IAN N IA

La linea 3 sale de la definicion de ps segln la demostracion de 1.22.
La linea 4 sale de la desigualdad presentada en el lema 2.9.

= Sif'=h

lha(r(n,ry,..
f(n, ry,..

',rk7C1,"',CI;);

M6 Cles 0y )l = 1f(Nry, ..., M, Cr,e el G )l
< pe(lbin(A))
< nd

La linea 5 sale de la definicion de ps segun la demostracion de 1.22.
La linea 6 sale de la desigualdad presentada en el lema 2.9.

2. f definida por Recursion Predicativa en Notacion:

f(O,ry,..., M., C1,...,C;) = o(re,...,MCry...,Cp3)
f(ni,rq, ..., M, Cr,...,¢;) = h(nry,....r.cCp,...,C;

= Sif'=g

f(n,ry,...,MNe, Cy,...,C;)) parayi # 0

194(X; Q) 19a(r1, ..., Mo Cry. .., G
Pg(Ibin(A))
Pt (lbin(A)))

nd

ININ A

= si f” = h;, tomando pn = pn, + Pr,, Y IN'] < IN:

lh

il

IANIN IN IN A

Ihi, (N, r1, ..., Ik, Cpye e, G5

pr(lbin(A))) + | f(n',ry, ..., M, Cy...,C;)l
Pr(lbin(A)I) + In'| - pr(lbin(A)]) + pg(lbin(A)I)
Ini| - pr(IbiIN(A)]) + pg(IbiN(A)I)

P+ (Ibin(A)I)

nd
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O

Lema 2.12. 9 7 esun vocabulario, A = (AR}, ..., R, cl,..., ¢ esuna r-estructura

con ||All = ndondela aridad decada R esa;, y £ = (f,C) esun programa en B donde f
define una clase de r-estructuras K, paratodo f’ € C tal que Dep*(f, '),

£ (0in(A);)| < pr(In(A)) < n = [T )| < pr-(X]) + max|yi| < n°
Demostracion. Por induccion en la clausura de Dep.

= Si f’ es tal que Dep(f, f’) entonces por la demostracién de la cota presentada por
[BEC/92] y por el lema 2.11 se cumple.

= Si f’ no es tal que Dep(f, f’) entonces existe h’ tal que Dep*(f, ')y Dep(h’, ')y
I,(X; @)l < pr (IX]) + max; la] < ng.

1. h definida por Composicion Segura:
h'(x;@) = h(r(x;); ¥(X a))

e Si f’ =r;paraalgini:

i) < pr(X)
< pr(X)
< nd
e Si f’ =t paraalgini:
(%3 < p(X) + méx]al
< P (IX) + méxal
< nd

e Sif =h:
ha(F(X ); (6 @)1 < p(F(X)I) + méxti(X @)
< Pu(Pr(X1) + méx(py (%) + mjélx |aj)

Pr(PF(IX))) + Z P () + max|ay

IA

IA

p (X)) + méx|a,
d

IA

n
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2. g definida por Recursion Predicativa en Notacion:
h'(0,% @) = g(x; a)
h'(yi,X; @) = hi(y, X 3 (y,X,d) parayi # 0
e Sif'=qg

IA

l94(X; 3)| Pg(IX) + miéx &

p (X)) + méx|a

IA

d

IA

n
e Si f’ = h;, tomando p, = pn, + Pr,, CON |Z] < |2Z:

Ihi,(Z, %X a f(Z,% Q)|

IA

Pr(IZ] + X)) + méX(miélX lail, I"(Z,%; 3)l)

IA

pr(IZ]+ X)) + |f(Z,X; Q)| + miéXIaal
Pr(IZ] + X)) + 1Z1 - pa(1Z] + IXI) +
Pg(IXI) + miélx &

1Z + 11 pn(1Z] + X)) + Pg(1XI) + max|a|

IA

IA

IA

12+ pu(1Z + X)) + Pg(XI) + max|ail

pr (X)) + méx|a,
d

IA

IA

n
O

Con los resultados de los lemas 2.9 y 2.12 obtenemos que al evaluar la funcion principal
de un programa # = (f, C) en la codificacion de una r-estructura A, existe un d tal que
el resultado de todas las funciones va a estar acotado por nd.

2.4. Representacion en FO(IFP) de argumentos del programa en B

Las variables de las funciones en B pueden tomar valores mas grandes que el cardinal
del dominio de la estructura a decidir, con lo que se debe definir una codificacion de
los argumentos de tal manera que puedan ser utilizados en las formulas pertenecientes a
FO(IFP).

La primera idea que surgio fue la de representar los nimeros de la codificacion de la
estructura en base n = |A] (cardinal del dominio). Esta idea hubo que desecharla ya que
no existe una cota polinomial para estos valores. En efecto, para una r-estructura (A, cuyo
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dominio tiene cardinal n, una de las componentes de la codificacion es 2" — 1 y no existe
un d tal que 2" — 1 < n9 para todo n.

La solucion hallada para representar los numeros fue la de utilizar formulas con d varia-
bles libres.

Antes de pasar a nuestra representacion recordemos que los nimeros en su expansion
binaria pueden representarse a través de un conjunto definido de la siguiente manera:

{13 i

En otras palabras, es el conjunto de los indices i tales que el digito en la posicién i de nes
1.

Notacion 2.13.

Ejemplo 2.14. Estos son algunos ejemplos:

» 0=0

» 1={0)

n 2 ={1)

= 3=1{0,1}
= 4={2)

= 5=1{0,2}
" 6={1,2)
» 7=10,1,2}
= 8=(3)

Observar que con esta representacion se pueden hacer las operaciones usuales:

Ejemplo 2.15. Sumar uno.

Si un nmero esta dado por un conjunto X, R = X + 1 va a estar dado por:
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IX((VYy0<y<x—-yeX)A
X+1¢XA

(Vy0<y<x—-y¢RA

Xx+1eR A

(VWWy>x+1—- (ye X yeR)

)V
0¢XAO0eRA(VYy>0ye X yeR)

Se busca el primer cero desde el digito menos significativo. Todos los digitos a la derecha
quedan en cero, el cero pasa a valer uno (por sumar uno), y los digitos a la izquierda se
mantienen igual.

Concatenar dos niimeros X, Y.

Dados dos n(imeros X, Y, se obtiene la concatenacion: R= X & Y:

(Y#0OA

(Vxe X (Xx+maxY +1) e R) A

(VYxXeYXeR) A

(VxeR((x>maxY A (X—(maxY + 1)) e X) V(X<maxY A xeY))))V
(Y=0AR=X)

En este trabajo utilizaremos un caso particular de esta representacion. Los nimeros, en
vez de estar representados por conjuntos, estaran representados mediante relaciones. Dado
un namero n, la relacidn que representa a n cumplira lo siguiente: (Xy, ..., Xg) pertenece
a la relacion si y solo si el bit en la posicion x = x; - n%% + ... + Xy es un uno en la
representacion binaria de n, es decir, si X € {i | {Zﬂj es impar}.

Ejemplo 2.16. Sin=|Al =5, esdecir, A={0,1,2,3,4}:

d d d d d 4 d
—r— —~——t— e e
444 0.10 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00
w=(0 | {0 {1 |1 |1 [1 |1 |

La codificacion de n consiste en el nmero 11111, esto lo interpretaremos como que la
formula N(Xq, .. ., Xg) €s verdadera Gnicamente para:
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0,0,...,0,0)

= (0,0,...,0,1)
= (0,0,...,0,2)
= (0,0,...,0,3)
= (0,0,...,0,4)

Definiremos a continuacion las formulas que dependen de d variables y representan la
codificacion de una r-estructura A:

1. Para representar n = |A[:

N(Xg, ..., %) =% =0AX =0A---AX41=0

2. Para representar R, de aridad &;:

R(X,...,%) = (X =0A--AXgq =0ARXggs1:---,%)) V
(X% =0A " AXgq-1=0A X4 =1A
Xda+1 =0 A= AXg=0)

La segunda parte de la disyuncion es para representar el 1 que se agrega en la
codificacion de la relacion R, para no perder su longitud.

3. Pararepresentar c;, pertenecen 10s (X, . . ., Xg) tal que X -nd24+%,-nd2 4. . .4 x4 = G

Ci(X,.... %) = X =¢c modnd?tAa
X, = ¢ mod n% 2 — ¢ divnd! « 10 A
../\
X4 = ¢ mod n’ — ¢ divn= 10

2.5. Sustitucion en Formulas

Para poder representar los operadores SCOMP y SRN mediante formulas en FO(IFP)
introduciremos a continuacion la idea de sustitucion en formulas. Esto resultd necesario
debido a que, si bien las formulas en FO(IFP) pueden tener variables de segundo orden
libres, no pueden tener subformulas libres. Con la sustitucion de formulas se elimina la
ambigliedad que puede surgir con las férmulas que representan el operador de composi-
cion o la recursion.
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Definicion 2.17. Presentaremos por induccion en G el significado de:
GIXI(®)
{
Xi ~ H[Y](y)
}

con G, H formulas en FO(IFP), X, Y conjuntos de variables de segundo orden, y X =
Xla--'axaxay:yla--'ayay'

= Si G es una formula atdmica: R(z, . . ., Z,,)
e SIR# X
GIXI(® = G[X](¥
{ —
Xi ~ H[Y](y)
}
La sustitucion no modifica nada.
e SIR= Xi:
GIXI(® = HIYIY: Zoyo1s - - - Za,)
{
X ~ HIY]()
}
Se sustituye R por H[Y] y las primeras ay variables de H por y

= SiGest; =t dondet; y t; son terminos

GIX]I(¥) = G[X](X)
{
X ~ H[Y](y)
}
s SiG=-G;
~G'[X](X) = -(G'[XI(¥)
{ {
X; ~ H[Y](y) X ~ HLYI()

} )
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s SiG= (Gl \/Gg):

GIVG)XI® =GIXIX Vv (GAIXI(X
{ { {

X; ~ HY]() Xi~ HIYIy) X ~ HLYI®)
) D N
s SiG=3IxG:
Ix G'[X](X) = Ix (G'[X](X)
{ {
X; ~ HIY](y) X ~ HLY]®)

} )
= SiG=[IFPyyGT:

e SiX =V:
[IFPyyG1[X](X) = G[X](x)
{
X ~ HIY]®)
}
e SiX #Y:
[FPyvGIXI(X) = [IFPyy(G
{ {
X; ~ H[Y]() X ~ HIY1E)
} HIX1(X)

2.6. Construccion de la formula en FO(IFP)

A continuacion definiremos la construccion de la formula para un programa # = (f,C).
Definiremos la formula que representa g para toda funcién g € {f} U C.

2.6.1. Cero

Para la funcion 0(;), definimos la formula:

0*(X1 ..... Xd) =X £# X
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Como 0.(X, . .., Xg) €s falsa para todo X, ..., Xq, €Sto representa que no hay ningin uno
en la codificacion binaria del resultado, con lo que obtenemos la representacion del 0 en

base dos.

26.2. S

Para la funcion Sy(; X) definimos la formula:

So.[XI(X¢, ... %) = Ays,..,Ya Xy, ... Ya A
V()/i+1:...:yd:méX/\—|yi:méx

i<j<d O<j<i

X es la formula que representa el valor en el que se aplica Sy(; X).

Ejemplo 2.18. Si X representa el nmero 1010:

d d d d 4 d d
—r—  —~—_——t— e
4..44 0.10 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00
REn |el® [ [ [0 ]2 [ 8§ |

La formula que obtenemos al aplicar S, va a ser verdadera para 10s X, ..
verifiquen S [X](X4, - - -, Xqg):

d d d d d d d
—_— e A
4. .44 0.10 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00
8 le.l® 1 & (8 [ 8 | § |
26.3. S

Para la funcion S;(; X) definimos la formula:

StIXI(%s - - -3 Xa) = So. [X](Xe, ... Xa) V (= -+ = Xg = 0)
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2.6.4. ﬂ?’m

Para la funcion n?’m(xl, e ey Xn) Xt s - - - » Xnem) definimos la formula:

X Kol (X -+ -5 %) = Xi(Xas -+ - Xa)

265 C

Para la funcion C(; a, b, c) definimos la formula:
C.[A B,C](X4,. .., %) = (=AQ, ...,0) A B(X4,. ... X)) V (AQ, ...,0) A C(Xe, . . ., X))

Si A representa un nUmero par, entonces el resultado va a estar dado por B(Xq, . . ., Xg), €n
caso contrario va a estar dado por C(x, ..., Xg)-

266. p

Para la funcion p(; x) definimos la formula:

PIXI(Xes...s %) = Ayr...,Ya XV1,...,Yq A

\/(Xa+1 =... = Xg = MAX A=X = max
O<i<d
AS(Xi, ¥i) A /\ yj = min A /\ Yj = X;)

i<j<d O<j<i

Observacion 2.19. Si X representa el cero, no existen (yi,...,Yq) € X, por lo tanto, el
resultado también va a representar el cero.

2.6.7. Composicion Segura

Si f esta dada por composicion segura:
f(%; @) = h(f(x;); (% )

f(Xes ooy Xy @, -058n,) = NI(Xg, ...\ %00 )

f(X]_,...,an;al’--"anz))

ConF=rg,....Myt=1,...,t,.

Por hipotesis inductiva existen:
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. Ri*[YL cee ’Ynl](YL e ayd)
u Tj*[Yl,...,Ynl,Zl,...,an](yl,...,yd)
. H*[Rl?"'9Rk1’T]_’---,Tk2](X]_,...,Xd)

Entonces definiremos:

F*[X]_ .. .,an,A]_,. . '7An2](X17' . ,Xd)

—~ 1l

}

H*[Rl, ceey Rkl,T]_, .. .,Tkz](Xl, ceey Xd)
Ri ~> Ri*[xl’---’xnl]
Ti ~> Ti*[X]." . '7Xn1aA17' . '7An2]

Esto significa que F. va a ser equivalente al resultado de reemplazar cada aparicion de R

por R, y cada aparicion de T; por T;, en H.,.
Ejemplo 2.20.

f (X1, X3 X3, Xa) = w22 (m20 (Xa, Xo3 ), 120 (X, Xo3 ); 70572 (Xes X2} Xy Xa), 7127 (X, X2 X3, Xa))

o 720X, Xol (s s Xa) = Xo(Xa, - Xa)

o 17X, Xo] (X - s Xa) = Xa(Xes - .-, Xa)

72 [Xe, Xo, Xgo Xal (Xt - - - Xa) = Xa(Xa, ..

. 7'[5;2[)(1’ X27 X37 X4](Xla ey Xd) = X3(X1, ..

o 722Ry, Ry, T1, Tol (4, - - -, X) = Ro(a, -
Defino:
F.[X1, X2, X3, Xg](X1, ..., Xq) =
{
}
Entonces:

-> Xd)
-, Xd)
-5 Xd)

5 Ry Re, T1, T2l (X4, - -, Xa)
R~ 757 [X1, Xe]

R~ 137[X4, Xe]

Ty~ ”zztlz[xl’ X2, X3, X4]
Taro ”glz[xl’ X2, X3, X4]

F*[Xl’ X2, XS, X4](X1, ceey Xd) = ﬂi’*o[xl, Xz](Xl, e, Xd)
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2.6.8. Recursion Predicativa en Notacion

A continuacibn presentaremos la construccion de la formula que representa una funcién
definida mediante el operador de Recursion Predicativa en Notacion, el paso de mayor
dificultad en la inclusion B ¢ FO(IFP). Esta construccion requiere la definicion de al-
gunas formulas auxiliares para llegar finalmente a una definicion clara de la formula que
buscamos construir.

Para representar la recursion predicativa en notacion utilizaremos el operador de punto
fijo inflacionario de FO(IFP). La idea es la siguiente:

Dada f(z ;@

f(0,y;9) qy, a)
f(d,y,8) = h(zya f(zy,d)

donde f(zy;a) = w con la representacion binaria de w = W1 ... W, Se utilizara una
relacion X que contendra las tuplas (cy,...,Cq, X1, ..., Xg) tales que cy, ..., Cq €n base n
indican el bit de z que se esta evaluando y el biti = x; - n%* + - .- + x4 del resultado en
este paso sea uno (w; = 1).

Si zes un nimero b; ... by entonces en el paso 0 se obtiene g(y; a), luego en el paso 1
he, (1,¥; & g(Y; @) y asi hasta obtener el valor en z

Observar que si en algin paso el resultado de la funcion es 0, entonces la relacion en
ese paso sera vacia. Agregamos una variable (y;) que nos indica si la relacion en un
determinado paso es vacia o no.

Utilizaremos las siguientes formulas auxiliares:

Para representar (X - N9+ X - N2+ 4 x3-n) + 1 =yp-n* L4y -nt2 4.4y,
definiremos la relacion S%(xo, . . ., X4, Yo, - - - » Yd) COMO:

S0, -+ X, Yoo - - - V) = (Xiz1 = ... = Xg = MAX A—X = Max
O<i<d
i<j=d 0<j<i

Luego, para representar la relacion x + y = z, se define

ADDY(Xo, - .., X4, Yo - - - » Vet Zos - - - » Z0)

de la siguiente manera:

[ FPsgax((y = min A Z= X) v 3VAW(X(X, V, W) A SU(V, Y) A SUW, 2))1Xyz
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La formula MaximoUnog[N](ps, ..., pq4) que vale para los py, ..., pg tales que en el bit
pr- N9+ ... 4+ pg de N hay un uno y es el primero en el nimero evaluando los bits de
izquierda a derecha:

MaximoUnog[N](p1,...,Pd) = N(pi,..., P A
(Y0 .. Ga N(Q, - - - Ga) == (Pr.-- -, P O, - - - )

> (P1s---» PdsO1s- -+, Gg) = Arg ... rg Addg(0h, - .-, ds F15- - -, My P1s - - - Pa)

La siguiente formula nos servira para evaluar si en el bitt = ¢; - nd + ... + ¢4 desde
el lugar en el que se encuentra el uno mas significativo (utilizando MaximoUno) hay un
uno.

bit[N](ci,...,cq) = 3py,..., pg MaximoUno[N](ps,..., Pd4) A
dwy, ..., Wy
[I qul‘.‘qdml‘.‘md,x
(Qi=-=CQ=0AM=p A--AMy=pg)V
Ary,...,rg, N, ., NgXry...rgNg ... NG A
Sa(r, ..., rg, A1, ..., 0g) A
Sa(my,...,Mg, Ny, ..., Ng))]C1...CqWy ... Wy A
N(Wi, ..., W)

En cada paso de la recursion se evalua hy 0 h; con el valor actual de z, para esto hay que
tomar una subcadena de z

Ejemplo 2.21. Si la recursion se hace sobre un nimero z = 10111, entonces el paso cero
es el caso base de la recursion, y en cada paso i evaluaremos la subcadena a partir del bit
mas significativo de z de i digitos:

d d d d d 4 d
—r — ="
4..44 0.10 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00
=0 [ o 1 Jo [1 [1 [1 ]

fofr 7T 1 1

paso 1 pasol pasa3 pasod pasoh

= Subcadena[Z](0, X3, ..., X3) = 0 (0)
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= Subcadena[Z](1, Xq, ..., X)) = (% = -+ = Xg = 0) (1)

= SubcadenalZ](2, X1,...,Xg) = (X1 = -+ = X3-1 = 0A X3 = 1) (10)
= Subcadena[Z](3, X1, ..., X)) = (X1 = =X =0V (X =... X1 =0A X3 = 2)
(101)

Subcadena[Z](fy,. .., fe, f{,..., Ty =
[I FPeL‘.‘,ed,xl,.‘.,xd,x(eo =-.-=gg=0A Cero(xl, e, Xd)) Vv

(3cs,....C4, Y15+ > YaX(C1y ..., Cd Vas - -5 Ya) A Sg(Ca, ..., Cq, €1,...,€9) A
(bit[Z](ey, ..., e9) = Si[X](X1, .- ., Xq)

{
X"~ X(Cy,...,Cq)
) ) A
(—bit[Z](ey, ..., eq) = So[XT(X1, ..., Xq)
{
X"~ X(cy,...,Cq)
} )

Yoo fa £

Para definir la formula correspondiente a la recursion definimos las siguientes subformu-
las:

= En el caso base, es decir el paso 0, si g(X; @) = 0 definimos la siguiente formula:

Paso;’[Y, Al(Cy. .. .. Ca. Yo, ---»Ya) = (C1=---=Cg=0)A
(=3wy .. Wy GLY, Al(Wy, ..., W) A
Yo =1)
Esta formula representa el caso base de la recursion conc; = --- = ¢g = 0, y que

el resultado es 0, es decir, no hay ninguna tupla (w; ...wqy) que haga verdadera G.
Como se necesita que haya alguna tupla en la relacion para el paso cero, para luego

hallar el punto fijo inflacionario, cualquier tuplaconc; = --- =¢cg =0y Yy =1
hace verdadera la formula.
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= Cuando el paso es 0y g(X; @) # 0 definimos la siguiente formula:

PaSOBtO[V,K](Cl,...,Cd,yo,...,yd) = (CL=---=C=0)A
(@wr ... Wy G[Y, AW, . .., W) A
Yo =0) A

(G[V, K]()/1, . »Yd))

En este caso los ys, ..., Yq que van a hacer verdadera la formula en el paso cero van
a ser aquellos que hacen verdadero G con los valores que representan las relaciones
dadas por Y, A.

= Cuando el pasoes p = k+1, el biten la posicion p es un cero y el resultado en este
paso de la recursion es cero definimos la siguiente formula:

Paso,§[X, Z, Y, Al(cL. . . .. C4, Yo, - - - » Ya) =
de,...,64, X, .. % X(€1,...,€4, X150, Xd) A
Sq(el,...,€4,Cp,...,Cq) A mbit[Z](cy, ..., Cq) A
(-3z,...,24Ho[Z .Y, A Fl(z, ..., Z)

{
Z' ~ Subcadena[Z](cy, ..., Cq)
F~ X(ey,...,e,0)
}
JAYo=1

= Cuando el pasoes p = k+1, el biten la posicion p es un cero y el resultado en este
paso es distinto de cero definimos la siguiente formula:
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Paso?[X, Z, Y, Al(Cy, . . ., Ca, Yo, - - -» Ya) =
de,...,e5,X,..., X X(er,..., €4, X1,...,Xq) A
Sq(ey,...,€4,C,...,Cq) A =bit[Z](Cy, ..., Cq) A
Az, ...,zgHo[Z.Y, A Fl(z, ..., Z)

{
Z' ~» Subcadena[Z](cy, . .., Cq)
F~ X(ey,...,eq4,0)

}

) AYo=0AHo[Z,Y,AFl(ys,....Ya)

{
Z' ~» Subcadena[Z](cy, . .., Cq)
F~ X(e,...,e,0)

}

= Cuando el paso es p = k+ 1, el bit en la posicion p es uno y el resultado en este
paso de la recursion es cero definimos:

Paso;ﬂ[x, Z,Y,Al(C1,...,Cd Vo --.,Vd) =
de,...,64, X1, .. % X(€1,...,€4, X150, Xd) A
Sq(el,...,€4,C1,...,Cq) A bit[Z](cy, ..., Cq) A
(=3z,...,z4H[Z.Y, A Fl(z, ..., 2)

{
Z' ~ Subcadena[Z](cy, ..., Cq)
F~ X(ey,...,e,0)
}
JAYo=1

= Cuando el paso es p = k+ 1, el bit en la posicion p es uno y el resultado en este
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paso es distinto de cero definimos:

Paso?’[X,Z, Y, Al(CL, . .., Ca, Yo, - - -» Ya) =
de,...,e5,X,..., X X(er,..., €4, X1,...,Xq) A
Sq(e,...,€4,C,...,Cq) AbIt[Z](Cy, ..., Cq) A
Az, ...,zgH[Z.Y, A Fl(z, ..., z)

{
Z' ~» Subcadena[Z](cy, . .., Cq)
F~ X(ey,...,eq4,0)

}

)AYo=0AH[Z,Y,AF]l(ys,....Ya)

{
Z' ~» Subcadena[Z](cy, . .., Cq)
F~ X(e,...,e,0)

}

Utilizando las formulas anteriores, podemos ahora definir la formula para representar el
resultado de la recusion por medio de una disyuncion en la cual la primer parte representa
el caso en que el valor sobre el que se hace la recursion es cero, y la segunda parte el caso
en que es mayor a cero:

FIZX A, ..., Xa) = (3w, ...,wg  MaximoUno[Z](wi, ..., Wg) A
G[X, Al(X4, . . ., X)) V
(@Awi,....Wg  MaximoUno[Z](wi, . .., W) A
[1FPe,...cayo.yax
Paso;°[Y, Al(cy, . . ., Cd Yo, - - -» Ya) V
Paso;°[Y, Al(Ci, - - - Cd, Yo, - - - Ya) V
Pasojo[X, Z, Y, Al(Ci, . -, Cas Yos - - -» Vi) V
Pasof[X, Z, Y, Al(Cr, .. ., Cas Yo, - - - Ya) V
Paso,3[X, Z, Y, Al(cL. . . .. C4, Yo, - - -» Ya) V
Paso?’[X,Z, Y, Al(Cy, . . ., Cu Yo, - - -» Ya)]
Wi, ..o, Wy, X1, -2 25 Xg)
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2.7. Formula Principal

Para poder obtener la formula ¢ en FO(IFP) que determina la misma clase de estructuras
que la funcion principal f de un programa # = (f, C), el primer paso consiste en obtener
las formulas correspondientes a cada funcion g € {f} U C, utilizando las definiciones
presentadas para cada funcion basica y operador (0, Sy, Sy, p, C, 7, SRN, SCOMP).

A partir de la formula F que representa el valor obtenido por la funcion principal del
programa, definiremos la siguiente formula como la formula que define la misma clase de
estructuras que el programa en B, ¢ vale cuando el resultado de la funcion es distinto de
cero:

¢ = Axg, ..., XgF (X, ..., Xq)

Donde en F pueden aparecer N, R, C;, que se definen como en 1, 2, 3, en la seccion
2.4, pagina 28. Se aplica la sustitucion en formulas sustituyendo cada aparicion de estas
variables por sus formulas correspondientes.

Teorema 2.22. Para cualquier vocabulario 7y funcion f € B existe una formula ¢ €
FO(IFP) tal que para toda r-estructura A

f(bin(A);)>0siysolos A kE ¢
Demostracion. Segun la definicion de f:

= Si f es una funcion inicial:

Si f es la funcion 0(; ), se define ¢ tal como en la seccion 2.6.1.

Si f es la funcion Sy(; x), se define ¢ tal como en la seccion 2.6.2.

Si f es la funcion S,(; x), se define ¢ tal como en la seccion 2.6.3.

Si f es la funcion n?’m(Y; a), se define ¢ tal como en la seccién 2.6.4.

Si f es la funcion C(; a, b, ¢), se define ¢ tal como en la seccion 2.6.5.

Si f es la funcion p(; x), se define ¢ tal como en la seccion 2.6.6.
= Si f esté4 definida por un operador:

e Si f esta definida por composicion segura, se define ¢ tal como en la seccion
2.6.7.

e Si f esta definida por recursion predicativa en notacion, se define ¢ tal como
en la seccion 2.6.8.
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O

Corolario 2.23. Toda clase de estructuras que se puede determinar por un programa en
B, puede determinarse por una formula en FO(IFP), es decir 75 € Troqrep).

Demostracion. Un programa # = (f, C) determina una clase de estructuras %, cuando f
determina %, y, como ya vimos, para toda funcion f en B existe una formula en FO(IFP)
que caracteriza la misma clase, 7g C 7T ro(irp). O
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3. FO(IFP)C B

Para obtener el programa en B que, con input bin(A), devuelve 1 si A = ¢y devuelve 0 en
caso contrario, se define un conjunto de funciones que se utilizaran segan la construccion
de la formula. Por ejemplo para la formula:

@wconn = VX Y[IFPy x(Exy v 3Z(Exz A Xzy))]xy

Su construccion esta dada por:

Exz (1) Xy

Exz A Xzy 3
By (4 T(Exz A Xzy) (5)
Exy v Az(Exz A Xzy) (6)
[IFPy.xEXy vV 3Z(Exz A Xzy)]xy @)
VY [IFPx, xEXy v 3Z(EXz A Xzy)]xy (8)
VX, Y [IFPxy xEXy vV 3Z(Exz A Xzy)]xy 9)

Se realizan funciones para: (1),(2)....,(9). Donde la funcién principal de (9) sera la fun-
cion principal del programa.

En la seccion 3.1 presentaremos una biblioteca de funciones que utilizaremos luego para
trabajar con la codificacion de las relaciones. En la seccién 3.2 definiremos las funciones
que representaran las transformaciones de las relaciones (como la negacion, la disyun-
cion). En las secciones 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8 y 3.9 definiremos la construccion de
las funciones que formaran parte del programa en B que determine la misma clase de
T-estructuras.

3.1. Funciones basicas

Para explicar la idea de las funciones se utilizara la siguiente definicion de longitud:

Definicion 3.1. La funcion | - | se define de la siguiente manera:

= [0]=0

= |Wi| =|w +1parawi #0
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. P(x;y) representa y/2™ |

POy) =y
P(xi;y) = p(GP(XY)
. ones(x; ) devuelve |x| 1’s
ones(0;) = 0
ones(xi;) = Si(;ones(x;))
. pad(x; y) devuelve y x 2%
pad(0;y) = vy
pad(xi;y) = So(; pad(x;y))

. ®(x; y) devuelve x concatenado al final de y, para x distinto de O

a(0;y)
a(xi;y)

y
Sie(x;y))

. Sg(x;) devuelve 0 cuando x es cero, 1 cuando x es distinto de cero
sg(x;) = C(; ones(x;), 0, 1)

. S9(x;) devuelve 1 cuando x es cero, y 0 cuando x es distinto a cero (al revés de
s9(x;)) B
sg(x;) = C(; s9(x;), 1,0)

. Se definen algunos operadores logicos:

not(x; ) ()
and(x,y;) = C(;sg(x),0,C( sq(y;).0,1))
or(x,y;) = not(and(not(x; ), not(y;););)
xor(x,y;) = or(and(x,y;),and(not(x;), not(y; ););)

. Para luego poder definir la igualdad, se define ahora Eqy(c; X,y) (igual acotado o

bounded equality). Eqy(C; X, y) devuelve 1 cuando los Gltimos |c| bits de x e y son
iguales, 0 en caso contrario

Eqb(O’ X, y) =1
Egu(Wi; X, y) =
C(; Eap(w; x,Y), 0, C(; P(w; x), C(P(w; ), 1,0), C(P(w; y), 0, 1)))
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9. Eq(x,y;) devuelve 1 si x e y son iguales, 0 en caso contrario

Ea(x.y;) = Eap(@&(X Y); X, Y)
Notacion 3.2. Para simplificar notacion cuando sea suficientemente claro, escribi-
remos X ==y para representar Eq(X, y; ).

10. last(; xX) devuelve el Gltimo bit de x
last(; x) = C(; x,0, 1)

11. Algunas funciones relacionadas con la suma.

= carry(c; x,y) devuelve 1 si la suma de los digitos de x e y en el lugar |c| mi-
rando desde el bit menos significativo recibe acarreo.
0
C( P(w; X),
CG P(w; y),
0,
C(; carry(w; x,y),0,1)
)
C(; P(wi; y),
C(; carry(w; x,y),0, 1),
1)
)

= digit_sum(a, b, c;) se va a utilizar para, dado el acarreo y los dos digitos de la
suma, saber qué devuelve

carry(0; x, y)
carry(wi; X,y)

digit_sum(a, b, c;) = xor(xor(a, b;),c;)

" byl G X, Y) realiza la suma entre x e y, utilizando r para la recursion y ¢
como la cota.

+bdupl_cota (O’ C’ X’ y)

C(; digit_sum(last(; P(c; X)),
last(; P(c;Y)),
carry(p(; ¢); x,y);), 0, 1)
C(; digit_sum(last(; P(P(wi; c); x)),
last(; P(P(wi; c); ),
carry(P(wi; ©); X, ¥);),
SO(; +bdupl_c01a(W’ C X y))’
Sl(; +bdupl_c01a(W’ C X y)))

+bdupl_c01a (\NI ’ C’ X’ y)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

= +(C; X, y) realiza la suma de los Gltimos |c| digitos de x e y.
+5(C; % Y) = Fypc0a(C: G % Y)
= +(X,Y;) devuelve lasuma de xey
+(%Y:) = +p(S1G &% Y)); X, )
Notacion 3.3. Si es suficientemente claro se utilizard x +y para notar +(x,y;)
long(x; ) devuelve la longitud de x para nimeros distintos de cero.
long(0;) = 1;
long(xi;) = +5(S1(; X); 1, 1ong(x; ))

<p (b; X, y) devuelve 1 si el nimero dado por los |b| bits menos significativos bits de
x es menor que el dado por los |b] bits menos significativos de y, 0 en caso contrario.

< (O0;xy)=0
<p (Wi; X, y) =
C(; P(w; x), C(P(wW; y), <p (W; X, Y), 1), C(P(wW; y), 0, <p (W, X, )))

< (%, y;) devuelve 1 si x es menor que y, 0 en caso contrario.
<(%Y;) =<p (&(XY); X Y)
resta;(x;y) resta unaria : |y| — |x|.
restay(x;y) = P(X;y)
divi(x,y;) division unaria : ||yl/|X|]), el resultado va a ser a lo sumo Xx.

divi(x,y;) = divy, (X, X, Y;)
Notacion 3.4. x divy = divy(y; X)

< (X y;) devuelve 1 si x <y, 0 en caso contrario.
<(xy) =or(<(xy;), Eq(x.y;);)
divy, (W, X, y; ) division unaria acotada por |w|

div,,(0,x,y;) = 0
divi,(Wi, X, y;) = C( < (xa(wi, x;),Y;), divy, (W, X; y), wi)

45



19. mod,(x,y; ) resto unario, devuelve |y mod |x|
mod; (X, Y;) = resta; (X (divi(y, X;), X;); Y)
Notacion 3.5. x mod y = mod,(y; X)

20. x1(X,y;) producto unario
x1(0,y;) =0

X1(Xi,Y;) = &y; X1(X. Y;))

21. exp'(n;): '
exp’(n;) =1
exp'(n;) =n
exp(n;) = x1(n, exp*~t(n;))
Notacion 3.6. nk = exp*(n;)

Observacion 3.7. No estamos definiendo la funcién exponencial, ya que no perte-
nece a la clase B, si en cambio para cada k fijado, la funcion que devuelve |n| .

22. +1(X;y) suma unaria (concatenacion)

+1(Xy) = &(XY)

3.2. Funciones para trabajar con relaciones

Dado que las relaciones estan codificadas de una manera particular (ver 2.1) se define a
continuacion una serie de funciones cuyo fin sera el de evaluar y modificar las relacio-
nes que intervienen en las formulas, para que luego instanciando en una estructura en
particular se obtenga el resultado esperado.

Sea ¢ la formula perteneciente a FO(IFP) para la cual se quiere obtener el programa
que devuelve un namero mayor a 0 si y solo si A E ¢. Sea ¥ una subformula de ¢. Si
{X1,..., % X1,...,Xn} son las variables libres (tanto de primer como segundo orden) de
Y, se definira una funcion f,(n,ry,...,rm Ci,..., G Xg, ..., X, X1, ..., Xn), €S decir una
funcién que dependera de la codificacion de la estructura y de las variables libres que
recibe. La funcion f, no debe tener variables libres mas alla de las utilizadas para la
codificacion de la estructura.

Se definen a continuacion algunas funciones que seran tiles para ir modificando las va-
riables que representan relaciones:
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1. argf

En primer lugar, se describiran las funciones que obtienen los distintos argumentos
de una relacion.

Ejemplo 3.8. Sea Res una relacion de aridad k que esta codificada por un nimero
r, donde el Gltimo digito se corresponde al valor de R(0,...,0,0), el antetltimo
es RO,...,0,1), ..., el tercer digitoes Rln—1,...,n—1,n— 2), el segundo es
Rin-1,...,n-1,n—1) y el primero es un 1 para no perder la longitud de la
relacion: dado uno de los digitos (en unario) se obiene cada uno de sus argumentos

Para el Oltimo digito la funcion argi(n,w;) se instancia con w = 0y argi(n,0;)
es cero para todo i. En cambio para el pentltimo digito la funcion se instancia con
w =1y argt(n, 1;) es igual a cero para todo i distinto de k, y uno parai = k. Como
un Gltimo ejemplo, para el tercer digito w = n* — 2 (recordando que el primer digito
no es un valor de R) arg(n,n* - 2;) es n — 1 para todo i distinto de k, y n — 2 para
i =k

argi(n,w;)
argy_(n,w;)

long(w mod n)
long((w div n') mod n)

2. EvalCongtf

Se presenta una funcion que dada una relacion de aridad k codificada en una va-
riable r, devuelve un nimero que va a representar una relacion con el argumento i
instanciado en una variable c.

Ejemplo 3.9. Si Res una relacion ternaria, y r es su codificacion, entonces podria
ser de interés obtener R(x, 4, y). En este caso k = 3, r es la codificacibn de R, i = 2
yc=4.

EvalConst“(r,n, c;)
EvalConst (0, tamr, n, c; )

b

EvalConstf (p(; r), 1. n, ones(c; ); 1)
1
C(Gargf(n, p(; P(wi;tamr));) ==c¢,  (7)
EvalConst{ (w, tamr, n, c; r),
C(; P(p(; P(wi; tamr)); r), (8)
So(; EvalConsty (w, tamr, n, c; 1)),
S1(; EvalConstf (w, tamr, n, c; 1))))

EvalConst{ (wi, tanr, n, c; 1)
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En la linea 7 el objetivo de obtener el argumento i de p(; P(wi; r)) es ir recorriendo
del Gltimo al primer digito. Entonces se le sacan wi bitsa r y uno mas por el 1 inicial
en la codificacion de la relacion.

Y en la linea 8 mediante P(p(; P(wi; r)); r) se obtien el digito que corresponde de
acuerdo al recorrido de r comenzando a partir del Gltimo digito.

. BvalVarf,

A continuacion se define la funcién cuya utilidad es la de instanciar una variable
con el contenido de otra.

Ejemplo 3.10. Se puede obtener la relacion R (X, X2, X3, X4, Xg) dada por
R (X1, X2, X3, X4, X6) = R(X1, X2, X3, X4, X2, X6)

llamando a la funcion EvalVarS_.(r, n;) que devuelve un nimero que es la codifi-
cacion de R.

EvaIVari":j(r, n;) se define parai < j y la variable x; es la que deja de existir.

EvalVar;(r,n;)
EvalVari; (0, tamr,n;r)
EvalVari; (wi, tamr, n;r)

EvalVar; (p(;r),r, n;r)
1
C(; arg(n, p(; P(wi; tanr));) ==
arg(n, p(; P(wi; tamr));),
EvalVarC; (w, tamr, n;r),
C( P(p(; P(wi; tamr)); r),
So(; EvalVarf;, (w, tamr, n; r)),
S:(; EvalVark ; (w, tamr, n; r))))

i=jb

k
. SwapVary;
Se define la funcién para intercambiar el lugar de dos variables en una relacion.

Ejemplo 3.11. Dada una relacion R(x1, x2, X3, x4, X5) se puede obtener

R(Y1,y2,y3,y4,y5) = R(y1,y4,y3,y2,Y5)

mediante la funcion SwapVar3 ,(r, n; ).

48



SwapVarf(r, n;)
<, (0, tamr, n; )
SwapVarf;, (wi, tamr, n; r)

SwapVarf;, (p(; r), 1, n; )

1

C(; EvalConst(. .. (EvalConstl(. . . (
EvaIConstjf(. .
Eval Consty(tamr,
n, argk(n, p(; P(wi; tamr)); ); r)...),
n, argk(n, p(; P(wi; tamr)););)...),
n, argi(n, p(; P(wi; tamr)); );) ....),
n, argk(n, p(; P(wi; tamr)); ); ),

So(; SwapVary;, (w, tamr, n;r)),

SwapVar

S1(; SwapVary;, (w, tamr, n; r)))

5. AddVar
A continuacion se presenta la funcion que incrementa en uno la aridad de la funcion.

Ejemplo 3.12. Dada una relacion R(yl, y2) llamando a AddVar(r;) se obtiene la
codificacion de R (x1, x2, x3) = R(x2, x3)

AddVar(r;)
AddVary(0, tamr;r)
AddVarp(wi, tamr;r)

AddVary(p(;r),r;r)

r

C( P(p(; P(wi; tamr)); 1),
So(; AddVary(w, tamr; r)),
S:(; AddVary(w, tamr; r)))

6. rel_
Con la funcion rel_(n;) se genera la codificacion de la relacion de igualdad.

relz(n;) = rel_ (n,n;)
rel.,(0,n;) = 1
rel (wi,m) = rel_, (nwi,mrel_ (w,n;))

rel_, . (0,mn;2)
rel_,  (wi,mn;2z)

Z
C(; ones(P(w; n);) == ones(P(p(; m); n); ),
So(rel-, (W, m,n; 2),S:(;rel-, (w, m, n;2)))

baux baux
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7. Ofg

Se define la funcion or,g que devuelve la aplicacion del conectivo binario entre la
codificacion de dos formulas (q,r) que tienen las mismas variables y en el mismo
orden.

ore(Q,1;) = Orra, (PG A); 0, 1)
Orrg,(0;0,1) 1
Of ety (Wi; G, 1) C(; P(p(; P(wi; 0)); 0),
C(; P(p(; P(wi; r)); ),
Sof; Orre,(W; G, 1)),
S1(; orra,(W; 0, 1)),
S1(; or e, (W; 0, 1))

8. not;q

Se define la funcion not,y que devuelve la codificacion de la negacion de una rela-
cion.

nota(r;)
not,«, (0; 1)
NOt, ¢, (Wi; I')

Nnotre, (PG 1); 1)
1

C(; P(p(; P(wi; r)); 1), S1(; notra, (W; 1)), So(; NOtra, (W; 1)))

9. ObtenerRd

Se define la funcion ObtenerRel, tal que dada una relacion de aridad k, y un w que
representa los argumentos 1, ..., k—1 devuelve la relacion que define el argumento
K.
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ObtenerRel (0, w, tamr;r) =1
ObtenerRel(xi, w, tamr; r) =
C(; arg(n, p(; P(xi; tanr)); ) == argf~(n, w),
ObtenerRel(x, w, tamr; r),
C(; argh(n, p(; P(xi; tam)); ) == args*(n, w),
ObtenerRel(x, w, tamr; r), . ..
C( argl_,(n, pG; P(xi; tamr)); ) == argl-i(n, w),
ObtenerRel(x, w, tamr; r),
C( P(p(; P(wi; tamr)); r),
So(; ObtenerRel(x, w, tamr; 1)),
S:(; ObtenerRel(x, w, tamr;r))))...))

10. HayunUno

Defino la funcién HayUnUno que dada una relacion r que codifica R devuelve 1 si
y solo si R # 0, es decir si hay algiin uno en el nUmero que codifica la relacion.

HayUnUno(0; r)
HayUnUno(wi; r)

0
C(; P(p(; P(wi; r)); 1), HayunUno(w; r), 1)

3.3. ldea de Construccion del Programa

Ahora, para construir el programa en B se construyen las funciones necesarias para cada
subformula, de acuerdo a las reglas aplicadas. Es decir, realizando induccion sobre la
ultima regla aplicada.

Asi como esta definida una codificacion para las relaciones, se utilizara esta misma forma
de codificacion para las subformulas. Entonces si una formula ¢ depende de X, ..., X,
X1, ... X, la funcion en B que caracteriza ¢ devuelve un nimero que en cada lugar vale
1 si y solo si evaluando en los distintos Xy, ..., X, X1, ... Xj la formula se satisface, y 0
en caso contrario. En el caso de que la formula no tenga variables de primer orden libres,
devolvera 10 cuando no se satisface, y 11 en caso contrario.

Las reglas son las siguientes:

= —— conRunarelacion de aridad ky ty, . . ., tk ttrminos.
R(t1, ..., %)

o1



En 3.4.1 se construye la funcion correspondiente.

= ——— con X una variable de segundo orden.
X(ty, ..., t)

En 3.4.2 se construye la funcion correspondiente.

th=1
En 3.4.3 se construye la funcion correspondiente.

i
W
En 3.5 se construye la funcion correspondiente.
v @
YV
En 3.6 se construye la funcion correspondiente.

¥
Axyr
En 3.7 se construye la funcion correspondiente.

_v
[ FPxxy]y
En 3.8 se construye la funcion correspondiente.

Recordar que para el conectivo (A) y para el cuantificador (V):

A ¢) = ~(=y v —9)

(Yxy) = =(3Ax—y)

3.4. Formulas atbmicas
3.4.1. Formula definida mediante un simbolo de relacion del vocabulario

Para la formula ¢ = R(ty, . . ., t) se realizan dos pasos:
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1. Constantes

El objetivo es obtener una nueva codificacion de la relacion en la que ya esté reali-
zada la instanciacion en los terminos que son constantes.

Sean iy,...,in tal que para todo s € {1,...,h},ti, es un simbolo de constante, y
Mm<nN=imn<ip.

Sea w tal que r,, es la codificacion de la relacion R

s Sih>0
Se defineconk’ = k—-h

K .
f%Ctes(n, M,...5rmC1, C; Xy ... » Xs)

EvalConstf™™(.. . (
EvalConst<!

lh-1

EvalConst (rw, n, t,),
n, tih—l) ...), N, til)
» Sih=0
Se define con k' = k
fXctes(M M1 M €1, G X1, - Xs) = Ty
2. Variables repetidas
Mediante la funcion f, ctes Se obtiene la codificacion de una relacion R’ de aridad k'
gue no se va a instanciar en constantes pero puede suceder que dos de las variables
deban tener el mismo valor. En ese caso sea D = {(iy, j1),...,(in, jn)} €l conjunto
de los pares que deben tener iguar valor (con (iy < j{Vt)y (U< v = j, > jy)). Por
ejemplo para R(x,y,z Y, X), D = {(1,5), (2,4)}.

= Sih>0:
Para cada par se definen las funciones

1K _
fsv,’Rep(n’ 1.5 m, C1, G5
Xiyenns Xs) =
EvalVar_; (n,So(;n).n;
fslo(,lctes(n’ M1, Fm CL, G X, ey Xs))
K- ,
f;,REpl(n’ r1,..., m, C1, Cp;
XiyenosXs) =

EvalVarfZj, (n“7%, So(;n“ ). m;

i2=]2
1K .
forep(MT1s -+ - Tm, €1, G X, -, Xs))
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Y asi sucesivamente hasta llegar a:
hk'-h+1 . —
ftp,Rep " (n, rl, .. -,rm’ Cl,cll X]_’ ey XS) -
EvalVar{ - (=", So(; n""), n;

h-1k ~h+2 .
fomen (N1, T, G, G X, e, X))

Por Gltimo se define

fgo,Rep(n’ r17 ey rm’ Cla Cla Xla ey XS) =

hk-h+1 .
f¢,Rep+ (n, rl’ ceey rm, C]_’ Cl; Xl, LRI ) XS)

m Sih=0;:
Se define

f¢,Rep(n, rl, ) rm, Cl’ Cl; Xl, ) XS) =

K .
st,Ctes(n’ M,...5fm C1, G5 Xg, - o, XS)

Por Gltimo, se define

fo(Nre, .o Fm, €1, Gy X, .oy Xs) =
forep(N,T1, ..., 'm, C1, G Xa, - . .5 Xs)

3.4.2. Formula definida a partir de una variable de segundo orden

Para la formula ¢ = X(t1,...,t) la idea es igual a 3.4.1, pero en lugar de definir f, ctes
usando r, se utiliza la variable que representa a la codificacion de la variable de segundo
orden X

Es decir,

s Sih>0
Se defineconk’ = k—-h

EvalConstf™"™(.. . (
EvalConstf?

EvalConstf (X, n, t;,),
n, tih_l) s )’ n, til)

Kk’ .
f¢,Ctes(n, rl, R rm, Cl’ Cla X]_’ s XS’ X)
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» Sih=0
Se define con k' = k
fX s M1 P, €1, G X, -, Xs, X) = X

Mas alla de esta particularidad, la eliminacion de las constantes y variables repetidas es
exactamente la misma idea (ver 3.4.1).

3.4.3. Relacion de igualdad

En este caso nuevamente se sigue la misma idea pero en lugar de utilizar r,, como en 3.4.1
0 X como en 3.4.2 se utilizarel_(n;)

Es decir,

= Sih>0
Se defineconk’ = k—-h
f</|>(:Ctes(n, r17 RS rm, Cla Cl! Xla ceey XS) = Evalc:ongllj_h*'l(. M (
EvalConst{”(
EvalConstf (rel_(n; ), n, ),
n, tih—l) .. .), n, til)
s Sih=0
Se define con k' = k

fXctes(M M1 Fm, €1, G X1, -, Xe) = rel_(n))

3.5. Negacion

Para ¢ = —, siendo f,(N,r1,...,rm, C1, C; X1, ..., Xs, X1, ..., X;) la funcion que devuelve
la codificacion de la formula definida por ¢ (que depende de k variables de primer orden),
se define:

f_,w(n,r]_,...,rm,C]_,q;X]_,...,XS,X]_,...,Xt) =
NOt; g1, (N°;
f(ﬂ(na rla ceey rma Cl7 Cl!
Xl,...,Xs,Xl,...,Xt))
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3.6. Disyuncion
Para la formula ¢ = ¢ Vv ¢ ya estan definidas las funciones:

w fy(Nr, .., rmCi,.o G X, ..., Xs, X1, - . ., Xg) Codifica la formula ¢ dependiendo
de svariables de primer orden.

w fy(nre,....fmCr,. .o, YL, .-, W Y, ..., Yy) codifica la formula ¢ dependiendo
de t variables de primer orden

Para definir la funcién se realizan dos pasos:

1. El primer paso consiste en agregar a la relacion que se obtiene de f, las variables
de f, que aln no estan, y lo mismo para f,.

Seaniy,...,iy € {1,...,t}talque y;, esunavariable de primer orden ¢ {xy, ..., Xs}¥]
Entonces se construye la extension de y a las nuevas variables:

= Siv>0:
Se definen las siguientes funciones:
Para j = 1:

frex(Mre,. ... TmCL,..., G
X1y vy Xeo Vigs X1y oo os Xg) =
AddVar,(n®, Sy(; n°);
fy(n,re,...,rm,C1, ..., Cp;
X, ..oy Xs,
X, ..., Xg))

Para j = 2:

frex(MrL, ... Tm Cu,. .., G}
le-.-7X57yi17yi2,xl,...,xsr) =
AddVar,(n®t, S(; n1):

fred(MrL, ..., TmCL. ... G
le ceey Xs,yil, X]_, ey XS’))
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y asi sucesivamente, para j = V:

fj,ext(n,rl,...,rm,cl,...,q; X1y - vy Xes Yigs-ovsYips Xs - o5 Xg) =
AddVar,(n®V1, So(; sV Y;
fyroe(M T, ... fm C.. ., G
XisenesXss YigsevosYipgs Xty ooy Xg))

s Siv=0:;

fret(M T, .. Im,C, ..., G}
Xiy..orXg) =
fy(n,re, ..., rm, C1, G
X1y ...y Xs)
2. Ahora se agregan las variables de segundo orden.
Sean {iy,...,Iy}talque paratodot e {1,...,V'}, Y; & {Xq,..., Xs}
Se define

flﬁ,ext(n’ rl’ cees rm’ Cl’ cees Cl;

Xl,...,Xs,
yil,---’yi\,,
X1,y Xes
Yi]_a"'aYiV/) =

fred(Mre,. .. mC1,....C;
Xla"'aXSayila---,yiv,X]_,...,XS/)

3. De igual manera se define la extension de ¢, obteniendo

fred(Mre, o TmCr e s G YL e Yo Xigs oo X Yooy Yo, Xips o0, Xi,)

4. Luego se reordenan las variables de primer orden de f, ¢ componiendo la funcion
SwapVar todas las veces que sea necesario para que queden en igual orden que
fsext-

o.ext

Con este paso se obtiene:

fw,ordenl(n, rl,---,rm,cl,---,CI;Xl’---,Xs,yil’---’yi\,,Yl,---,Yt’,Xil’---’XiW,)
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5. Se reordenan las variables de segundo orden, tomando en cuenta que algin Y; puede
ser igual a algn X;

f:p,ordeng (n7 rla ey rm, Cla ey C|1

Xl,---,xs,
yila---ayivy
Xl,---,xs”
Yo oY) =

fw,ordenl(n’ rla ey rm, Cla ey C|1
Xla"'aXSayily---yyiva
Yl’---’Yt”Xila"',XiW/)

De esta manera las funciones correspondientes a las subférmulas que se compor-
tan como operandos de la disyuncion reciben los mismos argumentos en el mismo
orden.

6. Por Gltimo

fyve(N, 1, ..., M, C1, ..., G

X]_, ceey Xs,

yil’ .. -,yi\,,

Xty .0y X,

Yi17'--7YiV) =

Or'ret, (N*; fyorden, (N T2, .o, T, €, ., G
X]_, ceey Xs,
yil,' . -,yi\,,
X1, ... Xg,
Yi]_7 . -7Yiv)9
f¢7,ext(n’ rl’ cees rm’ Cl’ cees Cl;

X]_, ceey Xs,
Yies o5 Yies
X1, .00y Xg,
IR%)

58



3.7. Cuantificador existencial

Para la formula ¢ = Ax,y, con la formula
fu(Nre, . rm Cyeo o, G Xy, Xy X,y en, Xy)

correspondiente a ¢ que tiene svariables libres, se definen las siguientes funciones:

= Si X, € free(y) entonces reordenamos para que X,, sea la Gltima variable libre:

fyora(Mre, ..., MmC1, ..., G
Xis ooy Xw=1s Xsy X1 - - -5 Xs—1, Xws
X1y, Xg) =
SwapVary, ¢ (n° Se(; n°), n;
fu(Nre, .o rm, Crye o, G Xy ey Xy X, .0, X))

Utilizamos la siguiente funcion auxiliar que genera una nueva relacion evaluando
para cada elemento del dominio.

1

C(; HayUnUno(p(; Obtener Rel (tamr, w; r));
Obtener Rel (tamr, w; r)),
So(; fo, (W, tamr; r)), Sy(; f,, (W, tamr; r)))

f,, (0, tamr; r)
fe, (Wi, tamr; r)

Tomando Y1, ...,Ys = X1, ..., Xw_1> Xs» Xws1s - - - » Xs_1, Xy definimos la siguiente fun-
cion para representar el cuantificador existencial:

fo(n,re,....rm,C,..., G
yla"',yS—l’Xl’---’XS') =
1 . .
f(pb(ns_ ’ns’ f,p’ord(n, rla cee rm, Cla .. 'aC|1yla .. 'ayS—J.’O, Xla .. 'aXS’)

fo(nre, .o fm, Gy, G X,y X, X, o0, Xe) =
f(n e, o M, Crye G X, X X, e, Xy)
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3.8. IFP

Si la formula esta dada por: ¢ = [I FPx xy/]t

Entonces existe una funcion f,(n,ry, ..., Cr,....C; X, ..., X, X1, ..., Xg).

= Si X no es una variable libre de ¢ entonces se define:

fo(n I, oo fm Gy, G X, X, X, oo, Xg) =
fu(Mre, . rm Cryee G X, e, Xy X,y .0y Xy)
= Si X es una variable libre de i, entonces existe w tal que X,, (argumentos de f,)

representa Xy iy, ..., Ik tal que X, ..., X, aparecen libres en ¢ y son argumentos
de f,.

Entonces se modifica el orden de las variables de segundo orden, dejando la que
queda ligada en ¢ al principio.

f,Z(n’rl’---’rm’Cla---’Cl;Xla"',XS,XW’X].’"',XW—].,XW+1"'-’XS')

Seayi, ...,y las variables incluidas en {xi, ..., Xs} tal que Xy & {Yy1,..., Y1}y X, ¢
{y1,..., Y} paratodo j.

Luego se modifica el orden de las variables de primer orden para que queden al
principio aquellas que quedan ligadas en ¢ usando la composicion de SwapVar. Se
obtiene de esta manera:

flﬁ,Ol’d(n’ rl,"'arm’cl,"',cl;Xil,"',Xik,yl"'-’yt’xw,xl,'"9XW—1’XW+1,"'9XS')

Entonces se define:

fo(nre, .. rmCoe s, G YL -, Vo) = FEC,(Sa(s expe(n; ), pad(expu(n; ); 1); i, ..., Vo)

Observar que con expk(n;) se obtiene la cota de la cantidad de iteraciones con
las que se llega al punto fijo, y con pad(expk(n;); 1) se obtiene la relacion inicial:
X =0.

Se describe a continuacion la funcion rec, que va a simular las aplicaciones de la
funcion F¢

ModificarRel(p(;rel),0,rel; vy, ...,y rel)
ModificarRel(p(; rel), wi, rel;
Y1, Y rec (W rel ys, . ..o W)

rec,(0.rel;y1,.... %)
rec, (wi, rel; yi, ..., y)
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Modi ficarRel,(0, w, tamr;yy, ...,y rel) =1
Modi ficarRel ,(xi, w, tamr; y;, ..., %, rel) =
C(; P(p(; P(xi; tamr)); rel),
CG fyora(nra,...,rm,Cy,...,0Cp;
argk(n, p(; P(x; tamr)); ),
args(n, p(; P(xi; tamr)); ),

;'irgt(n, p(; P(xi; tamr)); ),

yla ceey yt)9
So(; Modi ficarRel ,(x, w, tamr;

yl’ .o ,yt’ rel)),
Si(; Modi ficarRel ,(x, w, tanmr;

yl’ .o ,yt’ rel)))

Luego con t se realiza la instanciacion en las constantes y variables como en 3.4.1 para
obtener la codificacion de una formula que depende de variables (y no constantes) todas
distintas.

3.9. Funcion principal
A partir de la Gltima regla aplicada en el arbol de formacion de la formula se tiene:
fo(nre,....MCr,...,Cp5)

Esta funcion —como las definidas anteriormente— devuelve un nimero que codifica la
formula, en este caso con cero variables libres. Los dos resultados posibles son 10, 11 (re-
cordemos que el uno inicial forma parte de la codificacion de las relaciones para no perder
su longitud). Evaluando el Gltimo digito de este resultado, obtenemos si la codificacion
de la estructura pertenece o no a la clase % en cuestion.

Entonces, se define como funcion principal del programa:

frain(M,re, ... e C1, .. 0 ) = last(; fo(n,re, ..., Cr, ... G1 )
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Teorema 3.13. Para cualquier vocabulario 7y formula ¢ € FO(I FP) existe una funcion
f € B tal que paratoda r-estructura A

AEgpsysolos f(bin(A);) >0

Demostracion. Por induccion en la construccion de la formula, siguiendo las secciones
3.4.1,3.4.2,3.4.3,3.5, 3.6, 3.7, 3.8 y mediante la definicion de f4n, Se obtiene la funcion
tal que

A E @ siysolosi frgin(bin(A);) >0

O

Corolario 3.14. Toda clase de estructuras que se puede determinar por una formula en
FO(I FP), puede determinarse por una funcion en B, esdecir Troqep) € 7.

Teorema 3.15. Para toda clase de estructuras, se puede determinar por una formula en
FO(IFP) si y solo si puede determinarse por una funcion en B.

Demostracion. Ya demostramos ambas inclusiones:

m TgC T[:o(”:p): Ver 2.23.
L] Tpo(n:p) C Tg: Ver 3.14.
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4. ExtensionaFP

Para extender la equivalencia de los problemas de decision a problemas que representan
funciones computables en tiempo polinomial (FP), se presenta a continuacion la idea de
Query en FO(IFP) (Ver [IMM/98]).

Definicion 4.1. Se define Query como una funcién
| : o-estructuras — r-estructuras

de o-estructuras en r-estructuras donde | es polinomialmente acotada, es decir, existe un
polinomio p tal que para toda o-estructura A: |1 (A)|| < p(Il-A|l).

Entonces se extiende la idea de First Order Queries presentada en [IMM/98] a FO(IFP).
Parat={(Ry,...,Rn,C1,...,C):

I :<¢0a§01a"-a¢mawla'--aw|>

Con ¢, y; € FO(IFP)[o] Vi, |

Entonces, si A es una o-estructura, 1(A) es una r-estructura definida de la siguiente ma-
nera:

1(A) = (1AL RD, .. R ¢y

El dominio de 1(A) se define a partir de la formula ¢, que pertenece a FO(IFP):

(A = (B, ...,BYA E @o(0h, . ..., DY)

Luego, para cada relacion se tiene con ¢; una formula que pertenece a FO(IFP)[c]:

R = ((bt, ..., 0, ... (b, ..., b)) € I(A)FIA E @i(bl, ..., bE))

Por Gltimo, para cada simbolo de constante se puede definir un elemento en | (A) mediante
las formulas 4, . .., ¥, € FO(IFP)[co]:

¢ = el Gnico (b',.... 0% € |I(A) tal que A k= (b, 0"
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Para cada una de estas formulas se construye el programa en B tal como se present6 en la
seccion 3y utilizando las funciones que representa las relaciones y constantes se obtiene
la funcion | (ver B € FO(IFP) (\Ver seccion 2))

Ejemplo 4.2. Sean o = (N', S2, <2, min®, max®), = = (R, carry?, S2, <2, min°, max®) los
vocabularios que intervienen en el problema.

Una o-estructura (A representa un nimero en binario(N) de longitud |A|.

Por ejemplo, para representar el 10110:

A A
A = (A, NA, SA <A min, max)
con A = {0,1,2,3,4}, N = {(1),(2),(4)} y SA <A min®, max” se interpretan como se
espera con las estructuras ordenadas.

Se obtendra mediante una Query | un nimero en binario representado por R= N+ 1y
la constante carry valdra 1 si y solo si el resultado de incrementar en uno N tiene n+ 1
digitos en base n = ||Al|.

Entonces, conk =1

@o(X) = true

Carry(X) = x> 0 A Vy(y < x — N(y))

Se define ¢; tal que vale ¢;(X) si la posicion x vale uno en el resultado de sumarle 1 a N

e1(X) = (N(X) A =Carry(x)) v
(=N(X) A Carry(x)) 9

Para la constante de carry: si en el bit de la posicion n— 1 se genera carry, es decir se va a
necesitar un bit mas, entonces v, vale para X = 1, sino vale para x = 0
vi(X) = (Carry(max) A x=1)Vv
(=Carry(max) A x = 0) (10)

Observar que ¢o, @1 Y ¥ pertenecen a FO(IFP)[o], entonces para cada una de estas
formulas existe un programa #,, P1 y Q1 que devuelven 1 siy solo si se satisfacen en la
estructura para cierto input.
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De igual modo, dadas las estructuras presentadas previamente, y teniendo los programas
que corresponden a cada una de las formulas, utilizando lo presentado en la inclusion
BCFO(IFP) (Ver seccion 3) se obtienen las formulas que pertenecen a FO(IFP)[o] que
definen la Query.

Teorema 4.3. Los modelos de complejidad FO(IFP) y B son equivalentes en su carac-
terizacion de FP. Para toda Query definida a través de un conjunto de s programas en
B, existe una Query equivalente definida mediante s formulas en FO(IFP), y para toda
Query definida mediante s formulas en FO(I FP) existe una Query equivalente definida a
través de sprogramasen B.
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5. Trabajo futuro

En esta tesis fue presentada la demostracion de la equivalencia entre dos caracterizacio-
nes de PTIME: FO(IFP) y la clase B. Esta idea se puede extender para demostrar la
equivalencia entre otras clases de complejidad.

Algunos ejemplos de distintas caracterizaciones que tienen las clases de complejidad son
las siguientes:

LOGSPACE

e La caracterizacion algebraica presentada en [BEL/92], que es similar a B pero
sin la funcion inicial S,.

e FO(DTC) - lalogica de primer orden con la clausura transitiva deterministica.
e BC_ (Ver [NEE/04]).

Otras caracterizaciones de PTIME - se basan en entender las demostraciones como
programas.

e Light Linear Logic (Ver [GIR/95]).
e Soft Lambda Calculus (Ver [BAI/03]).

s NP

e X1 - las formulas de segundo orden de la forma 3X; ... Xmy donde ¢ es una
formula de primer orden.

PSPACE

e FO(PFP) - la logica de primer orden con punto fijo parcial.
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6. Conclusiones

Una clase K de r-estructuras pertenece a PTIME si existe una méaquina de Turing deter-
ministica M, de complejidad temporal de orden polinomial, tal que M decide la perte-
nencia de las 7-estructuras a la clase.

En 1964, A. Cobham present6 un algebra de funciones que caracteriza PTIME. Con este
algebra, no es necesario hallar la funcién ty, que devuelve la cantidad de transiciones
de estados que se realizan en una maquina de Turing. Esto permite que sea mas legible
el problema de decidir la pertenencia a una clase de r-estructuras. Sin embargo, en este
algebra de funciones, hay que mostrar cada vez que se utiliza el operador de recursion,
que la longitud del resultado se encuentra acotada por una funcién perteneciente a la clase.

El algebra de funciones presentada en 1992 por S. Bellantoniy S. Cook agrega restriccio-
nes sintacticas para prescindir de mostrar cotas en la recursion.

En 1974, R. Fagin muestra la equivalencia entre FO(IFP) y PTIME. Con este resultado,
comienza a desarrollarse la Teoria de la Complejidad Descriptiva. La existencia de una
formula ¢ € FO(IFP) que caracteriza una clase de r-estructuras K es equivalente a la
existencia de una maquina de Turing deterministica de complejidad temporal polinomial
que decida la pertenencia a la clase K.

La demostracion presentada en esta tesis utiliza como modelos de PTIME, laclase By la
l6gica FO(IFP). Al no utilizar maquinas de Turing, obtenemos la equivalencia en com-
plejidad como la equivalencia en las clases de 7-estructuras que pueden ser determinadas
por funciones en B o formulas en FO(IFP).

Una clase K de r-estructuras es determinada por una formula ¢ € FO(IFP) si para to-
da r-estructura A: A € K © A E ¢. Para obtener una funcion f € B que determine
la clase K hubo que encontrar una manera de representar las estructuras como elemen-
tos del dominio de f, es decir, elementos en Nj. Para esto, presentamos una funcion de
codificacion bin(A) inyectiva, que nos permite representar las estructuras como nimeros.
También utilizamos esta idea para representar las subférmulas de ¢ como nimeros.

Por otro lado, una clase K de r-estructuras es determinada por una funcion f € B, si para
toda r-estructura A: A € K & f(bin(A);) > 0. Para obtener una formula ¢ € FO(IFP)
que determine la clase K hubo que encontrar una forma de representar las funciones
sobre los numeros en FO(IFP). Demostramos en esta tesis una cota polinomial en el
cardinal del dominio de la estructura para la salida de las funciones en B, y utilizando esta
cota presentamos la representacion de los nimeros y resultados de las funciones como
formulas. Para llegar a esta representacion, primero se evaluo6 la posibilidad de utilizar
una representacion en base n = ||A|| de los nimeros, pero no existe una cota polinomial
para poder representar la codificacion de la estructura en base n.
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Hemos utilizado, tanto para la representacion de las relaciones con nimeros como para la
representacion de los nimeros con formulas, que las estructuras son ordenadas. Todos los
resultados presentados no valdrian sin esta hipotesis. Sin embargo, es razonable trabajar
con estructuras ordenadas, ya que al trabajar con problemas computacionales de modelos
finitos, necesitamos hallar un isomorfismo con una estructura cuyo dominio esté dado por
{0,...,n—-1}.

La diferenciacion entre variables safey variables normal fue utilizada para hallar una cota
polinomial de la longitud del resultado de las funciones. En las formulas en FO(IFP) las
relaciones que representan las variables son utilizadas indistintamente.

Para expresar el operador de recursion en FO(IFP), utilizamos el hecho que la cantidad
de pasos que se realizan es la longitud del primer argumento (acotada por n). Gracias
a esto pudimos utilizar d variables para representar cada paso de la recursion. Ademas,
representamos el resultado en cada paso con los bits que estan en uno. Si el resultado
en algln paso p es cero, no habria ninguna tupla para p en el punto fijo inflacionario.
Para evitar este problema agregamos una variable adicional que representa el cero como
resultado.

Para la demostracion de BCFO(IFP) introdujimos la nocion de programa en B que nos
permiti6é formalizar la dependencia entre las funciones que intervienen en la decision de
una clase de estructuras.

La funcion principal de un programa # en B que decide una clase de r-estructuras %,
siempre es evaluada en la codificacion de alguna estructura A. Esto implica que podemos
acotar el tamafio de la salida de la funcion por n®. Extendimos este resultado a todas las
funciones que intervienen en la decision.

Para mostrar la inclusion de FO(IFP) en B codificamos las relaciones y todas las subfor-
mulas como nameros en Ny. Hemos definido funciones que actian como transformacio-
nes de relaciones para representar los distintos conectivos y cuantificadores l6gicos. Para
obtener la disyuncion entre dos formulas, hubo que generar codificaciones auxiliares de
formulas que tuvieran los mismos argumentos en el mismo orden.

La equivalencia de B y FO(IFP) en FP se realiza como una extension a la equivalencia
ya definida para problemas de decision, introduciendo la definicion de Query en FO(IFP)
y tomando cada formula o funcion interviniente.

Con la formalizacion de la inclusion de la clase B en la logica FO(IFP) y la inclusion de
FO(IFP) en B, se concluye que dada una estructura ordenada A con universo finito, una
propiedad se puede expresar en B si y solo si se puede expresar en FO(IFP). Si B carac-
teriza a una clase de complejidad temporal C dada por O(f(n)) y FO(IFP) caracteriza a
una clase de complejidad temporal C’ dada por O(g(n)) con la definicion presentada en
1.3.7, entonces C = C".
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