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Optimizacion discreta, el problema de Waring
y el método de Hardy - Littlewood

Edward Waring afirmé en el afio 1770 (sin prueba alguna, por supuesto) que “todo niimero (natural)
puede ser representado como suma de cuatro cuadrados, nueve cubos, diecinueve bicuadrados, etc”.
Ese curso esta principalmente dedicado al significado de la expresion “etc” (la cuestion si diecinueve
bicuadrados alcanzan sique estando abierta).

El problema (conjetura) de Waring es el siguente enunciado: “para todo exponente d > 2 existe
un entero s tal que todo niimero natural N puede ser representado de la forma

N=zd4...4+2%con zy,...,2, EN. (1)

Hilbert demostré en el afio 1909 la certeza de dicho enunciado. Hardy y Littlewood (basindose en
un método probalistico de Hermann Weyl) probaron en el afio 1920 una versién cuantitativa de la
conjetura de Waring afirmando que para s > d29~! 4 1 para N suficientemente grande la ecuacién
(1) tiene asintéticamente N #~! soluciones en IN°.

El curso estd centrado en el método desarrollado por Hardy y Littlewood para demostrar la afir-
macién arriba mencionada y no en el problema de Waring propriamente dicho (el problema en
si mismo representa meramente una curiosidad matematica, como la conjetura de Fermat y otras
afirmaciones que sirven a los matematicos para matar el tiempo).

Un analisis pormenorizado del método (“del circulo”) de Hardy y Littlewood da el siguiente enun-
ciado (debido a Wolfgang Schmidt en base de algunas ideas de Harold Davenport):

sea F' € Z[X4,...,X,) una forma de grado d > 2 con s >> d. Si la variedad real definida por F'
tiene dimension (méximay tipica) s —1 y si la complejidad de evaluar F' con un circuito aritmetico
en Q (Xi1,...,X;s) es “alta” (del orden dd+n("5%7)) entonces el cubo [0, P]* N Z* contiene un
nimero de soluciones de la ecuacién F' = 0 del mismo orden que J(F)S(F)P*~¢, siendo J(F) > 0
y S(F) > 0.

Los invariantes J(F') y S(F') fueron introducidos por Hardy y Littlewood y se llaman integral
y serie singular de polinomio F' respectivamente. El invariante J(F') codifica las propriedades
combinatorias de la forma F' y se caracteriza analiticamente (en el caso del problema de Waring
el integral singular se espresa en terminos de la funcién Gamma) mientras el invariante S(F)
codifica las propriedades aritmeticas p-adicas de F'. En otras palabras los invariantes J (F') y S(F')
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expresan un “principio de Hasse” donde J(F) corresponde a la valuacién arquimediana y S(F) a
las valuaciones no arquimedianas.

El interes para la optimizacién discreta de ese desarrollo del método del circulo de Hardy y Little-
wood no requiere explicacién. Son justamente los polinomios de bajo grado d con muchas variables
(s >> d) que son tema de la optimizacién no lineal discreta.

El curso finalizara (en la medida que hay tiempo) con dos perspectivas de tipo “aplicacién practica”
de la geometria diofantica:

i) se demostrard que las expresiones eliminantes que occurren en una gran variedad de aplica-
ciones del célculo simbdlico a sistemas de ecuaciones algebro-diferenciales de la automatica,
de quimica de bajas concentraciones, de robética etc son sorprendentemente uniracionales
y tienen por lo tanto muchas soluciones racionales. Se estableceran medidas cuantitativas
para medir la cantidad de soluciones racionales y se tratard de sacar conclusiones sobre la
complejidad de representacién de dichas expresiones en estructuras de datos apropriadas.

ii) Se demostrard que en cierto sentido la programacién mixta (discreta-continua) con restric-
ciones polinomiales cuasiconvexas tiene complejidad polinomial. Se discutiran las limitaciones
de tal enunciado.

El curso tendra en su mayor parte un nivel absolutamente elemental. No se requieren conocimientos -

de matemética que superen el primer afio de formacién en la carrera de computacién. Sin embargo
el curso serd muy exigente con respecto a la asistencia, el esfuerzo y la disciplina de trabajo para
quienes quieren seguirlo. Conociemientos superiores de matematica no facilitaran para nada su
seguimiento.

A parte de sus aspectos informaticos ya mencionados el curso servira tambien como una intro-
duccién motivada a la teoria analitica de numeros y a la geometria dioféntica.

Literatura: [8], [6], [9], [4], (2], [3], [7], [1], [5]
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