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PROGRAMA DW FUNCICNES REBALES I
2° cuatrimestre 1965

Dr.Mischa Cotlar

Conjuntos y Funciones caracteristicas.

a) Algebra de conjuntos: Definiciones. Identidades fundamentales. Operaciones
Propiedades de la diferencia simétrica. Reduccién a sumandos disjuntos.

b) Funciones caracteristicas: Punciones. Operaciones con funciones caracteris-
ticas. Limites de funciones y conjuntos.

¢) Conjuntos equivalemtes. Numerabilidad: Indices. Sucesidén. Subsucesidn.
Axioma de eleccion. Potencia. Conjuntos numerables. Pétencia del continuoce

d) Aplicaciones de conjuntos. Comparacidn de potencias: Aplicaciones entre
conjuntos. Composicién de aplicaciones. Imagen inversa. Relaciones. Compara-
cién de potencias: Teorema de Bantor Bernstein. Corolario. Teerema de Cantor.

Ndmero real.

a) Concepto de continuidad segin Dedekind: Introduccidn. Conjuntos abstrac—
tos. Conjuntos ordenados. Densidad mdxima. Conrtaduras. Continuidad y comple~
titnd: teorema.

b) Nimeros realss. Limites y extremos: Definicién de mimero real. Teorema de
continuidad de Dedekind. NUmeros impropios . Limites. Series. Caracterizacidén
de los extremos. Limites de oscilacidn.

¢) Principio de encaje: Clases contiguas. Principio de encaje de Cantor. Apro-
ximacién por decimales. Convergencia de conjuntos. Didmetro de un conjunto.
Principio de encaje para conjuntos.cualesquiera. Teorema de Cauchy-Bolzano.
Aplicacidén a series. la completacidn de Cantor.

Espacios Métricos y Buclideos. :
a) Ejemplos de espacios métricos: Definicidén de métrica discreta. Métricas

equivalentes. Métrica euclidea. M&trica uniforme. Espacio C([ﬁ,é]) de las
funciones continuas con la métrica del sup. Semdo métricas. Convergencia.

- Espacio de funciones reddesn ¥y acotadas con métrica del sup.

b) Espacios métricos completos.

Definicidén y ejemplos. Sucesiones fundamentales. Principio de encaje y com-
pletitud. Sucesiones equivalentes. Conjuntos densos. Definicidn de isometria.
Completacidn. Teorema de Cantor-Hausdorff. Teorema de Baire. Defimicidn de
categoria. Principio del punto fijo.

¢) Topologfa de eapacios métricos.

Puntos interiores y adherentes. Clausura, interior. Abiertos, cerrados. Pro-
piedades bdsicas. Punto de acumulacidén. Derivado de un conjunto. Propiedades.
Punto aislado. Fronteras. Conjunto denso en si. C.perfecto.

Compactos.

Conjuntos a interseccidén finita. Conjuntos todialmente acotados. Teorema de
Riesz-Hausdorff. Corolarios. Principio de Cantor. Teorema de Borel. Lebesgue
Definicién de conjunto compacto. Propiedad de Bolzano~Beierstrass. Condicio-
nes de compacidad: Teoremas. Dafinicidn de conjuntc cendicionalmentec compacto.
Aplicaciones 4 Heine Borels Cantor. Sucesiones y conjuntos en ER. Punto de
aglomeracidn. Aplicacién a 1.
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V. Conexidén y Separabilidad: 1
a) Definicién de conjunto conexo. Teoremas. Abiertos en E . Acotados ¥y cerrados
en BL, Ternario de Cantor: definicidén, es perfecto y nunca densos tiene la
potencia del continube Condicidn para que un conjunto cerrado y acotado sea
perfepnto. Cerrados en BR.
b) Condiciones de numerabilidad. Definicidn de espacio separable. Propiedad de
Lindeldéf, Puntos de condensanién. Corolario de Weierstrass. Teorema de Cantor-
Bendexou. ;

VI.Propiedades de funciomes continuas. Definicidén de funcidén continua en un punto
Definicién de aplicacién continua. Tunciones continuas definidas sobre conjun-
tos abiertos y cerrados. Funciones continuas definidas en compactos. Teorema

“ de Weierstrass., Teorema de Dini. Teorema de Ascoliw Arzeld. Teorema de Stone-
Weierstrass. Primer teorema de Helly.

VII. Medida.
Nociones de semianillo, anilld, G-anillo, dlgebra, G-d1gebra, anillo y T-anille
generados. :
Taorfa de la medida exterior. Distancia asociada a cada medida exterior. Con jun
to completo respecto de una medida exterior. Eomjnmiexzompl et sy respeekaXd AX na
medida T-anillo condicional respecto de medida exterior .

Lema: Sea { = 3 A f CM  ysea & su clausura en M = a) $ completo resp
pecto de . . b) Si es un anillo = '$~es también anillo y mds alin_un T-ani
1llo condicional respeoto de )* . c) 5i @ es T-anillo, lo es también o

Definicidn de M aditiva, T-aditiva, Propiedad.
Vddidas elementales. Medida exterior asociada a una medida elemental. Condicho-
nes para que una medida elemdntal sea continua.
Definicidén de medida. Propiedades: teorema.
Teorema fundamental de extensidn. Medida generada por la medida elemental con-

T tinua. ‘

r Definicidn de conjunto despreciable. Definiciones de conjuntos medibles.

Medida exterior de Lebesgue. Conjuntos medibles de Lebesgue y de Borel.Teoremas
sobre conjuntos medibles Lebesgue. Condicories necesarias y suficientes para gue
un conjunto sea medible Lebesgue. Todo conjunto B de Borel es medible Lebesgue.
Confdicién necesaria y suficiente para que N sea despreciable. Ejemplo de Vitali
de conjunto no medible Lebesgue.

VIII,.Funciones MNedibles.
Definicién. Operaciones aritméticas y de paso al 1imite sobre funciones medibles.
Lema fundamental de funcién medible f>- 0. Funciones elementales y simples. Pro-
piedades bisicas. Definiciones de funcidn medible Borel, de funciones equivalen-~
tes. Teorema.sobrelfuncidén medible lebesgue. Definicidn de funcidn medible Baire.
Teorema de Tgoroff.

IX.Integral. a) Definicién de la integral de Lebesgue:

Suma de Darboux-Lebesque de f > C. Definicidn de integral de una f 2o0. Caso de
funciones elementales. Diferentes definiciones de integral. Lema de sucesiones
monétonas. Sumas de Lebesgue. Desigualdad de Thebichev.

b) Propiedades de la integral de Lebesgue: Teorema de Beppo-Levi. ler.teorema de
aproximacién. Si f(x) es integrable sobre A =5f(x) es finita en cash todos los
puntos de A, Linealidad de la integral. Teopema de la absoluta integrabilidad y
mayoracién. Teorema del valor medio. Teorema de la absoluta continuidad de la
integral indefinida. :
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¢) Teoremas sobre paso al limite bajo el signo de integral.

Teorema de Beppo-Levi.para series. Teorema de Fatou. Teorema de la T-aditividad
Teorema de Lebesgue de integracién de sucesiones mayofadas. Teorema de Weiers-
trass. Medida de Dirac. Integral de funcidén continua respecto a la medida de
Dirac. Medida correspondiente a una funcién de distribucidén en la
recta y medida de Stieliges.
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