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ONDAS DE ALFVEN DE GRAN AMPLITUD EN MAGNETOHIDRODINAMICA
CONSIDERANDO LOS TERMINOS INERCIALES DE LA LEY DE OHM

INERTIAL TERMS IN THE OHM’S LAW
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Las ondas de Alfvén incompresibles han sido detectadas en una variedad de plasmas espaciales y astrofisicos. Algunos
de estos plasmas pueden ser estudiados dentro del marco de la magnetohidrodindmica con condiciones extendidas. En
este trabajo se estudia la propagacion de ondas de Alfvén de gran amplitud en plasmas uniformes, cuando se tienen en
cuenta el gradiente de presion electrénica, los términos de Hall e inerciales de la ley de Ohm. En lugar de linealizar el
sistema de ecuaciones y desarrollar la perturbacién en ondas planas, se propone que satisfaga las condiciones de onda de
Alfvén. De esta forma, se encuentra una solucién que, en el limite cuando se desprecian los términos inerciales, coincide
con el resultado encontrado por Sallago y Platzeck (2004), para las ondas de Alfvén en la magnetohidrodindmica con
término de Hall.
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Incompressible Alfvén waves have been detected in a variety of space and astrophysical plasmas. Some of these plasmas
can be studied within the framework of magnetohydrodynamics with extended conditions. In this work, the propagation
of large amplitude Alfvén waves in uniform plasmas is studied, when the electronic pressure gradient, Hall’s term and
the inertial terms of Ohm’s law are taken into account. Instead of linearizing the system of equations and developing
the perturbation into plane waves, Alfvén waves conditions are imposed. In this way, a solution is found that, in the
limit when the inertial terms are neglected, coincides with the result found by Sallago and Platzeck (2004), for Alfvén
waves in magnetohydrodynamics with Hall term.
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I. INTRODUCCION

Las ondas de Alfvén pueden propagarse en todo tipo de
ambiente, tanto en los plasmas astrofisicos como plasmas
espaciales. En los plasmas astrofisicos se las postula como
una posible causa de fast radio burst en pulsars acompa-
fados por cuerpos pequefios [1] , o se las postula creadas
por perturbaciones cerca de la superficie de magnetares [2]
, [3]. En los plasmas espaciales las ondas de Alfvén han sido
medidas desde el siglo pasado por distintas sondas espacia-
les. Recientemente, Suliaman et al. (2024) [4] estudiaron
las mediciones de la sonda Juno al cruzar las alas de Alf-
vén (estructuras creadas por la superposicion de ondas de
Alfvén) producidas por la luna Io al orbitar en la iondsfera
de Jupiter, Romanelli et al. (2024) [5] las observaron en la
magnetdsfera de Marte por mediaciones de la mision MA-
VEN. También Huang et al. (2023) han estudiado las ondas
de Alfvén de gran amplitud en el viento solar registradas
por los instrumentos a bordo de Parker Solar Probe [6].

Por otra parte, cuando se estudian los fendmenos en plas-
mas dentro de la aproximacién magnetohidrodindmica, se
debe reflexionar sobre la importancia relativa de los térmi-
nos de la ley de Ohm generalizada [7] , ya que las caracteris-
ticas de algunos de los plasmas espaciales hacen necesario
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incluir los términos de Hall y de gradiente de presién elec-
trénica en la ley de Ohm [8], [9], [10]. También, Nahuel
et al. [11] ya han estudiado los plasmas con términos iner-
ciales, en el limite sin colisiones, siendo representativos de
diversos escenarios como por ejemplo en las proximidades
de la zona de reconeccién en la cola de magnetosfera terres-
tre.

Si se considera un plasma de hidrégeno totalmente ioni-
zado, que se mueve con velocidad V, no relativista, la ley
de Ohm generalizada resulta [7]

EVp,

E—i—VxB—%JxB—i—
a3 ()G
s ()G

= 0, 6]

donde o es la conductividad eléctrica, € = mi/e y ag =
eme/e. El tercer y cuarto término son los términos de Hall
y gradiente de presion electrdnica, el quinto es el término
resistivo y los dltimos cuatro, los términos inerciales. Priest
muestra que los términos inerciales son importantes solo si
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el tiempo caracteristico del problema a estudiar es del orden
del tiempo de colisién electrén-ién.

El sistema de ecuaciones de la magnetohidrodindmica cuan-
do se considera un plasma conductor perfecto ¢ — o en la
ecuacién (1), en ausencia de fuerzas viscosas y gravitato-
rias, estd compuesto por:

la ecuacién de continuidad

ap
Fy. = 2
5 TV (pV) =0, 2
la ecuaciéon de movimiento (que resulta modificada)
av
p {(%+(V~V)V] =—Vp+JIxB—ag (J-V)% N E))
la expresion de la solenoidicidad del campo B
V-B=0, “)
la ecuacién de induccién
B _v. { (V—"”J) x B+ ~Vp,
ot ep ep
a () J J
—ar | — [ 2 v Bvalhd
aE[at (p) N (p )VHV '
_m (J.V> J}} (3)
e \p p

El sistema de ecuaciones se completa con la ecuacion de
estado y una ley para la energia. Nétese que la ecuacion de
movimiento presenta un término adicional. Kimura y Mo-
rrison (2014) [12] , luego de realizar un andlisis de escala
de los términos de la ecuacién de movimiento, comentan
que quizds podria despreciarse este término considerando-
selo pequeiio frente a los otros y que esta accién llevaria a
la introduccién de efectos disipativos ficticios.

Por otra parte, Sallago y Platzeck (2004) [13] resolvieron
las ecuaciones de la magnetohidrodindmica con término de
Hall (HMHD), sin linealizar, para el caso en que las per-
turbaciones pueden identificarse como ondas de Alfvén de
corte en plasmas magnetizados con campos de fondo uni-
formes. Mostraron que, para que una perturbacién se propa-
gue sin deformarse, la densidad de corriente debe satisfacer
una condicién de proporcionalidad con su rotor, que en el
limite linealizado considerando ondas planas, corresponde
a que el campo de induccién magnética de perturbacion es-
té circularmente polarizado; la velocidad de grupo resulta
dependiente del pardmetro que cuantifica esta ¢ondicion de
polarizacién", y en el limite para término de Hall desprecia-
ble, coincide con la forma conocida de velocidad de Alfvén
sin término de Hall.

En este trabajo se muestra la existencia de ondas de Alf-
vén de gran amplitud en plasmas magnetizados con campos
de fondo uniformes, cuando se tienen en consideracion el
término de Hall, el gradiente de presion electrénica y los
términos inerciales de la ley de Ohm generalizada. En lugar
de linealizar el sistema de ecuaciones y desarrollar la per-
turbacidén en ondas planas, se le impondrd a la perturbacién
que satisfaga las condiciones caracteristicas de las ondas de
Alfvén de corte. Se muestra que en el limite cuando los tér-

minos inerciales resultan despreciables, la solucién coinci-
de con la descripta por Sallago y Platzeck (2004) [13] en
HMHD.

II. ONDAS DE ALFVEN

Supongamos que en un plasma con campos de fondo uni-
formes py, po, Vo, Bg, se propagan perturbaciones incom-
presibles como un paquete de ondas, esto es con dependen-
cia espacio temporal

flet)=fr=V), (6)

donde V;, es la velocidad de grupo que se propone sea de
la forma

V., = Vo —BoBo )

con 3y una constante a determinar.

También se propone que exista una relacion entre las per-
turbaciones en velocidad y campo de induccién magnética,
tal que

A\ Zﬁ()Bl + V¢, (8)

donde V¢ es un vector compensador.

Ademas, cuando se calcularon las ondas de Alfvén de
gran amplitud con término de Hall [13], resultaban propor-
cionales la corriente y su rotor, con factor de proporciona-
lidad b y, en consecuencia J; = bB;/u. Se pide que esta
propiedad se mantenga para las ondas de Alfvén cuando se
incluyen los términos inerciales de la ley de Ohm.

Por tltimo, debe existir una cantidad fisica que se con-
serve en la regién de perturbacién. Como puede verse de la
ecuacion (6), resulta que

/o1 =—V,.V. ©)

De la ecuacién de continuidad surge que una solucién po-
sible es que sea nula la perturbacién en densidad. En conse-
cuencia, la ecuacién de induccién (5) se simplifica pues el
término del gradiente de presién electrénica no influye en la
ecuacién de induccién. Debido a las ecuaciones (5) y (9) y
a que los campos de fondo son uniformes, puede escribirse

0B/dt =—(V,-V)B=V x (V, xB). (10)

Trabajando con la ecuacién de induccién resulta

Vx(VéxB):Vx{(V—ZZBl) xB

0 () (2 )

() () (8 )

up up
Teniendo en cuenta identidades vectoriales, usando las
relaciones (7) y (8), se obtiene

(1)
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Si V¢ = {By, entonces la ecuacién (12) resulta
b b?
VX{ ( —e—aEBO)Bl xBo}zo, (13)
up up
de donde se obtiene el valor de §
b b
§_£(1+meﬁ°>. (14)
up e

De la misma manera puede trabajarse la ecuacién de movi-
miento

Vp J

V-V).VI(V-V))=——L 4+ xB
(V=V))- V] (V=Ve) ==L+
J J
— —.V)=. 15
aE(p >p (1
Utilizando identidades vectoriales resulta
/ \% 7\ |2
[V (V=V)] < (V=V) + S [(V=Vy) [ =
—E—f—le aE{[Vx(J)}xJ}
p P p p
ag J 2
_jv‘(;)" (16)

Tomando rotor de la ecuacién (16), reemplazando la rela-
cién entre las perturbaciones en velocidad y campo de in-
duccién magnética y el valor de la velocidad de grupo, se
obtiene una ecuacién para hallar el valor de Sy:

Reemplazando en la ecuacion (7) se obtiene el valor de la
velocidad de grupo

- up e eb
Ve VO+B°{ (p e+b2%€ me) Lup
202
F\/ Zusp up H)”' e

Reemplazando en la ecuacidn (8) se obtiene la relacién en-
tre las perturbaciones en velocidad y campo de induccién
magnética

Vi= {Zup F\/

Para que se satisfaga la ecuacién (16), una cantidad fisica en
la region perturbada debe ser constante. Esta cantidad fisica
se identifica como £,

202 2
bre baE+1>} @1
4ﬂp up

P aEsz%

% =

P |BoB + By |*
po  2pgu? 2 '

(22)

Los términos inerciales traen como consecuencia que la ve-
locidad de grupo de las ondas de Alfvén es dependiente de
la constante de proporcionalidad b entre la densidad de co-
rriente y su rotor, como en el caso con término de Hall, y
de la cantidad relacionada con agr. Cuando no se tienen en
cuenta los términos inerciales, se reobtiene el valor de la
velocidad de grupo para las ondas de Alfvén en HMHD en
plasmas uniformes [13]. Ademas, a partir de la condicién de
proporcionalidad entre la densidad de corriente y su rotor,
tomando rotor en la ecuacidn (8) se obtiene una relacion
entre la perturbacién en vorticidad @ y la perturbacién en
densidad de corriente J similar a la que también existe para
las ondas de Alfvén en campos uniformes con y sin término
de Hall,

® = (Bo+S)ud

En el limite linealizado cuando se desarrolla la perturba-
cién en ondas planas, considerando Vi = 0, se obtiene la
siguiente relacién de dispersién

(23)

1 €b
o= (BO -k)
B3+ B~ —— =0, (17) (14b%de?) [Zup
Upo
b*di? (By - k)2
2702
reemplazando § i\/( 4 tbide” + 1> up 24
g2 (1+ 8752 me &b [3 ) (18) donde de y di son la profundidad de penetracién para
0 up e 0 Upo ' electrones e iones, respectivamente. Estas cantidades va-
len de? = me/(e*n ) = ap/(up) y di* = mi/(e*n u) =
El valor de f resulta €?/(up). Nétese que di >> de y, en consecuencia, la rela-
cion de dispersion toma el aspecto
By — up e —&b
(up e+b*e me) |2up «_ _ Onan 25)
(1+b%de?)
b2£2 b2aE i (19)
‘/ 4,up up ' donde wpg,; es el valor hallado para el caso HMHD ([13]),
con b*> = |k|?. Se obtienen dos casos limite, dependiendo
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de si b2de* < 1 0 si b*de? > 1. En el primer caso, resulta
ser Wy, que tienden a las ondas de whistler de la aproxi-
macién de plasma frio. En el segundo caso puede verse pa-
ra propagacion paralela al campo de fondo, que @* > Q; y
" ~ Q,, donde Q; y Q, son la girofrecuencia de los iones y
electrones, respectivamente. Como se trata de ondas que se
propagan en la direccién del campo magnético de fondo vy,
en el limite de plasma frio en ese intervalo s6lo se encuen-
tran las ondas electromagnéticas, se las cataloga también
como ondas whistler, de acuerdo con Zhang et al. (1999)
[14]. En estos valores de frecuencias, estas ondas han si-
do detectadas en las regiones de la magnetdsfera terrestre
donde es valida esta aproximacion, durante mediciones de
varias misiones espaciales, por ejemplo del "Magnetosphe-
ric Multiscale spacecraft"(MMS). Referencias de medicio-
nes de ondas con direccién de propagacién cercana a la del
campo magnético de fondo medidas por MMS, pueden en-
contrarse en el trabajo de Voros et al.(2019) [15].

La ecuacidn (24) es la misma relacién de dispersién que
obtienen Abdelhamid et al.(2016) utilizando una metodo-
logia Hamiltoniana [16]. Existen dos aspectos a remarcar
que diferencian los resultados de este trabajo y sus ante-
cedentes en [13] de los de Abdelhamid et al. (2016)[16].
Ellos [16] encuentran para el limite HMHD que solamente
se propaga la onda con polarizacién derecha, como sucede
con los whistlers en el limite de plasma frio. En contraposi-
cién, imponiendo las condiciones de onda de Alfvén, Salla-
go y Platzeck (2004) [13] mostraron que pueden propagarse
ondas con los dos tipos de polarizacion circular (ver, [13]).
También Abdelhamid et al.(2016)[16] afirman que los pa-
quetes de onda se deforman mientras se propagan, o sea que
se comportan distinto de los solitones. Sin embargo, a pesar
que estén presentes términos dispersivos, se pueden cons-
truir (a partir de soluciones linealizadas) paquetes de onda
que se propaguen sin deformarse, siempre que los vectores
de onda tengan el mismo |k|, como mostraron anteriormen-
te Sallago y Platzeck(2004) para la velocidad de grupo de
las ondas de Alfvén en HMHD [13].

En el caso que se encuentra en estudio en este trabajo, de
la ecuacién (24), tomando |k| como un valor constante, se
obtiene la velocidad de grupo independiente de la direccion
del vector de onda:

) 1 elk|
Vg:ka ||k|=constant€: (1+\k|2d62) [Z/Jp 0
By ( di2 )IBolz]
0 RS kPde2 +1) B2 | (26)
Bo| . Hp

Esta velocidad de grupo es la misma que la hallada en la
ecuacion (20), si la velocidad de fondo se toma igual a cero.

Finalmente, cuando no se tienen en cuenta los términos
inerciales, la velocidad de grupo y la relacién entre las per-
turbaciones en velocidad y campo de induccién magnética
toman los valores encontrados en la solucién con término
de Hall [13], la cantidad &2, en la ecuacién (22) se reduce
a la presion total generalizada &7* [13] que vale

1 eb
7 =L 4 1B+ =B,
2" T up

27
Po @7

Esto sucede porque § — eb/up y Po — a, donde la can-
tidad a proviene de la expresion para la velocidad de gru-
po de las ondas de Alfvén con término de Hall, V;,Hall =
Vo — aBy.

III. CONCLUSIONES

En este trabajo se estudia de manera analitica, la propa-
gacién de ondas de gran amplitud que cumplan las condi-
ciones de ondas de Alfvén de corte. Estas ondas son solu-
cion del sistema de ecuaciones de la MHD sin linealizar en
el caso especial en que se tienen en cuenta los términos de
Hall, gradiente de presion electrénica y términos inerciales
en la ley de Ohm. La velocidad de grupo depende de la ve-
locidad del plasma, del campo de induccién magnética de
fondo, del pardmetro b que realza la importancia del tér-
mino de Hall y de la profundidad de penetracién para los
iones y electrones. La perturbacién en densidad de corrien-
te y su rotor satisfacen una relacién de proporcionalidad,
como sucedia en el caso de ondas de Alfvén en la mag-
netohidrodindmica con término de Hall. Se encuentra que
estas soluciones corresponden a perturbaciones que se pro-
pagan como un paquetes de ondas, existe una relacién entre
las perturbaciones en velocidad y campo de induccién mag-
nética, y ademds existe una cantidad fisica que permanece
constante en la region perturbada. Cuando los términos iner-
ciales se desvanecen, la solucién coincide con la descripta
para las ondas de Alfvén de gran amplitud en HMHD por
Sallago y Platzeck (2004) [13].
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