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El propésito de este trabajo es emplear la divergencia de Jensen-Shannon para comparar espectros de
tamanos de gotas de nubes correspondientes a diferentes condiciones experimentales. Se analizan resulta-
dos de mediciones de laboratorio en los que se determiné el didmetro de gotas, producidas mediante un
nebulizador ultrasénico, sometidas a diferentes condiciones de movimiento dentro de una “caja de nube”.
Se considera en particular la tasa de disipacién de energia por turbulencia. A los espectros de gotas se los
aproximoé mediante el método del kernel de densidad.
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The purpose of this work is to use the divergence of Jensen-Shannon to compare spectra of cloud droplet
sizes corresponding to different experimental conditions. Results of laboratory measurements are analyzed
in which the diameter of droplets, produced by means of an ultrasonic nebulizer, are determined, subject to
different movement conditions within a “cloud box”. The turbulence energy dissipation rate is particularly

considered. The droplet spectra were approximated by the density kernel method.
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I. INTRODUCCION

El crecimiento de gotas de nube, su distribucién de
tamanos y su posterior transformacién en gotas de
lluvia son fenémenos que no pueden ser explicados
solamente mediante el fendmeno de condensaciéon. En
el proceso participa, ademas, el fenémeno de coales-
cencia; ya que al producirse la colisién de dos gotas
de agua con suficiente energia cinética, éstas pueden
unirse y terminar formando una sola gota. Este meca-
nismo de crecimiento es mas eficaz cuando las gotas
tienen didmetros mayores a los 100um. Los procesos
involucrados en la formacién de gotas en el rango de
20pm a 100pum de didmetro dentro de una nube que
produce lluvia todavia no estdn completamente en-
tendidos 12

Para determinar la distribucién de tamanos de go-
tas de nube se han realizado trabajos experimenta-
les y también estudios tedricos. Observaciones expe-
rimentales han mostrado la existencia de un espec-
tro estacionario en algunos tipos de nubes, en par-
ticular en los estratos cimulos. Basados en estos re-
sultados, Xenwen y Zheng en 19942 | Liu y Hallett
1998 4 propusieron para el estudio de la distribucién
de tamanos de gotas, un marco similar al de ensam-
bles de mecanica estadistica. Se empled el principio
de Shannon de maxima entropia que establece que
un sistema estocastico caracterizado por una variable
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aleatoria continua y por algunas restricciones, tiene
asociada una distribucién de probabilidad de equili-
brio, la cual maximiza la entropia. Asi, la distribucién
de tamarios (estados microscépicos) surgiria como so-
lucién de maximizar la entropia, sujeta por vinculos
macroscépicos (por ejemplo: contenido de agua liqui-
da, ntmero de gotas, etc.).

Siguiendo a Liu y Hallett (1998), Liu y col. en 2002
generalizaron los resultados y determinaron la distri-
bucién de tamafios p (), considerando los vinculos®

[ o ds=1 (1)

/xp(ac) dx:% (2)

donde =z es la variable considerada para la distribu-
cion, relacionada con los procesos fisicos del sistema,
X es una cantidad que representa a las x por unidad
de volumen y N es la concentracién total de gotas.
Ademas consideraron la relacién:

x=aDP (3)

donde D es el didmetro de una gota, a y b son
parametros que estan relacionados con los mecanis-
mos fisicos que controlan el sistema de gotas. Estos
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autores reportaron que la distribucién de tamanos se
corresponde con una de Weibull:

wy(D) = N,D" !exp(—aD?) (4)
donde N, =ab/f,a=a/f,y =X/ N.Enel
caso particular en el que =z es la masa de una gota,
b =3, X puede ser identificado con el contenido
de agua liquida de la nube (LW C) y 8 con el valor
promedio de los didmetros al cubo.

La divergencia de Jensen-Shannon (DJS) es una
medida entrépica de distancia entre distribuciones de
probabilidad 9” Se usa aqui esta propiedad como indi-
ce de comparacién entre distribuciones. Si las distri-
buciones de probabilidad son desconocidas y sélo se
cuenta con el registro de los valores medidos, es ne-
cesario aproximar las distribuciones.

En este trabajo se usa el método del Kernel de den-
sidad, un método no paramétrico, para aproximar las
distribuciones de didmetros de gotas de nube genera-
das en experimentos de laboratorio y obtenidas en
diversas condiciones dindmicas. Estas distribuciones
se compararon entre si utilizando la DJS, con el ob-
jeto de determinar si era posible asociar diferentes
valores de la divergencia con las distintas condiciones
dindmicas de las nubes. Por otro lado, se compararon
las distribuciones generadas con los datos experimen-
tales con las distribuciones de Weibull propuestas por
Liu and Hallett (1998) y por Liu y col (2002).

Il. METODO
Divergencia de Jensen-Shannon

La DJS con pesos para dos densidades de proba-
bilidad, p1 (y) y pe2 (y) , con y una variable de rango
continuo se define por:

D [Nla N2 [Z 7Tz,uz ] - Z m (5)

donde

- / dyu@huw)] (6

es la entropia de Gibbs-Shannon de la densidad de
probabilidad p; (y) y m; es el peso que se le ha asig-
nado en el cdlculo de la divergencia (71 + 9 = 1).
Para realizar el cdlculo de la DJS a partir del registro
medido se escribié a la DJS de la siguiente formas:

o0
Hi (Y
D[ul,uz]=2m/dyui(y)ln{ -
en donde

= me (y)

Kernel de densidad

La distribuciéon de tamanos de gotas se aproximé
usando el método del Kernel de densidad;® esto es,
a partir de los valores registrados y; se construye la
distribucién aproximada:

nhz (y yj>

donde la suma se extiende a todo el conjunto de va-
lores medidos. La funcién del kernel K (y) sélo debe
satisfacer la condicién de normalizacion

/_ZdyK(y)Z

En este trabajo se usé un kernel Gaussiano, con el
valor éptimo del pardmetro de suavizado informado
en la literatura:

9)

(10)

h~1,06sn"'/° (11)

siendo s? la varianza muestral y n el ntimero de
valores del registro.”

Aproximacién del valor de expectacion

Habiendo aproximado las densidades de probabili-
dad por el método del Kernel, se usaron como pesos

en y en los valores:

U

(12)

T =
n1 + no
donde n; y mo son las cantidades de elementos co-
rrespondientes a la muestras que se desea comparar.
Asi, se puede completar el calculo y obtener el valor
de las integrales.
Reconocemos en estas integrales el valor de expecta-

D = 7 dy pi (y) In [Hi )

(|5 S 09

que podemos aproximar por el método de Monte Car-

10”
<ln [ui (y)D -
¢ (y)
Se debe notar aqui que la suma estd restringida a los

valores en el subconjunto 1.
Finalmente, usando 7 @, , obtenemos

% i In l“ (yﬁ)] (14)

ji=1 ¢ (yj'i)

D[Mhm

donde ny = nq + no
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l1l. Analisis de los datos experimentales

Los didmetros medidos, correspondieron a gotas

de una nube generada mediante un nebulizador ul-
trasonico. La nube era contenida dentro de un recinto
en el cual alcanzaba un estado seudo estacionario, con
un contenido de agua liquida (LW C') constante, con
el que se caracteriza la concentracién de nube 1 La
determinacién de los didmetros de las gotas se realizé
mediante la captura de las mismas dentro de una so-
lucién de Formvar®); esto es, se utilizaron réplicas
plasticas. El espesor de la pelicula plastica que se usé
fue suficientemente grueso como para que las gotas
capturadas se sumergieran completamente en la so-
lucién permaneciendo esféricas, por lo tanto cuando
se hubo solidificado el Formvar (i.e. evaporado el sol-
vente), la huella tuvo la forma y el tamano de la gota
que la produjo™ En la Figura [1] se muestran micro-
fotografias de réplicas en Formvar®).
A los efectos de cambiar la dindmica de la nube, se
utilizaron ventiladores para producir diferentes gra-
dos de perturbacién dentro del recinto que contenia
la nube. Para caracterizar el estado dindmico se de-
terminé la tasa de disipacion energética e. Para esto
se midié la velocidad del aire en funcién del tiempo
en distintos lugares del recinto que contenia la nube
y se determind su varianza.

Figura 1: Microfotografias de réplicas de gotas de nu-
be. El espesor de las peliculas de Formvar®)es tal que
las gotas capturadas mantienen la forma esférica

IV. Resultados

Se analizaron 16 espectros de nube con LW C entre
0,1 g m—3 y 1,7 g m™3. Se trabajé con tres estados
dindmicos diferentes, uno con € < 0,1 ¢m? s73, otro
con € ~ 4 cm? 572 y un dltimo con € ~ 40 cm? s73.
En la Tabla 1 se presenta la nomenclartura de los

mismos.

Comparacion entre espectros

Se calcularon los valores de la DJS correspon-
dientes a todas las combinaciones de los espectros
tomados de a pares, teniendo en cuenta la simetria
de la DJS. Los resultados se presentan en la Figura
Las mayores diferencias se encontraron con los
datos correspondientes a hct y pct que tienen
LWC = 0,199gm™ 3 y LWC = 0,1gm™> respectiva-
mente.

® s hst
® vsist
0144 v vsjst
A yslst
0124 ® v pst °
@ vsrst
& vssst
0107 o stst = ®
A vshct &>
0084 v wsict .
® @ vsjct . ®
3008 ® vsit . T,
® vspct v a
| @ wsrct <& @
0.04
v vssct ® a <
A
0.02 4 v = 2 ° g
. t *h§ i
e o, g 88 8 8 i ¥ 9
0.00 - hd a 8 3

hst ist jst Ist pst rst sst tst het ict jet Ict pct rct sct tct

muestra

Figura 2: Valores de DJS obtenidos para todas las
secuencias tomadas de a pares. Sobre el eje horizon-
tal se nombra la secuencia que se comparé con otra,
identificada por el simbolo de color

Comparacion entre espectros y distribucién de
Weibull con exponente 3

Para cada espectro se determiné la distribucion de
Weibull descripta en 7 considerando que el vinculo
es el LWC; asi, x es la masa de una gota y b = 3.
Luego se calculd la DJS entre esta distribucion y la
obtenida para el conjunto de datos experimentales
mediante la aproximacién del Kernel de densidad. En
la T'abla 2 se presentan los valores de la DJS corres-
pondientes y los valores (D*) = (Dj3)?

Secuencia || hst ist jst Ist tasa de disipacion energética
pst st sst tst

DJS 0,070 ] 0,159 ][] 0,331 ][] 0,337 [ €< 0,1 em? 573
0,075 || 0,060 || 0,214 || 0,217

D3 [ pm] || 14
16

% 13 14
15 13 |3
[ [ [ [ [

[ Secuencia [[ het — [[lict [ jet [l lct || tasa de disipacién energética |

Secuencia hst ist jst Ist tasa de disipacién energética
pst st sst tst
LWC(gm=2) [ 025]/ 048] 0,88 [ 1,7 [[ e<0,1 cm? s°
[ [T T T T [
[[ Secuencia [ het [[ict [ jet [ lct [] tasa de disipacién energética ||

[ ZWC(gm=>) ]| 0,19 || 047 || 0,68 || 1,2 [| e~ 4 cm? s~3 I

[ DJs [ 0,043 1] 0,095 ] 0,229 [[ 0,353 || e ~4 cm? s=% |
[ D5 [pm] 18 J[20 [ 14 [[15 ] [
[ [ [ [ [ [ [
H Secuencia H pct H ret H sct H tet H tasa de disipacion energética H
| bJS [ 0,072 ]] 0,056 || 0,178 ][ 0,123 || € ~ 40 cm? s—° |
[Ds (] 13 J[19 [[15 [[14 ] [

[[ Secuencia [ pet [l ret [ sct [ tet ][ tasa de disipacién energética ||
[ ZwC(gm=>) || 0,1 || 0,17 || 027 [[ 0,6 || €~ 40 cm* s~> I

Tabla 1: Nomenclatura de espectros.

Tabla 2: DJS entre las aproximaciones obtenidas me-
diante el Kernel de densidad y la distribucion de Wei-
bull con b=3
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Comparacion entre espectros y distribucién de
Weibul generalizada

A cada una de las aproximaciones obtenidas me-
diante el Kernel de densidad se las ajusté mediante
la distribucién de Weibull generalizada reescrita

en la forma:
(o)
exp | ———
(Dg)?

donde Dg puede ser identificado como un valor pro-
medio de los didmetros a la 3, (D?) = (Dg)”

Tambien se calculé la DJS entre esta distribucién
Weibull y la aproximacién del Kernel de densidad
para cada uno de los conjuntos de datos. Estos resul-
tados juntos con los valores de Dg se presentan en la
Tabla 3.

En la Figura [3| se muestra a modo de ejemplo un
histograma, la aproximacién obtenida mediante el
Kernel de densidad, la distribuciéon de Weibull con
b = 3 y la Weibull generalizada que mejor ajusta
los resultados experimentales, correspondientes a las
secuencias jct , rct, tct y let.

DA

wy(D) = ﬁ(Dﬂ)B

(16)

hst
pst

Ist
tst

ist

st

Secuencia
sst

jst ‘

H tasa de disipacién energética

H DJS H 0,068 H 0,163 [1 0,323 [[ 0,329 [[ € < 0,1 cm? s—3 H
0,081 || 0,059 || 0,209 || 0,212
R EIET |
3,77 || 3,77 || 3,60 || 3,52
H Dg [ pm]

B s 3
8 8 8 8
[ [ [ [ [ [ [

‘ Secuencia H het

H ict H jet H let H tasa de disipacién energética H

| DJS [ 0,039 || 0,080 || 0,220 |[ 0348 | e~4d cm?®s 3 i
[ [2m [22 [0 [3 ] ]
[Dslpml 21 17 11 9 ] |

H Secuencia H pct H rct H sct H tet H tasa de disipacién energética H

| bJS || 0,000 ][ 0,048 ]| 0,178 ][ 0,123 || € ~ 40 cm? s=° |
E [260 314 |38 |[328 | I
[Dplpwml 20 (14 [11 [10 ] |

Tabla 3: DJS entre las aproximaciones obtenidas me-
diante el Kernel de densidad y la distribucion de Wei-
bull que mejor ajusta los resultados experimentales

V. Discusién y Comentarios

Se puede ver en la Figura [2] que los valores de
la DJS que involucran a las mediciones con ¢ <
0,1 ecm? 573 (sin perturbacién), son siempre meno-
res que 0,025. En estos resultados no se manifiesta
ningun tipo de dependencia con el valor de LW C' de
las nubes asociadas. Por otro lado se puede observar
que cuando se calcula la DJS involucrando mediciones
con € ~ 4 cm? s73 o con € ~ 40 ecm? s73 los valores
de de DJS aumentan. Aunque no hay una clara rela-
cién con el incremento de perturbacion, los mayores
valores de DJS corresponden a comparaciones que in-
volucran al menos una medicién con € ~ 40 em? s73.

Como se puede observar en la Figura [3] la distri-
bucién aproximada obtenida mediante el Kernel de

densidad da una buena descripcién de los valores me-
didos. Por otra parte se puede ver que, las distribu-
ciones de Weibull con b = 3, propuestas por Liu y
Hallet, no describen satisfactoriamente los datos. Es-
to también queda envidente cuando se consideran los
valores de DJS correspondientes. Por otro lado, no se
encontro correlacién entre DJS y a los valores de e.
Tampoco se observo relacién entre los valores D3 y
los niveles de perturbacion.

En la Tabla 3 se puede observar que los valores
de DJS que involucran mediciones sin perturbacion
y los valores que involucran mediciones perturbadas
son similares. Resulta notable que, la DJS para las
mediciones perturbadas (para los dos valores de ¢)
se incrementa con el valor de LW, indicando que
la distribucion de Weibull generalizada se diferencia
mas de los resultados experimentales a medida que
crece el LW, este comportamiento se puede obser-
var en la Figura [3] También se puede ver que los va-
lores de Dg son indenpendientes de LW C' en las me-
diciones sin perturbar y que son mas chicos que los
correspondientes a los casos perturbados; esto indi-
ca que las distribuciones correspondientes a los casos
perturbados son mas asimétricas que las correspon-
dientes a los casos sin perturbar. Ademas, en los casos
perturbados Dg decrece con el LW C. Se puede pre-
sumir una pendiente mayor para el caso en el que ¢
€s mayor.

Finalmente, como se puede observar en la Figura[3]
ninguna de las distribuciones de Weibull dan cuenta
de la curvatura que tiene la distribucién de tamanos
entre los 20 um y 25 um. En el caso de la distribuciéon
de Weibull que mejor ajusta los datos experimentales,
se puede observar que en este rango de tamanos tiene
siempre valores méas chicos que los que se encuentran
en las mediciones.

En la Figura [4] se presentan, en un grafico log-log,
los valores de DJS y el LWC' correspondientes a to-
das la mediciones y a los dos tipos de distribuciones
consideradas. También se muestran los ajustes de la
forma:

DJS = a,(LWC)b (17)

para cada uno de los conjuntos de puntos.

Como se puede ver, la correlacién entre DJS y
LW C estéa presente para las dos distribuciones. Co-
mo se dijo arriba, esto indicaria que el modelo con el
que se obtuvo la distribucién de Weibull se diferencia
mas de la situacién real a medida que se incrementa
el LWC. Esto podria deberse a que en la determi-
nacién de las distribuciones no se consideré el efecto
de coalescencia, fenémeno que deberia incrementar-
se a mayores concentraciones de gotas. Por lo que,
seria razonable suponer que un aumento en la con-
centracién de gotas estaria asociado a un incremento
en el nimero de colisiones entre gotas y por lo tan-
to podria esperarse un incremento en el efecto de la
coalescencia.
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Figura 3: En las figuras se presentan las aprorimacimaciones de las distribuciones de tamanos con: histo-
gramas (puntos negros), Kernel de densidad (linea negra), Weibull con b =3 y (Dy3)* = (D®) (linea roja)

y mejor ajuste con Weibull (linea verde)
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Figura 4: DJS entre la aproximacion con el Kernel
de denstdad y con la distribuciones de Weibull consi-
deradas en este trabajo en funcion del LWC.
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