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En este trabajo se presenta una desigualdad para objetos ordinarios en Relatividad General, que vincula la car-
ga eléctrica con alguna medida de tamafio. Una desigualdad similar entre carga y area ha sido recientemente
demostrada para agujeros negros dindmicos, donde el drea correspondiente es la del horizonte de eventos. El
objetivo de este estudio es generalizar dicho resultado, o encontrar un contraejemplo explicito. Mds precisa-
mente, se discute el caso en simetria esférica, para el cual existen dos medidas de tamafio intuitivas. Finalmente,
se prueba la desigualdad dentro de una esfera con densidad constante de carga eléctrica conforme.
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We present an inequality for ordinary bodies in General Relativity that relates electric charge and some measure
of it size. A universal area—charge inequality for arbitrary dynamical black holes was recently proved. Our pur-
pose is to generalize this result for ordinary bodies, or look for an explicit counterexample. Mainly, we discuss
the spherical case in which there are two intuitive notions of size, and finally we prove the inequality inside a
sphere with constant conformal electric charge density.
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1. Introduccion

El estudio de desigualdades geométricas en Relati-
vidad General ha resultado un area de interés en la in-
vestigacidn de los dltimos afios. Este tipo de desigualda-
des permite relacionar cantidades fisicas que tienen un
significado geométrico preciso (como masa, drea, car-
ga eléctrica y momento angular), y predecir, a partir de
ellas, el comportamiento y la estabilidad de ciertos sis-
temas fisicos. En un trabajo reciente (ref. 1) se demostrd
una desigualdad para agujeros negros dindmicos que re-
laciona el drea del horizonte de eventos y la carga eléc-
trica en su interior, sin asumir ninguna simetria espa-
ciotemporal. En este trabajo se estudia la plausibilidad
de extender dicha desigualdad para el caso de objetos
ordinarios en el espacio!.

Considérese un cuerpo estatico arbitrario con carga
neta 2y sea % alguna medida de su tamafio con unida-
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'El resultado que se presenta en este articulo es parte del trabajo
final de Licenciatura de M. E. Rubio (ref. 2).

des de longitud. Se quiere estudiar si existe alguna rela-
ci6n universal entre 2 y Z. Por supuesto, es necesario
dar una definicién precisa de tamafio. Por ejemplo, si se
considera un cuerpo con simetria esférica, % podria ser
el radio de drea de la superficie (en general, el radio de
area esta bien definido para cualquier 2—superficie sua-
ve, pero sin simetria esférica no representa una medida
de tamafio razonable).

Se propone la siguiente conjetura: Sea € una re-
gion tridimensional con carga total 2(Q), y sea Z(Q)
una medida del tamariio de Q. Entonces, se cumple que

A

2(Q)° < —2(Q)?, (1)

donde c es la velocidad de la luz en el vacio y G la
constante de Gravitacion Universal.

La motivacion fisica de esta conjetura es la siguien-
te: un objeto cargado tiene un tamafio minimo dado por
la cantidad de carga eléctrica en su interior; ¢ bien, la
cantidad méaxima de carga que puede almacenar un ob-
jeto no puede superar su tamaiio.
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Figura 1. Objeto de tamaiio Z#(Q) y carga 2(Q).

Definir una cantidad que dé cuenta del tamafio de
cualquier regién del espacio es dificil en general, ya que
tal definicién requiere argumentos muy sutiles. A menu-
do, la nocién de tamarfio suele vincularse con cantidades
geométricas como el drea o el volumen. Sin embargo,
es simple concluir que, en general, dicha relacién no es
cierta: basta imaginar dos cuerpos de igual drea super-
ficial e idéntico volumen, pero con formas arbitraria-
mente diferentes. Una discusion precisa de medidas de
tamafio para objetos de geometria arbitraria puede verse
en las referencias 3, 4 y 5. No obstante, hay casos en los
que la definicién buscada es clara y sin ambigiiedades,
como por ejemplo en simetria esférica.

La buisqueda de una definicién apropiada de tama-
flo ha sido de interés en Relatividad General a partir de
los afios 70’ (ref. 6). Si bien hasta el momento no se han
obtenido resultados precisos al respecto, existen conje-
turas y evidencias que sugieren condiciones para la for-
macion de agujeros negros luego de un colapso gravita-
torio. Este tipo de conjeturas suele ser ttil también para
estudiar la validez de la famosa Conjetura del Censor
Césmico, uno de los problemas mds importantes en Re-
latividad General.

Una conjetura que involucra medidas de tamafio y
masa (en lugar de carga eléctrica) es la conjetura del
hoop. Esta conjetura tiene varias motivaciones fisicas.
Es sabido que el colapso gravitacional esférico produce
un horizonte de eventos, de manera que la materia co-
lapsante no influye en la causalidad del universo exte-
rior a la region de colapso. Ademds, durante dicho pro-
ceso se produce una singularidad en el centro de dicha
region, en donde la teoria de Einstein carece de validez.
Sin embargo, K. S. Thorne demostr6 que la formacién
de horizontes no es una consecuencia necesaria del pro-
ceso de colapso no esférico, lo que llevé naturalmente
a la pregunta: ;Bajo qué condiciones se forma un hori-
zonte de eventos durante un colapso gravitatorio?

Este problema, intimamente vinculado a la censura
cOsmica, fue rotulado por S. Hawking como conjetura
del hoop, la cual establece que un agujero negro con ho-
rizonte de eventos se forma si y solo si cierta cantidad
de masa M se compacta en una region cuya circunfe-

rencia en cualquier direccion satisface € < 4ntMG/c?,
donde ¥ es la longitud de la circunferencia. Propuesta
por Thorne en 1972 de manera general, esta conjetura
establece una condicién necesaria y suficiente para la
formacién de un horizonte de eventos durante un colap-
so gravitatorio general: si un objeto ordinario es capaz
de reducir su tamaiio lo suficiente, entonces se convierte
en un agujero negro dindmico.

La constante 47 no juega ningln rol sustancial
aqui. El motivo de tal eleccién proviene de la solucién
de Schwarzchild para un objeto estético y esféricamen-
te simétrico de masa M, la cual admite un horizonte de
eventos en r = 2MG/ ¢%, de manera que la circunferen-
cia méxima es exactamente ¢’ = 47tMG/c?. No obstan-
te, es posible reemplazar esta constante por 2ZMG /c?
si se consideran campos electromagnéticos (extendien-
do la nocién de masa a energia).

A pesar de que atn no hay una demostracion de
la conjetura de Thorne (asi como tampoco hay contra-
ejemplos significantes), existen evidencias que insinuan
su veracidad: es consistente con el comportamiento es-
perado en colapsos esféricos, cilindricos y planos, asi
como lo es con el resultado de suficientes célculos nu-
méricos para el problema de agujeros negros no rotantes
con simetria axial. Ademads, existen varios ejemplos de
soluciones estaticas de las ecuaciones de campo consis-
tentes con la conjetura.

Una formulacién un tanto mds precisa de la conje-
tura del hoop requiere una definicién adecuada de tama-
flo y de masa. En este dltimo caso, es posible una formu-
lacién de la conjetura considerando la definicién global
de masa/energia de ADM (Arnowitt—Deser—Misner).

Durante este trabajo se empleardn unidades geomé-
tricas tales que la velocidad de la luz en el vacio y la
constante de Gravitacion Universal son c = G = 1.

2. Tamaiio en simetria esférica

Es natural comenzar el estudio de la conjetura de
la Ec. (1) en simetria esférica; esto es, L es una esfera
cuyo radio de drea r puede tomarse como medida de
tamafo. Claramente, esta eleccion de tamafio no es la
mds general posible.

En términos geométricos, sea €2 una esfera
contenida en un dato inicial asintéticamente plano
(X,hij,Kij,p, ji) de las ecuaciones de campo. El drea
de la esfera se obtiene a partir de la métrica A inducida
sobre su superficie, por lo que es de esperar que r sea
una funcién mondétona creciente de la distancia propia
o longitud geodésica de la esfera, ¢; es decir, la distan-
cia entre el centro de la esfera y cualquier punto de su
superficie. En particular, esta dependencia resulta ser la
identidad en geometria euclidea.
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De este modo, la conjetura puede formularse de una
manera mas precisa en caso de simetria esférica:

Conjetura 2.1. Sea Q una esfera contenida en un dato
inicial asintoticamente plano de las ecuaciones de cam-
po, tal que satisface la condicion de energia dominante
p > +/jljj. Suponga que Q tiene longitud propia { y
dentro de Q existe carga total 2. Entonces se satisface
la desigualdad

22 < 2. )

2.1. Evidencia en geometria euclidea

Para una esfera de radio R con carga neta 2 unifor-
memente distribuida en su interior, se tiene que

Q(r)zQ(%)S, r<R. 3)

Luego, la energia electrostatica de la esfera resulta

1
W =— [ &%av

87 Jr3
QZ ‘R r4d +/ocdr
= — —Aar —_—
2 |Jo RO Jr 1?
3.9?
=—-—. 4
SR )

Un argumento heuristico que permite entender la
desigualdad asumiendo la conjetura del hoop es que,
para que no se forme un agujero negro, la energia elec-
trostatica debe ser menor o igual a una constante por el
radio; esto es

W <R/2. 5)

El factor 1/2 proviene de la solucién de Schwarzchild,
para la cual se satisface la igualdad. Esta cota implica

directamente que
5
2< 6R <R. ©)

2.2. Formulacion de las ecuaciones

Se considera como dato inicial una 3—superficie rie-
manniana X con la topologfa de R, métrica h; 'y time—
symmetric (K;; = 0). Luego, si no hay materia presente
en X, las ecuaciones de vinculo se reducen a

R=2&'6; 9,& =4np, (7

donde R es el escalar de curvatura de h, & el vector
campo eléctrico en X generado por la distribucién de
carga p en el interior de la esfera. El simbolo &, denota
la derivada covariante de Levi-Civita con respecto a h.

La simetria esférica puede imponerse tomando
coordenadas plano-conformes (r, 0, @), tales que el ele-
mento de linea es

dh? = ®*(r) [dr* +r* (d6* +sin*(0)de?)],  (8)

donde & > 0 satisface AP < 0, en virtud de la primera
ecuacion de vinculo (A es el operador laplaciano plano).

Notese que el radio de drea de una 2—superficie r =
rp no coincide con ry. La distancia propia es

ro
tro) = [ @ (s)as ©)
0
mientras que el rddio de rea es

(A) ._ A(ro) _F2
ro = ? = ¢ (ro)ro, (10)
donde A(rp) es el area de la superficie. Al integrar por
partes en la ecuacion (9), se tiene que ¢ > A,
En términos de ®, se definen nuevas cantidades
conformes

E'(r) =% (r), plr)=®%p(r), (11)

tales que las ecuaciones (7) resultan

9:& = 4np, (12)
502
AD = sl (13)

donde ahora @C es la derivada covariante de Levi-Civita
respecto de la métrica euclidea y A el operador lapla-
ciano plano.

Noétese que la carga total 2 es conformemente in-
variante bajo la transformacion (11).

3. Resultados obtenidos

Sea (X,h;j,K;; = 0) un dato inicial que contiene
una esfera de radio plano r = R y densidad conforme
de carga p constante. Se desea resolver las ecuaciones
(12) y (13) para @(r), con condicién asintéticamente
plana en infinito,

lim ®(r) = 1. (14)
r—soo

Dado que la ecuacién (13) es no lineal, resulta casi
imposible encontrar una solucién general para la mis-
ma. No obstante, el cardcter manifiestamente eliptico
de dicha ecuacién permite estimar la solucién exacta,
acotandola por funciones que satisfacen problemas /i-
neales. Este resultado es un teorema, cuyo enunciado
es el siguiente?:

2Para més detalles, consulte 7.
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Teorema 3.1. Sea Q una region acotada y considere el
problema

Au=fu), ulpo=sg, (15)
donde u: Q — R. Sea uy una solucion de
Aup < flug), uilog =3¢, (16)
Yy u_ una solucion de
Au_ > f(u), u_|sq=2g (17)

Entonces, existe una solucion del problema (15), y mds
atin,
u- <u<uy (18)
en Q.
Las funciones u_ y u4 se dicen, respectivamente,
subsolucion y supersolucion de u.

Considérese ahora una funcién u tal que
P=1+u. (19)

La ecuacién (13) implica que u satisface la ecua-
cion -
&
Au=————. 20
" 4(14u)3 20)
El campo eléctrico conforme puede calcularse ex-
plicitamente en virtud de la Ec. (12):

%Tpr, r<R
&(r) = @1
5R3
47;’;5 , r>R.

Se tiene entonces el siguiente

Lema 3.2. La funcion u_ que satisface el problema

gz
Au_=——"—— limu_=0, (22)

r—00

es una subsolucion de u.

Prueba: Nétese primero que la Ec. (22) se trata de
un problema lineal para u_. La tnica solucién suave
puede calcularse explicitamente. En efecto,

Pt (3Rt LAy <R
9(1+”T2ﬁ2R4)3 (2 ")
u(r)= (23)

w3
9(|+”T2ﬁ2R4>3r (10 8r)7 r>R.

Esta funcién es monoténica decreciente para cual-
quier valor de p y R, y por lo tanto

n2p2R*

2

T

u(r) Su(0)= —————5 < PR, (24)
3(1+ 5 p2RY)
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lo que implica que

&? &?
Au- == 72 52R4)3 2_(1—1-14,)3 B
(1+5p°RY)

y finalmente se sigue que u_ < u. O

01

004

002

Figura 2. Grdficode u_(r) para p =3/4nyR=1.

A partir de la subsolucién anterior para u, es posi-
. . . (A)
ble contruir explicitamente una cota inferiror "’ para

el radio de area ) de la esfera. En efecto, definiendo
®_ :=1+u_, se tiene que

rA = r®_(r)? < rd(r)? =4, (26)
La carga eléctrica para r <Res 2(r) = %ﬂ:ﬁ r3. Toman-
(A4)

do la diferencia A :=r
obtiene

)(2 2
A (?*3/\) 15A — x2
ro256(1438)°  40(1432)

— 2 para cualquier r <R, se

s—x+1, (@27

donde se han definido nuevas variables

2
vim Sap, A 10T sopa (28)
3 9
Se observa que la diferencia entre la carga y el ta-
maiio de la esfera estd dada por un polinomio de cuarto
grado en x, Px(x) := A/r. Dado que r > R, x varia de 0
a v/A, lo que autométicamente implica que

A
Pr(x) > 773—\/K+1 >—VA+1. (29
20(1+32)

Luego, si se pide que vA < 1, Py(x) es positivo para
0 < x < v/A. La condicién anterior equivale a pedir que

2<R. (30)
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Con estos argumentos se ha demostrado el resultado
principal de este trabajo, enunciado en el siguiente

Teorema 3.3. Sea (X, h;j,K;j = 0) un dato inicial asin-
toticamente plano de las ecuaciones de campo, tal que
satisface la condicion de energia dominante, el cual
contiene una esfera de radio plano R con densidad con-
forme constante y carga eléctrica total 2. Suponga que
en el borde de la esfera se cumple que

R>2, (3D
entonces se satisface la desigualdad
rA(r) > 2(r) (32)

para todo r < R.

4. Comentarios finales

Se ha encontrado una evidencia relevante de la va-
lidez de una desigualdad universal entre carga eléctrica
y tamafio para objetos ordinarios. Recordando la cota
0> #4) entre las dos medidas de tamafio en simetria es-
férica, y en virtud del teorema 3.3, la desigualdad de la
Ec. (32) se satisface también si se considera la longitud
propia como medida de tamaiio.

A partir de esta contribucion, es posible continuar
el estudio de la conjetura con el objetivo de probarla en

general para el caso de simetria esférica, abordando el
problema tanto analiticamente como numéricamente si
resulta necesario.
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