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La ecuacién Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) representa uno de los ejemplos mds prominentes para la
escala invariante genérica en sistemas de no-equilibrio, con la adicién de mostrar una transicién de
fase dindmica entre dos regimenes de escala diferentes. Se han utilizado métodos variacionales para
obtener un NEP que permite pensar a esta ecuacién como un flujo gradiente y se han realizado célculos
analiticos e implementado algoritmos inspirados en dicho potencial. Los resultados obtenidos detallan
zonas de preponderancia de los distintos términos de la ecuacién KPZ para tiempos cortos y largos.

Palabras clave: ecuacion KPZ, potencial de no equilibrio, formulacion variacional.

The Kardar-Parisi-Zhang equation (KPZ) represents one of most prominents examples for generic scale
invariant non-equilibrium systems, with the addition of showing a dynamic phase transition between
two different regimes of scale. They have used variational methods to obtain NEP suggests that
this equation as a gradient flow and analytical calculations have been performed and implemented
algorithms inspired by this potential. The results outlined areas preponderance of the various terms

of the KPZ equation for short and long times.
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I. INTRODUCCION

En los ultimos anos, se han logrado avances
fructiferos en la comprensiéon de los fenémenos de
no-equilibrio en la fisica estadistica. Esto se ha
logrado a partir de nuevas técnicas, como el grupo
de renormalizacién aplicado a teoria de campos, o
bien, por medio de la implementaciéon de algoritmos
computacionales que han permitido obtener resultados
que permitan la interpretacion del comportamiento de
las soluciones; en particular, de los exponentes criticos.

La ecuacién KPZ, formulada inicialmente en 1985,
ha resultado un caso particular de esta corriente
y ha permitido modelizar una vasta cantidad de
fenémenos de no-equilibrio provenientes de campos
estocasticos '. El campo h(z,t), cuya evolucién se
encuentra gobernada por una ecuaciéon en derivadas
parciales estocésticas, describe la altura de una interfaz
fluctuante en el concepto de proceso de crecimiento
de superficies al cual fue originariamente formulada.
Desde un punto de vista tedrico, la ecuacién KPZ
presenta interesantes propiedades, como una relacién

cercana a la ecuacién de Burgers 2 o a una ecuacién
de difusién con un ruido multiplicativo, donde el
campo puede ser interpretado, entre otros casos, como
la funcién particion restringida de un problema de
polimeros dirigidos.

Una gran cantidad de esfuerzos se han realizado
en el estudio del comportamiento de las soluciones,
de los exponentes criticos en una o mas dimensiones
espaciales, el estudio del reescalamiento de la parte
singular de la energfa libre e incluyendo el desarrollo de
algoritmos para realizar integraciones numéricas 37°.
Sin embargo, las soluciones encontradas se referian
a una determinada dimensionalidad y no han sido
soluciones generales para la ecuacién KPZ.

Adem3&s de los caminos cldsicos de la teoria en lo
que respecta a este tipo de problemas, dos nuevas
vias han llamado nuestra atencién. Una es la relacién
de escaleo a + z = 2, que se espera que sea exacta
para la ecuacién KPZ en cualquier dimensionalidad.
La exactitud de esta relacion estd, tradicionalmente,
atribuida a la invariancia de Galileo para la ecuacién
KPZ.
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Una segunda cuestién que nos ha resultado
interesante es la falta de un funcional que permita
observar la ecuacion KPZ como un flujo gradiente. De
hecho, varios trabajos han construido dicho funcional
a partir de consideraciones geométricas o a través de
un funcional de Lyapunov, partiendo de la ecuacion
KPZ deterministica. También ha sido posible hallar
un potencial de no-equilibrio (NEP, por sus siglas
en inglés), que ha permitido escribir a la ecuacién
KPZ como un flujo gradiente forzado por un término
estocastico.  Esta nueva técnica permite observar
muchas de las propiedades de la ecuacién KPZ.

La expansién en serie de Taylor del NEP, en términos
de las fluctuaciones de la interfaz, conduce a una
ecuacion de movimiento con una estructura exacta
de flujo gradiente, pero que difiere ligeramente de la
ecuacién KPZ. Pero este desarrollo posee un grado
de simetria menor: mno es invariante frente a una
transformacién de Galileo. Sin embargo, mediante el
uso de esta metodologia junto con la implementacion
de técnicas de grupo de renormalizacién dindmico, han
permitido conocer propiedades de escaleo para cortos
y largos tiempos, como el tiempo de crossover del
régimen de EW al de KPZ.

En 2009, Wio et al. han encontrado un potencial
de no-equilibrio (NEP, por sus siglas en inglés) que
permite describir a la ecuacién KPZ determinista como
un flujo gradiente exacto, que admite un funcional
de Lyapunov 6. Este NEP, desarrollado en serie de
Taylor presenta un corte natural en el tercer orden, lo
cual permite una expansién exacta para realizar una
integracién mas sencilla.

Con este método se llega a una ecuacion no lineal en
derivadas parciales y con un término estocastico que
da cuenta de las fluctuaciones de altura de la interfaz.
Los anadlisis a un loop del grupo de renormalizaciéon
dindmico muestran también una relacién entre los
exponentes criticos de o + z = 2, junto con una
cancelacion exacta para la renormalizacién de los
vértices.

La ecuacion KPZ 1 describe el crecimiento de una
interfaz con tensién superficial, dada por el coeficiente
v y la pendiente de la superficie, descripta por el
pardmetro A\ es proporcional a la velocidad media de
crecimiento.

oh(x,t A
OED) i, t) + 31V P + () (1)
donde el término estocastico cumple con las
condiciones de ruido blanco:
(n(z,t)) =0

(n(z, t)yn(z’',t')) = 2D6(z — 2')6(t — t)

La interfaz generada a partir de la ecuacién KPZ
desarrolla una estructura fractal del tipo autoafin, con
un exponente de Hurst o (exponente de rugosidad).

El ancho global sigue una ley de escala dindmica que
involucra a « y al exponente critico z. La expresién
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matematica del ancho global es

W (L, 1) = (h(x, t) — (h(z, 1))

donde L es la longitud del sistema estudiado.

Il. ESTUDIO VARIACIONAL

El estudio variacional se ha desarrollado de la
siguiente manera 7: la ecuacién KPZ determinista,
obtenida considerando D = 0, es exactamente resoluble
a través de la transformacion de Hopf-Cole, que
convierte la no-linearidad de la ecuacién en una
ecuacién lineal de difusién. Ademds también admite
un funcional de Lyapunov que puede ser usado
para estudiar la estabilidad global de las soluciones
constantes. De hecho, el funcional puede escribirse
como

Flh] = /e%h@vf)% (—KO + Z[Vh(x,t)]2) dz (3)

que nos permite escribir la ecuacién KPZ de la siguiente
manera
Oh(x,t) [ O0F[h]
o Sh(x,t)

+n(z,t) (4)

donde la movilidad esta dada por

2v 2 A
T[] = <A> o ha)

La derivada temporal del funcional de Lyapunov
cumple con las condiciones de ser no positiva y ser
minima para funciones constantes.

También, de forma alternativa, es posible encontrar
un funcional que describa a la ecuacion KPZ como flujo
gradiente, como se observa en la siguiente expresién

()

Oh(z,t) __ ¥

ot ~ Sh(x,t) (6)

donde el flujo queda expresado de la siguiente manera

y h(z,t)
®[h] = §/dx(Vh)2 —/Q\/dx/h‘ . DU(V¥)? (7)

La integral resultante es tridiagonal. Cuando se
realiza una expansién en serie de Taylor de este
funcional, en términos del campo perturbado, se
obtiene

Owu = vV3u — %(Vu)2 - équu +n(x,t)  (8)

3
En la cual u representa las fluctuaciones del campo

u(x,t) = h(l’,t) - href

Partiendo del flujo gradiente de la ecuacién (7),
que nos permite escribir la ecuacién KPZ como una
derivada funcional més un término adicional de ruido
como fuente externa y efectuando un andlisis del grupo
de renormalizacién dindmico, como el realizado en 28,
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expandido a un solo loop, nos ha permitido obtener las
siguientes ecuaciones de flujo

dA

Z = Ma+z-2) 9)
dv 1 XD __1-d
dy Kg X2y

donde Ky = Sq/(2m)% y Sy = 27%2/T(n/2) es la
superficie de la esfera unidad d-dimensional y I' es la
funcién gamma. Es posible encontrar una constante de
acoplamiento g := Kg\?y/v? que obecede a la ecuacién
diferencial, luego de aplicado un loop
—5d

Y —-ag- ") (12)
revelando que existe una dimensién critica para este
modelo en d. = 2 como también se puede anticipar
utilizando el recuento de las potencias. Para d > 2
la constante de acoplamiento se aproxima a cero de
manera exponencial en la escala [, para d = 2 esta
aproximaciéon es algebraica.

Los valores de los exponentes criticos de rugosidad y
crecimiento son:

dg

22 -d)(1—d)

A (13)
_12-10d - 2(2 — d)(1 — d)

o7 6 — 5d (14)

que, como se ha anticipado en la introduccién,
obedecen la relacién o 4+ z = 2 para cualquier
dimensionalidad.  Sin embargo, la ecuacin (8) no
muestra invarianza frente a una transformacién de
Galileo.

La estabilidad del NEP puede ser estudiada
suponiendo una constante como solucién de la ecuacién
KPZ y se observa que esas constantes son también
solucién de la ecuacién KPZW 7.

I1l. CROSSOVER: UN PUNTO DE VISTA A
PARTIR DE LAS INTEGRALES DE CAMINO

Otros resultados han sido obtenidos utilizando el
método de Monte Carlo aplicado a las integrales
de camino, con el fin de obtener un promedio de
la rugosidad del sistema y otros valores promedio
de interés, para el caso del funcional de Lyapunov,
ecuacién (3). Para obtener dichos valores se ha
utilizado la accién estocéstica, con una discretizacién
temporal, que llamaremos p y espacial, denominada j

1
> > (s = b —

gk

TlaL i+ (1= a)L;u))? -
A

2valNt — 7'0[5 Jz;[hj+1,u -

2R+ hj—1,,]

S[h] =

(15)
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donde 7 es el paso temporal y el factor a representa
el parametro fijo, entre 0 y 1, para realizar la
discretizacién. La Lagrangiana estocdstica es

L V(Pjr1u = 2R+ hjor) +

A
7P = ) + (Rt — hy.) A[16)

En la figura 1 se muestra el comportamiento
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Figura 1: Cambio de régimen, de EW (azul) a KPZ
(rojo). La diferencia entre ambos regimenes se muestra
en negro

del tiempo de «cruce entre el régimen de
Edwards-Wilkinson (EW) y el propio de KPZ.
Hemos tomado como estimador del tiempo de
transicién la diferencia (linea punteada negra) entre
la accién de KPZ (linea roja continua) y la accién de
EW (linea azul punteada). Se puede observar que hay
una coincidencia asintdtica. Este estimador numeérico
no estd de acuerdo con resultados obtenidos en otros
trabajos %10, donde se han utilizado otras técnicas.

En la figura 2 se puede observar la dependencia del
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A
Figura 2: Dependencia en lambda del tiempo de
transicion de régimen (linea continua). La linea

punteada representa un valor de referencia A\~13%.

estimador con A. Los resultados preliminares nos
permiten contemplar que para A > 7 hay un marcado
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cambio en el valor de ®, entrando en una regién de
acoplamiento fuerte. La linea punteada, que sirve de
referencia, representa a A~13%,

IV. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha estudiado el NEP, obtenido
con una formulacién variacional, de la ecuacién de
KPZ mediante técnicas numéricas. Se ha podido
determinar las regiones donde, principalmente, se rige
el crecimento lateral (similar al de la ecuacién EW)
con el de crecimiento lateral, dado por la relajacién
determinada por el término de gradiente elevado al
cuadrado.

Para la integracién mediante integrales de camino
del NEP, se ha utilizado el método de Monte
Carlo con el fin de minimizar la accién estocéstica.
Se ha encontrado que la dependencia del NEP a
tiempos largos es proporcional al término de relajacion
superficial, y que existen regiones donde el predominio
de la ecuacion KPZ estd regido por los distintos
términos que la componen, existiendo una regién de
crossover hacia la ecuacién EW, a tiempos cortos. La
regién de cruce depende del parametro A.

Los resultados mostrados en este trabajo son solo
preliminares y requieren de mucho mas trabajo para ser
conclusivos. En este momento, se estan reescribiendo
los c6digos en CUDA para ejecutarlos en una placa
grafica. La existencia de un NEP y la posibilidad
de interpretar la transicién del régimen EW al KPZ
como un fenémeno de escape son alentadoras y pueden
obtenerse muchos mas resultados, como ser, leyes de
escala para ser comparadas con técnicas que incluyan
matrices aleatorias.
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