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En este trabajo se presentan expresiones analiticas que describen la forma de gotas bidimen-
sionales, apoyadas o colgadas de un sustrato, sometidas a la acciéon de la gravedad, la tensién
superficial y las fuerzas moleculares que surgen entre el liquido y el sustrato. Estas tltimas son del
tipo London/van der Waals y electrostdticas, y son responsables de la existencia de una pelicula
nanométrica en la regién cercana a la linea de contacto. Se presentan expresiones que vinculan
aspectos micro y nanoscopicos, tales como la intensidad de las fuerzas moleculares y el espesor de
la pelicula precursora, con cantidades macroscépicas, como el area transversal, la altura y el an-
cho de la gota. Se investiga especialmente el efecto de la gravedad sobre las caracteristicas de la gota.

Palabras Claves: gotas, fuerzas moleculares de atraccién-repulsién, film precursor.

Here we present analytical expressions describing the shape of sitting or hanging two-dimensional
drops, under the action of gravity, surface tension and molecular forces between the liquid and the
substrate. These are of the type London/van der Waals and electrostatics, and they are responsible
of the nanoscopic film near the contact line. We show expressions relating micro and nanoscopic
features, such as the strength of the molecular forces and the thickness of the precursor film, with
macroscopic quantities, such as the transversal area, the height and the width of the droplet. We

investigate specially the effect of gravity on the characteristics of the droplet.

Key Words: drops, molecular forces of long and short range, precursor film.

I. INTRODUCCION

El estudio de la morfologia de gotas ofrece un gran
nimero de oportunidades para hacer investigacién tan-
to bésica como aplicada. Desde el punto de vista bési-
co, hoy es posible explorar experimentalmente, a escala
nanoscopica, la dinamica y la estatica de gotas. A par-
tir de esto es posible verificar modelos tedricos que rela-
ciona pardmetros morfolégicos de las gotas con parame-
tros moleculares, y también mejorar el entendimiento de
fenémenos vinculados al mojado, tales como la coales-
cencia de gotas, la dependencia del dngulo de contacto
con el tamano de la gota, inestabilidades de la linea de
contacto, etc. [1-19]. Desde el punto de vista tecnolégi-
co este campo de investigacién mejora el entendimiento
de procesos de impresién, recubrimiento, etc. [20-24].
El conocimiento desarrollado en las ultimas dos décadas
sobre la mojabilidad tiene una importancia clave en el
diseno de un gran ntimero de dispositivos microfluidicos
[25], pero atin es necesario profundizar los estudios con
el objeto de mejorar la eficiencia de estos sistemas tan
pequenos, donde la accién de las fuerzas moleculares e
interfaciales juegan un rol clave.

Aqui se estudia el perfil de una gota bidimensional ba-
jo la accién de la gravedad, la tensién superficial y de
fuerzas moleculares entre el liquido y el sustrato del tipo
London/van der Waals y electrostéticas. La gota puede
hallarse tanto apoyada sobre un substrato plano como

colgando de él. Se presentan soluciones analiticas cerra-
das que describen el perfil de la gota y se analizan sus
caracteristicas.

II. ECUACIONES BASICAS

Las fuerzas moleculares entre el liquido y el sustrato
son descriptas por un potencial dado por[26, 27]

1 1
U= K)ho (hz h> .
Aqui k estd relacionada con la constante de Hamaker, hg
es el espesor de menor energia, h = h(z) es el perfil de
la gota (adimensionalizado con hg) y z es la coordenada
horizontal adimensionalizada con xg = vho/k, donde ~
es el coeficiente de tensién superficial.

A partir de la ecuaciones de Navier-Stokes y de con-
tinuidad, e imponiendo que la pendiente sea pequena
(he < 1) de modo que el flujo se puede considerar sélo
horizontal, se obtiene la velocidad horizontal promediada
verticalmente u como
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donde d = % cuantifica la intensidad relativa de la gra-
vedad respecto de la interaccién molecular entre el sélido
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y el liquido (p es la densidad del liquido y g es la acelera-
cién de la gravedad). El caso d > 0 corresponde a gotas
apoyadas sobre el substrato y d < 0 a gotas colgadas.

Imponiendo que la solucién sea estacionaria, por lo que
uw = 0, y que la gota tenga una pelicula precursora de
espesor constante hy, por lo que h — hy si |z| — oo, se
obtiene finalmente la ecuacién para h:

2 (h—hy)?

(R)" = TR [dh?h% = 2(hy — Dh+hy] . (1)

III. VALORES PERMITIDOS DE d Y hy

Para que una solucién de la ec. (1) tenga la forma
de una gota debe verificar que h’ tenga (al menos) dos
ceros, hy y hp, siendo este ultimo la altura méxima de
la gota (arbitrariamente ubicado en z = 0), de modo que
hy < h < hy,. Estos requisitos imponen las siguientes
restricciones sobre los valores de d y hy para los cuales
la ec. (1) tenga una solucién con la forma deseada:

dmin <d<dmax si0< hf <2, (2)
donde
_ 2hs-3
dmin = ;{4f )
0 si0<hy <1, (3)
dmax =

(hy—1)%
e 1<hy <2
La figura 1 muestra la regién del plano (hy,d) donde la
condicién (2) es satisfecha. Obsérvese que d = 1/16 es el
valor maximo para el cual es posible que exista una solu-
cién que describa a una gota. El espesor del film precursor
para una gota apoyada debe verificar que 1 < hy < 2,
mientras que para una gota colgada debe ser hy < 3/2.
Notese que para d fijo se verifica que

h¢min < Iy < hymax, (4)
donde
0, sid<0,
hf,min: { 1-0-\/#7\/3’ sid>0, (5)
y

hf)max = g (\/’F—”—T-FDd%/F) . (6)

Aqui D = sgn(d) y r esta dado por

95/3d + 21/3 (d + /a2 — 164 16d3)2/3
d(d+VE—16)"

(7)
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Figura 1. Regién del plano (hy,d) donde existen soluciones
con forma de gota. La linea gruesa superior (azul) corresponde
a d = dmax, y la inferior (roja) a d = dy;p,

IV. SOLUCION

Es posible encontrar una solucién implicita de la ecua-
cién (1), la cual estd dada por

1 s1 — svd 1
r=———In +

%1 52+ 5y/d — dyip ®)
"\ —hy) Vidmax —d )

donde

s = \/hf (2 + hy — 2hhy + dn2h3),

s1 =1— (1+dhh3)/hy, 9)
s2 = =14 (h+2hy — hhy + dhh})/h5.

Si los valores de hy y d son elegidos de modo que satisfa-
gan la condicién (2) o equivalentemente la (4), entonces
la expresion (8) da el perfil de una gota bidimensional
con un film precursor de espesor hy. En la figura 2 se
muestran perfiles con el mismo h; y variando d, y en la
figura 3 se muestran perfiles con el mismo d y variando
h¢. De estas figuras se puede apreciar que para d > 0
si el drea de la gota es suficientemente grande, cualquier
aumento del drea se traduce en un aumento del ancho de
la gota pero no de su altura, lo que lleva a que la gota
adopte la forma conocida como “panqueque”. Sid <0y
fijo, a medida que aumenta el drea de la gota también lo
hace su altura, pero su ancho tiende a un valor constan-
te; si d < 0 y aumenta el area de la gota pero mantiendo
constante hy, tanto su altura como su ancho aumentan.

V. PROPIEDADES DE LA SOLUCION

De las expresiones (1) y (8) es posible estudiar en forma
analitica las propiedades de una gota, y la dependencia
de éstas con los pardametros d y hy. De (1) se obtiene el
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Figura 2. Perfiles dados por la ecuacién (8) para d = const. y
diferentes valores de hy. (a) d = —0,02 y hy = 0,7;0,8;0,9;1,0
y 1L,1; () d=0,02y hy/hy i —1=10"1107%107°1077
y 1079, Las lineas continuas (discontinuas) son para d > 0
(d < 0). La flecha indica la direccién decreciente de hy.

Figura 3. Perfiles dados por la ecuacién (8) para hy =
const. y diferentes valores de d. (a) hy = 08 y d =
—0,04; —0,03; —0,02 y —0,01. (b) hy = 1,2 y d/dmax — 1 =
—3;-2;—107%;,-1073%;—107% y —107". Las lineas continuas
(discontinuas) son para d > 0 (d < 0). La flecha indica la
direccién creciente de d.

espesor adimensional maximo h,,,:

2
,_ho1- (hy —1)° — dh%
" dh3 '

En la figura 4 se muestra h,, para diferentes valores de
d. Nétese que para un dado valor positivo de d (gota
apoyada), h,, tiene un limite superior h¥, dado por

hf,min 2
(hymin—1)  1-v1-4vd

Por otra parte, sin gravedad y para gotas colgantes (d <
0) el espesor méximo h,, que puede alcanzar una gota no
esta acotado.

El semiancho adimensional w se define arbitrariamente
como el valor de z para el cual la altura es (hf+h,,)/2. A
partir de la ecuacion (8) es posible obtener una expresién
analitica de w, sin embargo debido a que es demasiado
extensa no se reproduce aqui. En la figura 5 se muestra

hr, =

(10)

Figura 4. Altura maxima h,, vs. hy para d = 0, 0,02, £0,04
y £0,06. El valor de d aumenta de izquierda a derecha (de
azul a rojo). La linea gruesa corresponde a d = 0, y las lineas
discontinuas corresponden a hp, = Ay, y @ b = hy.

0-...|...|...|...|...|...|...|hf
06 08 10 12 14 16 1.8 2.0

Figura 5. Semiancho w vs. hy para d = 0, £0,02, £0,04 y
40,06. Los valores de d y el cédigo de colores para las lineas
son los mismos que los de la figura 4.

w como funcién del espesor del film precursor hy para
distintos valores de d. Se puede apreciar que para cual-
quier d, el semiancho diverge si hy — hf max. En el caso

que hy — hf min> Si d > 0 el semiancho diverge, pero si

d < 0 tiende a un valor constante cuyo valor es m/2v/—d.
Nétese que cualquiera sea d, existe un valor de hy para
el cual w alcanza su minimo.

Finalmente se define el area adimensional por encima
del film precursor como

a:/oo (h — hy) dz.

— 00
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Figura 6. Area a vs. hy para d = 0, £0,02, 0,04 y £0,06. Los
valores de d y el cédigo de colores para las lineas son los mis-

mos que los de las figuras 4 y 5. La linea gruesa corresponde
ad=0.

A partir de la ecuacién (8) se obtiene una expresién para

2 2 1
a:—g d_dmlnhf+}7,§cd3’/2<hf_1>

o | e LA - AT i )
Vimax — dh3 '

La figura 6 muestra a como funcién de hy para diferentes
valores de d. Para cualquier d fijo, el drea es una funcién
monotona que decrede desde infinto cuando hy = h
hasta cero cuando h¢ = hf max.

f£,min

VI. CONCLUSIONES

Aqui se muestra una expresion cerrada que describe el
perfil de una gota bidimensional tomando en considera-
cién a la tension superficial, a la gravedad, y a fuerzas
intermoleculares entre el liquido y el substrato. Esta so-
lucién describe tanto gotas apoyadas sobre el substrato
como gotas que cuelgan de él, y permite estudiar analiti-
camente sus propiedades.
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