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En este trabajo empleamos un método recientemente reportado1,2 para calcular la conductividad
eléctrica efectiva de un sistema compuesto nanoestructurado en la aproximación de longitud de
onda larga. Consideramos primero dos tipos simples de red periódica para representar la morfoloǵıa
de un sistema compuesto por Silicio crsitalino y Poros. Suponemos que los poros son columnares
y el sistema tiene simetŕıa de traslación en la dirección de los ejes de las columnas, por lo que
pueden ser bien representados por un arreglo bidimensional de discos circulares. Encontramos que
la conductividad tanto como las propiedades ópticas pueden ser controladas mediante la fracción
de llenado de poros (porosidad) y el arreglo espacial de los mismos. Esto se debe a la transición de
conductor a aislante del sistema cuando atraviesa por el punto de percolación de fases. El mismo
resultado se verifica para el caso desordenado sin correlación entre las posiciones de los poros.
Palabras clave: Silicio Poroso, Conductividad, Medios Efectivos, Percolación, Nanoestructuras.

In this work we employ a recently reported method1,2 for the effective electric conductivity cal-
culation of nanostructured composites system assuming the long wavelength approximation. We
consider first two type of simple lattice by morphologies representations of a crystalline Silicon and
Porous composite system. We assume columnar porous and translation symmetry along column
axes, then they are well represented by a bi-dimensional array of circular disk. We find that con-
ductivity so as optical properties may be managed by controlling porous filling fraction (porosity)
and porous spatial arrangement. This is due to transition from conductor to insulator like behavior
when the system to go through phase percolation point. Same result is verified for disordered case
without correlation of porous positions.
Key words: Porous Silicon, Conductivity, Effective media, Percolation, Nanostructures.

I. INTRODUCCIÓN

Las propiedades ópticas y electrónicas de estructuras
confinadas de Si cristalino han sido estudiadas desde el
formalismo cuántico empleando descripciones de los es-
tados electrónicos de niveles excitados y localizados, a
las que se les adicionan los efectos de correlación en-
tre los mismos cuando el confinamiento sucede en la es-
cala nanométrica.3 Una amplia recopilación de resulta-
dos experimentales obtenidos en el estudio de estructu-
ras de Si con baja dimensionalidad pueden encontrarse
en la literatura.3 La metodoloǵıa propuesta desde pri-
meros principios en el formalismo cuántico requiere en
cada caso establecer ciertas aproximaciones cuya justifi-
cación última reside en que su implementación numéri-
ca sea realizable. Mientras que otras propuestas como
las basadas en métodos de Hartree-Fock, seudopotencia-
les, interacciones fuertes y masas efectivas, si bien han

*Autor a quién debe dirigirse la correspondencia

permitido explicar muchas observaciones de las realiza-
das en las últimas décadas,3 existen problemas aún sin
resolver en los que formalismos clásicos pudieran traer
algún progreso5. Por ejemplo, el control de la eficien-
cia en la producción de electroluminiscencia o el diseñar
un contacto eléctrico transparente en un rango espećıfico
de frecuencias. El fenómeno de transporte en estructu-
ras desordenadas se encuentra ı́ntimamente relacionado
con estos problemas. En la mayoŕıa de los casos de in-
terés el transporte electrónico es controlado por la na-
noestructura y no por las fluctuaciones de la conducti-
vidad sobre regiones suficientemente grandes donde la
misma puede ser descrita macroscópicamente.4 Para el
análisis de las propiedades eléctricas y ópticas de ma-
teriales compuestos nanoestructurados se han propues-
to también modelos de medios efectivos, que van des-
de primeras aproximaciones sobre correcciones en siste-
mas dilúıdos (Maxwell-Garnett, Bruggeman, etc.5–7) has-
ta modelos semianaĺıticos y numéricos que pueden con-
siderar concentraciones elevadas de las partes involucra-
das, tanto como para abordar problemas con inclusiones
interpenetradas.8,9 Recientemente se ha reportado que
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Figura 1. Celdas unitarias para representar arreglos bidimen-
sionales de discos con función dieléctrica ǫb inmersos en una
matriz de ǫa. Los discos de radio r se disponen en a) red cua-
drada, b) red hexagonal y c) super-red cuadrada con paráme-
tros de red Lx y Ly. Para el caso desordenado c) se muestran
10 ćırculos dispuestos al azar con distribución uniforme sin
correlación entre sus posiciones.

estos métodos permiten entender de una forma simple
las conocidas transmisiones anómalas de peĺıculas metáli-
cas perforadas con agujeros nanométricos. Estosmetama-

teriales se comportan como dieléctrico para frecuencias
ópticas y como conductor a frecuencias más bajas.1,10 La
forma, geometŕıa y ordenamiento de la nanoestructura
determinan las condiciones de percolación de las fases de
dichos compuestos y por tanto son cruciales en el diseño
de sus propiedades optoelectrónicas.

Organizamos este trabajo de la siguiente forma. En la
sección II presentamos una breve descripción de la me-
todoloǵıa empleada para calcular la respuesta dieléctri-
ca efectiva correspondiente al cálculo macroscópica de la
función dieléctrica microscópica. En la sección III presen-
tamos las conductividad de peĺıculas delgadas no sopor-
tadas de Silicio Poroso (SP) con diferentes morfologias y
analizamos las transmitancias ópticas de dichas peĺıcu-
las. Dedicamos la sección IV a la discusión y propuestas
a considerar sobre los aspectos más relevantes de nuestro
trabajo.

II. METODOLOGÍA

En este trabajo empleamos el método recursivo de
Haydock2,11 para encontrar la función dieléctrica ma-
croscópica ǫM de un sistema compuesto binario con fun-
ción dieléctrica microscópica definida por

ǫ(r) = ǫa −B(r)ǫab (1)

donde ǫab ≡ ǫa − ǫb y

B(r) =

{

1 si r ∈ a la inclusión,
0 afuera,

(2)

El sistema puede representarse por medio de un arreglo
periódico, considerándose discos de radio r/L, inmersos
en celdas unitarias cuadradas, hexagonales y/o de una
super-red de peŕıodo L. El procedimiento de cálculo con-
siste en obtener1,2

ηGG′ = Ĝ · (ǫGG′Ĝ′), (3)

con Ĝ← (q+G)/|q+G| denotamos al vector unitario
a lo largo de q+G , donde q es el vector de Bloch que es
conservado dentro del cristal y {G} es la red rećıproca a
{R} definida mediante exp(iG · R) = 1. Aqúı, ǫGG′ es
el coeficiente de Fourier de ǫ(r) correspondiente al vector
de onda G−G′. En la aproximación de longitud de onda
larga podemos despreciar q vs. G, excepto para G = 0,
donde debemos interpretar 0̂ como q̂.
El primer paso del cálculo es obtener la transformada

de Fourier de la función dieléctrica microscópica (1)

ǫGG′ = ǫaδGG′ − ǫabBGG′ , (4)

donde

BGG′ =
1

Ω

∫

Ω

d3r B(r)eir·(G−G
′) =

1

Ω

∫

v

d3r ei(G−G
′)·r

(5)
es el coeficiente de Fourier de la inclusion. Aqúı, Ω es el
volumen de la celda unitaria mientras que v es la región
ocupada por el material tipo b dentro de una celda unita-
ria. Los coeficientes BGG′ contienen toda la información
sobre la geometŕıa de las inclusiones. En particular,

B00 =
1

Ω

∫

v

d3r =
v

Ω
≡ f (6)

es la fracción de llenado de las inclusiones.
De las ecs. (3) y (4) y luego de aplicar el proyector

longitudinal ĜĜ,2 obtenemos

ηGG′ = ǫaδGG′ − ǫabB
LL
GG′ , (7)

con BLL
GG′ = Ĝ · (BGG′Ĝ′), por lo que

η−1
GG′ =

1

ǫab
[uδGG′ −BLL

GG′ ]−1, (8)

donde introdujimos la variable espectral u ≡ (1 −
ǫb/ǫa)

−1. Identificando en la Ec. (8) al operador de Green
G(ǫ) = (ǫI−H)−1, y escribiendoH en la base ortonormal
formada por los estados

|n >=
H|n− 1 > −bn−1|n− 2 > −an−1|n− 1 >

bn
, (9)

obtenemos recursivamente los coeficientes de Haydock

bn−1 =< n− 2|H|n− 1 > y an−1 =< n− 1|H|n− 1 >,
(10)

en una representación tridiagonal del hamiltoniano lo que
permite obtener una fracción continuada al momento de
evaluar la Ec. (8) sobre el estado 00.2 Notar que en el
método de Haydock los coeficientes sólo dependen de la
geometŕıa y no del material. Una vez calculados los coefi-
cientes, los mismos pueden ser empleados para diferentes
tipos de materiales. Finalmente, para hallar la respuesta
dieléctrica macroscópica, tomamos2

ǫ↔−1
ML ≡ q̂ǫ−1

MLq̂ = q̂η−1
00

q̂ (11)
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como la parte longitudinal de la respuesta dieléctrica co-
rrespondiente al vector de Bloch q, definida mediante

EML = ǫ↔−1
ML ·DML, (12)

donde ǫ↔−1
ML es un tensor en el espacio cartesiano. Debe-

mos enfatizar que tanto ǫ↔−1
ML como ǫ−1

ML dependen de la

dirección de q aún en el ĺımite q → 0. El tensor ǫ↔−1
ML

no es invertible pues al actuar sobre campos transversa-
les resulta en vectores nulos. Sin embargo, en el ĺımite
q→ 0 la respuesta a un campo longitudinal es la misma
que la respuesta a un campo transversal con la misma
dirección. Por lo tanto, calculando sucesivamente ǫ↔−1

ML

para vectores pequeños q con distintas direcciones pode-
mos obtener todas las componentes cartesianas del tensor
dieléctrico inverso ǫ↔−1

M ,

q · ǫ↔−1
M · q = ǫ−1

ML (13)

del cual hemos eliminado el ı́ndice longitudinal L, y de
ah́ı podemos obtener la respuesta dieléctrica macroscópi-
ca completa ǫ↔M .

III. RESULTADOS

En lo que sigue consideramos ǫb(ω) = 1 correspondien-
te al espacio determinado por los poros. Empleamos pri-
mero el modelo de Drude para ǫa(ω) = 1−ω2

p/(ω
2+iωγ),

con ~ωp = 16,35eV la enerǵıa de un fotón a la frecuencia
de plasma del Silicio cristalino15 (Si-c) y γ = γ̃ωp la fre-
cuencia t́ıpica de amortiguamiento expresada en unidades
de la frecuencia de plasma del Si-c mediante γ̃. Esto nos
permite modelar la conductividad σa del sistema cuando
la porosidad es nula y corresponde al Si-c dopado. Toma-
mos como ejemplo, dopaje tipo p, un valor representativo
de σa=50(Ωcm)−1 o σa=4.5 1013s−1. Debido a que

σ = Limω→0iω(1− ǫ)/(4π), (14)

obtenemos para este caso γ̃ = ~ωp/(4π~σa) = 43,93. Por
medio de la Ec. (13) y (14), la conductividad efectiva σM ,
se obtiene de calcular la proyección sobre el estado |0 >
del operador de Green discutido en la Sec. II. Ese resul-
tado queda expresado como una fracción continuada.1,2

Siendo asi, una vez determinados los coeficientes de Hay-
dock (10) para cada una de las direcciones q̂ = x̂, ŷ y
cada una de las tres morfoloǵıas consideradas, se requie-
re evaluar dicha fracción continuada para la variable es-
pectral u(ω) = 1/(1 − ǫb(ω)/ǫa(ω)) cuando ω → 0. En
la Fig.2 se muestra la conductividad efectiva en unida-
des de (Ωcm)−1 versus la fracción de llenado de poros
(Porosidad) para cada una de las morfoloǵıas considera-
das. Nótese que en los casos ordenados la conductividad
decrece monotonamente conforme crece la porosidad del
sistema y se evidencia la transición abrupta por ruptura
de la percolación de la fase conductora cuando las poro-
sidades corresponden con las de empacamiento perfecto
de cada tipo de red. Para el caso desordenado, se observa
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Figura 2. Conductividad en función de la porosidad para la
red hexagonal, la red cuadrada y el caso desordenado. Se in-
dican las fracciones de llenado de empacamiento perfecto π/4
para la red cuadrada y π/(2

√

3) para la red hexagonal. El
caso desordenado se ha obtenido promediado las conductivi-
dades sobre un conjunto de 30 semillas por cada centésima de
fracción de llenado y para ambas direcciones q̂ = x̂, ŷ.
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Figura 3. Conductividad en función de la porosidad para el ca-
so desordenado de la Fig.2. Se comparan los resultados de los
promedios cuando se consideran un conjunto de muestras con
un mismo radio (trazo continuo), un conjunto de muetras con
una misma porosidad (trazo cortado) y la ley de escalamiento
reportada12–14 para la conductividad del sistema desordenado
3D (trazo cortado y punto).

con resolución en la centésima de la porosidad, que la con-
ductividad puede ser no monótonamente decreciente en la
región de percolación. Se observa también, que la conduc-
tividad decae a partir de P=0.4 con mayor velocidad en
el caso desordenado en contraste con los casos ordenados.
Esta diferencia puede ser hasta tres órdenes de la conduc-
tividad justo antes del rompimiento de la percolación de
la fase conductora. En la Fig.3 se muestra el mismo resul-
tado pero considerando el promedio de la conductividad
de un conjunto de muestras en la resolución de decenas
de la porosidad junto con los promedios de la conducti-
vidad para un conjunto de muestras de un mismo radio
con una porosidad promedio para cada conjunto. En la
misma Fig.3 se presenta también el resultado obtenido
a partir de la ley de escalamiento propuesta para descri-
bir la conductividad eléctrica de sistemas desordenados12

en 3D. Dichas formulaciones predicen una fracción cŕıti-
ca de 0.85 de la fase no conductora y el exponente 8/5
en la ley de escalamiento.12–14 La Fig.4 se muestran las
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0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

T
ra
n
sm

it
an

ci
a

h̄ω (eV)

P=0.7

P=0.85

P=0.95

Figura 4. Transmitancia para incidencia normal en función de
la frecuencia para peĺıculas de 20µm no soportadas de SP con
Porosidades P=0.7, 0.85 y 0.95. Se comparan con la peĺıcula
de Si-c (trazo cortado largo), arreglos periódicos de red hexa-
gonal (trazo continuo), red cuadrada (trazo cortado) y caso
desordenado (trazo cortado y punto).

portadas de 20µ de espesor hechas con SP para porosi-
dades intermedias a las de transición conductor-aislante.
En este caso se emplea la función dieléctrica del Si15 y se
utilizan los mismos coeficientes de Haydock empleados
para calcular la conductividad, solo que ahora emplea-
mos la Ec. (13) y los coeficientes de Fresnel para calcular
la transmitancia de las peĺıculas16 de SP. Se verifica que
las transmisiones de esas peĺıculas aumentan conforme
lo hace la porosidad respecto al Si-c. Se observan dos
agrupamientos principales con menor y mayor transmi-
sión para frecuencias altas dependiendo de la porosidad
P=0.7 para el grupo que transmite menos y P=0.95 para
el que transmite más. En el primer grupo domina la red
hexagonal mientras que el segundo prevalece el de la red
cuadrada. El caso desordenado se distribuye entre me-
dio de estos dos grupos. Se observa una clara correlación
entre la conductividad y la transmitancia en el sentido

que el aumento de la porosidad produce menor conduc-
ción y mayor transmitancia del SP a frecuencias ópticas.
Estos resultados siguen un muy buen acuerdo con las me-
diciones experimentales encontradas en la literatura3 en
cuanto a porosidad y dependencia con la frecuencia.

IV. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos empleado un método recursivo
y eficiente para calcular propiedades eléctricas y ópticas
efectiva de peĺıculas de SP no soportadas. Los resulta-
dos muestran un buen acuerdo con lo reportado en la
literatura tanto en las propiedades de escalamiento de
la conductividad, cuando el sistema se acerca al pun-
to de percolación de fases, como en el comportamiento
de la transmisión en función de la frecuencia y la po-
rosidad. Se obtiene un muy buen acuerdo con las leyes
de escalamiento propuestas hace tiempo para describir
la dependencia de la conductividad con la porosidad del
sistema desordenado. Nótese que nuestra simulación al
hacer uso de la simetŕıa de traslación en la dirección nor-
mal a las celdas unitarias, permite realizar los cálculos en
2D. Sin embargo, nuestra predicción sobre el escalamien-
to de la conductividad macroscópica obtenida por medio
de la función dieléctrica efectiva coincide con la ley de
escalamiento 3D para sistemas desordenados. Entender
por qué es posible tal predicción será tema de estudio en
un trabajo próximo.
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