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Abstract

Our previous results obtained in the framework of the Lagrangian formalism for the normal-
state case, are now extended to the superconducting state. The nonperturbative large-
[Jexpansion applied to the generalized Hubbard model describing N-fold-degenerate correlated
bands is considered. In this model the standard Feynman diagrammatics is obtained and the
renormalized physical quantities are computed and analyzed. Our purpose is to obtain the 1/N
corrections to the renormalized boson and fermion propagators when a state with Cooper-pair
condensation is taken into account.

Resumen
Los resultados que hemos obtenido en el contexto del formalismo Lagrangiano para el estado
normal, son extendidos al estado superconductor. Se considera el desarrollo no perturbativo,
con N grande, aplicado al modelo de Hubbard generalizado para describir N bandas
degeneradas correlacionadas. En este modelo se obtiene la diagramatica estindar de Feynman
computando y analizando las cantidades fisicas renormalizadas. Nuestro propdsito es obtener
las correcciones de orden 1/N a los propagadores del bosén y fermién renormalizados cuando

se tiene en cuenta un estado con condensacién de pares de Cooper.

1. INTRODUCCION

Muchos problemas sobre la superconductividad
en sistemas fuertemente correlacionados fueron tratados en
el contexto del modelo de Hubbard generalizado. Esto se
hizo utilizando la representaciéon del bosén esclavo
desacoplado [1,2,12]. También habia sido estudiado el
modelo de Hubbard generalizado, describiendo bandas
correlacionadas N-veces degeneradas en el limite U-
infinito, por medio de un desarrollo con N-grande. Fueron
evaluadas, utilizando 1la técnica del boson-esclavo,
propiedades liquido de Fermi. de sistemas fuertemente
correlacionados. Mds atn, se mostré que las correcciones
de orden 1/N dan lugar a diferentes inestabilidades
superconductoras dependiendo de la estructura de bandas
y del factor de llenado.

Dado que la representacién con el operador de
Hubbard es bastante natural para tratar los efectos de
correlaciéon  electronica [3,4], hemos desarrollado un
formalismo Lagrangiano en el cual las variables de campo
son directamente los operadores de Hubbard X [5,6,7,8].
En este abordaje, los operadores de Hubbard
representando las excitaciones fisicas reales, son tratados
como objetos indivisibles y son usados para cualquier
esquema de desacoplamiento.

Utilizando la técnica de path-integral, fue escrita
la funcional generatriz de correlacién correspondiente al
formalismo Lagrangiano en términos de un Lagrangiano
efectivo apropiado.

En la Ref.[7] estd desarrollada la cuantificacién
del modelo t-J para el estado normal en funcién de los
operadores de Hubbard. En las secciones II y III de dicha
referencia se analiza el formalismo no perturbativo para el
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modelo de Hubbard generalizado por medio de un
desarrollo con N grande en el limite U-infinito con
nuestro formalismo Lagrangiano para el modelo t-J. El
pardmetro N representa el nimero de grados de libertad
electrénico por sitio y 1/N puede ser considerado como un
pardmetro pequefio.

En este contexto, definiendo los propagadores y
vértices apropiados, se da la diagramatica de Feynman del
modelo, pudiéndose asi renormalizar las autoenergias
bosonicas y fermidnicas. A partir de estas cantidades
renormalizadas se pueden evaluar varias propiedades
fisicas y los resultados fueron confrontados con resultados
obtenidos previamente.

El propagador del bosén libre, que es del orden
1/N es renormalizado por series de burbujas fermidnicas
cuyas contribuciones son también del orden 1/N.

En relacién con estos problemas es necesario
tener en cuenta resultados previos interesantes para el
modelo de Hubbard describiendo bosénes dipolares en
redes Opticas [9,10].

Nuestro modelo con Lagrangiano generalizado
fue chequeado con cdlculos explicitos de funciones de
correlacién carga-carga y spin-spin [11]. El acuerdo con
resultados previos es excelente y da una prueba fuerte
sobre la correccion de nuestra aproximacion Lagrangiana y
de la expansién con N grande.

A partir de la ecuaciéon de Dyson el propagador
fermidnico renormalizado puede ser evaluado hasta el
orden 1/N resolviendo las ecuaciones correspondientes en
forma auto-consistente. El método auto-consistente de
solucién para las ecuaciones que incluyen el propagador
fermiénico vestido, es el usual utilizado en el formalismo
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Hamiltoniano para la representacion con bosén-esclavo
desacoplada [12,13,14].

Desde aqui en adelante se muestra como nuestro
modelo es ttil para describir el estado normal, por ejemplo

el estado en el cual la  amplitud <Ci; C_k > de los pares

de Cooper es cero por la conservacién del ndmero.

La clave de la teorfa frecuentemente usada de
Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) es la condensacién de
los pares de Cooper. El modelo mds simple que permite la
descripciéon del estado superconductor estd dado por el
formalismo Hamiltoniano BCS reducido. La ecuacién
integral BCS es introducida por medio del método de
Gor’kov. A continuacién el estado superconductor se
incorpora en el formalismo utilizando la notacién matricial
de Nambu [15,16].

El propésito de este trabajo es hacer posible la
descripcién del estado superconductor en el marco de
nuestro formalismo Lagrangiano cuando los pares de

estados <kT,-k|> es ocupado coherentemente. Esto se

hace introduciendo la notacién de la matriz de Nambu en
el nuevo desarrollo no perturbativo con N grande en el
modelo de Hubbard generalizado propuesto en Ref. [7].

La idea es dar las féormulas para las cantidades
fisicas renormalizadas, tales como las autoenergias y
propagadores hasta el orden 1/N para el estado
superconductor con condensacién de pares de Cooper.

El trabajo se organiza como sigue. En la seccion 2
se resumen los principales resultados de las secciones II y
IIT de la Ref [7] y se introduce la notacion de Nambu. A
continuacion, utilizando la notacidén matricial de Nambu se
analiza la diagramdtica de Feynman hasta un loop. En la
seccién 3, utilizando la expresion resultante, son evaluadas
las correcciones 1/N a la auto-energia fermidnica total para
los estados normal y superconductor. Las conclusiones
estan dadas en la seccién 4.

2 DEFINICIONES Y DIAGRAMATICA EN LA
NOTACION DE NAMBU.

En la representacion del bosén-esclavo para el
modelo de Hubbard generalizado, describiendo bandas
correlacionadas N-veces-degenerada [12,13,14], se utiliza
sistemdticamente la técnica de desarrollo no perturbativa
con N grande. Asimismo, el desarrollo con N grande se
utilizé en teorias funcionales escritas en términos de los
operadores X [17,18], y se mostr6 que para el orden 1/N

el método da resultados diferentes para la
superconductividad.
En Ref[7], utilizando nuestro modelo

Lagrangiano escrito en el marco del formalismo de
integral de camino se propuso un nuevo desarrollo no
perturbativo con N grande. El modelo de Hubbard
generalizado se describe por medio de la introduccién de
un conjunto de campos fermidnicos f;, , de tal manera que
su proporcionalidad con el operador X, , fermién-like de
Hubbard, se mantiene para todo orden en el desarrollo con
N grande. Mirando la ecuacién Lagrangiana (2.17) de
Ref.[7], vemos que es suficiente retener términos hasta el
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orden 8R;” para tener en cuenta todos los términos de orden
1/N. Por lo tanto, el Lagrangiano se escribe:

N

. . N
==y Sy + £, -8R 0R ) 030 S,

ij.p
—('=N) 2 £, £, (1-6R +6R?)
ip
+NLYSNGR 4 f, £, (1-6R +6R’)6),
i ip

1
Jri
2N

i L F b+ B fuf i f ]
2.1)

Como se desarrollé en la Ref. [7], nuestro formalismo
Lagrangiano para el modelo tJ es un
sistema vinculado de segunda clase. Las cantidades fisicas,
como propagadores y vértices fueron renormalizados por
medio de la introduccién de campos fantasmas adecuados.
Por lo tanto, en el presente trabajo suponemos que todas
las cantidades fisicas que debemos manejar fueron
previamente renormalizadas.

Ahora, la construccién de las diagramaticas se realiza
partiendo del Lagrangiano (2.1) en el limite U infinito (J;
=0).

Cuando se considera el estado superconductor, el

> J,[1-(6R +6R,)

ij.p.p'

propagador del fermién renormalizado G(D) €s una matriz
2x2 que esquemadticamente se escribe:
~ =>= <=
G :[ ] (2.2)
== ==
donde los elementos diagonales con las dos flechas
apuntando en el mismo sentido son los propagadores
fermidnicos normales, mientras que los elementos no-
diagonales con las dos flechas apuntando en sentidos
opuestos son los propagadores fermiénicos andmalos.

Para describir el sector fermiénico cuando el
propagador fermidnico completo es de la forma (2.2), la
forma mads sencilla es introducir la notacién matricial de
Nambu Ref. [15]. En esta notacidén el operador de campo
fermiénico de dos componentes ¥, (x, t) viene dado por:

Jim (X’T)
S (x’7>

El Lagrangiano (2.1) en términos del operador
campo ¥;,(x, 7) se escribe:

v, (x,7)= 2.3)

N/2

I = —%ZZ(\PLT‘IJM — 0,1, )(1-6R, +6R?)

i m=1

N/2

+ 33ty — b)) UL F (1-6R, +6R?)

i,j m=l

N/2
AN Y BNGR +Y S WL AW, (1-6R +6R) 6\
i i m=l
2.4

donde hemos llamado u=pu"- 4
De la ecuaciéon (2.4) podemos ver que el sector
bosénico descripto por el campo de dos componentes
(0R,04;) se mantiene sin cambios, y el sector fermidnico

fue escrito utilizando las matrices de Pauli 2 x 2 y T5.
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Entonces, para describir cantidades no diagonales que
aparecen en el propagador fermidnico cuando se considera
el estado superconductor, se introducen las cuatro
matrices de Pauli:

I= [1 0] @2.5)
01

(01

T = [1 0] (2.6)

. 0 —1

T, = [i 0] 2.7)

(10

Tf:& _J (28)

El operador de campo fermidnico de dos
componentes (2.3) en el espacio de momento se lee:

fka
U = 2.9)
‘ [ftcml
y
\Illtm = (fk;:ﬁ ffkml) (2 10)

Ahora, utilizando esta notacion, estudiamos las
diagramaticas de los estados normal y superconductor con
el propdsito de encontrar la ecuacién para la auto energia
total del fermién y entonces escribir el propagador del
fermién renormalizado desarrollado hasta un N grande.

Las reglas de Feynman y las diagramaticas pueden
obtenerse como es usual, y para calcular las correcciones
1/N a los propagadores examinamos la estructura del
modelo a un loop.

Asumimos que las ecuaciones son escritas en el
espacio de los momentos, entonces una vez realizada la
transformaciéon de Fourier, las partes bilineales del
Lagrangiano (2.4) da lugar a los propagadores del campo y
las partes restantes estan representadas por vértices.

Ademas, como se comentd anteriormente el sector
bosénico se mantiene sin cambios. El propagador
bosénico libre asociado con el campo bosénico de dos
componentes 6X* = (R, 8)), es de orden 1/N y se escribe:

0 NL
;
Dy @w,)=| | 7| @
— 0
Ny

donde las cantidades ¢ y ®, son, respectivamente, el
momento y la frecuencia de Matsubara del campo
bosénico.

El propagador libre (2.11) es vestido utilizando la

(Ren)

ecuaciéon de Dyson (D, )'1 = (D )'1- Hdb . La auto

energia del boson y las componentes vestidas Dggr(q,®,),
D;r(q,,) Yy Djy(q,m,) del propagador bosénico matricial
fueron encontradas en la Ref. [7], dadas por las ecuaciones
(4,4)y (4,5), respectivamente.
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Hemos encontrado que el propagador del bosén
renormalizado es el adecuado para evaluar, por ejemplo, la
correccioén 1/N de la auto energia del fermion.

Por dltimo, remarcamos que cuando sélo se
considera el estado normal, nuestra diagramadtica fue
verificada calculando numéricamente las funciones de
correlacién carga-carga y spin-spin en la red cuadrada con
hopping-t entre vecinos mds cercanos [11]. Los resultados
estdn de acuerdo con los previos provenientes del modelo
del bosén-esclavo , asi como del abordaje canénico con
los operadores funcionales X [19, 20].

Ahora analizamos brevemente el sector fermiénico
del Lagrangiano (2.4) para el estado normal.

La parte fermionica bilineal del Lagrangiano (2.4)
en el espacio de los momentos se lee:

-1 (2.12)

N2 .
L (‘I/Zm ’\Ilkm ):'Z Z \IlZm (G(o)) \Ilkm

k m=I
donde la matriz 2 x 2 (G(O))_l estd dada por:
(GA(O))_l = —[ivni —(e, — u)ﬁ] = —[ivni — Ak%3]
(2.13)

y cuyo determinante se escribe:

det(Gyy) ==Y (4) ]2 +4]

(2.14)

donde 7 es el vector de red y se definid &, = rofd ; exp(-il.k).
Las cantidades k y v, son, respectivamente, el momento y
la frecuencia de Matsubara del campo fermidnico.

Por lo tanto, el propagador del fermidn libre

(G(())) €s:

. IA 0
A . an' k
G (kiv,)=- ; 2.15)
0 -
v +4,

donde llamamos A; = (g - u), que tiene la propiedad
A=A . A partir de esta propiedad se puede ver que:

G(0)22 (k’ iVn) = G(o)n ('k"iVn) (2.16)

Para una banda de electrones no interactuante, los
elementos no diagonales en (2.2) se anulan, y el elemento
Gy tiene la forma escalar habitual -(iv,- Ay ! (ver
Ref. [7]).

La ecuacién matricial (2.15) en término de las matrices
de Pauli puede ser escrita:
. N [ E R
Gy (kiv,)=—(vI47) =—"F— "=

(v, -(4)°

L (vi+47)

(2.17)
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De la ecuacién (2.4) puede verse que los vértices de
tres patas (un bosén-dos fermidnes) y los de cuatro patas
(dos bosoénes-dos fermidnes), son respectivamente
originados por las siguientes partes del Lagrangiano:

L (sx, 0,0, )=

N/2

:_Ez(qummf — 0 1, )oR
- 11//2
+py Y W AW 6R, (2.18)
o
+ Z Z lm7A-3\I/jm 6)\l
i m=l
Lpr(8X.6X" W), 0, ) =
N/2
——ZZ(‘I’LN’ — ) b, )6R?
A 2
_/LZ;\IIMTS\I}M 6Rl (219)
N/2
=Y > "W #,0, 6R, 6),
i m=1
Por lo tanto, los vértices se pueden escribir:
A = ()| Lo, )T+t 5 20
am =L O LT E U] Y

7, 0
De las diagramdticas de Feynman anteriores se
pueden escribir las expresiones para las correcciones 1/N a

la auto-energia del fermién para los estados normal y
superconductor.

3 CORRECCION 1/N A LA AUTO-ENERGIA
DEL FERMION PARA LOS ESTADOS
NORMAL Y SUPERCONDUCTOR

Como fué comentado en la introduccién, el modelo
mds simple adecuado para describir el estado
superconductor estd dado por el formalismo Hamiltoniano
reducido BCS. En el estado normal tal formalismo se
reduce a la teoria de Migdal cuya esencia es usar sélo el
diagrama de Feynman de mds bajo orden proporcionado
por el Hamiltoniano reducido [21].

En nuestro modelo la auto-energia total X del
fermion libre para el estado normal estd dada por la suma
de las contribuciones correspondientes a los dos diagramas
siguientes de un loop:
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S0 4 0

3.1
En la notacion matricial de Nambu las matrices
E(l)y 3@ se escriben:
0 (k,i 1% ):
=F Z Amm Dab (q, )AZY,”YG(())(V” —|—wn,k+q)
s mm’ 4w,
Z [ (2v, +w,) +p’ [T+

qu

i(2un + wn),uf'3

+2[2(2V 4w )Tg—i-ul

D(RA)(q w,)+
) ) (2.19)
+ID(AVA)(Q’%)}G(O)(V”+wwk+61)

(3.2)

5:?) (kiv,)=

Z A;‘r;;n Dab ( 1)

m ,m’,q,u,

1 2 A
= Za[i(b/” +w, )I+uTs]D(§’§ (q.0,)+
4wy

+7A—SZ D(I\i))\ (q’ wn )

q4,wWy,

(3.3)

A partir de las ecuaciones anteriores puede ser
calculada la correccién 1/N a la auto-energia del fermién
(ver, por ejemplo, Ref. [13]). Alternativamente las

matrices i(l)y 2(2) pueden escribirse:

$0) (k,iyn) =
A+ B 0 A
= G k
[ O A1 J— B[] (0) (VVI + wn + q) (3'4)
“ B 0
2(2)(]{,1‘%1):[142 + B, ]
0 A, —B, 3.5)

donde

A= Lo i)+

4wy

(3.6)

D(I\Q/I; (q’ wn ) + D(I\i))\ (q’ wn )]

3.7)
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A =3+ )0 (gw,) 6
9w,
1
B,=Y" E,MD(’;I; (¢.w,)+ D5 (gw,)| 39

q.wy

Entonces, para el estado normal la auto-energia total
del fermién es una matriz diagonal que, en términos de las
matrices de Pauli puede escribirse explicitamente de la
siguiente manera:

5 (k,iv,)=—iv, [1 —Z(k,iv, )]i+x (k,iv,)7,
(3.10)

El propagador fermidnico vestido es definido por
medio de la ecuacién de Dyson:

A -1 . A -1 . - .
(G(D)) (k,wn) = (G(O)) (k,zz/n)—E(k,zz/n)

Las ecuaciones son adecuadas para describir las /N
para el estado normal en el modelo de Hubbard
generalizado que describe bandas correlacionadas N-veces
degeneradas en el limite U infinito. Fueron obtenidas por
correcciones principales 1 medio de un nuevo desarrollo
no perturbativo con N grande en el marco de nuestro
modelo Lagrangiano.

Ahora, debe ser incorporado el estado
superconductor. Mirando la expresion de la auto-energia
fermionica (3.10) asumimos que la forma mds general
para escribir la auto-energia total en términos de las
matrices de Pauli es:

S(k.iv,)=—iv, (1= Z (k,iv, )|i+x (k.iv,) 7, +

+¢(k,iv, )7 + 6 (k.iv,) 7,
(3.11)
donde Z, y, ¢ y ¢ son cuatro funciones independientes

arbitrarias.

Cuando se tiene en cuenta el estado superconductor
el propagador fermidnico vestido "andmalo" también
estd determinado por la consecuente ecuacion de Dyson:

A —1 A "
(G(D)) (kiv,)=—iv, ZI—(x—A,) 7, —

—o(k,iv,)?, — o (k,iv,)?,

(3.12)
Esta matriz puede ser invertida, y resulta
~ . 1 . A
(G(D))(k,wn )= ﬁ[—wn Z1+
det(G(D)) (3.13)

+H(x— A7 +0 (kiv, )7 +6 (k.iv,) 7, ]

dénde
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A

-t . 2 2
) (kiv,)=(iv,Z) =(x=A,) =
—¢' =9’
(3.14)
Es claro que la serie de perturbacion de Dyson para

det (

A

la matriz G ( resulta ser idéntica a la G(p). La tnica

D)
diferencia es que G (p) ©Suna matriz y los factores de las

matrices de Pauli se adjuntan en los elementos de la matriz
de interaccion.

Dado que en el estado normal el propagador
fermiénico G ) ©S diagonal, es claro que las funciones

arbitrarias ¢ y ¢ deben desaparecer. La funciones
arbitrarias Z y y estdn determinadas univocamente por el
estado normal, y para verificar la propiedad (2.16) ambas
cantidades deben ser funciones pares de iv, . La solucién
"normal”" ¢ = ¢ = 0 siempre existe. Entonces las funciones

Z y x en el estado normal siguen siendo definidas por las
siguientes ecuaciones:

iv, 1= Z(k.iv,)]= %[E(k,iy”)—z(k,—iyn )]
(3.15)
x(koiv,) = %[Z(k,iun)+2(k,—iz/n)] (3.16)

donde fue asumido que todo es una funcién par en el
momento k.

Ademds, se supone que la propiedad (2.16) es
mantenida en el estado superconductor, por lo que es

. 2, 712 s Iy
necesario que ¢~ + ¢~ debe también ser una funcién par

en iv, . Ademds, es posible ver y que ¢ y q_S satisfacen

idénticas ecuaciones no lineales. En consecuencia,
excepto un factor de proporcionalidad (factor de fase)
ambas funciones deben ser iguales. Cuando existe una

solucién (qb,(b ), con una o ambas funciones diferentes de

cero, es posible mostrar que describe el estado con
condensaciéon de pares de Cooper (el estado
superconductor) [22]. La solucién mds simple es tomar

¢ =0y ¢ =0 correspondiendo fijar el factor de fase.

Esto se debe porque los observables fisicos no dependen
de esta fase. Esta eleccion es equivalente a escribir la
auto-energia en términos de las matrices de Pauli reales.

Por ultimo, como ocurre en el caso del estado
normal, la ecuacién para la auto-energia total fermidnica
libre debe ser resuelta autoconsistentemente usando la
ecuacion (3.13). Como es usual el célculo explicito se
lleva a cabo introduciendo la representacién espectral del
propagador bosénico.
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4 CONCLUSIONES

Como se comentd anteriormente en la actualidad la
teoria BCS es el modelo con notable capacidad para
describir el estado superconductor. La principal
caracteristica de la teorfa BCS es la condensacién de pares
de Cooper, en este enfoque, el par de estados (k 1,-k)
estd ocupado coherentemente. La amplitud del par de

Cooper <cx; ¢, | > que es cero en el estado norma,

debido a la conservacién del nimero, se hace finita debajo
de T. El modelo méis simple que permite tal
comportamiento es el modelo BCS con Hamiltoniano
reducido.

Previamente, se estudié una familia de Lagrangianos
que puede ser mapeada en la representaciéon del boson-
esclavo [7]. En el caso del estado normal, se dié el
formalismo no perturbativo para el modelo de Hubbard
generalizado utilizando un nuevo desarrollo con gran N en
el limite U-infinito. Se construyé la diagramatica estandar
de Feynman con el fin de calcular la correccién 1/N del
propagador bosénico. Se examiné en detalle la estructura
del modelo a un loop. El propagador del bosén
renormalizado encontrado es el adecuado que nos permite
evaluar la correccion 1/ N a la auto-energia del fermion.
En el caso del estado normal, se chequed la diagramatica
computando numéricamente las funciones de correlacion
carga-carga y spin-spin en la red cuadrada para salto
(hopping) t entre vecinos mds cercanos [11]. Los
resultados obtenidos en la Ref. [11] estan en acuerdo con
otros previos provenientes del modelo del bosén esclavo
asi como del acercamiento  candnico con operadores
funcionales X.

En este trabajo, utilizando la notacién matricial de
Nambu hemos reescrito el Lagrangiano para el modelo t-
J y fueron construidas las diagramdticas de Feynman
pero ahora teniendo en cuenta el estado superconductor.
En esta situacion volvieron a evaluarse, los propagadores y
los vértices. Fueron calculadas las cantidades fisicas
renormalizadas hasta el orden 1/N, y se encontrd la
ecuacion para la auto-energfa total del fermiéon que debe
resolverse autoconsistentemente. Por lo tanto, hemos dado
el marco tedrico adecuado para describir el estado
superconductor en el formalismo Lagrangiano para el
modelo de Hubbard generalizado.

En un trabajo futuro nuestras ecuaciones serdn
chequeadas computando las cantidades fisicas relevantes.

También serd estudiado el caso mds general con J ;; = 0,

que incorpore los vértices de cuatro patas fermidnicas.
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