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El problema de la bisqueda de un objetivo surge en distintos contextos de investigaciéon. De particular in-
terés resulta la evaluacién de la eficiencia de las posibles estrategias de buisqueda a seguir, considerando por
ejemplo el tiempo empleado en la deteccién del objetivo. Una estrategia de busqueda que ha despertado
interés es la denominada estrategia intermitente: los buscadores alternan entre un modo de desplazamiento
lento y uno rapido. A partir de un modelo de caminata aleatoria de tiempo discreto se ha encontrado que
la estrategia intermintente da una mayor eficiencia considerando el tiempo de deteccién. Se presenta en
esta comunicacién una extensién del modelo de caminata aleatoria a tiempo continuo, buscando una mejor
aproximacién a los procesos reales. Se propone asi un modelo en el que un conjunto de buscadores dis-
tribuidos en una red unidimensional realizan una caminata aleatoria de tiempo continuo. Los buscadores
no poseen informacién previa acerca de la ubicacién de un dnico objetivo fijo en una posicién en la red.
Los buscadores pueden alternar entre dos modos de desplazamiento: uno rapido con transiciones a sitios
a una distancia de L sitios de red y uno lento con transiciones a primeros vecinos. Las transiciones entre
los modos de desplazamiento estan reguladas por una dindmica dicotéomica. La deteccién del blanco se
produce cuando un buscador arriba a la posicién del objetivo.

The problem of searching a target emerges in diverse research contexts. Of particular interest is the eval-
uation of the efficiency of possible alternative strategies for searching, considering for instance the time
needed to find the target. The so called intermittent strategy has been proposed recently as an optimiz-
ing strategy as regards of the finding time. In this proposal searchers alternate between a slow and a
fast displacement mode. The model has been originally formulated as a discrete time random walk. We
present in this communication an extension to a continuous time random walk model, looking for a better
approximation to real processes. It is proposed in this way a model in which a set of walkers distributed on
a one dimensional lattice make a continuous time random walk. Searchers have no previous information
about the only target location on the lattice. Searchers can alternate between two modes of displacement:
a fast mode, with transitions to sites a distance of L times the lattice parameter, and a slow mode with
transitions to first neighbours. The transitions between these modes of displacement is regulated by an
independent dynamics. The target is detected when one of the walkers reaches its position in the lattice.
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Diversos problemas que surgen en la vida cotidiana o
en el ambito cientifico pueden plantearse como un pro-
ceso de busqueda* ®. En muchos de estos problemas
el tiempo de encuentro es una magnitud critica, ya sea
porque el buscador tiene un tiempo finito de accién
o porque el objetivo estd disponible durante un inter-
valo de tiempo acotado. Por lo tanto, suponiendo que
existe un tunico objetivo o un conjunto de objetivos
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distribuidos en el espacio resulta de interés analizar
las distintas estrategias que pueden desplegarse para
optimizar el tiempo de deteccién.

Asi por ejemplo se han considerado estrategias del
tipo vuelos de Lévy o, a partir de observaciones de
desplazamientos de animales forrajeros, se han consid-
erado estrategias de busqueda denominadas intermi-
tentes. En este ultimo grupo el buscador alterna entre
un estado de desplazamiento rapido, sin posibilidad
de deteccion y un estado de desplazamiento lento con
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capacidad de deteccién.

En un estudio reciente(®) se ha encontrado que una
estrategia de buisqueda intermitente en un modelo de
Caminata Aleatoria de Tiempo Discreto (DTRW) so-
bre una red, con un tnico objetivo oculto en la red,
permite optimizar el tiempo de hallazgo. En el mod-
elo propuesto un conjunto de buscadores se desplazan
sobre una red unidimensional infinita en la que esta
oculto un tnico objetivo. Cada buscador alterna entre
desplazamientos largos de longitud L sitios de red y de-
splazamientos cortos a primeros vecinos. La eleccion
del largo del salto se da con probabilidad « para saltos
a primeros vecinos y con probabilidad 1 — « para largo
L. La deteccion del objetivo se da cuando el buscador
llega a la posiciéon que ocupa el objetivo. Los bus-
cadores no poseen informacion previa sobre la posicién
del blanco. El problema resulta asimilable a uno de
reaccion mediado por difusién con tasa de reaccion in-
finita (reaccién perfecta) y el tiempo de deteccién cor-
responde al tiempo del primer pasaje por la posicién
del blanco.

Sin embargo podemos pensar que modelos de
tiempo continuo dardn una mejor aproximacion al pro-
ceso real dado en la naturaleza. Por esta razén presen-
tamos en esta comunicacién una extensién posible del
modelo intermitente a caminatas aleatorias de tiempo
continuo (CTRW), evaludndose la optimizacién del
tiempo de encuentro. Proponemos aqui un modelo
dindmico en el que cada buscador alterna entre un es-
tado de desplazamiento rapido y uno lento. Las tran-
siciones estan reguladas por una dindmica independi-
ente. En el estado lento los desplazamientos del cami-
nante son de largo 1 (medido en sitios de red) en tanto
que en el modo répido los saltos seran de largo L.

En la seccién siguiente damos una descripcion mas
detallada del modelo en consideracién. A continuacién
se recuperan algunos resultados de la teoria CTRW
con particular atencién al problema en consideracién.
Se calcula asi la probabilidad de supervivencia para
el objetivo en presencia de un conjunto de buscadores
distribuidos originalmente en la red. En la seccién 4
determinamos ademas los valores para el modelo par-
ticular formulado, evaluando la eficiencia de deteccion
en funcién de la frecuencia de transiciones.

2 Modelo CTRW para estrategia intermitente

Para evaluar la optimizacién del tiempo de encuentro
del objetivo siguiendo una estrategia intermitente en
un modelo de tiempo continuo se propone un modelo
de CTRW multiestado sobre una red unidimensional.
Los sitios de red se identifican por una coordenada
entera s (la posicién en la red estard dada por z = as,
con a el pardmetro de red).

Suponemos que en un sitio de red arbitrario, iden-
tificado como s1, se encuentra el objetivo de busqueda.
Se supone ademas una distribucién inicial de un con-
junto de buscadores sobre la red con una concentracién
¢o (s), con la unica restriccién de que inicialmente
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Salto de largo L = 1
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Figura 1: Esquema de transiciones para la estrate-
gia intermitente en el modelo CTRW multiestado. Al
cambiar de posicién en el estado 1 el caminante da
un salto de largo 1 o un salto de largo L si estd en el
estado 2. La tasa de transiciones entre estados es p.

ningtin buscador ocupe la posicién s1 (cp (s1) = 0), ya
que de lo contrario la deteccién se habria producido
antes de comenzar el proceso.

Cada buscador realiza una caminata aleatoria de
tiempo continuo multiestado independiente de la que
realizan los deméds. Los buscadores desconocen a pri-
ori la ubicacion del objetivo, reflejado en el modelo
CTRW por la ausencia de todo sesgo que oriente el
desplazamiento. La estrategia de biisqueda que siguen
se denomina intermitente y esta regida por la siguien-
te regla: en cada instante de transicién el caminante
puede efectuar un salto de largo 1 o L sitios de red
segun sea el estado de desplazamiento en que se en-
cuentre, con una tasa de transiciones A. El cambio de
estado se produce con una tasa de transiciones p y re-
sponde a una estadistica independiente de la dinamica
de transiciones.

La deteccion del blanco por parte de alguno de
los buscadores se produce en el instante de encuentro:
cuando el caminante alcanza la posicion s;. De esta
manera el problema planteado resulta equivalente a un
problema de atrapamiento o reaccién mediado por di-
fusién(™®) y la distribucién de probabilidades para el
tiempo de deteccién por un caminante resulta coinci-
dente con la densidad de probabilidad para el tiempo
del primer pasaje por s1. Este esquema suele denomi-
narse de atrapamiento perfecto, por contraposicién al
modelo imperfecto en el que los reactivos (buscador y
objetivo en nuestro caso) pueden separarse luego de
un encuentro fallido sin que la reaccién (deteccion) se
produzca®.

La eficiencia de la estrategia de busqueda se evalta
a partir del tiempo de deteccién del blanco por alguno
de los buscadores inicialmente presentes en la red. A
tal fin se calcula la probabilidad de que el blanco no
haya sido detectado al tiempo ¢ y su dependencia con
el valor de p/A. Esta magnitud corresponde a la pro-
babilidad de supervivencia (SP) en(!?). El cilculo se
repite para distintos valores del parametro L.

3 Algunos resultados de la teoria CTRW

Consideremos una caminante que efectiia una CTRW
multiestado sobre una red. En cada estado interno
el caminante tiene distintas propiedades difusivas.
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Supongamos ahora que en ¢t = 0 el caminante llega
. .7 ! . .
a la posicién s con estado interno i. Denotamos por

Ds (s -5 /) Ae~ ™ ala densidad de probabilidad para el

tiempo de transiciones del sitio s " al sitio s, de manera
tal que p; (s - s/) Xe M dt es la probabilidad de que

el caminante en la posicién s ' haga una transicién a s
entre t y t+dt, supuesto que no ha cambiado de estado
interno. A su vez la probabilidad de que el caminante
conserve el estado ¢ un tiempo t supuesto que no se
ha desplazado en la red es e™#!, y la probabilidad de
que cambie de estado entre t y t + dt supuesto que
no cambié de posicién es pe~*tdt. Suponemos ademés
que los procesos de cambio de estado y desplazamiento
en la red son estadisticamente independientes. Con-
sideramos en primer lugar una caminata multiestado
homogénea sobre la red. Podemos modelar la cami-
nata multiestado como una caminata aleatoria en un
espacio ) = s ® i: el espacio producto directo de la
red y el de estados internos.

Para describir esta caminata definimos la matriz
de transiciones con elementos en la diagonal (corres-
pondiente a un desplazamiento en la red con estado

i)
B (o) = o

y elementos fuera de la diagonal (correspondiente a
un cambio de estado con el caminante en una posicién

fija)
HY (s=s't) =pe 0%, ()

No consideramos transiciones simultdneas en
posicion y estado por ser de segundo orden en dt.

Notamos que estamos suponiendo una caminata
homogénea, expresado por la dependencia sélo del
largo del salto en p;.

Consideramos ahora un caminante que comienza su
caminata con una transicién a (sg,ip) en t = 0. Aun
cuando esta suposicién corresponde a una condicién
inicial particular, dado que estamos interesados en
el comportamiento a tiempos relativamente largos,
comparados con el tiempo medio entre cambios de
posicién, el efecto de la condicién inicial asumida no
serd significativo®). Expresamos la probabilidad de
que el caminante llegue a la posicién (s, %) en el espacio

O entre t y t + dt por GEOZ)O (s;t|sp) dt. Esta transicién
puede darse a través de uno de dos eventos mutua-
mente excluyentes: por un cambio de estado con el
caminante en la posicién s o por una transicién desde
alguna posicién s  con el caminante en el estado 7. La
densidad de probabilidad para el tiempo de arribo a
la posicién (s,4) debe cumplir con la relacién de recur-
rencia

G (5:t|50) = Bs.061.400 (t —

isio

07)+
, , (3)
+ZHZ.(2) (s— s ;t) *Gﬁl (s ;t|so)
s’
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donde el simbolo x representa el producto de con-
volucién : f(t) x g (t) = fot dt f (t - t/> g (t/). El
primer término toma en cuenta la primer transicién
en t = 0 al estado inicial en tanto que el segundo con-
sidera la transicién general desde un estado (s/, j) al
estado (s,1).

Tomando transformada de Fourier espacial y trans-

formada de Laplace temporal podemos resolver la
ecuacién para obtener

eik50u+H+A f2 H’

fifa — p? u I3

GO (k;ulso) =

i,%0

(4)

con las definiciones f; = u+ p+ A[1 — p; (k)]

De aqui en més denotamos la transformada de
Fourier espacial y/o Laplace temporal de una funcién
por el simbolo "y la sustitucién de argumentos s — k 'y
t — u. En la solucién en la representaciéon de Fourier
encontrada en (4) reconocemos que la densidad de pro-
babilidad de arribo serd funcién de la separacion entre
los sitios: Ggolzj (s — so;t)

Incluimos ahora una condicién de atrapamiento en
la posicién s;: la ubicacién del blanco. La condicion
de atrapamiento significa que cuando un caminante
llega a la posicion s; ya no vuelve a la red y termina
su trayectoria. De esta forma el tiempo de arribo a
la posicion sy es el tiempo del primer arribo y por lo
tanto coincidira con el tiempo de deteccion, de acuerdo
al modelo formulado en la seccién 2.

La condicién de atrapamiento se incluye en el mo-
delo igualando a cero los elementos de la matriz de
transiciones desde s1

Hi’j (stl;t) =0 (5)

estableciendo de esta forma que ninguna trayectoria
puede comenzar en s;. Para los demés sitios de la red
mantenemos la matriz definida en (1) y (2).

Para el problema con atrapamiento denotamos la
densidad de probabilidad para el tiempo de arribo a
(s,4) por G; i, (s;t | so) con un significado similar al
del caso homogéneo. Esta densidad debe satisfacer la
relacién de recurrencia

Gliio (55t]50) = 5,500,300 (t —07) +

+ Z Hi(g) (s — s/;t) * G4 (s/;t|50)

s'#s51,5

con sg # $1, dado que hemos supuesto que inicialmente
no hay caminantes en la posicién del blanco.
Podemos expresar la solucion de esta ecuacién en
términos de la solucion del problema homogéneo dada
por la antitransformada en Fourier de la expresion
(4). A tal fin transformamos en Laplace en la variable
temporal la relacién de recurrencia (6) y calculamos

2js’ GEOJ) (s;u | s,) G (s,;u | so). Haciendo uso
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de la relacién de recurrencia (3) obtenemos la ecuacién

G (s:u ] 50) = GO (s;u ] s0) —
0 ) (7)
—251GiS (ssu ] s1) = 05,5, 04,51 Glig (150 | S0)
Evaluando la expresion en s = s; obtenemos la
solucién
e - —1A(0
G (s130 | 50) = Y [G (susu | s1)];} G,
J
(8)
valida para sy # s1, como fue supuesto. La densidad
encontrada en (8) es la densidad de probabilidad para
el tiempo de la primer visita a s; en la representacion
de Laplace. Reconocemos en esta expresiéon una gene-
ralizacién del resultado de Siegert().

4 Probabilidad de supervivencia y tasa de
reaccién

Suponemos una probabilidad P;, (s¢) para la posicién
y estado inicial del caminante. La densidad de pro-
babilidad para el tiempo de deteccién del blanco es-
tard dada por la convolucién espacial con la densidad
condicional calculada en (8) resultando

A(t)= > Giy (s15t | 50) Piy (50)

%,%0,50

(9)

Por lo tanto, siguiendo a Bendler y Shlesinger(!?),
la probabilidad de que el caminante no haya detectado
el objetivo al tiempo t, promediando sobre la posicién
y estado inicial sera

cI>1(t)1/0t dt'A(t')

Supongamos ahora N caminantes independientes
distribuidos inicialmente en la red con una concen-
tracién inicial ¢;, (sg) = NP, (so). La probabilidad
de que ninguno de ellos haya detectado el blanco al
tiempo t serd

(10)

N
t .
1 —/O dt/ E G'L,ig (Sl;t/ | 80) Czojifo)

1,850,580

Dy (t) =

(11)
donde hemos sustituido la expresién (9) y usado la
relacion entre la concentracion y la distribucion inicial
de probabilidad. Tomando el limite N — oo obten-
emos

t
D (t) = exp —/ dt’' Z Glii (sl;t/ | so) Cip (S0)
0 i,i0,50
(12)
® () es la probabilidad de supervivencia y puede
interpretarse como la fraccién de buscadores que no
han detectado el blanco al tiempo ¢: N (t) = N (¢).
El integrando en el exponente corresponde a su vez a
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la tasa de reaccién del sistema y puede interpretarse
como la fraccién de buscadores del total remanente al
tiempo ¢ que detectan el objetivo entre ¢t y ¢ + dt

K(t) = Lw{)_(t) (13)
O (t) dt

Suponemos de aqui en mas que la concentracién
inicial de caminantes es la de equilibrio para la ca-
minata i.e. una concentracién uniforme (salvo por la
ausencia de caminantes en s; en t = 0) ya que hemos
supuesto una caminata homogénea y dado que los
caminantes se desplazan independientemente unos de
otros. También suponemos que la probabilidad para
el estado inicial corresponde al estado de equilibrio
del proceso dicotémico. Dado que estamos suponiendo
que la tasa de transicién es la misma para ambos es-

tados ésta serd 1/2 en cada estado. Por lo tanto

1
= 005[51‘0,1 + 84g,2]

Para el problema en consideracién, pasando a la
representaciéon de Laplace, sustituyendo el resultado
(8) en el exponente de (12) y usando que la solucién
para el problema homogéneo es funcién de la sepa-
racion s; — sop obtenemos

Ci (8) (14)

- 1
K (u) = co 3

D IGO (s15u | 51)];) %

i,l,i0

(15)
XCAY'I((Z (k=0;u|sop) — 1]

Sélo queda por determinar en esta expresion la ma-
triz G (0; u) que podemos expresar formalmente

X gr(u)  go(u)
GOu)=(u+p+A) (16)
go(u)  g1(u)
con las definiciones
1 [ pu
go(u)zﬁ/_ﬂm(ﬂ?
1 g 1
g1 (u) = 5= dk
21 /_W D (k) (17)

1 (™ fa
00 =5 | Bt

D (k)= fifo—p?

y las funciones f; son las definidas en (4).
En términos de estas funciones la tasa de reaccién
queda expresada por

_ <o [g1(w) + g1 (u) — 290 (u)
Klu)=4 91 (u) gz (u) — g3 (u)

Quedan por determinar los elementos de la matriz

n (16) definidos en (17). Para ello es necesario dar el

modelo particular de desplazamiento en cada estado.

Consideramos un modelo particular para el modelo in-
termitente.

—1|  (18)
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4.1 Modelo intermitente separable
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Figura 2: Dependencia del exponente en la probabili-

dad de supervivencia en funcién del cociente p/\ (co-

ciente entre tasa de cambios de estado y tasa de saltos

en la red) para distintos valores de ¢t en unidades del

tiempo medio entre saltos.
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Figura 3: Dependencia del exponente en la probabili-
dad de supervivencia en funcién de p/A (cociente entre
tasa de cambios de estado y tasa de saltos en la red)
para distintos valores del largo de salto en el modo L
(modo de desplazamiento répido).

Consideramos aqui los resultados particulares para
el modelo intermitente. Proponemos la probabilidad
para el largo de salto

, 1

pi (S -5 ) - 5[6373’—L7¢ + 5s,s’+Li] (19)
con L; = 1 para ¢ = 1 y L; arbitrario para i = L.
Para esta eleccién p; (k) = cos(kL;). Sustituyendo
esta expresion en las funciones f; definidas en (4) y
las mismas a su vez en la definiciéon de los elementos
de matriz en (16) obtenemos finalmente la expresion
para la transformada de Laplace de la tasa de reaccion.
El cédlculo de las integrales se efectiia numéricamente.
Finalmente los valores obtenidos para los elementos de
matriz se substituyen en (18) y se antitransforma en
Laplace para obtener el exponente en la probabilidad
de supervivencia.
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La inversién en Fourier se efectué mediante in-
tegracion numérica de Simpson y la inversion en
Laplace mediante el algoritmo LAPIN. Los resultados
obtenidos se ilustran en las figuras, como funcién del
cociente u/\: el cociente entre la tasa de transicién
entre estados y la tasa de saltos.

5 Conclusiones

Se ha propuesto un modelo dindmico de buisqueda
con estrategia intermitente para tiempo continuo. Las
particulas efectian saltos de largo 1 o L sitios de red
segun sea su estado interno.

Usando el esquema de reacciones mediadas por di-
fusién se ha calculado el exponente en la probabili-
dad de no deteccién (probabilidad de supervivencia)
al tiempo ¢ en funcién del cociente pu/)\, ilustrada en
la figura.

Encontramos que para distintos tiempos, con L =
2, la probabilidad de supervivencia decae sin una de-
pendencia marcada del cociente. Por el contrario la de-
pendencia con el cociente se hace méas notoria cuando
el largo de saltos aumenta.
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