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Diversos problemas de la vida cotidiana o de cardcter cientifico pueden asociarse a la bisqueda de un
objetivo o de un conjunto de objetivos. En este contexto resulta de interés la evaluacién de la eficiencia
de las distintas estrategias de bisqueda, considerando por ejemplo el tiempo necesario para el encuen-
tro. En estudios recientes se ha encontrado que una estrategia intermitente en un modelo de caminata
aleatoria de tiempo discreto, en el que el caminante alterna entre un desplazamiento lento y uno rapido
con probabilidades a y 1-o respectivamente, permite optimizar el tiempo de encuentro. Sin embargo en
muchas situaciones un modelo de tiempo continuo permite una mejor aproximacin a los procesos reales.
Por esta razdn resulta de interés evaluar si las estrategias optimas mantienen este caracter en los mode-
los de tiempo continuo. En esta comunicacién se analiza la mencionada extensidn a tiempo continuo y se
evalia la posibilidad de optimizacién del tiempo de encuentro mediante la estrategia intermitente. El mod-
elo considerado corresponde a un conjunto de buscadores que realizan una caminata aleatoria de tiempo
continuo sobre una red infinita en la que se encuentra un tinico objetivo. Los buscadores no disponen de
informacidn previa acerca de la ubicacién del objetivo y pueden hacer transiciones a primeros vecinos o a
sitios a una distancia L.

Diverse problems in everyday life or in scientifc realm may be stated as a search problem. In these problems
it is of interest the evaluation of search efficiency by considering the time that takes the searcher to find
the target. It has been recently reported that a so called intermittent strategy for a discrete time random
walk model optimizes the time to locate the target. In the intermittent strategy, the searcher alternates
between a slow and a fast displacement with probabilities & and 1 — & respectively. However a continuous
time random walk mode! should give a better aproximation to real processes. In this wav it would be of
interest to evaluate if the extension of discrete time models to continuous time wodels ave still vptina
strategies. In this communication it is presented an extension to continuous time of the intermittent
strategy model. The model consists of a set of searchers that make a continuous time random walk over an
infinite lattice where there is an unique target. There is no previous information for the searchers about
the target location. The walkers can make a transition to first neighbours or to lattice sites a distance L
apart.
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1 Introduccién Asi por ejemplo se han considerado estrategias del

tipo vuelos de Lévy o, a partir de observaciones de

Diversos problemas que surgen en la vida cotidiana o
en el &mbito cientifico pueden plantearse como un pro-
ceso de busquedal™), En muchos de estos problems
el tiempo de encuentro es una magnitud critica, ya sea
prorque el buscador tiene un tiempo finito de accién
o porque el objetivo esta disponible durante un inter-
valo de tiempo acotado. Por lo tanto, suponiendo que
existe un unico objetivo o un conjunto de objetivos
distribuidos en el espacio resulta de interés analizar
las distintas estrategias que pueden desplegarse para
optimizar el tiempo de deteccién.
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desplazamientos de animales forrajeros, se han consid-
erado estrategias de bisqueda denominadas intermi-
tentes. En este dltimo grupo el buscador alterna entre
un estado de desplazamiento répido, sin posibilidad
de deteccidén y un estado de desplazamiento lento con
capacidad de deteccion.

En un estudio reciente!® se ha considerado una
estrategia de bisqueda intermitente en un modelo de
Caminata Aleatoria de Tiempo Discreto (DTRW) so-
bre una red, con un unico objetivo oculto en la red.
El buscador alterna entre desplazamientos largos de
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longitud L sitios de red y desplazamientos cortos a
primeros vecinos. La eleccién del largo del salto se da
con probabilidad « para saltos a primeros vecinos y
con probabilidad 1 — a para largo L. La deteccién del
objetivo se da cuando el buscador llega a la posicién
que ocupa el objetivo. El problema resulta asimilable
a uno de reaccién mediado por difusién con tasa de
reaccién infinita (reaccién perfecta) y el tiempo de de-
teccidn corresponde al tiempo del primer pasaje por la
posicién del blanco. El modelo en discusién se ilustra
esquemdticamente en la figura 1.

Salto largo 1; prob= «

80 81
SC, = = )\'Cﬁ‘ = S s

Salto largo L; prob= g

Figura 1: Esquema de transiciones para la estrate-
gia intermitente en el modelo CTRW. Al cambiar de
posicién el caminante da un salto de largo 1 con pro-
babilidad & o un salto de largo L con probabilidad
B=1-aq.

Sin embargo podemos pensar que un modelo de
tiempo continuo dard una mejor aproximacién al pro-
ceso real dado en la naturaleza. En itltima instan-
cia el proceso a tiempo discreto puede reobtenerse
considerando una densidad de tiempo de pausa delti-
forme en el modelo de caminata aleatoria. Por esta
razén presentamos en esta comunicacién una extensién
posible del modelo intermitente a caminatas aleato-
rias de tiempo continuo (CTRW). Mantendremos la
suposicién de salto de largo 1 (medido en sitios de red)
con probabilidad « y salto de largo L con probabilidad
1-a.

En la seccién siguiente damos una descripcién més
detallada del modelo en consideracién. A continuacién
se recuperan algunos resultados de la teoria CTRW
con particular atencién al problema en consideracidn.
Se calcula asi la probabilidad de supervivencia para
el objetivo en presencia de un conjunto de buscadores
distribuidos irginalmente en la red. En la seccién 4 de-
terminamos los valorees para el modelo particular for-
mulado, evaluando la eficiencia de deteccién en funcién
del pardmetro c.

2  Modelo CTRW para estrategia intermitente

Para evaluar la optimizacién del tiempo de encuentro
del objetivo siguiendo una estrategia intermitente en
un modelo de tiempo continuo se propone un modelo
de CTRW sobre una red unidimensional. Los sitios
de red se identifican por una coordenada entera s (la
posicién en la red estard dada por = = as, con a el
pardmetro de red).
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Suponemos que en un sitio de red arbitrario, iden-
tificado como s1, se encuentra el objetivo de biisqueda.
Se supone ademds una distribucién inicial de un con-
junto de buscadores sobre la red con una concentracién
cy (s), con la tnica restriccion de que inicialmente
ningin buscador ocupe la posicién s, (¢ (s1), ya que
de lo contrario la deteccién se habria producido antes
de comenzar el proceso.

Cada buscador realiza una caminata aleatoria de
tiempo continuo independiente de la que realizan los
demds. Los buscadores desconocen a priori la ubi-
cacién del objetivo, reflejado en el modelo CTRW
por la ausencia de todo sesgo que oriente el desplaza-
miento. La estrategia de bisqueda que siguen se de-
nomina intermitente y estd regida por la siguiente
regla: en cada instante de transicién el caminante
puede efectuar un salto de largo 1 o L sitios de red
con probabilidad a y 8 = 1 — «, respectivamente.

La deteccién del blanco por parte de alguno de
los buscadores se produce en el instante de encuentro:
cuando el caminante alcanza la posicién s;. De esta
manera el problema planteado resulta equivalente a un
problema de atrapamiento o reaccién mediado por di-
fusién(™®) y la distribucién de probabilidades para el
tiempo de deteccién por un caminante resulta coinci-
dente con la densidad de probabilidad para el tiempo
del primer pasaje por s;. Este esquema suele denomi-
narse de atrapamiento perfecto, por contraposicién al
modelo imperfecto en que los reactivos (buscador y
objetivo en nuestro caso) pueden separarse luego de
un encuentro fallido sin que la reaccién (deteccién) se
produzca(®,

La eficiencia de la estrategia de biisqueda se evalia
a partir del tiempo de deteccién del blanco por alguno
de los buscadores inicialmente presentes en la red. A
tal fin se calcula la probabilidad de que el blanco no
haya sido detectado al tiempo ¢ y su dependencia con
el valor de . Esta magnitud corresponde a la proba-
bilidad de supervivencia (SP) en1?),

Para los cdlculos a efectuar consideramos L = 2,
que permite una resolucién analitica manteniendo la
esencia del modelo.

3 Algunos resultados de la teoria CTRW

Consideremos una caminante que efectita una CTRW
sobre la red. Denotamos por ¥ (s —s; t) a la densi-
dad de probabilidad para el tiempo de transiciones, de
manera tal que ¥ (s - s’;t) dt es la probabilidad de
que el caminante en la posicién s haga una transicién
a sentrety t+df. A partir de esta densidad definimos

la densidad de probabilidad para el tiempo de espera
total en un sitio (WTD)

w(t)=> v (s-sst) ()

siendo ¥ (t)dt la probabilidad de que el caminante
abandone el sitio que ocupa entre t y t+dt. Definimos
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también la probabilidad para el tiempo de permanen-
cia en un sitio (SJP)

\Il(t):l—/um dt'ep(t') @)

Notamos que estamos suponiendo una caminata
homogénea, expresado por la dependencia sélo del
largo del salto en 1.

Supongamos que el caminante comienza su cami-
nata con una transicién a sg en t = 0. Esta suposicién
corresponde a una condicién inicial particular. Sin
embargo, dado que estamos interesados en el compor-
tamiento a tiempos relativamente largos, comparados
con el tiempo medio entre transiciones, el efecto de
esta particular eleccién no serd significativo ). Expre-
samos la probabilidad de que el caminante llegue a la
posicién s entre t y t + dt por G (s;t|sy) dt, donde la
densidad de probabilidad para el tiempo de arribo a la
posicién s debe cumplir con la relacién de recurrencia

G (5;t]30) = 85,5 (£ — 0F) +

+/: dt’ ;;(;(s—s’;t—t’)c(s';ﬂsu) 3

que surge de la siguiente condicién: el caminante llega
a s entre ¢ y t+dt mediante una transicién desde algiin
sitio s . Suponemos que la llegada a s’ se dio entre
t’ y,t' +dt (' <t y que por lo tanto permanece
en s un tiempo t — ¢ . El primer término toma en
cuenta la contribucién de la transicién inicial cuando
s = sy Tomando transformada de Fourier espacial y
transformada de Laplace temporal podemos resolver
la ecuacién para obtener

eikso
1 -9 (k;u)

De aqui en més denotamos la transformada de
Fourier espacial y Laplace temporal de una funcién
por el simbolo "y la sustitucién de argumentos s — k
yi—u.

La probabilidad P (s;t|sy) de encontrar al cami-
nante que arranca en sg en la posicién s al tiempo ¢,
puede expresarse en funcién de la densidad G a través
del producto de convolucién

G (k; ulso) = (4)

lvs'(.c.e,ﬂsu):/ut dt'y (t—t')G(s,t’ |su) (5)

que corresponde a la probabilidad de que el caminante
llegue a sentret yt +dt y permanezca en el sitio al
menos hasta el tiempo ¢. Pasando a la representacion
de Fourier-Laplace obtenemos

W (u) ethso
1= (k;u)

Para los problemas de atrapamiento resulta de
gran importancia la densidad de probabilidad para el
tiempo de la primer visita al sitio s (FPTD) denotada
por F (s,t | sy) de manera tal que la probabilidad de

P (k;ulsy) = (6)
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que el primer arribo del caminante a s sea entre t y
t+dtes F (s,t | sy)dt . Esta densidad est4 relacionada
a P(s,t| sy) a través del producto de convolucién

P (s;t|sy) = 05,50 P (t) +
+f rdt’ P (s;t—t'ls)F(s;t’JSU) ™

que establece que la probabilidad de encontrar al cam-
inante en s al tiempo ¢ estd dada por la probabilidad
de que llegue al sitio por primera vez en un instante
t' <ty luego vuelva a encontrarse en ese sitio cuando
haya transcurrido un tiempo ¢ — t'. Debe agregarse
ademds la contribucién de las realizaciones en las que
¢l caminante no se desplaza cuando s = sy,.

Resolvemos la ecuacién tomando transformada de
Fourier y Laplace obteniendo

P(S;u|5u) - (UJ Js,so
P (s;uls)

F (s;ulsy) = (8)

Notamos que en el numerador estdn descontadas
las contribuciones a P de aquellas realizaciones en
las que el caminante permanece en la posicién inicial
sin hacer transiciones. Asi, para s = s¢ da la den-
sidad de probabilidad para el tiempo del primer re-
torno al origen. De todas maneras esta eleccién no
tendrd efecto en nuestro tratamiento dado que hemos
supuesto ¢ (s1) = 0.

3.1 Probabilidad de supervivencia y tasa de
reaccién

Siguiendo a(l) consideremos un caminante que
comienza en la posicién sg # s;. La densidad de pro-
babilidad para el tiempo de deteccién en el modelo
propuesto resulta coincidente con la del tiempo del
primer pasaje. Hemos descartado sy = s; ya que
en este caso la deteccién se produce precisamente en
t=0.

Suponemos de agi en méds una caminata ho-
mogénea, por lo que la probabilidad para la posicién es
funcién de la diferencia s — s, y por lo tanto la FPTD
depende sélo de s; — sy.

La probabilidad de que el caminante no haya de-
tectado el objetivo al tiempo ¢, promediando sobre la
posicién inicial serd

o, (t):l—/u‘ dt!EF(sl—SU;t!) Fo(so) (9)

con Py (sp) la distribucién de probabilidad inicial para
el caminante.

Para generalizar el resultado a una distribucién ini-
cial de caminantes supongamos ahora N caminantes
independientes en una red de M +1 sitios con una con-
centracién inicial ¢ (s) = NPy (s). Suponemos aqf que
la concentracién inicial de caminantes es la de equilib-
rio para la caminata i.e. una concentracién uniforme
ya que hemos supuesto una caminata homogénea y
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dado que los caminantes se desplazan independiente-
mente unos de otros, la probabilidad de que ninguno

de ellos haya detectado el blanco serd
: N
SN (t) = l—/‘dt, F sy — sg;t’ C-L—(SL)
N ) [ s ,(;1 ( 1 V] ) N
(10)

Tomando el limite termodindmico, N, M — oo
manteniendo fijo el valor ¢y (s), obtenemos

i
D (t) = exp —/ dt’ Z F (sl - su;t’) co (s0)
0 sg#s

(11)
® (t) es la probabilidad de supervivencia y puede
interpretarse como la fraccién de buscadores que no
han detectado el blanco al tiempo #: N (t) = N® (t).
El integrando en el exponente corresponde a su vez a
la tasa de reaccién del sistema y puede interpretarse
como la fraccién de buscadores del total remanente al

tiempo ¢ que detectan el objetivo entre ¢ y ¢ — dt

1 de(2)

K(t)= -(I)—(a—dt—- (12)

Para el problema en consideracién, pasando a la
representacién de Laplace y usando el resultado (8)

P (51— s;u)
K(u)= _ 1
W= PotaE 1)
s#8
Tomando en cuenta ahora que estamos suponiendo
una condicién inicial homogénea

%:;P(s—su;u)q, (14)
con lo cual resulta
K(u)= > 15)
W= Pow ‘

Encontramos asi que para evaluar la probabilidad
de supervivencia debemos determinar P (0;u).

4 Modelo intermitente separable

Consideramos aquf los resultados particulares para el
modelo intermitente. Se propone la densidad de pro-
babilidad para el tiempo de transicién

B (= 5'8) = {2 [ ] +

8 [bur a0 0] } s "

con la condicién o+ B = 1, siendo « la probabilidad
de efectuar una transicién a un primer vecino y B lade
efectuar una transicién de largo L (=2 en este caso).
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Sustituyendo la transformada de Fourier-Laplace
de (16 en la expresién (6) obtenemos para ¢l modelo
propuesto

av _ W (u)eikso 1 1
P[k; 'U-!Su) =0 4’9}!'(”') R]. {cosk_c_ - COSk_CvI-}

(17)
con las definiciones
2
R, = \/(1 + %) + 35h

Ci=—%iR1

(18)

En particular, para el cdlculo de la probabili-
dad de supervivencia es necesario calcular P (0;u),
suponiendo una concentracién inicial de buscadores
uniforme, excepto en s = s; conforme lo discutido en
la seccién anterior,

Invirtiendo en Fourier el resultado (17) evaluado
en s — sy = 0 obtenemos

1— f(u) 1 B -
4fuf (u) Ba Vi -1 /2 -1
(19)
Sustituimos este resultado en la expresién para la
tasa de reaccién (13) y calculamos numéricamente la
transformacién inversa de Laplace del exponente en
la probabilidad de supervivencia (11). El resultado
obtenido se ilustra en la figura 2.

P(Ou) =

400

e(t)

1UD - i A A A R P et " '.:

04— . . :
0o 02 04 06 08 1.0

Figura 2: Dependencia del exponente en la probabili-
dad de supervivencia en funcién de 3 (probabilidad de
salto largo) para distintos valores de ¢ en unidades del
tiempo medio entre saltos.

Observamos un aumento en el exponente para, val-
ores crecientes de 8 < 1. Este crecimiento estard aso-
ciado con una disminucién de Is SP como se muestra
en la figura 3, asociado con una mayor eficiencia en la
deteccidn,

5 Conclusiones

Se ha extendido el modelo de biisqueda con estrategia
intermitente al esquema de tiempo continuo. Las prob-
abilidades para el largo de salto 1 o L sitios de red son
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Figura 3: Dependencia de ].Ei probabilidad de super-
vivencia en funcién de 8 (probabilidad de salto largo)
para distintos valores de ¢ en unidades del tiempo
medio entre saltos.

a y [ respectivamente. La extension elegida es relati-
vamente directa a partir de la densidad (3 - s'; t)
(16).

Usando el esquema de reacciones mediados por di-
fusién se ha calculado la probabilidad de no deteccién
al tiempo ¢, ilustrada en la figura.

Encontramos que efectivamente, para valores de 3
proximos a 1, aunque menores, se produce un minimo
en la probabilidad de supervivencia (y por lo tanto un
méximo en la probabilidad de deteccién).
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