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Los flujos estratificados que se desarrollan en canales uniformes con seccién transversal no-rectangular pueden
estudiarse por medio de la aproximacion de aguas poco profundas. Del sistema de ecuaciones resultante, hasta €l
momento se han obtenido en forma empirica algunas soluciones particulares. El objeto de este trabajo es buscar todas
las posibles soluciones de tal sistema empleando los grupos de simetria de Lie. Con esta metodologia, € conjunto de
soluciones puede dividirse en cuatro diferentes grupos locales con caracteristicas fisicas distintivas. El andlisis de
invariancia de los grupos permite encontrar soluciones tipicas a las cuales se les da la correspondiente interpretacion
fisica. Se hallan tanto las soluciones triviales de cambio de escala como soluciones autosimilares y de onda que no han
sido reportadas previamente. Al margen de las soluciones encontradas para este sistema de ecuaciones, la metodologia
empleada resulta de caracter general y de suma utilidad, por lo que su aplicacion a otros sistemas de interés para una
blsgueda exhaustiva de soluciones resulta prometedora.

The dtratified flows developed in uniform channels of non-rectangular cross-sections are usually studied using the
shallow water approximation. Up to now, only particular solutions have been obtained empirically from the resulting
equations system. The goa of this work is to look for al possible solutions of such a system employing the Lie
symmetry groups. With this methodology the set of solutions may be divided in four different local groups with
distinctive physical characteristics. The analysis of invariance of the groups allows finding typical solutions to which
the corresponding physical nterpretations are given. Trivial solutions of scale change, and self-similar and wave
solutions which have not been reported previoudly, are found. Besides the solutions obtained for this system of
equations, the technique is general and very useful, since its application to other systems of interest to look for

exhaustively solutions resultspromising.

1. INTRODUCCION

Las ecuaciones de aguas poco profundas se utilizan
para modelar el comportamiento hidrodindmico de flujos
en hidraulica, oceanografia, meteorologia e ingenieria .
Diversos desafios en ciencias aplicadas han provisto
nuevos modelos fisicos que incluyen términos adicionales
ylo diferentes condiciones de contorno para las
ecuaciones de aguas poco profundas béasicas. Asi, ha
surgido una creciente necesidad de encontrar soluciones
analiticas de las ecuaciones del modelo para comprender
la fenomenologia fisica tanto como para parametrizar y
validar los complegjos codigos numéricos y analizar sus
resultados.

Uno de los desafios concierne a las corrientes de
gravedad que ocurren en muchas situaciones naturales e
industriales ©@. Estos flujos se forman cuando un fluido
fluye principamente en forma horizontal bao la
influencia de la gravedad en €l interior de otro fluido de
densidad ligeramente diferente. Un procedimiento conin
para generar corrientes de gravedad en e laboratorio es a
través de la remocion rgpida de una barrera vertical que
separa dos fluidos miscibles de diferentes densidades
(aguay agua salada, por ejemplo) en un canal de seccidn
transversal uniforme.

Si la viscosidad es despreciable, el balance de las
fuerzas de gravedad e inercia gobierna el flujo y las
ecuaciones de aguas poco profundas pueden utilizarse
para encontrar una solucién que describa €l
comportamiento del sistema. Esta descripcion  es
adecuada, por giemplo, si la longitud de la corriente de
gravedad excede suficientemente su profundidad.
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La mayoria de los estudios tedricos y de laboratorio
han sido dirigidos al comportamiento de las corrientes de
gravedad generadas por la liberacion instantanea de un
volumen fijo y finito de un fluido denso. Esto corresponde
a la situacion en la que los laterales del tanque de
almacenamiento colapsan répidamente liberando su
contenido de inmediato. Una situacion mas readlista se da
cuando €l contenido de un tanque de almacenamiento o de
una tuberia es liberado durante un periodo de tiempo a
tasa variable debido, por ejemplo, a una pequefia grieta o
resquebrajadura.

L os estudios previos fueron concentrados en los flujos
de gravedad que tienen lugar en canales uniformes con
seccion transversal rectangular o con geometria cilindrica.
La influencia de la forma de la seccion transversal sobre
el flujo fue investigada recientemente por Thomas &
Marino © obteniéndose una solucién analitica particular.
Entonces se reporté un modelo fisico que corrobora los
resultados de flujos generados en canales de seccién
transversal triangular en el laboratorio. Sin embargo,
hasta el momento no se ha reportado un estudio general
para analizar €l conjunto completo de soluciones para
formas de secciones transversales no rectangulares que
pongaalasolucion encontrada en contexto.

Este trabgjo constituye una primera etapa para analizar
las posibles soluciones de las ecuaciones de aguas poco
profundas y describir los flujos de gravedad en canales de
seccién transversal de forma complgja. Luego de
presentar los modelos fisico y matematico, en la Seccion
3 determinamos los grupos de simetria de Lie en las
ecuaciones resultantes y mostramos que las soluciones
pueden dividirse en cuatro grupos locales con
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caracteristicas distintivas. El andlisis de invarianciay la
busgueda de soluciones de cada grupo se realizan en la
Seccion 4. En la Secciéon 5 incluimos gemplos y la
interpretacion fisica para cada caso, centrando la atencion
en los grupos donde existen soluciones practicas.
Final mente, presentamos las conclusiones.

2. MODELO

Las ecuaciones de aguas poco profundas pueden
usarse para estudiar las corrientes que se desarrollan en un
canal de seccion transversal no-rectangular definida por:

} o 3
y=y@=1"%  pma V7 ®
§-b2 y<O0,

donde a, b son constantesy z3 0, y son las coordenadas
en las direcciones vertical y transversal. Como se ilustra
enlaFigural, losvaloresa=1a £ 1y a > 1 determinan
una seccion transversal triangular, con depresion central y
convexa, respectivamente . El caso mas comuin de una
seccién de forma rectangular es dado por a ® ¥. Por otro
lado b esta relacionado con la relacién ancho-profundidad
del canal através deb = w/hy?, donde hy> 0 y w = y(z=hp)
denotan la altura 'y el ancho del canal, respectivamente.
Tanto el uso de a como de b facilitan el andlisis de las
propiedades bésicas del flujo que se desarrolla en canales
de seccién transversal arbitraria. Para el caso de una capa
de fluido de densidad r; sobre otra capa de fluido de
densidad r, > r; en un cana horizontal en el que los
efectos de la friccion en el fondo son despreciables, las
ecuaciones unidimensionales de conservacion de la masa
y ded momentum constituyen €l siguiente sistema de
ecuaciones en derivadas parciales (PDE) para las
variablesfisicas:

} (ha+l)l + (Vha+l)x =0

P :
fvttwxtghy=0

)

donde g’ =g(r o-r 1)/r ; eslagravedad reducida, h(xt) esla
profundidad de la capa inferior y v(x,t) es lavelocidad del
fluido . Notar que b esta ausente en P, sugiriendo que w
no es un pardmetro relevante para describir el flujo
desarrollado, andlogamente a lo que ocurre en los canales
de seccién rectangular. Escalando las variables con los
parédmetros disponibles g" y hg > 0, y redefiniendo h/hy,
viQg'/ho), tQg/ho), xhy como h, v, x y t,
respectivamente, el sistema PDE (2) puede expresarse en

forma adimensional como sigue:
D: 1(a+1)(ht + th)+ hvy =0
.%Vt+Wx+ hx=0

©)

S a > -1 entonces D satisface la condicién de rango
maximo. Luego la técnica de grupos de Lie, los métodos
de similaridad y el andlisis dimensional pueden usarse
pararesolver el sistema PDE (3). 4567

3. GRUPOS DE SIMETRIA DE D
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Figura 1. Formas que puede adoptar € contorno de un
canal seguin el valor del parametro a.

Sea M el subconjunto de puntos &tvh) 1 A? de
modo que x > 0, t > 0. Denotemos con X a campo sobre
My sea X la correspondiente prolongacién de X al
espacio M. Asi, si X T ¢(M) es dado por

X=a (x, t,v, h)‘ﬂ_l +b (x,t,v, h)% + g(x, t,v, h)ﬂ%

+d(x,t,v,h)1.

Th
Entonces XPT ¢(M™) puede escribirse como

x(l) =X +gxi+gti+d Xl+dti_
fivx

vt Thx Tht

Evaluando la X en (38) ©GTh2%6rlY) g tienen las
siguientes relaciones:

gX:gx+(gv' bx)Vx+(b X" gh)hx+bxWx' avVg(+

+(bv- ah)vxhx+bvw)2(+bhwxhx+bhh§,

g" =9t+ath+(bt' gv)(Wx"'hx)' Vxhgh/(a"'l)'

- gpvhxtaywi+ayvxhy-a hhvg/(a+1)- a pwyhy,

d*=dx+dyx+(dh- a hy*b uxh/(a+1)+b hyv-

- ayVxhx- anhg+byhvg/(a+1)+bywyhy+

+b pvyhhy/(a+1)+ b pvhi,

d'=di+dyvi+{dn- byhi- athe avvh anhihye

- byvieht - b phf

Puesto que XD (x,t,v,h) = 0 ¢ T23LPP109) oo tiene que
(a+1)oh, + va X+t + vy + hg* =0,
oy +vgX+gt+d,=0.

Igualemos los coeficientes de los monomios en la
primera derivada parcial de vy h que tienen lugar en (3).

Las ecuaciones que definen los grupos de simetria de D
resultan ser lassiguientes:

4

(i)d=0, (i-9=9=9=0,
(iii) -a;+g=0, (iv)-ax+b=0
(V) bx+ h=0, (vi) by-gn=0
(vii) b= b, = by, (viii)ay=ap=0.
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En consecuencia, por (ii) esg= g(h) y por (iii) esg =
a;. Y también por (iv) es ax = by, por (v) y (vi) es

by,=-g(h)y=g(h) yasi by Ay
constante. Asi, por (vii) esb = b(t) y por (viii) resulta a =
a(xt). Ahora, por (iii) tenemos a(x,t) = cst+h(x) para una
funcion h = h(x) con derivada continua. Usando (iv)

=0y g° cs con cyl

obtenemos H(x) = b(t) y entonces H(x) = B(t) =0, de

modo que h(x)= cax+c1 ¥ b(t)= cat+c, con ¢y, €, s T Ay
constantes. En consecuencia

1 1 1 _
X=a(xt)—+b )L +cq—=
a(x )ﬂx+ t)—+c ca

qt v

= (cat+cax+ 01)%( +(cat + cz)% + 04“1 =

1 1 el 106 a%- 1
=c1— tco—+*c X— +t —=+c —t—
B T G PR TP Pl VP

Asi el dgebrade Lie de simetrias infinitesimales de D
esta generada por |os cuatro campos
X1= T Xo= T, Xa= xTh +tTh, Xa=th+ . (5
Las relaciones de conmutacion entre los campos
[Xi,X;] son dados por:

XNX | Xy X2 X3 X4
X1 0 0 0 X1
X5 0 0 X1+X5o Xz
X3 0 X1-X5 0 0
X4 X X, 0 0

Los correspondientes grupos de pardmetros locales
son los siguientes:

1
Gl:(x,t,v, h) s (x+st,v,h)
G2:(xt,v,h) s§ (x,t+sv,h)
GgZ(X,t,V, h) s3 (xe<p step sv,h)
Ga: (% t,v,h) ; (x+st,v+sh)

s

(6)
donde s é: exp(sx j ) 1£ j £ 4. Puesto que cada grupo

de Lie G; es un grupo de simetria, la transformacion s
muestra que las soluciones v =v(x,t) y h = h(x,t) de D son:

vHxt)=v(x- st) y hi(xt)=h(x- st)
v2(xt)=v(x,t-s) y hZ(xt)=h(xt-s)
3(x,t) =v(x- st,t) y h3(xt)=h(x- st,t)
vixexp(- s).texp(- )y

h*(xt) = h(xexp(- 5), texp(- 5)) @)

4. ANALISISDE LA INVARIANCIA DE D

De (4) se infiere que la proyeccién de los grupos
locales Gy, Gy, Gz y G4 de M, es decir los cambios de las
variables independientes x y t, no dependen de las
variables independientes v y h. Los grupos inducen una
accién semi-regular (es decir, todas las Orbitas tienen la

vixt)=
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misma dimension) con una Orbita dimensional. Las
acciones son regulares porque cualquier punto de M tiene
una vecindad que intersecta cualquier 6rbita en n
conjuntos conectados. En consecuencia podemos
determinar un conjunto completo de invariantes
funcionalmente independientes relacionado con los
campos vectoriales (5) ¢ T"217PP8) Baio estas condiciones
localmente asociadas a cada campo, existe una Unica
invariante y = y(x,t) de la proyeccién dentro del grupo
para x > 0, t > 0. Ademés, hay dos invariantes adicionales
Z = Z:(xt,v,h), Z = Z(xt,v,h) sobre M de modo que y, Z*,
Z proveen e conjunto completo requerido. Invocando el
teorema de la funcion implicita podemos hacer el
siguiente andlisis de cada campo de (5):

() Se cumple que Xy (t) = X1(v) = X¢(h) = 0. S (X,t,v,h)

T M escribimos y(xt) = t, Z:(xtv,h) = v, Z(xtyv,h) = h.

Entonces v = Z' = Z(y) = Z(t) y h = 2 = Z(y) = Z(t).
Luego,

vx=hx=0, vi=7 h=2zf (8

Reemplazando (8) en D obtenemos v = hy= 0, es decir
vy h deben ser constantes y por tanto constituyen la
solucioén trivial de D.

A (ii) Por otra parte Xa(X) = Xa(v) = Xz(h) = 0. S (x,t,v,h)

I M sea
yxt) =% Zxtv,h)=v  z2(xtv,h)=h

Entonces v =z = Z(y) = Z/(X) y h = Z = Z(y) = Z(X).
Luego,
i(a+2)hyv+hvyg =0,
Ihx"’Wx—O

D: 9

Puesto que v = v(x) y h = h(x), por la segunda
ecuacion de D es h+#/2 = ¢, paraalginci A. Entonces
la primera ecuacion de D da v[c-(a+3/2V?] = 0. En ese
caso ddx[(c-(a+3/2v?)?] = 0, y v y h deben ser
constantes.

(iii) Ademas Xz(v) = X3(h) = 0. Para buscar la solucion
invariante correspondiente consideremos la ecuacion
caracteristica dx/x = dt/t. Puesto que X/t es constante sobre
las curvas caracteristicas, sigue que

y(x,t):?x, 2Axtv,h)=v, z22(xt,v,h)=h  (10)
Como v = Zt = Z(y) = Z(¥/t) y h = 2 = Z(y) = Z:(x/t),
tenemos
_ldt | XdZ o _1dA | _ XdZ
Ty T Ty ™ Ty M 2y
Por lo tanto

D: 1','(a+1) zt- y)dzzldy+ 72dZ/dy =0,
T(zl- y)dzL/dy + dz?/ dy = 0.
En consecuencia, si dzt/dy 1 0, es

22=(a+1)(A- yf-

(11)
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Hay varias alternativas para trabagjar con la Ec. (11).
En particular, remplazando Z en la primera ecuacion de D
eintegrando obtenemos

(2a+3)A=2(a+1y+c,

dondec1 A. Impongamos la condicién Z2=0s Z=1. S
a>-1yescribimos

_Zartyre 5 ey
2= s v 2l

entonces zg =1siysolosiy=c+(2a+3)/Oa+1). Luego,

z% =0 si y solosi ¢ = +2Qa+1). Como consecuencia,

obtenemos:
2Ja+1|x/th/a+1+1
2= 74 (xt)= l(2)(a +)13 J
—_ .2 (12)
zz=z§(x,t):a+1[2 a+l+X/t] .

(2a+3)?

(iv) Finalmente X,(t) = X4(h) = 0. Como la funcién x/t-
v es constante en las soluciones de la ecuacion
caracteristica dx/t = dv, resultaque

y(xvt) :t! Zl(X,t,V, h): h Zz(X,t,V, h):TX- V.

Entonces h = 28 = Z4(y) = Z'(t) y v = X/t-Z2 = X/t-2(y) =
x/t-Z(t), de modo que

1 dz2 x? dzt

==, == = :O, =

VX7Vt a2 hx ht ot
Por lo tanto,

D_i‘(a+1)dz1—/dt+zllt:0,
O
fdz2/dt + 22/t =0.

Las soluciones correspondientes de D son Z\(t) =
ctV@D y Z=d/t, dondec,di A. En consecuencia,

hxt)=ct- VD), v(x1) Xt_d (13
5. INTERPRETACION FisICA
RESULTADOS

Los conjuntos de soluciones del primer y segundo
grupo de simetria son invariantes frente a un
desplazamiento espacial o temporal de la magnitud s,
respectivamente. Luego la forma de la solucion no
depende del origen del €e de coordenadas espacial o
temporal. Un flujo uniforme es un egjemplo de estos
grupos de simetria como vimos en las secciones 4(i) y
A(ii).

Las variables espacia y temporal del grupo local Gs
estan vinculadas por medio deunavelocidad s, sugiriendo
gue los conjuntos de soluciones tienen caracteristicas de
onda. En particular, la solucion autosimilar (12) se
representaen laFigura 2.

Reemplazandov = 7', h =Z y y = const = sen Ec. (11)
se obtiene h = (a+1)(v-s)>. Aqui s es una velocidad
caracteristica que, en las variables fisicas dimensionales,
esta dada por

DE LOS

(14)
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Esta relacion es una generalizacion de la conocida
velocidad de onda s=,/g’hy para candes rectos de

seccién  transversal  rectangular. Las  soluciones
correspondientes pueden obtenerse de los PDEs (2)
buscando soluciones donde h y v sean funciones de (x-st).
En particular, para el caso de una perturbacién pequefia
h* (x,t) << hg y v*(x,t) << s de un estado estacionario h =
hy y v =0, se encuentra que el sistema (2) se convierte en
el bien conocido de las ecuaciones de onda cuyas
soluciones son cualesquiera funciones derivables h* (x-st)
y V* (x-st) donde s es dado por (14).

Finamente, e grupo loca G; se refiere a las
soluciones relacionadas con las transformaciones h(x,t) ®
h(xe®t) y v(xt) ® v(x,te®). Esta transformacion puede
considerarse como un cambio de escala en ambas
variables independientesxy t en laformax® s*tyt®
s*t, donde st = e°. Este cambio de escala es adicional al
verificado en el sistema PDE D dado por (3) que es
independiente de las escalas fisicas como se mostrara en
Seccion 2. La solucién (13) sugiere una forma particular
de descarga del canal segin la cual la profundidad se
mantiene estrictamente uniforme, es decir h no depende
de x sino de t solamente. La velocidad del fluido es
proporcional a la posicién hasta el contorno derecho del
dominio.

1,0

08
06
04

0,2

0,0

Figura 2. Distribucion de altura (arriba) y velocidad (abajo)
provistas por la solucién autosimilar para flujos densos en
canalescona=0,05,1y2.

6. CONCLUSIONES

Las soluciones continuas y derivables del sistema
PDE definido en (3) fueron determinadas por medio de
andlisis de invariancia. Los campos X; y X dan
soluciones constantes, y los campos Xs y X4 proveen las
soluciones no triviales como indican (12) y (13). En
consecuencia, las proyecciones de los cuatro grupos de
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Lie descritos en (6) provee soluciones genuinas que
incluyen las soluciones autosimilares previamente
obtenidas por Thomas & Marino (2004) y ondas vigjeras
para las formas estudiadas de la seccién trasversal. La
existencia de las soluciones trivides es ciertamente
directa del andlisis de simetrias de (2), pero aqui dichas
soluciones se encuentran por medio de un método general
y exhaustivo completando el conjunto de soluciones
posibles. Por lo tanto, e presente estudio puede
considerarse como un interesante comienzo del estudio de
las soluciones de sistemas de PDE andl ogos a (2) pero que
incluyen términos adicionales que dan cuenta de
fendmenos fisicos més compl gjos.
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