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Investigamos la influencia estabilizadora de un flujo de plasma paralelo a una lamina de corriente formada por un
movimiento tipo punto de estancamiento, sobre la inestabilidad de "tearing”. Damos el andlisis de estabilidad para
una extension de esta configuracién, la cual es solucion exacta de 1a MHD. El espectro se calcula usando un
método matricial con diferencias finitas. Se da la tasa de crecimiento y en funcién de los nimeros de Mach-
Alfvénico Ma, Lundquist S y Prandtl magnético Py, Mostramos (para P=1) la estabilizaciéon del modo "tearing”
por Kelvin-Helmholtz cuando Ma<1. El efecto de la viscosidad tiende a reducir las tasas de crecimiento. Se
confirma, en el caso vo=0, la dependencia de y con el nimero de Hartmann H.=S/P"2

We study the stability of a driven current sheet with a magnetic field normal to a stagnation point flow and parallel
to a velocity shear. The configuration is an exact solution of the MHD equations with resistivity and viscosity. The
eigenvalues and eigenfunctions of the stability problem are studied numerically using a finite difference matrix
method. The growth rate vy is given as a function of the Lundquist number S, the Mach-Alfvenic number M, and
the magnetic Prandtl number Py, It is found that the tearing mode is stabilized for Ma<l (when Py=1). The
presence of viscosity tends to reduce the growth rates of the instability. The dependence of ¥ on the Hartmann

number Hy=S/Py,'? is confirmed in the case of a static equilibrium current sheet.

I INTRODUCCION

La inestabilidad de corte de las lineas magnéticas (en
inglés “"tearing") es la mas importante de las
inestabilidades resistivas en plasmas'2. En estos modos
se viola la restriccion topologica caracteristica de la
magnetohidrodinamica ideal: la preservacion de la
identidad de las superficies magnéticas. La difusién
resistiva permite la ruptura de las lineas magnéticas y su
posterior reconexion, para dar lugar al crecimiento de
una configuracion de isla magnética que lleva a un
estado de menor energia. El efecto de la resistividad se
manifiesta principalmente en pequefias capas limites
resistivas conocidas como laminas de corriente, que
rodean las superficies singulares del campo magnético.

En la teoria clasica de estos modos resistivos se
consideran configuraciones estaticas de plasma con una
lamina de corriente en equilibrio difusivo. Sin embargo,
la presencia de un flujo de plasma puede modificar
sustancialmente el desarrollo de la inestabilidad. Por otra
parte, la consideracion de configuraciones de equilibrio
no estaticas tiene particular interés en aplicaciones
astrofisicas, por cuanto se observan en las prominencias
solares, la magnetopausa terrestre y en chorros (“jets”)
extragalacticos’.

El estudio de la estabilidad de laminas de corriente
sostenidas por un flujo con un punto de estancamiento
constituye una variante novedosa dentro de la teoria. La
configuracion de equilibrio es una solucion exacta de las
ecuaciones MHD. Esto permite realizar el analisis de la
estabilidad sin las limitaciones usuales a valores
pequefios de la resistividad y viscosidad. Las ecuaciones
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perturbativas resultantes se resuelven en forma numeérica,
usando un método matricial con diferencias finitas para
calcular los autovalores y las autofunciones del problema.

II CONFIGURACION DE EQUILIBRIO Y
ECUACIONES PERTURBATIVAS

Las ecuaciones magnetohidrodinamicas que describen
el flujo de un plasma incompresible con resistividad y -
viscosidad son

V.v=0, ¢))

@Nx(mxv)=iVx(ij)—vvx(me), ®
ot pc

%:Vx(va)—vmVx(VxB): ©))

donde ©=Vxv y j=(c/4m)VxB, p es la densidad
(constante) y v, v, son, respectivamente, la viscosidad
cinematica y difusividad magnética (unidades cgs-ues; ¢
es la velocidad de la luz en el vacio).

En este trabajo se investiga la estabilidad de una
extension de la configuracién de Phan & Sonnerup®, que
consiste en una lamina de corriente sostenida por un flujo
irrotacional con un punto de estancamiento en el plano
normal a la direccion del campo magnético (fig. 1).
Agregando una componente adicional de velocidad
voY) paralela al campo magnético, se obtiene una
solucion exacta de equilibrio dada por

vo=(aX, —-aY, errf{:/—;h-—}), C))

1Y Y
B, = (Byexp{-S (1)} O, Bierf{ 750> &)
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Figura 1. Configuracion de equilibrio.

donde a, By, By, U, son constantes, y hy=(v/a)'?
h=(v,, /2)"? son las escalas de longitud de las laminas de
vorticidad y corriente iniciales. Cabe notar que las dos
escalas de longitud no son independientes. Por otra parte,
como el equilibrio es exacto se puede analizar la
estabilidad para el rango completo de valores de S (en
particular valores de S del orden de 1a unidad).
Expresando la velocidad y el campo magnético como
v=v,+v, y B=B_+B,, se consideran perturbaciones de la
forma
f1=f1(Y)exp(xt+ik2Z).
Las ecuaciones magnetohidrodindmicas linealizadas se
pueden escribir en términos de las variables vy, y By, que
corresponden a las perturbaciones de la velocidad y del
campo magnético normales a la ldmina de corriente. Las
ecuaciones perturbativas resultantes para v=vi/va y
B=iB,,/Bo, donde va,=Bo/(4np)'? es la velocidad de
Alfvén, son
(p-Dy+P_N)Nv +ikSM, (WN + W'')v = —kS(BN + §')B, (6)
(p+1-yD+N)B+ikSM,WB = kSBv, M

donde se han definido las siguientes magnitudes

adimensionales,
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Figura 2 . Tasas de crecimiento para modos resistivos
puros con P,=1 0.
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y los operadores D=d/dy, N=k2-D2. En (6)~(7) aparecen
tres parametros adimensionales: el numero de Lundquist
S, un numero de Mach-Alfvénico M, y el nimero de
Prandtl magnético Py,

Estas ecuaciones definen un problema de autovalores
para p, que se resuelve usando un método matricial con
diferencias finitas®. Las ecs. (6)~(7) se reemplazan por
ecuaciones en diferencias, donde las derivadas se
aproximan por desarrollos de Taylor en funcién de los
valores de las variables dependientes sobre una grilla
numérica. El resultado final es una ecuacion matricial de
la forma

[A+pB]¢=0, (3
donde A, B son matrices de coeficientes complejos y
o=(V1, V2, ..., Vn, By, By, ...By)" es un vector formado por
los valores de la velocidad y del campo magnético
perturbativos en los puntos de la grilla. Los autovalores p
y las autofunciones correspondientes se obtienen a partir
de (8) usando el método QR para matrices®.

IIT INTERPRETACION DE P,,

El nimero de Prandtl magnético es un parametro
importante en la determinacion de la estabilidad, cuya
interpretacion depende la configuracion particular que se
esta considerando. Si no hay componente inicial de
velocidad en la direccion z, es decir vo,=0 (Ms=0), el
problema tiene una sola escala de longitud 4. En este
caso Py, se puede escribir como

p oY -1 ©)

™~ (ah)h R,
donde R, es el nimero de Reynolds definido usando la
velocidad ak con que ingresa el plasma en Y=h. En
consecuencia, el valor de P, mide el efecto de la
viscosidad sobre el desarrollo de la inestabilidad
resistiva. Para P,<<l (R.>>1) los efectos viscosos son
pequeiios.
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Figura 3. Espectro de autovalores para k=0.3, S=100,
Pn=107y M4=0.
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Figura 4. Influencia de la viscosidad en modos
resistivos con §=50.

En cambio, cuando Ma#0 pueden existir modos de
tipo Kelvin-Helmholtz, ademas de los modos resistivos.
En este caso existen dos escalas de longitud que se
vinculan entre si de la forma

1/2
h, _ [L) _pu.
h v m

Por lo tanto, en flujos con vo,#0 el numero de Prandtl
magnético mide la relacion entre las escalas de longitud
de la lamina de vorticidad y lJamina de corriente iniciales.
Valores de P,>>1 corresponden a configuraciones en
donde la lamina de corriente es mucho mas delgada que
la lamina de vorticidad. En estas condiciones cabe
esperar que domine el crecimiento de la inestabilidad
resistiva, por cuanto el perfil de velocidades es
practicamente uniforme dentro de la lAmina de corriente.
Por el contrario, valores de P,<<1 implican que h,<<h.
En estos casos los gradientes de la velocidad son mas
importantes que los del campo magnético, con lo que se
favorece el desarrollo de la inestabilidad de Kelvin-
Helmholtz.

(10)

IV MODOS TEARING CON W=0 (M,=0)

En la fig. 2 se grafican las tasas de crecimiento
p~Re(p) como funcion del nimero de onda k, para
modos con P=10" y variando el nimero de Lundquist S.
Los valores calculados coinciden con los obtenidos por
Phan & Sonnerup®, quienes usaron un método de calculo
diferente. Las curvas muestran que el fluyjo de
estancamiento vp=(aX,-aY) tiende a estabilizar la
configuracion, pues a medida que aumenta su fuerza
(valores mayores de a) disminuye el valor de S (al
reducirse el ancho de la lamina de corriente h=(v/a)"?).
La configuracién se vuelve estable, es decir p, es siempre
negativo, para valores de S menores que el valor critico
S=12.25.

Cuando S>Siiico Se observa que la regiéon de
inestabilidad estd limitada por dos estados marginales
(p=0), uno de numero de onda grande kg, (longitud de
onda pequefia) y otro de nimero de onda pequeiio ki
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Figura 5. Tasas de crecimiento maximas para S=50.
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Figura 6. Tasas de crecimiento mdximas para
k=0.4 (S=cte).

(longitud de onda grande). En efecto, se puede demostrar
a partir de (6)-(7) que la configuracion es estable en el
limite de k=0. Por lo tanto, como la lamina de corriente
siempre es inestable para algin valor de k para S>Sitco,
existe un estado marginal correspondiente a un valor
pequefio (pero finito) de k=ki. La existencia de una
rama inferior de estabilidad marginal distingue a estas
configuraciones del caso de una lamina de corriente en
equilibrio difusivo, donde solamente existe la rama
superior.

El método numérico utilizado para obtener las tasas
de crecimiento también proporciona una aproximacion al
espectro completo de autovalores. En la fig. 3 se
muestran algunos de los autovalores para el caso k=0.3,
S$=100 y P,=10". La flecha indica el autovalor real
correspondiente al modo inestable. Los demas
autovalores tienen parte real negativa y corresponden a
modos estables con una componente oscilatoria. A
diferencia del trabajo de Phan & Sonnerup, en donde se
buscaban los autovalores usando un método basicamente
de prueba y error, la forma de calculo empleado aqui
permite asegurar la existencia de un solo modo inestable.
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Figura 7. Autofunciones de la velocidad y del campo
magnético (S=100, k=0.4).

El efecto de la viscosidad sobre las tasas de
crecimiento se muestra en la fig. 4, donde se varia el
nimero de Prandtl magnético P, manteniendo S=50. La
presencia de viscosidad tiende a reducir la tasa de
crecimiento de la inestabilidad. Este efecto es mas
importante para valores grandes del numero de onda k
cuando P>102.

V EFECTOS COMBINADOS (M,#0) CON P,=1

Cuando P,=1 las escalas de longitud de las laminas
de corriente y de vorticidad iniciales son iguales: h=h,.
En la fig. 5 se grafican las tasas de crecimiento
(maximas) como funcién del nimero de onda k, para
modos con S=50 y distintos valores de Ma. El nimero de
Mach-Alfvénico M, mide la importancia relativa de la
velocidad v,, con respecto a la velocidad de Alfvén. La
curva con Ma=0 corrresponde al caso sin velocidad en la
direccion z, (seccién IV). A medida que crece el valor de
M, se reducen las tasas de crecimiento, a tal punto que la
configuracion se estabiliza completamente para M =0.8.
Para valores de Ms>1 se observa un salto importante en
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Figura 8. Tasas de crecimiento para Ma=I.

el valor de las tasas de crecimiento, que superan
ampliamente los correspondientes a M <1.

Por lo tanto el numero de Mach-Alfvénico determina
dos regiones de inestabilidad. Los puntos con M,<l
corresponden a modos “tearing” que son estabilizados
por la presencia de vo,(y). En cambio, cuando Ma>1 se
desarrollan inestabilidades de Kelvin-Helmholtz, con
tasas de crecimiento mayores que las correspondientes a
los modos resistivos. La maxima estabilizacion se
produce para valores de Ma~1. Esta separacion del
problema en dos regiones se puede apreciar claramente
en la fig. 6, donde se muestran las tasas de crecimiento
como funcion de My,

La seperacion en dos regiones de inestabilidad
también se manifiesta en la forma espacial y paridad de
las autofunciones. En la fig.7a se grafican las
autofunciones de la velocidad para el caso k=0.4 y
S=100, con M,=0 y Ma=1.5. La soluciéon con M,=0 es
antisimétrica, como corresponde a un modo resistivo
puro, mientras que para M,=1.5 el perfil de la velocidad
adquiere la simetria par asociada con los modos de
Kelvin-Helmholtz. Las autofunciones del campo
magnético, fig.7b, también presentan esta inversion de
paridad con el aumento de Ma. Cuando Ma=0 el campo
magnético perturbativo es simétrico con respecto al
origen (modos "tearing"), pero a medida que aumenta
M, tiende a una solucion antisimétrica.

Como muestran los ejemplos previos, la maxima
estabilizacion se produce para valores de M, que son del
orden de My~1. En la fig. 8 se grafican las tasas de
crecimiento correspondientes a M,=1 para distintos
valores de S. La configuracion es estable para todos los
valores de S considerados cuando k>0.1. También se
observa a partir del grafico que la estabilizacion es mas
importante para valores grandes de S.

VI EFECTOS COMBINADOS CON P,#1

En las figs. 9-10 se grafican las tasas de crecimiento
para configuraciones con P,=1. La fig. 9 muestra dos
casos con P<1, donde el ancho de la lamina de corriente
inicial # es mayor que el ancho A, de la lamina de
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vorticidad. Las curvas obtenidas son cualitativamente
- similares a las de 1a fig. 5, que corresponden al caso
P,=1. Sin embargo, las tasas de crecimiento de la
Kelvin-Helmholtz son-mayores y la transicién hacia estos
modos se produce a valores menores de M,. Como se
sefiald prev1amente cuando P,<1 los gradientes de.la
velocidad son mas -importantes que los del  campo
magnético y se favorece el desarrollo de la inestabilidad
de Kelvin-Helmholtz: '

Cuando P,>1 (h<h,) los' modos de Kelwn—Helmholtz
son fuertemente estabilizados (fig, 10). El efecto de la
viscosidad se vuelve especialmente - importante para

“valores.de P,>>1, en cuyo caso también disminuyen las -

tasas de crecimiento de los modos "tearing" (fig. 10b). En
estas configuraciones se generan modos de Kelvin-

Helmholtz solamente para valores de k<<l (longitudes .

de onda muy grandes con respecto al ancho de la lamma
de corriente h—(v,.,/a)"z)

» VII DEPENDENCIA CON EL NUMERO DE
HARTMANN

En el caso de una lamina de corriente en equilibrio
difusivo con .
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Figura 9. Tasas de crecimiento mdximas para
.8=50 con P,=0.25 (a) y Pn=0.01 (b).
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v, =0, 1y .

B, =B,tanh(Y /h)-e,, (12)

.y perturbaciones de l;i forma ¢=¢(Y)exp(ikx+yt), las

ecuaciones perturbativas resultantes son

(p+P.N)NG, =-S*(BN+p"b, , . . (13)

. (p+N)by, =K*BC, ' (14)
donde - ) '
. D=d/dy, N=K-D? k=kh,

By, (¥) 3 y B,,(y)
R T T
Pm —] "—Y_' Py - '. S = 'BOh‘ -

Vo 4mpv

La fig. 11 muestra la tasa de crecimiento p como

‘funcién de P, para k—02 De abajo hacia arriba las

curvas cotresponden a S=10°, $=10*, $=10°, $=10° y
S=10’. En el grafico también se muestra la ‘dependencia
de la tasa de crecimiento con el numero de Hartmann
H,=S/P,,"?, dentro de la region del espacio de parametros

explorada (P,>>1). Los valores de p son constantes sobre -

las lineas horizontales con H,’=cte. Este resultado, que se
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F igura 10. Tasas décrec:mzento mdximas para
8§=50 con P,=4 (a) y P,=100 (b).
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Figura 11. Dependencia de la tasa de crecimiento
con el numero de Hartmann (vy=0).

puede derivar en forma analitica suponiendo |p|<<Py,
confirma los resultados obtenidos en trabajos previos
usando métodos numeéricos diferentes para calcular los
autovalores’ .

VIII CONCLUSIONES

Se estudio la estabilidad de una lamina de corriente
sostenida por un flujo con un punto de estancamiento,
con una componente adicional de velocidad paralela al
campo magnético. Estas configuraciones se distinguen
por poseer una solucién exacta de equilibrio, lo que
permite resolver el problema perturbativo sin las
limitaciones usuales a valores pequefios de la resistividad
y viscosidad. Los efectos combinados de “tearing” y de la
inestabilidad de Kelvin-Helmholtz se investigaron en
forma numérica, usando un método matricial con
diferencias finitas para calcular las tasas de crecimiento
como funcién del nimero de Lundquist S, el namero de
Mach-Alfvénico M, y el nimero de Prandtl magnético
P,.. Los principales resultados obtenidos son:

i) En configuraciones con v,=0 (M,=0) se obtienen
tasas de crecimiento que se comparan favorablemente
con los de trabajos previos. El flujo de estancamiento
vi=ax, vy=ay tiene un claro efecto estabilizante. Para
valores de S<12.25 la configuracion se estabiliza
completamente. La viscosidad también reduce la tasas de
crecimiento.

ii) Cuando P=1 las escalas de longijtud de la laminas
iniciales de corriente y de vorticidad son iguales. El valor
de M, determina dos regiones de inestabilidad bien
diferenciadas, en donde domina la “tearing” o bien la
inestabilidad de Kelvin-Helmholtz (con tasas de
crecimiento que son mayores). Para Ms<l domina el
modo “tearing”, que es estabilizado por la Kelvin-
Helmholtz a medida que crece Ma. En cambio, para
M,>1 la Kelvin-Helmholtz es dominante, pero es
estabilizado a su vez por la “tearing”. En consecuencia,
la maxima estabilizacion se produce para valores de M
que son del orden de Ma~1.
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iti) Las soluciones con P#1, Ma#0 y S=50 muestran
que para P,<1 domina la inestabilidad de Kelvin-
Helmholtz, mientras que la “tearing” es dominante
cuando P >1.

En el caso de una lamina de corriente en equilibrio
difusivo, se confirmé numéricamente la dependencia de
la tasa de crecimiento con el mimero de Hartmann
H=S/P,"*.
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